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SITZUNG  VOM  8.  JANUAR  1894. 

C.  Jenmann,  Ueber  die  Bewegung  der  Wärme  in  compres- 
sibkn  oder  auch  incompressiblen  Flüssigkeiten. 

Von  Fourier  existirt  eine  berühmte  Abhandlung  über  die 
Bewegung  der  Warme  in  compressiblen  oder  auch  incompres- 
siblen Flüssigkeiten  i) .  Selbstverständlich  geht  diese  Abhandlung 
von  der  damaligen  Ansicht  aus,  dass  die  Wärme  eine  Materie 
sei,  deren  Quantität  unveränderlich  ist. 

Nach  anserer  heutigen  Vorstellungsweise  hingegen  ist  die 
QaantitM  der  Wärme  veränderlich'^  insofern  zwischen  ihr  und 
mechanischer  Arbeit  im  Allgemeinen  ein  fortwährender  Umsatz 
stattfindet.  Somit  entsteht  die  Aufgabe,  jene  Fourier* sehen 
Untersuchungen  im  Sinne  unserer  heutigen  Vorstellungsweise 
umzugestalten. 

Dieser  Aufgabe  ist  der  nachfolgende  Aufsatz  gewidmet. 
Es  handelt  sich  dabei ,  ebenso  wie  bei  Fourier,  im  Wesentlichen 
um  die  Aufstellung  derjenigen  fünf  Dififerentialgleichungen,  die 
erforderiich  sind,  um  die  fünf  Unbekannten,  nämlich  die  6e- 
schwindigkeitscomponenten  a,  ß^  /,  die  Dichtigkeit  £  und  die 
Temperatur  d-  als  Functionen  der  Zeit  zu  bestimmen.  Und  dabei 
habe  ich,  der  grösseren  Allgemeinheit  willen,  die  in  der  Flüssig- 
keit vorhandene  Reibung  mit  in  Betracht  gezogen. 

Dieselbe  Aufgabe  ist  bekanntlich  schon  von  Kirchhoff  be- 
handelt worden^].   Im  weiteren  Verlauf  meines  Aufsatzes  werde 


4)  Fourier:  Sur  le  mouvemenl  de  la  Chaleur  dans  les  Fluides,  18S3, 
Oeuvres  de  Fourier,  Tome  U,  4  890,  Pag.  595. 

t)  Kirchhoff:  Ueber  den  Einfluss  der  Wärmeleitung  in  einem  Gase  auf 
die  SchaUbewegung,  4868.  Kirchhoff's  Ges.  Abbandlungen,  4882,  Seite  540. 
lfAtk.-pl17s.ClMM.    1884.  4 


2  G.  Neuhann, 

ich  die  Kirchhoff'sche  Methode  mit  der  meinigen  vergleichen, 
und  zeigen,  dass  zwischen  diesen  beiden  Methoden  nur  unter 
gewissen  Vernachlässigungen,  nicht  aber  im  Allgemeinen  Ueber- 
einstimmung  stattfindet. 

§<• 

Die  Fonrier'sehe  Methode. 

Nach  Euler  gelten  fttr  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit  fol- 
gende drei  Gleichungen: 

da ^_i^     -u—fi-L.^"     X       ^  ^f' 


{<) 


dt        bt'^bx     '^  by'^'^  bz^^  eby' 

\.dt~  bt'^hx      ^  by'^^  bz^~  ebz' 


und  überdies  die  sogenannte  Coniinuitätsgleichimg : 

welche  letztere  auch  so  darstellbar  ist: 

be      b{aa)      b[eß)      b{eY)_ 

Dabei  ist  im  Allgemeinen  der  Druck  p  anzusehen  als  eine  ge- 
gebene Function  der  Dichtigkeit  e  und  der  Temperatur  ^: 

(3)  p  =  p(£,^). 

Absichtlich  habe  ich  hier  genau  dieselben  Bezeichnungen 
angewendet,  deren  Fourier  in  seiner  höchst  interessanten  Ab- 
handlung sich  bedient  hat.  Denkt  man  sich  nun  für  p  überall 
seinen  Werth  (3)  substituirt,  so  enthalten  die  vier  Gleichungen 
(i),  (2)  im  Ganzen  fünf  Unbekannte:  a,  ß,  y,  €,  &;  so  dass  es 
also  zur  Bestimmung  dieser  Unbekannten  noch  einer  fünften  Glei- 
chung bedarf.  Eine  solche  hat  Fourier  wirklich  aufgestellt.  Der 
dabei  von  Fourier  benutzte  Weg  mag  hier  in  etwas  vereinfachter 
Darstellung  kurz  recapitulirt  werden. 

Zuvörderst  bezeichne  Dz  irgend  ein  Volumelement  der  be- 
trachteten Fltlssigkeit,  mithin  sDr  die  darin  enthaltene  Masse. 


Bewegung  der  Wxrm b  in  Flüssigkeiten.  §  4 .  3 

Femer  sei  ^  die  io  diesem  MassenelemeDt  eDr  vorhandene  Tem- 
peratur^  und 

(4)  (S.*-6Z>r 

die  in  ihm  enthaltene  Wärmemenge.  Der  hier  auftretende  Factor 
6,  die  sogenannte  specifische  Wärme^  wird  im  Allgemeinen  als 
eine  gegebene  Function  von  6,  -9-  anzusehen  sein: 

(5)  S  =  6(€,.^) 

Wir  construiren  nun  irgendwo  innerhalb  der  in  Bewegung 
begriffenen  Flüssigkeit  eine  geschlossene  Fläche  w.  Diese  Fläche 
soll  ganz  unbeweglich  und  fest,  tlbrigens  aber  rein  idealer  Natur 
sein,  so  dass  sie  der  Bewegung  der  Fltlssigkeit  keinerlei  Hinder- 
niss  bereitet.  Die  innerhalb  ci>  vorhandene  Wärmemenge  Q  wird 
binnen  der  Zeit  dt  offenbar  aus  doppeltem  Grunde  sich  ändern, 
nämlich  erstens  deswegen,  weil  in  Folge  der  Wärmeleitung 
(Communication  de  la  Chalenr)  binnen  der  Zeit  dt  ein  gewisses 
Wärmequantum  von  aussen  her  in  das  Volumen  cu  hineintritt, 
und  zweitens  auch  deswegen,  weil  binnen  dieser  Zeit  gewisse 
Fiassigkeitsmengen  in  das  Volumen  cj  hineingehen ,  welche  die 
in  ihnen  enthaltenen  Wärmequantiläten  mit  hineintransportiren. 

Mit  andern  Worten :  Die  im  Volumen  tu  enthaltene  Wärme- 
menge Q  wird  in  der  Zeit  dt  einen  Zuwachs  dQ  erhalten,  der 
aus  zwei  Theilen  besteht.  Der  erste  rührt  her  von  der  Wärme- 
leilung,  der  zweite  von  dem  durch  die  Flüssigkeit  bewerkstelligten 
Wärmetransport.  Wir  wollen  nun  diese  beiden  Processe  der 
Leitung  und  des  Transportes,  die  in  Wirklichkeit  gleichzeitig  er- 
folgen, nocA  einander  vor  sich  gehen  lassen,  indem  wir  bei  dem 
ersten  vom  Transport  absehen,  die  Flüssigkeit  also  als  einen 
starren  KOrper  uns  denken,  andererseits  aber  beim  zweiten  von 
der  Leitung  absehen ,  die  Wärmeleitungsftthigkeit  also  <=  0  uns 
vorstellen. 

Bezeichnen  wir,  was  den  e^^sten  Process  betriflft,  ein  Ele- 
ment der  Fläche  &/  mit  Du,  und  die  auf  Da)  errichtete  innere 
Normale  mit  v,  so  wird  bekanntlich  das  in  der  Zeit  dt  durch  Dio 
hindurch  in  das  Volumen  u  hineintretende  Wärmequantum  dq 
den  Werth  haben: 

(6)  dq  =  '-K^Dcüdt, 

wo  K  die  sogenannte  Wärmeleitungsfähigkeit  vorstellt.  Dieses 
K  weilen  wir  der  Einfachheit  willen  [ebenso  wie  Fourier  in  seiner 


4  C.  Neümann, 

Abhandlung  es  gethan  hat]  als  eine  Constante  ansehen.  Aus  (6) 
ergiebt  sich  für  die  ganze  Wärmemenge,  welche  vermöge  der 
WlkTmeleilung  binnen  der  Zeit  dt  in  das  Volumen  w  hineingeht, 
der  Ausdruck : 

d.  i.  der  Ausdruck: 

(8)  ^dq=:Kdtf£k&'DT, 

die  Integrationen  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Elemente  üw  der 
Flache  o),  resp.  über  alle  Elemente  Dt  des  von  co  umschlossenen 
Raumes.  Dabei  reprdsentirt  A^  den  bekannten  Lap/ace'schen 
Differentialausdruck : 

h*&      h*^      6*^ 

Bezeichnen  wir  andrerseits,  was  den  j8u;ertenProcess  betriflfl, 
die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  an  der  Stelle  Dw  mit  X,  und 
die  Componenten  von  l  mit  a,  (i,  y,  so  hat  die  in  der  Zeit  dt  durch 
Dw  hindurch  in  das  Volumen  co  hineintretende  Flüssigkeitsmenge 
dm  den  Werth: 

dm  =  €  D(a  •  k  cos  (A,  v)  •  dt  ^ 
d.  i.  den  Werth: 

dm  =  bDo)  [a  cos  (y,  x)-\-  ß  cos  [v^  y)  +  7  cos  (y,  z]]dt. 

Die  in  dm  enthaltene  und  mit  dm  zugleich  hineintretende 
Wärmemenge  dg^  ist  =  6 ^^ dm  [vgl.  (4)].    Also: 

dq^  =  (S.d'€Dw  [a  cos  [r,  x)'\ ]dt. 

Die  ganze  Wärmequantität,  welche  in  der  Zeit  dt  durch  die 
Flüssigkeit  in  das  Volumen  u  hineintransportirt  wird,  hat  daher 
den  Werth : 

(9)  ^d?m  =  rf^  'f^^£[a  cos  («/,  x)  +  •  •]  Z>  w  , 
d.  i.  den  Werth: 

<»)  ^äu  =  -  ^'/(«^+*-^+'-^)''.. 

die  Integrationen  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Elemente  Dio 
der  Fläche  w,  resp.  über  alle  Elemente  Dr  des  von  w  umschlos- 
senen Baumes. 
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Das  so  berechnende  dQ  endlich  besteht  aus  den  beiden 
Theilen  (8)  und  (40),  und  hat  daher  den  Werth: 

M,        .,  =  .,(^/^,„.-/(»(^+..)«.}. 

Dieses  selbe  Quantum  dQ  kann  nun  aber  auch  direct  auf 
Grund  der  Formel  (4)  berechnet  werden.  Nach  jener  Formel 
besitzen  nämlich  die  in  den  Augenblicken  t  und  ^  +  d^  im  Vo- 
lumen 10  enthaltenen  Wärmequantitaten  Q  und  0  +  dQ  die 
Werthe :  p 

woraus  folgt: 


■2>r, 


alle  Integrationen  ausgedehnt  gedacht  über  die  Elemente  Dr  des 
von  Cd  umschlossenen  Raumes. 

Die  beiden  Ausdrücke  (H)  und  (12)  müssen  stets  unter 
einander  gleich  sein,  wie  klein  man  sich  das  betrachtete  Volumen 
(u  auch  vorstellen  mag.  Somit  gelangt  man,  indem  man  dieses 
Volumen  unendlich  klein  sich  vorstellt,  zu  folgender  Formel: 

M6^g;_j.^^     m^Bd]     H^^Bß)     6(6^£/,\ 

'  ^t  \      'bx  hy  hz      ) 

Und  diese  Formel  repräsentirt  jene  von  uns  gesuchte  fünfte  Glei- 
chung, von  welcher  zu  Anfang  dieses  Paragraphs  die  Rede  war. 
Sie  ist  in  Uebereinstimmung  mit  der  Fourier^ sehen  Formel^), 
faUs  man  nur  beachtet,  dass  Fourier  das  Product  6  e  mit  C  be- 
zeichnet, und  dieses  C  als  eine  Constante  behandelt  hat,  —  eine 
Behandlungsweise,  die  wohl  nur  dann  berechtigt  sein  dürfte, 
wenn  die  gegebene  Flüssigkeit  incompressibel  ist. 

Mit  Rücksicht  auf  (Sa)  kann  man  übrigens  der  Formel  (13) 
auch  folgende  Gestalt  geben : 

oder  auch  folgende  Gestalt: 


♦)  1.  c.  pg.  606,  (8). 


6  C.  Nbumann, 

(<3b)  e^  =  Kä», 

WO  [ebenso  wie  z.  B.  in  (1)  und  (%)] 

dt~  bt'^^  hx"^  ^  hy'^^  hz 
ist. 

Noch  Eins  sei  bemerkt.  Betrachtet  man  K  nicht  als  constant, 
sondern  als  eine  gegebene  Function  von  e,  &,  so  wttrde  in  den 
Formeln  (13),  (13a),  (13b)  das  A^  durch 

zu  ersetzen  sein,  wie  leicht  zu  tibersehen  ist. 

§2- 
Eine  etwas  andere  Methode,  die  zn  demselben  Resultat  führt. 

Wahrend  die  Flüssigkeit  unter  dem  Einfluss  der  gegebenen 
Kräfte  Xy  Yj  Z  in  irgend  welcher  Bewegung  begriffen  ist,  wollen 
wir  irgend  einen  Theil  M  der  Flüssigkeit  ins  Auge  fassen,  und 
die  Umgrenzungsflache  dieses  Theiles  M  mit  co  bezeichnen.  Als- 
dann wird  10,  ebenso  wie  M  selbst,  seiner  Lage  und  Gestalt  nach 
von  Augenblick  zu  Augenblick  sich  ändern.  Hierin  besteht  der 
Unterschied  der  jetzt  darzulegenden  Methode  von  der  des  vorigen 
Paragraphs.  Dort  war  lo  eine  unbewegliche  rein  ideale  Flache. 
Hier  hingegen  reprasentirt  lo  die  Begrenzungsflache  einer  be- 
stimmten Flüssigkeitsmasse  M,  und  ist,  ebenso  wie  M  selbst,  in 
fortwährender  Bewesfing  begriffen,  und  zugleich  auch  der  Gestalt 
nach  von  Augenblick  zu  Augenblick  sich  ändernd. 

Ist  i)c(>  ein  Element  der  Flache  C(>,  und  v  die  auf  Dio  errichtete 
innere  Normale ,  so  wird  die  binnen  der  Zeit  dt  in  die  Flüssig- 
keitsmasse M  von  aussen  her  hineintretende  Wärmemenge  den 
Werth  haben  [vgl.  §  1,  (7)]: 

(1)  --Kdtf^Da., 

die  Integration  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Elemente  Dco  der 
Fläche  w.  Man  könnte  gegen  diesen  Ausdruck  (4)  vielleicht  den 
Einwand  erheben,  dass  Dcu  und  v  wahrend  der  Zeit  dt  ihrer  Lage, 
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Grösse  und  Ricbtung  nach  sich  ändern.  Doch  kann  die  Berttck- 
sichtigong  dieser  Aenderungen  unterbleiben ,  weil  dadurch  der 
Werth  des  in  (1)  stehenden  Integrales  nur  um  etwas  Unendlich- 
kleines sich  andern  würde.  Man  kann  also  jenes  Integral  in 
einem  beliebigen  Augenblick  des  Elementes  dt,  etwa  in  seinem 
Anfangsaugenblick  t  sich  ausgeführt  denken.  Auch  ergiebt  sich 
durch  eine  bekannte  Umformung  des  Integrales,  dass  die  Wärme- 
menge [i]  in  die  Gestalt  versetEbar  ist: 

Kdtftkd^  •  Dt  , 


(2)  Kdtfi 


die  Integration  ausgedehnt  über  alle  Elemente  Dt  des  von  u 
umschlossenen  Raumes. 

Denken  wir  uns  endlich  die  ins  Auge  gefasste  Flüssigkeits- 
masse M  als  ein  unendlichkleines  Flüssigkeitselement  DM  vom 
Volumen  Dt,  so  ergiebt  sich  für  die  binnen  der  Zeit  dt  von 
aussen  her  in  dieses  Element  D  M  hineintretende  Wärmemenge 
dQ  der  Ausdruck: 
|3)  dQ  =  Kdt'^&'DT. 

Offenbar  repräsentirt  dieses  dQ  denjenigen  Zuwachs,  den 
das  im  Element  DM  vorhandene  Wärmequantum  während  der 
Zeit  dt  erhält.  Ist  mithin  Q  der  Werth  dieses  Quantums  im 
Augenblick  t^  so  ist  Q  -\-  dQ  sein  Werth  im  AugenbUck  1+  dt. 
Diese  Werthe  sind  aber  nach  §  1 ,  (4)  folgendermassen  darstellbar: 

Q  =  (i^(eDT), 

Q  +  dQ  =  {(&^  +  '^dtyeDT); 

es  ist  nämlich  zu  beachten,  dass  das  Product  €  Dt  die  Masse  DM 
repräsentirt,  mithin  unveränderlich  ist.  Aus  den  beiden  letzten 
Formeln  folgt  sofort: 

(4,  äQ  =  'imdt-eDr. 

Und  nunmehr  ergiebt  sich  durch  Vergleichung  der  beiderlei 
Ausdrücke  (3)  und  (4)  die  Formel : 

w         ''-^='"^»- 

Dies  aber  ist  die  Fourier'sche  Formel^  wie  sie  vorhin  in  §  4  (13b) 
angegeben  wurde. 


8  C.  Nbühann, 

Bemerknng.  —  Die  hier  und  im  vorigen  Paragraph  darge- 
legten Methoden  beruhen  wesentlich  auf  der  Voraussetzung,  dass 
die  Quantität  der  Wärme  unveränderlich  sei.  Diese  Voraus- 
setzung ist  aber  unhaltbar.  Denn  wir  wissen,  dass  Wärme  in 
mechanische  Arbeit,  und  umgekehrt  mechanische  Arbeit  in  Wärme 
sich  umwandeln  kann.  Und  dass  derartige  Umwandlungen  bei 
einer  in  Bewegung  begriffenen  Flüssigkeit  im  Allgemeinen  wirk- 
lich stattfinden  werden,  kann  keinem  Zweifel  unterliegen.  Dem- 
gemäss  bedarf  es  also  zur  Auffindung  jener  von  uns  gesuchten 
fünften  Differentialgleichung  einer  wesentlich  andern  Methode, 
die  im  Folgenden  dargelegt  werden  soll. 

§3. 
Allgemeine  Betraehtnngeii. 

Wirken  auf  ein  materielles  System,  dessen  innere  Kräfte 
blosse  Functionen  der  Entfernungen  sind,  von  aussen  her  beliebig 
gegebene  Kräfte  ein,  so  wird  bekanntlich  die  von  diesen  äussern 
Kräften  während  irgend  eines  Zeitelementes  verrichtete  Arbeit 
ein  vollständiges  Differential  sein. 

Für  eine  Flüssigkeit  sind  die  innern  Kräfte  (zu  denen  z.  B. 
auch  der  Druck  p  gehört)  nicht  blosse  Functionen  der  Entfer- 
nungen, sondern  mitabhängig  von  der  Temperatur.  Demgemäss 
ist  also  auch  nicht  zu  erwarten,  dass  jener  Satz  des  vollständigen 
Differentials  für  eine  Flüssigkeit  Geltung  habe. 

Um  näher  hierauf  einzugehen,  multipliciren  wir  die  Euler- 
schen  Gleichungen  §  ^,  (^)  mit  aDM,  ßDMy  yDM,  und  addiren. 
So  ergiebt  sich : 

d(a«  +  /?«  +  y«)   DM  _ 


(^) 


dt  2 


dabei  sind  unter  DM  und  a,  ß,  y  die  Masse  und  die  Geschwindig- 
keitscomponenten  irgend  eines  Flüssigkeitselementes  zu  ver- 
stehen. 

Es  sei  nun  [ebenso  wie  im  vorigen  Paragraph]  M  ii^end  ein 
Theil  der  in  Bewegung  begriffenen  Flüssigkeit,  und  co  die  Um- 
grenzungsfläche von  M.  Integriren  wir  die  Formel  (1)  über  alle 
Elemente  D if  des  Theiles  Jf,  so  ergiebt  sich: 
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,,  ^_^=/,x.  +  ...,«i,_/(g„+..),„ 

wo  T  die  lebendige  Kraft  der  Hasse  M  vorstellt.  Dabei  sind  die 
Integrationen  ausgedehnt  zu  denken  über  alle  Massenelemente 
DM  resp.  Yolumelemente  Dt  der  Masse  JH;  auch  ist  DAf  =  ßZ>T, 
wo  e  die  Dichtigkeit  vorstellt. 

Das  letzte  Integral  der  Formel  (2)  ist  offenbar  auch  so  dar- 
stellbar: 

oder  auch  so: 

— Jp [a  cos  (y, x)  +  . .] Z> w  -^p  1^  +  .  . J D r , 

oder  mit  Rücksicht  auf  §  1 ,  (2)  auch  so: 

-fp  [a  cos  K  x]  +  . .]  ^co  +/I  ^Dr  , 

das  erste  Integral  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Elemente  Dio 
der  Flache  co,  und  unter  v  die  innere  Normale  von  Du)  verstan- 
den.  Somit  geht  die  Formel  (2]  über  in: 

d.  i.  in: 

(4)  dT=f{Xdx+'-')DM+fp[Gos{v,x)dx+'']Du)--f£^Dr, 

wo  dx  =  adt,  dy  =  ßdt,  dz  =  'ydt  die  Yerrttckungen  von  DM 
resp.  von  Dw  während  der  Zeit  dt  vorstellen. 

Die  auf  die  betrachtete  Flttssigkeitsmasse  M  von  aussen  her 
einwirkenden  Kräfte  sind  offenbar  dargestellt  theils  durch  die 
gegebenen  Kräfte  X,  F,  Z,  theils  durch  die  auf  diese  Masse  M  an 
Qirer  Oberfläche  co  einwirkenden  Druckkräfte  p.  Und  die  von 
air  diesen  äusseren  Kräften  während  der  Zeit  dt  verrichtete 
Arbeit  dS  hat  offenbar  den  Werth: 

dS  =f{Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  DM 

+  1  p  [cos  {v,  x)  dx  +  cos  (p,  y)  dy  +  cos  [p,  z)  dz]  Du, 

Demgemäss  ist  also  die  Formel  (4)  auch  so  darstellbar: 


10  C.  Nbuhann, 

wo  DM  =  €Dt.  —  Diese  Formel  (5)  ist  giltig,  wie  klein  oder 
wie  gross  wir  uns  die  betrachtete  FlQssigkeitsmasse  M  auch  vor- 
stellen mOgen,  und  also  z.  B.  auch  giltig,  falls  wir  diese  Masse 
3f  unendlich  klein,  etwa  =  Di/  uns  denken.  Alsdann  aber  geht 
die  Formel  über  in: 

(6)  dT  =  dS  —  ^DM, 

Fuhren  wir  schliesslich  eine  neue  Function  (p  =  (p  (e,  &)  ein, 
welche  zu  der  gegebenen  Function  p  =  p{£,  ^)  in  der  Beziehung 
steten  soll: 

be      ~€*' 
so  können  wir  die  Formel  (6)  auch  so  schreiben: 

(7)  dT=dS-^-^BMide)DM. 

Offenbar  ist  der  hier  in  Klammem  gesetzte  Ausdruck  ein 
t/fivollständiges  Differential,  nämlich  nur  ein  Theil  des  vollstän- 
digen Differentials : 

Demgemass  zeigt  die  Formel  (7)  in  deutlicher  Weise,  dciss  die 
Arbeit  dS  ebenfalls  ein  unvollständiges  Differential  ist,  —  Q.  c.  d. 

Ausnahmefälle  sind  allerdings  angebbar.  So  z.  B.  wird  nach 
(7)  die  Arbeit  dS  ein  vollständiges  Differential  sein,  wenn  die 
Flüssigkeit  incompressibel,  mithin  de  =  0  ist, und  ebenso  anderer- 
seits auch  in  dem  Falle,  dass  p.  mithin  auch  q>  unabhängig  von 
&  ist. 

Bemerkung.  —  Fast  von  selber  drängt  sich  die  Yermuthung 
auf,  die  Un Vollständigkeit  des  Differentials  dS  sei  in  Verbindung 
zu  bringen  mit  den  Temperaturänderungen  und  Wärmeüber- 
gängen, die  iunerhalb  der  betrachteten  Flüssigkeit  (schon  ih  Folge 
der  eintretenden  Verdichtungen  und  Verdünnungen)  von  Augen- 
blick zu  Augenblick  erfolgen  werden.  Dann  aber  wird  nach 
einem  allgemeinen  Axiom  der  mechanischen  Wärmetheorie  für 
jedes  Flüssigkeitselement  DM  nicht  t/S,  sondern 
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(8)  ds  +  ad<? 

ein  vollständiges  Differential  sein,  wo  dS  (nach  wie  vor)  die  dem 
Element  DM  während  der  Zeit  dt  von  aussen  her  zugeftthrte 
Arbeit,  und  'S.dQ  die  dem  Element  DM  binnen  dieser  Zeit  von 
aussen  her  zugeführte  Wärme  bezeichnet*). 

Jenes  soeben  erwähnte  Axiom  soll  die  Grundlage  unserer 
weitem  Untersuchungen  bilden.  Und  dabei  wird  es  zweck- 
mässig sein ,  die  Dinge  gleich  von  vornherein  in  grösserer  All- 
gemeinheit anzugreifen,  nämlich  in  unsere  Betrachtungen  mit 
hinein  zu  ziehen  die  in  der  Flüssigkeit  vorhandene  Reizung. 

§*. 

Darlegung  einer  neuen  Methode  (Methode  des  Verfassers). 

Für  jedwedes  materielle  System  gelten  die  bekannten  sechs 
Gleichungen: 

etc.     etc.  etc.     etc. 

wo  die  Aj  B,  C  die  auf  das  System  einwirkenden  äussern  Kräfte 
vorstellen.  Wir  wollen  hier  nur  von  den  Gleichungen  linket' 
Hand  Gebrauch  machen. 

Die  zu  betrachtende  Flüssigkeit  sei  in  Bewegung  begriffen 
unter  dem  Einfluss  gegebener  Kräfte  X,  Y,  Z.  Wir  fassen  irgend 
einen  Theil  M  der  Flmsigkeit  ins  Auge,  dessen  Umgrenzungs- 
fläche ü)  heissen  mag,  bezeichnen  ein  Element  dieses  Theiles  M 
mit  DM,  und  die  augenblicklichen  Geschwindigkeitscomponenten 
des  Elementes  DM  mit  a,ß^  y.  Alsdann  gilt  nach  (i)  die  Formel: 

Denken  wir  uns  die  Integration  links  ausgedehnt  über  alle  Ele- 
mente DM  des  Theiles  M,  so  bezeichnet  die  rechte  Seite  die 
Summe  der  (r-Componenten  aller  auf  diesen  Theil  M  von  aussen 
her  einwirkenden  Kräfte.-    Diese  auf  M  einwirkenden  äussern 


i)  Es  soll  hier  dQ  die  Wärmemenge  in  calorischem  Maass,  und  ^dQ 
dieselbe  in  mechanischem  Maass  sein;  so  dass  also  %  das  Arbeilsäquivalent 
der  Wärmeeinheit  repräsentirt.  Was  die  »zugeführte«  Arbeit  betrifft,  so 
vergleiche  man  die  vier  Zeilen  hinter  Formel  (46)  in  §  4. 
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Krttfie  Aj  B,  C  sind  aber  reprasentirt  theils  durch  die  auf  die 
einzeluen  Elemente  DM  einwirkenden  gegebenen  Kräfte 

XDM,         YDMj        ZDM, 

theils  durch  die  auf  die  einzelnen  Oberflächenelemente  Dio  der 
Masse  M  einwirkenden  Druckkräfte: 

HDco,         H/>w,        ZDü); 

so  dass  also  die  Formel  (2)  die  Gestalt  besitzt^^^ 

(3)  f^DM=JxDM  +  fEDcü. 

Dabei  haben  die  Druckkräfte  EDw,  HZ)co,  ZDwj  inclusive  der 
Reibung f  nach  Stokes  die  Werthe  *) : 

EDo)  =  [P^^COS{p,x)  +  P|4C0S(v,y)  +  P^,  COS  (v,J5)]Z>W  , 

(4)  <H/)w  =  [P,^cos(i',ir)  +  P„cos(^,y)  +  P„cos(j/,j5)]Dco  , 
ZDui  =  [P,,  cos  [v,x)  +  P,,  cos (i/,y)  +  P,,  cos  K z)] Dw  , 

wo  y  die  auf  Dat  errichtete  innere  Normale  bezeichnet,  und 
P,^,  P^jy  etc.  folgende  Ausdrücke  vorstellen: 

Das  hier  auftretende  p  kann  der  Euler'sche  Druck  oder  der  m- 
Irope  Druck  genannt  werden,  während  X  und  /ä  als  die  Reibungs- 
coefficienten  zu  bezeichnen  sind.  Diese  Grössen  p^  X,  /j,  sind  im 
Allgemeinen  als  gegebene  Functionen  von  e,  d^  anzusehen: 

P=P(c,  ^). 

(6)  h  =  A(6,^), 


i)  Stokes:  On  the  Theories  ofthe  internal  Friction  etc.,  4845,     Stokes 
Math,  and  Physical  Papers,  Vol.  J,  4880,  pg.  90—92.    Nach  Stokes  ist,  was 

die  Ausdrücke  (5)  betrifift:  /u  —  A  =  -^ ,  mithin  A  =  -f- . 
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Unsere  Formel  (3)  gewinnt  nun  durch  Substitution  des  in 
(4)  für  Z/>co  angegebenen  Werthes  die  Gestalt: 


f 


dt 


DM  = 


=JXDM+J{P,,cos{v,  x)  +  P^^cos(v,y)  +  P„co8(«',a)]i>w  , 
d.  i.  die  Gestalt: 


rw-"-fi-"'-mir+--' 


djs 


die  IntegratioDen  ausgedehnt  gedacht  Ober  alle  zu  M  gehörigen 
Massenelemente  DM  und  Volumelemente  Dt.  Es  ist  aber  DM 
=  eDt,  mitbin  die  Formel  auch  so  darstellbar: 

Diese  Formel  gilt,  wie  klein  man  den  ins  Auge  gefassten 
Flttssigkeitstheil  M  sich  auch  vorstellen  mag.  Sie  gilt  also  z.  B. 
auch,  wenn  man  den  Theil  M  mii DM  identificirt.  d.h.  unendlich 
klein  sich  denkt.  Somit  erhält  man: 


(7) 


dt  e\hx 

dt  e\hx 


hp,,bp, 


öy 

hP.. 


iz 
hP, 


öy 


— I ,  und  in  analoger  Art: 


M  e\bx  "^  hy   '^  hz  I 


Die  erste  dieser  drei  Formeln  nimmt,  falls  man  für  P^^,  P^^^  P^^ 
die  Werthe  (5)  substituirt,  die  Gestalt  an : 


7  a 


da 
dt' 


e  bx 


ei     Ux'^by'^hzjix'^X   i)x}ix'^\by'^bx)hy 

'^Xhs'^hxjbsi 
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wobei  bemerkt  sein  mag,  dass  man  die  beiden  letzten  Zeilen 
rechter  Hand  gewöhnlich  fortlässt,  indem  man  in  der  Regel  die 
Reibungscoefficienten  l  und  fx  als  constant  ansieht. 

Die  Formeln  (7),  (7  a)  sind  die  Stokes^schen  Differential- 
gleichungen,  Sie  fallen  zurück  in  die  Euler'schen  Differential- 
gleichungen §  4,  (1),  sobald  man  die  Reibungscoefficienten  l 
und  fx  beide  =0  sich  denkt.  Zu  diesen  Stokes'schen  Differential- 
gleichungen (7)  tritt  noch  hinzu  die  Continuitätsgleichung  §  4 ,  (2) : 

f        de       bs       he       .he  he  (ha       hß      hy\ 

Denkt  man  sich  nun  für  p,  A,  ju  überall  ihre  Werthe  (6)  sub- 
stituirt,  so  enthalten  die  vier  Gleichungen  (7),  (8)  im  Ganzen  fünf 
Unbekannte :  a,  ß^  y,  c,  &,  Und  es  bedarf  also  zur  Bestimmung 
dieser  Unbekannten  noch  einer  fünften  Gleichung,  um  deren  Auf- 
stellung es  sich  hier  handelt. 

Zu  diesem  Zweck  betrachten  wir  von  Neuem  irgend  einen 
Theil  M  der  in  fiewegung  begriffenen  Flüssigkeit,  bezeichnen  die 
Umgrenzungsfläche  von  M  mit  lOy  und  die  einzelnen  Elemente 
von  M  und  io  respective  mit  DM  und  Do),  und  überdies  die  auf 
Du)  errichtete  innere  Normale  mit  v.  Sind  nun  a,  ß^  y  die  augen- 
blicklichen Geschwindigkeitscomponenten  des  Elementes  DM 
=  eDT,  so  ergiebt  sich  aus  (7),  durch  Multiplication  mit  aDM, 
ßDMy  yDM  und  Addition,  die  Formel: 

Integrirt  man  diese  Formel  über  alle  Elemente  DM  des  betrach- 
teten Theiles  if/so  folgt: 

\hx^    by    ^   bz  I 


(9) 


-/ 


hx  hy 

'^\bx  "^   hy 


dP.. 


+ 


ßPu_^^P»' 


bz 

hp,. 


J/S.Dx; 


hx 


^ 


hx 


denn  es  ist  DM  =  sD%.   Hier  bezeichnet  T  die  lebendige  Kraft 
der  Flüssigkeitsmasse  M. 
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Das  letzte  Integral  der  Formel  (9)  ist  offenbar  auch  so  dar- 
stellbar: 


f 


hx 


+ 


bx 


hy  hz 

iy     "^     bz 


iy 


bz 


Dt 


+ 


mithin  in  folgende  Gestalt  versetzbar: 


JDr, 


(40) 


wo  E,  H ,  Z  die  Ausdrücke  (4)  sind,  wahrend  <t>  die  Bedeutung 
hat: 

bx   '    ''^{by^bxl^ 
Demgemäss  geht  unsere  Formel  (9)  über  in : 

{i\)^^ßXa  +  Yß  +  Zr)DM+fßa  +  Hß  +  Zy)D(ü+f<i>DT; 

woraus  durch  Multiplication  mit  dt  und  mit  Rücksicht  auf  die 
Relation  DM=eDT  sich  ergiebt: 

(12)     dT=j(Xdx+  Ydy  +  Zdz)DM 

+jßdx  +  Hdy  +  Zdz)Dw+lf^-^\dt. 

Dabei  bezeichnen  dx  =  adt,  dy  =  ßdtj  dz=^ydt  die  Ver- 
rflckungen  von  /) if  resp.  von  Dio  während  der  Zeit  dt. 

Die  beiden  ersten  Integrale  der  Formel  (4S)  repräsentiren 
offenbar  die  Arbeit  der  Kräfte  X ,  Y,  Z und  =,  H ,  Z.  D.  h.  sie 
repräsentiren  diejenige  Arbeit  dSj  welche  von  allen  auf  M  von 
aussen  her  einwirkenden  Kräften  während  der  Zeit  dt  verrichtet 
wird ;  so  dass  man  also  die  Formel  (1 2)  auch  so  schreiben  kann : 

143)  dT^äS  +  (f^-^)dL 
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AIP  unsere  Formeln  sind  giltig ,  wie  klein  oder  wie  gross 
der  von  uns  ins  Auge  gefasste  Theil  M  auch  sein  mag,  und  wer- 
den also  giltig  bleiben,  wenn  wir  diesen  Theil  M  unendlich  klein, 
etwa  =DM  uns  denken.   Alsdann  aber  gewinnt  z.  6.  die  Formel 

(43)  folgende  Gestalt: 

(44)  dT  =  dS  +  ^^dt. 

Bis  zu  diesem  Augenblick  haben  wir  es  eigentlich  nur  mit 
den  S/oA:ß5'schen  Gleichungen  und  deren  Consequenzen  zu  thun 
gehabt.  Um  weiter  gehen  zu  können,  mttssen  wir  Gebrauch 
machen  von  dem  allgemeinen  Axiom  der  mechanischen  Wärme- 
theorie, Dieses  besteht  darin*),  dass  für  jedes  materielle  System 
eine  sogenannte  Energiefunction  existirt,  d.  h.  eine  nur  vom 
augenblicklichen  Zustande  des  Systems  abhängende  Function, 
welche  die  Eigenschaft  hat,  in  jedem  Zeitelement  um  ebensoviel 
anzuwachsen,  als  die  dem  System  während  dieses  Zeitelementes 
von  aussen  her  zugeftthrte  Arbeit  und  Wärme  beträgt.  Auch 
wollen  wir,  wie  es  üblich  ist,  voraussetzen  ^j,  dass  diese  Energie- 
function für  die  gegebene  Flüssigkeit  =  T  +  F  sei,  wo  T  die 
lebendige  Kraft  der  Flüssigkeit ,  andrerseits  aber  F  eine  Grösse 
vorstellt,  die  nur  von  der  augenblicklichen  räumlichen  Anord- 
nung der  einzelnen  Flüssigkeitsmoleküle  abhängt;  so  dass  also 
T  nur  von  der  augenblicklichen  xivrjaig,  andrerseits  aber  F  nur 
von  der  augenblicklichen  avvTa^ig  abhängt. 

Dabei  wollen  wir  nicht  die  ganze  gegebene  Flüssigkeit,  son- 
dern ein  unendlich  kleines  Element  DM  derselben  in  Betracht 
ziehen,  also  unter  T  +  F  die  Energiefunction  dieses  Elementes 
D  M  verstehen.  Ueberdies  wollen  wir  endlich  voraussetzen  3), 
dass  der  syntaktische  Theil  F  dieser  Function  die  Gestalt  habe 

F=DM'f(€,^), 

i)  Vgl.  C.  Neumann:  Verl,  üb,  d.  mechanische  Theorie  der  Wärme, 
Leipzig,  4S7S,   Daselbst  Seite  4  9. 

2)  Im  Grunde  genommen  ist  diese  Voraussetzung  als  eine  mehr  oder 
weniger  hypothetische  zu  bezeichnen.  Denn  man  könnte  die  Energiefunction 
ebenso  gut  auch  s=  T  -f-  F  +  /  sich  denken,  und  dabei  unter  /  eine  Grösse 
verstehen,  die  gleichzeitig  von  der  Bewegung  und  von  der  räumlichen  An- 
ordnung abhfingt. 

8)  Auch  diese  Voraussetzung  ist  hypothetisch.  Denn  möglicherweise 
könnte  F  nicht  nur  von  s  und  ^,  sondern  gleichzeitig  auch  von  den  augen- 
blicklichen Dilatationen  des  Elementes  Dilf  abhängen. 
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wo  /*(€,  ^)  eine  nur  von  der  Dibhtigkeit  e  und  der  Temperatur  ^ 
des  Elementes  DM  abhängende  Grösse  vorstellt. 

Nach  dem  genannten  allgemeinen  Axiom  wird  nun  die 
Eiiergiefunction 

(45)  T+DM'f{€,^) 

des  Elementes  Dif  in  jedem  Zeitelement  dt  um  ebenso  viel  an- 
wachsen, als  die  dem  Elemente  DM  wahrend  dieser  Zeit  von 
aussen  her  zugeftlhrte  Arbeit  und  Wärme  beträgt.  Bezeichnet 
man  also  diese  Arbeit  und  Wärme  resp.  mit  dS  und  %dQ,  so 
findet  die  Formel  statt : 

(<6)  dT  +  DM'df(€,&)  =  dS  +  'ädO. 

Dabei  ist  bekanntlich  unter  der  dem  Element  DM  während 
der  Zeit  dt  von  aussen  » zugeführten a  Arbeit  dS  diejenige  zu 
verstehen,  welche  während  dieser  Zeit  verrichtet  wird  von  den 
von  aussen  her  auf  Dif  einwirkenden  Kräften.  Demgemäss  ist 
diese  Arbeit  dS  identisch  mit  derjenigen,  von  welcher  bereits 
in  (1 4)  die  Rede  war. 

Andererseits  wird  die  dem  Element  DM  während  der  Zeit 
(//  von  aussen  her  zugeftthrte  Wärme  9(dO  diejenige  sein,  welche 
während  dieser  Zeit  durch  Leitung  in  das  Element  hineingeht. 
Demgemäss  wird  diese  Wärmemenge  %dQ  den  in  §  2,  (3)  ange- 
gebenen Werth  haben: 

(46a)  %dQ  =  %Kdt'A&'DT 

d.  i.  den  Werth 

(46b)  ad<?  =  «Ä'rf/ .  A^  .  ^^  ; 

e 

denn  Dt  soll  das  Volumen  des  Elementes  DM  sein,  mithin 
DM=€Dt. 

Wir  subtrahiren  jetzt  von  der  neuen  Formel  (4  6)  die  bereits 
früher  erhaltene  Formel  (4  4): 

Hl)  dT  =  dS  +  ^^^dt, 

und  erhalten  in  solcher  Weise  : 

(18)  DM .  df{e,  &)  =  %dQ  -  ^^^dt , 

oder,  falls  wir  für  'AdQ  seinen  Werth  (46b)  substituiren ,  und 
zugleich  mit  DM .  dt  dividiren : 

lUUi.-p]i78.  ClaMe.    1694.  3 
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(49)  '^%*)=«i,^_^. 

ät  8  € 

Der  hier  auftretende  Ausdruck  <t>  ist  in  mannigfaltiger  Weise 
darstellbar.    Zuvörderst  ist  nach  (1  Oj : 

Hieraus  folgt,  falls  man  für  /\ , ,  P„ ,  .  - .  die  Werthe  (5)  substituirt: 

/dy      »a\'      /»er       Wl. 
"^  löÄC  "^  öa/  "^  \hy  "^  dx/  J  ' 

und  hierfür  mag  zur  Abkürzung  geschrieben  werden : 

WO  alsdann  unter  (—  P)  derjenige  Theil  des  Ausdrucks  0  zu  ver- 
stehen ist,  welcher  von  der  Reibung  abhängt,  d.  i.  derjenige  Theil, 
welcher  mit  den  Reibungscoefficienten  X,  (,i  behaftet  ist.  Uebri- 
gens  ist  nach  (8) : 

mithin  der  Ausdruck  (49c)  auch  so  darstellbar: 

Die  mit  diesem  Ausdruck  0  behaftete  Formel  (\  9)  repräsentirt 
die  ix>n  uns  gesuchte  Gleichungy  nämlich  jene  fünfte  Gleichung, 
welche  zu  den  vier  Gleichungen  (7),  (8)  hinzuzufügen  ist,  sobald 
die  fünf  Unbekannten  a,  /?,  y,  e,  ^  wirklich  bestimmt  werden  sollen. 

Yergleichnng  mit  der  Fonrier'schen  Formel.  —  Wir  wollen 
bei  dieser  Yergleichung  auf  den  Fall  uns  beschränken,  dass  die 
gegebene  Flüssigkeit  ein  Gas  ist. 
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Fttr  ein  Gas  ist  die  Gestalt  der  Function  /*(€,  ^)  leicht  an- 
gebbar. Wir  brauchen  zu  diesem  Zweck  nur  für  den  Augenblick 
anzunehmen,  die  Bewegung  des  Gases  sei  eine  unendlich  lang^ 
same.  Dann  wttrde  die  Energiefunction  (15):  T  +  DM  -  f[€,  d-) 
des  Gaselementes  DM  sich  reduciren  auf 

DM'fia.S-). 

Gleichzeitig  wttrde  alsdann  aber  diese  Energiefunction  des  Gas- 
elementes Dif  nach  den  Ergebnissen  der  mechanischen  Wärme- 
theorie  folgenden  Werth  haben  ^j : 

wo  6^  die  specifische  Wärme  des  Gases  fttr  eonstantes  Volumen 
vorstellt.   Beides  zusammen  genommen,  ergiebt  sich : 

Und  zwar  wird  diese  Formel  ganz  allgemein  gelten,  einerlei  ob 
das  Gas  in  langsamer  oder  schneller  Bewegung  begriffen  ist. 
Denn  es  handelt  sich  hier  um  eine  Function,  die  nur  von  e,  & 
abhängt;  und  die  Werthe  dieser  Argumente  €,  ^  sind  bei  Ab- 
leitung der  Formel  (a)  keinerlei  Einschränkung  unterworfen 
worden. 

Unsere  Gleichung  (4  9)  erhält  somit  fllr  den  Fall  eines  Gases 
folgende  Gestalt: 

'  dt  e         e 

Snbstitairen  wir  hier  fttr  <t>  seinen  Werth  (19d),  so  folgt : 

oder,  was  dasselbe  ist: 

Und  diese  Formel  unterscheidet  sich  von  der  Fourier'schen  For- 
mel in  §  4,  (43b)  erstens  dadurch,  dass  hier  S^  statt  @  steht, 
zweitens  durch  ein  von  de  d.  h.  von  der  Comp^essian  des  Gases 
herrtthrendes  Glied,  und  drittens  endlich  durch  ein  von  der  Rei- 


4)  Vgl.  C.  Neumann  1.  c,  Seile  50,  51. 
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bungj  nanilich  von  P  herrührendes  Glied;  so  dass  also  der  Unter- 
schied^ selbst  wenn  man  von  der  Reibung  ganz  absieht,  immer 
noch  ein  sehr  beträchtlicher  ist. 


§5. 

Reeapitnlation. 

Die  Energie  oder  Energiefunction  irgend  eines  Flüssigkeits- 
elementes DM: 

(20)  T+DM.f[e,»),     [vgl.  (45)], 

besteht  aus  zwei  Theiien,  aus  der  kinetischen  Energie  (lebendigen 
Kraft)  T  und  aus  der  syntaktischen  Energie  DM'f{B,  ^). 

Der  Zuwachs  der  ganzen  Energie  während  der  Zeit  ät  be- 
trägt ebenso  viel,  wie  die  dem  Element  DM  während  dieser  Zeit 
von  aussen  her  zugeführte  Arbeit  und  Wärme : 

(21)  dT+DM'df(e,&]=dS  +  '&dQ,     [vgl.  (16)]. 

Ueberdies  aber  sind  die  Zuwüchse  der  kinetischen  und  der 
syntaktischen  Energie  auch  einzeln  angebbar : 

dT=dS  +  DM      -  ,     [vgl.  (1 7)] , 

(*^)       ^  Lt 

DM'  df{€, ^)  =  %dQ  ^DM^-^  ,     [vgl. (18)]. 

Diese  beiden  letzten  Formeln  erhalten,  falls  man  für  0  seinen 
Werth(19d): 

substituirt,  folgende  Gestalt: 
(24) 


€*  6 


DM .  df(€,  »)  =  «rf(?  +  DM^J  +  DM  —  - 

Die  letzte  Formel  zeigt,  dass  die  syntaktische  Energie  des 
Elementes  DM  binnen  der  Zeit  dt  aus  dreierlei  Ursachen  wächst, 
nämlich  erstens  in  Folge  der  Wäi^meleitungy  zweitens  in  Folge 
der  Comfression^  und  drittens  endlich  in  Folge  der  Reihung,  — 
entsprechend  den  drei  mit  dQ ,  de  und  P  behafteten  Gliedern. 
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Auch  wird  man,  angesichts  der  beiden  Formeln  (24),  das 
Binom 

(25)  dmP-^  +  DM^ 

etwa  als  den  Umsatz  zwischen  kinetischer  und  syntaktischer 
Energie  bezeichnen  können,  nämlich  als  denjenigen  Betrag,  wel- 
cher der  einen  verloren  geht,  um  der  andern  anheim  zu  fallen. 


§6- 
Die  Kirehkoff'Bche  Metbede. 

Nadi  der  Kirchhoff'schen  Methode  würden   sich  statt  der 
beiden  Gleichoogen  (84)  folgende  ergeben : 


(26) 


dT=dS-DM^-DM^'' 


hieraus  aber  wttrde  sofort  folgen,  dass  der  Ausdruck 

(87)  dS  +  ^dQ 

kein  vollständiges  Differential  wäre,  und  dies^^ttrde  einen  Wider- 
spruch gegen  das  allgemeine  Axiom  der  mechanischen  Wärme- 
theorie involviren. 

Ich  bin  daher  der  Ansicht,  dass  meine  Formeln  (S4)  die 
richtigen  sind,  und  dass  in  der  zweiten  Kirchhoff'schen  Formel 
(86)  auf  der  rechten  Seite  noch  das  Glied 

(88)  DM^ 

hinzuzufügen  ist.  Rirchhoff  hat  nach  meiner  Ansicht  übersehen , 
dass  die  syntaktische  Energie  DM  »([b^S]  nicht  blos  durch 
Wä^eleitung  und  Compression ,  sondern  überdies  auch  noch  in 
Folge  der  Reibung  anwachsen  wird.  —  Uebrigens  sei  sofort  be- 
merkt, dass  das  Fehlen  des  Gliedes  (88)  keinen  Einfluss  hat  auf 
den  weiteren  Verlauf  der  Kirchhoff'schen  Untersuchungen.  Denn 

dieses  Glied  ist  [vgl.  (49,  b,  c)]  in  Bezug  auf  t-  '  IT  ^  ^^'  ^^^ 
der  zweiten  Ordnung;  und  derartige  Glieder  werden  im  weiteren 
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Verlaur  der  RlrchhofTschen  Abhandlung  durchweg  und  mit  Ab- 
sicht vernachlässigt. 

Ich  habe  noch  nachzuweisen,  dass  die  Formeln  (S6)  wirklich 
diejenigen  sind,  welche  nach  der  Rirchho  ff 'sehen  Methode  sich 
ergeben.  Dabei  kommt  eigentlich  nur  die  zweite  dieser  Formeln 
in  Betracht.  Denn  die  erste  ist  identisch  mit  (14),  nämlich  aus 
(U)  entstanden  durch  die  in  (19  a,  b,  c,  d)  eingeführte  Bezeich- 
nungsweise, und  also,  ebenso  wie  (1 4)  selbst,  ein  unmittelbarer 
Ausfluss  derStokes'schen  Differentialgleichungen.  Es  kann  daher 
über  diese  erste  Formel  kein  Zweifel  stattfinden;  falls  man  nicht 
etwa  die  Stokes'schen  Differentialgleichungen  anfechten  wollte, 
was  Rirchhoff  nicht  gethan  hat.  * 

Es  ist  somit  von  mir  nur  nachzuweisen,  dass  die  zweite  der 
Formeln  (86)  aus  der  Rirchhoff^schen  Methode  sich  ergiebt,  oder 
wenigstens  sich  ergiebt  für  den  Fall  eines  Gases ;  denn  auf  die- 
sen Fall  beschränken  sich  die  Rirchhoff^schen  Untersuchungen. 

Fttr  ein  Gas  ist,  wie  bereits  zu  Ende  des  §  4,  in  (a)  con- 
statirt  wurde : 
(a)  /'(6,*)  =  21S,^. 

Ferner  gilt  alsdann  das  ifano^^e'sche  Gesetz : 
iß)  |  =  R(a  +  *), 

woraus  für  r^s=  0  sich  ergiebt: 

(y)  ?=««• 

Auch  gilt  fttr  den  Fall  eines  Gases  die  bekannte  Gleichung : 

wo  &p  und  S^.  die  specifischen  Wärmen  des  Gases  für  constan- 
ten  Druck  und  für  constantes  Volumen  vorstellen  ^). 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  (a),  {ß),  (y),  {d)  ist  es  nun  leicht 
zu  zeigen,  dass  die  zweite  der  Formeln  (86)  keine  andere  isi  als 
diejenige,  welche  Rirchhoff  selbst  aufgestellt  hat.  Jene  zweite 
der  Formeln  (86)  geht  nämlich  zuvörderst  durch  (a)  über  in : 

(A)  DM  '  ^(i,,d^  =  ^dQ  +  DM^  , 


€' 


0  Vgl.  z.  B.  C.  Neumann  1.  c,  Seite  SO,  54. 
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d.i.  in: 

(B)  ^dQ  =  %DMU^d&  —  ^^Y 

Sodann  geht  sie,  falls  man  für  d-  den  aus  (ß)  entspringenden 
Werth  substituirt,  ttber  in: 

Sodann  geht  sie  durch  {d)  ttber  in: 

(D)  'iiäQ=.'^(^/-^-^/-p). 

Und  endlich  nimmt  sie,  falls  man  für  R  seinen  aus  {y)  entsprin- 
genden Werth  einsetzt,  folgende  Gestalt  an : 

(E)  ad9=a/>if^«(6„^-(5,^). 

Dies  aber  ist  die  in  der  Rirohhoff'schen  Abhandlung  gegebene 
Formel  %  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Grössen 

dQ,        a,        (5^,        Sp 
dort  mit 

dW,         -i,  c,  c' 

bezeichnet  sind.  —  Q,  e.  d. 

Um  die  Hauptsache  hervorzuheben:  Die  von  mir  in  §4  und 
§  5  für  beliebige  (gasförmige  oder  liquide)  Flüssigkeiten  entwickelte 
Methode  ist  mit  der  von  Rirchhoff  speciell  für  Gase  gegebenen 
Methode  nur  dann  in  Einklang,  wenn  man  das  Glied  (28)  überall 
vernachlässigt,  d.  h.  die  Reibung  als  Null  betrachtet. 

Was  femer  den  principiellen  Unterschied  der  beiden  Me- 
thoden betrifft,  so  wollen  wir  innerhalb  des  in  Bewegung  be- 
griffenen Gases  M  irgend  ein  unendlich  kleines  Gaselement  DM 
ins  Auge  fassen.  Diesem  Element  DM  wird  bekanntlich,  falls 
dasselbe  aus  seinem  augenblicklichen  Zustande  (p,  e)  in  den 
nächstfolgenden  Zustand  [p  +  dpy  6  + de)  übergehen  soll,  von 
aussen  her   eine  gewisse  Wärmemenge  dQ  zuzuführen  sein, 


4}  Kirchhoff,  Ges.  Abhandlungen,  4  882.  Die  in  Rede  stehende  Formel 
ist  die  letite  Formel  der  Seite  544,  wobei  für  P  und  R  die  unmittelbar  fol- 
genden, auf  Seite  542  stehenden  Ausdrücke  substituirt  zu  denken  sind. 
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welche  zu  den  Werthen  p,  dp,  e^  de  in  bestimmter  Beziehung 
steht.  So  lautet  ein  bekannter  Satz  der  mechanischen  Wärme- 
theorie. 

Die  Kirchhoff'sche  Methode  beruht  nun  explicite  oder  im- 
])licite  auf  der  Voraussetzung,  dass  dieser  für  unendlich  langsame 
Bewegungen  des  Elementes  DM  durch  die  mechanische  Wärme- 
theorie constatirte  Satz  ^)  ganz  allgemein  gültig  sei  für  beliebige 
Bewegungen  des  Elementes  DM,  und  femer  auf  der  Voraus- 
setzung ;  dass  jene  von  aussen  her  zuzuführende  Wärmemenge 
dQ  identisch  sei  mit  derjenigen,  welche  in  das  Element  Z)Jf  von 
aussen  her  vermöge  der  Wärmeleitung  hineintritt;  —  während 
meine  Methode  auf  wesentlich  andern  Voraussetzungen  beruht, 
die  bereits  früher  [§  4,  (44) — (16)]  in  anschaulicher  Weise  dar- 
gelegt sind. 


\ ;  Dass  dieser  Satz  (wie  überhaupt  die  meisten  Lehrsätze  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie)  nur  für  unej%dUch  langsame  Bewegungen  oder  (mit 
andern  Worten)  nur  für  Gleichgetvichtsiustände  gilt,  ist  bereits  mehrfach 
von  mir  betont  worden.  Vgl.  z.  6.  meine  Vorlesungen  üb.  d.  mech.  Theorie 
der  Wärme.    Leipzig,  4875,  Seite  48,  44. 


Friedrich  Engel,  Kleinere  Beiträge  zur  Gruppentheorie. 

IX.  Die  Deflmtionsgleichnngeii  der  centinairlichen 
Transfermatiensgrappen. 

In  meiner  Habilitationsschrift  (Math.  Ann.  Bd.  87,  S.  4— 57) 
habe  ich  unter  demselben  Titel  eine  allgemeine  Methode  ent- 
wickelt, um  die  Definitionsgleichungen  für  die  infinitesimalen 
Transformationen  beliebig  vieler  continuirlicherTrausformations- 
gruppen  aufzustellen.  Ich  erwähnte  damals  auch  noch,  dass  Lie 
erkannt  habe,  dass  meine  Methode  die  Definitionsgleichungen 
aller  endlichen  und  unendlichen  continuirlichen  Gruppen  liefere. 
Ich  werde  jetzt  einen  einfachen  Beweis  fttr  diesen  Lisschen  Satz 
mittheilen.  Es  ist  zweifellos,  dass  dieser  mein  Beweis  mit  dem, 
den  mir  Lib  seinerzeit  angegeben  hat,  sehr  nahe  verwandt  ist; 
vielleicht  ist  er  sogar  nur  eine  Umgestaltung  des  ursprünglichen 
Luschen  Beweises.  Aber  weder  Lu  noch  mir  ist  es  zur  Zeit 
möglich,  Genaueres  darüber  festzustellen,  wir  werden  daher  bei 
einer  späteren  Gelegenheit  auf  diesen  Punkt  zurückkommen. 

Ich  gehe  aus  von  der  Form,  die  Lib  den  Definitionsgleichungen 
der  endlichen  Transformationen  einer  continuirlichen  Gruppe 
gegeben  hat.  Nach  Ln  (d.  Ber.  1894,  S.  353—393)  lassen  sich 
nämlich  diese  Definitionsgleichungen  immer  auf  die  Form  bringen : 

{Ä=1,8...s), 


26  Frodrich  Engel, 

wo  J, ...  J^  gewisse  von  einander  unabhängige  Functionen  der  £ 
und  ihrer  Differentialquotienien  nach  den  x  bis  etwa  zur  9^°  Ord- 
nung sind.  Diese  Gleichungen  (4)  besitzen  nun  folgende  Eigen- 
schaften : 

Erstens  verwandeln  sie  sich  bei  der  Substitution :  ^^  =  x^ 
in  lauter  Identitäten.  Zweitens  bleiben  J^.^.J^  bei  einer  (end- 
lichen oder  infinitesimalen)  Transformation  von  der  Gestalt: 

•2)  E/  =  ^.tei-..Sj,     a?/  =  ar,      /=4...n) 

dann  und  nur  dann  sämmtlich  invariant,  wenn  die  Trans- 
formation : 

.3)  h  =  ^i{^i'-^n]     (*  =  4...n) 

der  betreCTenden  Gruppe  angehört.  Drittens  ist  die  Zahl  s  so 
gross,  dass  jede  Function  von: 

die  bei  allen  den  eben  besprochenen  Transformationen  (3)  in- 
variant bleibt,  als  Function  von  J^^^J^  allein  darstellbar  ist. 
Viertens  endlich  bleibt  das  Gleichungensystem  [\ )  bei  einer  (end- 
lichen oder  infinitesimalen)  Transformation  von  der  Form: 

(ö)  ?•'  =  &,     x{=F,(x,...x^^     (i  =  4...fi) 

ebenfalls  dann  und  nur  dann  invariant,  wenn  die  Transformation 
(3)  der  betreffenden  Gruppe  angehört. 
Es  sei  nun : 

eine  ganz  beliebige  infinitesimale  Transformation  und  es  werde 

Sf=2r  ^i  iE«  •  •  •  En)  j^ 

gesetzt,  unter  den  L\  beide  Male  dieselbe  Function  ihrer  Argu- 
mente verstanden.  Mit  Zi^^f  und  ß^^V  bezeichnen  wir  femer 
die  infinitesimalen  Transformationen,  die  man  erhält,  wenn  man 
Zf  und  Qf  dadurch  erweitert,  dass  man  die  Difierentialquotien- 
ten  erster  bis  mit  9^'  Ordnung  der  ;  nach  den  x  mitnimmt. 
Die  infinitesimale  Transformation:  3^^V+  ^^^fi^i  dann  äugen- 
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scheinlich  aus  Qf+  Zf  in  derselben  Weise  durch  Erweiterung 
entstanden.   Endlieh  sei 

irgend  eine  Transformation  der  durch  [\)  deHnirten   Gruppe 
and  JE^^V  die  zu  ihr  gehörige  erweiterte  Transformation. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  zunächst: 

6,  XW>4  =  0     (A=l...s), 

weil  J^'.'Jf  bei  der  infinitesimalen  Transformation  X<'^V  invariant 
bleiben.  Denken  wir  uns  andrerseits  vennOge  der  infinitesimalen 
Transformation:  Q^^^f+  Z^^^f  in  J^  und  in  X^9>/*neue  Veränder- 
h'che  eingeführt,  so  verwandelt  sich  J^  in: 

(7)  h-iti&^'^^h  +  ^'^^h) 
undBF^J/'in: 

oder,  da  hier  der  Factor  von  d^  aus: 

durch  Erweiterung  entstehen  muss,  in : 

(8)  3E<9)A+(Jf(X<^>3^9)). 

Die  Function  (7)  muss  nun  augenscheinlich  bei  der  infinitesimalen 
Transformation  (8)  invariant  bleiben^  also  ergiebt  sich: 

oder  mit  Berttcksiohtigung  von  (6) : 

(9)  X«9)Z(«)i&  =  0     (/i  =  1  ...ä). 

Diese  Identität  mtlssen  wir  jetzt  näher  betrachten. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung : 

>-'  +  -  +  -''C.(a^.-..^n)^^^^        ( 
so  erfattU  2<9)Jjt  die  Form: 

^"'^^2  2k'',.,..^x)ff^,...y„  {♦'.+•••+♦'«^9) , 
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wo  die  V  Functionen  der  Grös&en  (4)  sind.  Da  nun  Jc^^^f  die  x 
gar  nicht  transformirt,  so  kann  die  Identität  (9)  nur  dann  be- 
stehen, wenn  alle 

identisch  verschwinden.  Das  gilt,  welche  infinitesimale  Trans- 
formation der  durch  (1)  definirten  Gruppe  auch  Jif  sein  mag,  also 
mttssen  sich  die  ^  als  Functionen  von  J^.-.Jg  allein  ausdrücken 
lassen,  das  heisst,  es  wird : 

bei  ganz  beliebiger  Wahl  von  C^  ...  ^^ . 

Die  Gleichung  (40)  giebt  an,  wie  J^.-Js  bei  einer  beliebigen 
infinitesimalen  Transformation  Z/*  transformirt  werden.  Denken 
wir  uns  daher  Zf  als  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation 
der  unendlichen  Gruppe  aller  Punkttransformationen  des  R^^ 
und  setzen  wir  zur  Abkürzung: 

so  Stellt  der  Ausdruck: 

die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  einer  unendlichen 
Gruppe  in  den  Veränderlichen  a\.,.Xn,  J^.'.Js  dar. 

Die  Gruppe  (4  4)  hat  genau  die  Form,  von  der  ich  auf  S.34f. 
meiner  Habilitationsschrift  ausgegangen  bin.  Leitet  man  aus  ihr 
in  der  dort  angegebenen  Weise  die  Definitionsgleichungen  fttr 
die  infinitesimalen  Transformationen  einer  neuen  Gruppe  ab, 
so  erhält  man  gerade  die  Definitionsgleichungen  für  die  infini- 
tesimalen Transformationen  der  durch  (4)  definirten  Gruppe. 

Mein  Verfahren,  um  aus  einer  Gruppe  von  der  Form  (4  4) 
die  Definitionsgleichungen  einer  neuen  Gruppe  herzuleiten, 
kommt  nämlich  nach  einer  Bemerkung  von  Lis  einfach  auf  Fol- 
gendes hinaus:  Man  sucht  alle  infinitesimalen  Transformationen 
der  Gruppe  (4  4),  die  das  Gleichungensystem: 
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invariant  lassen.  Diese  infinitesimalen  Transformationen,  die 
sicher  die  infinitesimalen  Transformationen  einer  continuirlichen 
Gruppe  sind,  werden  durch  die  Differentialgleichungen: 

j  ^ük ^....»  <....« K--»)  =1"^-^: 

definirty  und  da  in  (42)  die  Veränderlichen  J^ ...  J^  nicht  mehr 
vorkommen,  so  ist  klar,  dass  die  Differentialgleichungen  (\  2)  zu- 
gleich die  infinitesimalen  Transformationen  einer  gewissen 
Gruppe  in  den  Veränderlichen  x^.^.x^^  allein  definiren.  Diese 
Gruppe  ist  nun  keine  andre  als  die  durch  (\)  definirte. 
In  der  That,  die  infinitesimale  Transformation: 

gehört  offenbar  dann  und  nur  dann  der  durch  (\)  definirten 
Gruppe  an,  wenn  sie  als  Transformation  in  den  Veränderlichen : 
^1  -  •  •  ^fiT  Z\'"%n  aufgefasst,  das  Gleichungensystem  [\ )  invariant 
iäast.  Dazu  ist  aber  augenscheinlich  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  C^ . ..  C|»  den  Differentialgleichungen  [\ 2)  genügen, 
also  sind  die  Gleichungen  [\  2)  wirklich  die  Definitionsgleichungen 
fax  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe,  deren  end- 
liche Gleichungen  durch  (4 )  definirt  werden. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  von  mir  angegebene  Form 
für  die  Definitionsgleichungen  der  infinitesimalen  Transforma- 
tionen einer  continuirlichen  Gruppe  charakteristisch  ist  und  dass 
meine  Methode  zu  den  Definitionsgleichungen  aller  endlichen 
oder  unendlichen  continuirlichen  Gruppen  führt. 

Anmerkung,  Während  des  Drucks  bemerke  ich ,  dass  man 
die  Identität  (9)  noch  einfacher  ableiten  kann :  man  braucht  in 
Jjt  nnd  3?^)/*  die  neuen  Veränderlichen  blos  vermöge  der  infini- 
esimalen  Transformation  2^9)^  einzuführen. 


Martin  Kraute,  lieber  die  Entwickelung  dei^  elliptischen  Func- 
tionen in  Potenzreihen. 

In  einem  Briefe  an  Herrn  Kobnigsbrrger  im  81 .  Bande  des 
Borcbardt'schen  Journals  giebt  Herr  Hbrmitb^)  eine  Reihe  inter- 
essanter Eigenschaften  fttr  die  Coefficienten  der  Entwickelungen 

f  4 

von  snwj  cn «;,  dn tt^ und  — =—  nach  Potenzen  von  tv. 

Die  Mehrzahl  derselben  wird  ohne  Beweis  angegeben.  Später 
hat  dann  Herr  DfisiRfi  ÄNnafi^]  in  einer  Reihe  von  Arbeiten  sich 
mit  dem  Problem  beschäftigt,  die  Functionen  sn  to,  cn  u\ 
dn?/^  und  deren  positive  Potenzen  in  Potenzreihen  zu  entwickeln. 


1)  Extrait  d*une  lettre  ä  M.  L.  Kobrigsbkbger  sur  le  döveloppement 

des  fonctioDS  elliptiques  suivant  les  pnissances  croissantes  de 

la  variable.  Band  81  pag.  280. 
S)  Sur  le  döveloppement  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs  puis- 

sances.  C.  Rendas  83. 
IMveloppements  en  söries  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs  puls- 

sances.  Ann.  de  Täcole  normale  Sörie  II,  tome  VI,  pag. 365  seqa. 
Sur  les  d6veloppements  par  rapport  au  module  des  fonctions  X  (x), 

fi(x)  et  de  leurs  puissances.   C.  R.  86.   pag.  4888  sequ. 
Sur  le  d^veloppement  de  la  fonction  fi  {x)  suivant  les  puissances 

croissantes  du  module.   Bull.  Soc.  Math.  F.  VL  4  68. 
Sur  le  döveloppement  de  la  fonction  elliptique  X{x)  suivant  les 

puissances  croissantes  du  module.  Ann.  de  T^c.  norm.  S^rie  II 

tome  VIII. 
D^veloppemenls  par  rapport  au  module  des  fonctions  elliptiques 

X{x) ,  fi{x)  et  de  leurs  puissances.    Ann.  de  l'ec.  norm.  S^rie  II 

tome  IX. 
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Hierbei  ergeben  die  HBRMiTE'schen  Sätze  sich  als  specielle  Fälle 
allgemeiner  von  Herrn  Andr«  zuerst  gefundener  Resultate.  Ferner 
haben  die  H.  H.  Joubert^)  und  AifDRfi^)  in  einer  Reihe  von  Ar- 
beilen das  Problem  der  Entwickelung  der  Functionen  Al^  (w) 
in  der  Form  von  Potenzreihen  behandelt  und  hierbei  ähnliche 
Sätze  wie  für  die  Functionen  sntv,  cnw,  dmo  gefunden.  Die 
Beweise,  auf  Grund  deren  die  aufgestellten  Sätze  entwickelt 
sind,  beruhen  auf  mehreren  von  einander  verschiedenen  Me- 
thoden. 

Es  soll  nun  im  Folgenden  gezeigt  werden,  dass  die  angedeu- 
teten Sätze  in  einheitlicher  Weise  mit  Hülfe  weniger  Schlüsse 
gefunden  werden  können  und  zwar  mit  Hülfe  der  FouRiBR'schen 
Entwickelungen  der  einzelnen  Functionen.  Die  Methode  be- 
schränkt sich  dann  nicht  nur  auf  die  Functionen  snic,  cnw, 
dnuTy  Alfj^(w)j  sondern  wird  überall  da  mit  Erfolg  angewandt 
werden  können ,  wo  die  betreffenden  Functionen  sich  in  ein- 
facher Weise  in  der  Form  von  FouRiER'schen  Reihen  darstellen 
lassen.  Als  Beispiel  für  den  letzteren  Fall  wählen  wir  die  noch 
nicht  allgemein  untersuchte  Function 

4 
snu) 

und  entwickeln  hier  Eigenschaften,  welche  die  zuerst  von  Herrn 
HzRMrrB  angegebenen  als  specielle  Fälle  in  sich  schliessen. 

Da  es  im  Folgenden  lediglich  auf  die  Darlegung  der  Methode 
ankommt,  so  beschränken  wir  uns  unter  den  bekannten  Func- 
tionen auf  die  Sinusamplitude  und  die  Function  Al^{w). 

Schliesslich  möge  hinzugefügt  werden,  dass  Herr  Hbrhite, 
dem  ich  diese  Note  vor  einigen  Monaten  zugesandt  habe,  mir 
mitzutheilen  die  Güte  hatte ,  dass  er  seiner  Zeit  auf  demselben 
Wege  zu  seinen  Resultaten  gelangt  ist. 


4}  Sur  le  d^veloppement  en  söries  des  fonctions  Al{x).  C.  R.  82  pag. 

4a59iuid43B6. 
S)  Sar  le  döveloppement  des  fonctions  de  M.  Weibrstrass  suivant  le^ 
potssances  croissantes  de  la  variable.  C.  R.  85  pag.  4  4  08. 
Sur  las  döveloppeinents  des  fonctlona>4{(a;),  Al^  (x),  Al^(x)  saivant 
les  poissances  croissantes  du  module.   C.  R.  86  pag.  U98. 


32  Martin  Krause, 

§1- 
EntwiekeluBg  Yon  sn  w  in  eine  Potensreihe. 

Es  ist  bekanntlich: 
(4)  ™ "'  =  -kii     2  4  -^«m-.-.  8in  (am  +  4)«>.  . 

Dabei  finden  die  Beziehungen  statt: 

2ntü 

wahrend  9  mit  A'  durch  die  Formel  verbunden  ist: 

vT-  :*»  _  29*  L*  +i!  +y  +  :••) 

Durch  Umkehrung  folgt  hieraus: 

Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  die  FoüniBR^sche  Entwickelung 
ein.  so  nimmt  dieselbe  die  Form  an: 

(2)  sn«;  =^(A-«r  <'«•  «"  («'«  +  ')«'*  ' 

wobei  I^^^^  eine  Potenzreihe  von  Ä*  ist,  deren  constantes  Glied 
von  Null  verschieden  ist. 
Hieraus  ergiebt  sich: 

^=^(A-r-Pl!L-  sin{2m  +  4)«., 
+  w^[k*)^  /^,"^.  cos(2»»  +  4)m>,  , 

|^=^(Ar-*fi^-8in(8m+4)«.. 
+  w^(k*r-*  ff^^  •  cos  («»»  +  4 ) «;, 
+  u>*^{k*r  Pf!„  ■  sin  (im  +  i)  w,  , 
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wobei  die  Summen  in  einfach  angebbarer  Weise  zu  nehmen  und 
die  Grössen  P  Potenzreihen  von  k^  sind.  Setzt  man  in  diesen 
Ausdrücken  A**  =  0,  so  erhält  man  von  einem  Zahlenfactor  ab- 
gesehen die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  A:^  in  der 
Darstellung  von  sum;  als  Potenzreihe  von  A*.  Damit  aber  er- 
halten wir  den  zuerst  von  Herrn  Andr«  aufgestellten 

Lehrtati:  Die  SinusamplUude  kann  nach  Potenzen  t'on  A^ 
entwickelt  wenden  und  zwar  in  der  Form: 

Hiei'bei  hat  m^  die  Form : 

w«  =^/>i  ,.«1  •  '^'"  •  sin  (2  w  +  1 )  w 

+^P«^„m-^^""'*-cos(2m-h^)^'^  . 

m  und  s  sind  positive  ganze  Zahlen  oder  Null,  Die  erste  Summe 
ist  lAer  alle  m  und  s  auszudehnen,  die  der  Ungleichung  Genüge 
leisten: 

w  — n-f-2ÄgO, 

wahrend  für  die  Grössen  m  und  s  der  zweiten  die  Ungleichheit  he^ 
steht : 

Die  Grössen  p^g.m  ^^^^  Pu-^i.m  '^'^^^  numerische  Constanten. 

§2. 
Entwickelnng  von  Al^,[w)  in  «ine  Potenzreihe. 

Es  ist: 

Hierbei  findet  bekanntlich  die  Relation  statt: 

AJdß 


—      -  w 
(<)  Al,H  =  e     *^ 


^=''       kU 


lUili.-pli7S.  ClMi«.  1994. 
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Unter  solchen  Umständen  können  wir  Al^  (>r)  die  Form  geben : 

(2)  Al,{w)  =  e*'-«''''  •_^(A*)'»X!»  •  cos  2  m  »r,  , 

wobei  ^^^   Potenzreihen  von  k*  bedeuten,  deren  oonstantes  Gh'ed 
gleich  Null  ist. 
Hieraus  folgt: 

dAl^{w)  _   k'w'-P    f. 
dk*      ~  *  ■ '«  ' 

f^  =^(**)'"'~ *  <L cos  2 m«>,  +  iv^ik^''  1*1! „  sin imw, 
+  w*^{k*)'^"  P'jJ'^  cos  imw,, 

/■»  =  ^^(^T'" "+•'»«"•  <„  •  cos  2»nü, 
+  ^^ (*■')"* -"+*+'  •  »"«*'  •  f^'lV..»  •  s™«"»««.  - 

wobei  die  Summen  in  einfach  angebbarer  Weise  zu  nehmen 
sind  und  die  Grössen  P  Potenzreihen  von  k'^  bedeuten.  Schliesst 
man  nun  genau  so  wie  bei  der  SinusampHtude,  so  ergiebt  sich 
der  zuerst  von  Herrn  Joubbrt  aufgestellte 

Lehrsats.    Die  Function  Alf^(w)  kann  nach  Potenzen  von  A* 
geordnet  werden  in  der  Form : 

Al^  {w)  =  Wjj  4*  w^  •  Ä*  +  Wf  •  **  H 

Hierbei  hat  u^  die  Form : 

t/„  =^  p„^^  .  tu"  .  cos  2  mtv  +^ Pu^,,m  •  «^""*"'  •  sin2 mu;, . 

m  und  s  sind  positive  ganze  Zahlen  oder  Null.  Die  erste 
Summe  ist  über  alle  m  und  s  auszudehnen,  die  der  Ungleichung 
Genüge  leisten  : 

m*  —  n  +  s  S  0  , 

während  für  die  Grössen  m  und  n  der  zweiten  die  Ungleichung 
besteht: 

m«  —  w  +  Ä  +  <  ^  0  . 
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§3. 
Entwiekfilung  der  Function  4  :  snu;  in  eine  Potenzreihe. 

Es  ist: 

Ol  A  „_-      /j«m-»-i 

(1)      a- =    .    -  -  +  ^y  r-— Tm^M    »»»(«'^^  +  ^)^\' 


Mithin  hat  die  Function : 

snt/:'         ß  sintr, 


die  Form : 

'3)  F{w)  =^(hy^'  if^ .  sin  (2  w  +  1 )  ^o,  . 

Darch  Differenziren  erhalten  wir: 

''?  =2'i*-7'"  <'„  •  «in  (2«,  +  4)«.. 
+  w^ik*)*«**'  P«;'^.  cos  (2 m  + 1 )  R-, , 

+  «'^(A*)»"»/^*'^.  cos  (2  m  +  i)  w, 
+  w*^(k*)*^*' .  if '^ .  8in(2m  +  i)iv,  , 

Damit  ist  die  Form  der  Entwicklung  von  F{w)  gefunden.    Da 
nun: 

sn«'  ß  sinM>, 

ist,  80  bleibt  nur  noch  das  Problem  Ohrig,  den  Ausdruck : 

ifc    i 

Q  sin  Wf 

3* 
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Dach  Potenzen  von  Ä*  zu  entwickeln.   Wir  betrachten  an  seiner 
Stelle  die  Function: 


Die  Function  lässt  sich  in  eine  Potenzreihe  von  A*^  entwickeln, 
deren  Coefficienten  Potenzreihen  von  iv  sind.  Die  Coefficienten 
können  in  doppelter  Weise  dargestellt  werden.    Setzen  wir: 

(4)  F^i,o)  =  v,  +  v,-h^  +  v,-k*  +  ^-^  , 

so  ist  erstens : 

nach  bekannten  Regeln  in  geschlossener  Form  darzustellen. 
Zweitens  können  wir  aber  auch  von  der  Reihenent Wickelung 
Gebrauch  machen: 

\        2(2-1)  _  ,   2{2»~1)_       3^ 

Es  ergeben  sich  die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  k- 
dann  in  der  Form  von  Potenzreihen  von  v\  Mithin  erhalten 
wir  den 

Lehrsatz.     Die  Function  \  :  sn  w    kann  in   der  Form  dar- 
gestellt werden: 

1  :snir=  y  +u,  +  r,  +  {H,+v,)k^^ |_(„^^_|_tg  *««+.... 

fk^ei  ist : 

y„  =^^Pts,  m '  ^^' "  •  sin  (2  m  +  1 )  tc 
+^^^7W..m-^''"-'*-  cos(2;n  +  1)fr  . 


"*      ^^  n\  \   {dkY  }k'=o 


m  und  n  sind  ganze  positive  Zahlen  oder  NulL  Die  erste  Summe 
ist  über  alle  s  und  m  auszudehnen,  die  der  Ungleichung  Genüge 
leisten : 

2m  +  1  — w  +  äs^O  , 

während  für  die  Grösseri  m  und  s  der  zweiten  die  Ungleichung 
he  steht : 

2;w  +  1  —  r?  +  2.9  +  1  ^  0  . 
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Dieser  Lehrsatz  ergiebt  in  den  einfachsten  Fällen  die  Re- 
sultate, die  Herr  Hbrm ite  in  der  citirten  Arbeit  fttr  die  Entwicke- 
luDg  von 

snw 
gefunden  hat. 

Wir  haben  bei  der  Ableitung  unserer  Resultate  die  Reihen- 
ent^ickelungen  der  Grössen  q,  ii,  E  nach  Potenzen  von  A'  ge- 
braucht. Es  ist  das  nicht  nothwendig.  Von  ihnen  kann  viel- 
mehr abgesehen  werden,  wenn  wir  die  Beziehungen  gebrauchen : 

dk  ~  k\  k\     ' 

dE_   \  k\  +  \ 

dk~kky       kk\     ' 


pTTlT 


dk      /:.A-.AJ.ß* 


^~^      '    dr^       Stv 


Kk, 


;?'*  =  — *- 


von  denen  die  beiden  ersten  am  einfachsten  aus  der  Integral- 
darstellung von  Sl  und  E  folgen,  während  die  letzte  aus  den 
fundamentalen  Eigenschaften  der  Thetafunctionen  sich  ergiebt. 
Unerlässlich  ist  bei  unserer  Methode  die  Annahme,  dass  die 
einzelnen  trigonometrischen  Reihen,  die  wir  in  Betracht  gezogen 
haben,  gliedweise  differenzirt  werden  können. 


Friedrich  Schur,  lieber  partielle  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung.   Vorgelegt  von  d.  o.  M,  S.  Lib. 

Bekanntlich  benutzt  Lie^)  in  der  analytischen  Darstellung 
seiner  Integrationsmethode  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  einen  Satz,  der  ihm  erlaubt,  die  Integration  eines 
sogenannten  Involutionssystems  auf  die  Integration  einer  ein- 
zigen partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zurttckzu- 
fuhren.  Zu  diesem  Satze  ist  Lib  gelangt  durch  Verallgemeinerung 
des  Monge^schen  Gharakteristikenbegriffes  und  durch  einen  so- 
genannten Schneidungsprocess.  Da  sich  nun  jedes  System  von 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  das  die  Inte- 
grahilitätsbedingungen  erfüllt,  auf  ein  Involutionssystem  zurttck- 
ftlhren  lässt ,  so  ist  damit  auch  die  Zurückfahrung  jedes  solchen 
Systems  auf  eine  einzige  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  geleistet.  Es  dürfte  nun  von  Interesse  sein,  dass  man 
das  analytische  Verfahren  auch  so  einrichten  kann,  dass  die  Re- 
duction  auf  ein  Involutionssystem  vermieden  wird.  Man  kann 
ndmlich  für  ein  beliebige^  System  von  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung,  das  die  Integrabilittttsbedingungen 
erfüllt,  direct  die  Existenz  von  Charakteristiken  beweisen  und 
zugleich  die  Integration  des  Systems  auf  die  eines  Systems  ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen  zurückführen.  Der  Ver- 
fasser hatte  bereits  am  9.  Mai  4892  die  Ehre,  der  Königlichen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  den  darauf  bezüglichen  Satz 


4)  Wegen  der  Literatur  sehe  man :   Goursat,  (^quations  aux  därtv^es 
partielles  du  premier  ordre,  Paris  1891. 
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mitzutheilen,  und  erlaubt  sich  heute  den  Beweis  desselben  vor- 
zulegen. Obwohl  man  nämlich  zu  dem  Satze  durch  die  Lib^  sehen 
Betrachtungen  gedrangt  wird,  so  gelang  der  kurze  und  zugleich 
strenge  Beweis  nur  durch  einen  Kunstgriff,  da  es  darauf  ankam, 
die  partiellen  Differentialgleichungen  aufzustellen,  welche  die 
Integrale  der  gewöhnlichen  als  Functionen  gewisser  Hülfsgrössen 
genügen.  £s  mag  schliesslich  hervorgehoben  werden,  dass  die 
andern  Integrationsmethoden  Lib's  weitere  Ziele  verfolgen,  ndm- 
lieh  die  Ausbeutung  bekannter  Integrale  des  Systems  zu  mög- 
lichster Vereinfachung  des  Integrationsgeschäfts. 

Schicken  wir  nach  dem  Vorgänge  von  Lie  die  folgende  De- 
finition voraus: 

Eine  partielle  Differentialgleichung  4 .  Ordnung : 

F(zx,...XnP^...Pn)  =  (^ 

integriren  heissl  die  Grössen  zx^  "-^nPi-'-Pn  ^^*  solche  Func- 
tionen von  n  wesentlichen  Parametern  u^,.,u^  bestimmen,  da^s 
erstens  die  obige  Gleichung  und  zweitens  die  Differential- 
gleichungen : 

identisch  erfüllt  sind, 

so  handelt  es  sich  um  den  Beweis  des  folgenden  Satzes: 

Um  ein  vollständiges  System  partieller  Differentialgleichungen 
i.  Ordnung: 

(2)  F^{zx^...x^p,,..pn)  =  0, ,   F^{zx,...x„p,,,.pn]  =  (i, 

wo  die  Fa  solche  nebst  ihren  ersten  und  zweiten  Differential-- 
quotienten  eindeutige j  endliche  und  stetige  Functionen  sind,  für 
welche  die  Ausdrücke: 

(3)  t^-'^^l-^^fefe  +  Z^cy^-)-^!^^^ 

für  alle  Werthsysteme  der  zx^...Xf^p^...p^  verschwinden,  welche 
die  Gleichungen  (2)  befriedigen,  zu  integriren,  bestimme  man  die 
Grössen  zx^,.  ,Xf^p^...  p^  und  die  HiÜfsgrösse p  als  Functionen 
von  «^  =  y^/,  . .  . ,  u^  =  y^t  durch  das  System  gewöhnlicher 
DifferenticUgleichungen : 
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{») 


wo : 


dt~  p^i''^!>pt'     dt  ~  pbp^  ' 
dl 


(8)  F=^F,y,, 

und  dwrcA  die  Atifangsbedingungen  ^  dassfür  i^=^^:zx^,..x^p^.,.p^ 
und p  in  ^^xl...x^pl.,.pl  und  —  i  übergehe^  wo  die  z^x^,..x^p^...p^ 
solche  Functionen  von  n — r  Parametern  u^^^  •  •  •  Wn  sind^  welche 
die  Gleichungen  {\)  und  (2)  identisch  befriedigen  und  bewirken^ 
dass  jsx^  "'^nPi  "'Pn  ^'^^  ^  wesentlichen  Parametetm  abhängen; 
diese  Anfangsbedingungen  können  immer  ohne  Integration  erfüllt 
werden. 

Wir  schicken  zunächst  den  Beweis  eines  wohl  bekannten 
Httlfssatzes  voraus : 

Wenn  die  nebst  ihren  ersten  Differentialquotienten  in  der 
Nähe  der  Stelle  Vj  =  ü,  =  . .  ,  =  v^  =  0  endliche  und  stetige 
Function  q)(v^ ,., v^)  für  diese  Stelle  verschwindet^  so  ist: 

WO  vor  der  Integration  Va  =  Uat  zu  setzen  ist  und  nachher  wieder 
Es  ist  nämh'ch : 

unserer  Voraussetzuug  gemäss. 

Um  die  Formeln  symmetrischer  zu  gestalten ,  machen  wir 
die  bekannte  Substitution : 

(6)  p, ii, 

wo  9q  in  unserm  Falle  durch  p  zu  ersetzen  sein  wird;   dann 
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nimml,  wenn  wir  s  =  x^  setzen,  zunächst  das  System  der 
Differentialgleichungen  (4)  die  Form  an: 

_.  dxa  hF     dqa       hF     .         .     .  . 

Feiner  wird : 

Fahren  wir  nun  statt  der  2(n+  1)  Grössen  x^..,Xn,q^,..qf^ 
irgend  2(«  +  4)  andre  unabhängige  Grössen  ti...t;,(„^,,)  ein, 
wo  nur  für  a  <  r  +  < : 


(9 


—  fIx        X         -^  -2?l\ 


sein  mag,  so  sind  der  Voraussetzung  gemäss  die  (Fa,  Ff,)  solche 
nebst  ihren  erstem  Differentialquotienten  eindeutige,  endUche 
und  stetige  Functionen  von  v^.., ty  in  der  Nähe  der  Stelle 
f,  =  •  •  •  =  i?,.  =:  0 ,  welche  für  diese  Stelle  verschwinden.  Wir 
können  daher  nach  unserem  Hülfssatze  setzen: 

r 

00)  (Fa,  Fb)=^<^  {x,...Xn,q,...qn)Fc, 

wo  die  f)^  ^  wie  im  Hülfssatze  durch  Integration  als  eindeutige, 

endliche  und  stetige  Functionen  der  r^  ••-^«(n+i)  ^'^^  ^^^^  ^^^ 
^%"X^q^,..q„  gefunden  werden  können.  Natürlich  giebt  der 
Halbsatz  nur  eine  Methode  zur  Bestimmung  dieser  Coefficienten 
an,  es  giebt  deren  noch  viele  andre,  weil  diese  Coefficienten  im 
Allgemeinen  unbestimmt  sind;  für  unseren  Beweis  genügt  es  zu 
wissen,  dass  überhaupt  eine  solche  Bestimmung  möglich  sei. 

Dies  vorausgesetzt,  können  wir  zunächst  beweisen,  dass 
die  durch  die  Differentialgleichungen  (7)  und  durch  die  Anfangs- 
hedingungeti^  dass  die  Xa  und  qa  für  t  =  0  in  solche  Functionen 
xj  und  ql  von  u^.^^  • . .  «n  übergehen ,  irelche  die  Gleichungen  (2) 
und: 

H)  V,S^  =  0     (h  =  r  +  \..,n) 

identisch  befriedigen,  bestimmten  Functionen  Xf^  und  g«  von  u^,,.Uf^ 
jedenfalls  die  Gleichungen  (2)  identisch  befriedigen. 
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Dass  diese  Functionen  bei  der  Substitution  tt/a  =  Uq  das  t 
nicht  mehr  expUcite  enthalten ,  beweist  man  wie  in  der  in  der 
Einleitung  citirten  Note  des  Verfassers  SJ78— <79.  Weiter  er- 
giebt  sich : 

woraus  wegen  PS=0  folgt  ^),  dass  bei  obiger  Substitution  die 
Fa  für  jedes  /  und  alle  y^-^-Vr  verschwinden;  das  war  es  ja, 
was  wir  beweisen  wollen. 

Um  femer  zu  beweisen,  dass  die  so  bestimmten  Functionen 
x^,,.Xn,  V»"Pn  awcÄ  die  Gleichungen  [\\]  für  jedes  t  befriedigen^ 
müssen  wir  versuchen,  die  partiellen  Differentialquotienten 
d  X  ^  0 

-r— ^  und  ~  auszudrücken.   Nun  ergiebt  sich  zunächst  aus  (7): 

dt\^yi)  ^^V^qn^x^^yi'^hq^hqchy^)       hqa  ' 

und: 

Führen  wir  daher  die  folgenden  Abkürzungen  ein: 


1+^ 


c=l 

femer: 


((6) 
und: 

WO  die  Functionen  ¥^  [t)  definirt  sind  durch  die   Differential- 
gleichungen : 

1)  Wegen  dieses  und  ähnlicher  Schlüsse  vergleiche  man  den  §  1  der 
Abhandlung  des  Verfassers  »üeberden  analytischen  Charakter  der  eine  end- 
liche continuirliche  Transforraationsgruppe  darstellenden  Functionen  m, 
Math.  Ann.  Bd.  41,  S.  5 10  ff. 
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"*  c=l 

und  die  Anfangsbedingungen  W^  (^)  =  0 ,  so  folgt: 

l^m  'öja^aJc  ö  q^c        ö?tt  ö^c  öOTc 
Schreiben  wir  nun  die  Gleichungen  (4  2)  in  der  Form : 

differeniiiren  dieselben  nach  q^  und  berücksichtigen,  dass  die 
Fe  fttr  alle  hier  in  Betracht  kommenden  Werthe  der  x^, ..  Xn 
q^-'-qn  verschwinden,  so  sieht  man^  dass  auf  der  rechten  Seite 
von  (19)  nur  die  erste  Summe  stehen  bleibt.  Wir  erhalten  daher: 

r«! .  ''^  (^)  _       VT  /  JL^  cb ,.    .      ^'F     .1  .A 

^^'^       -dT^  -jä  (öi;^^  ^c  W  +  ^;:5^  ^c  (0)  • 

b  analoger  Weise  ergiebt  sich : 

Bedenken  wir  nun,  dass  §J(0)  =  Cj(0)  =  0  ,  so  folgt  aus 
diesen  Gleichungen,  dass  überhaupt  §l[l)  =  t^{0  =  0  ist. 

SetEt  man  daher,  was  wie  a.  a.  0.  als  berechtigt  nachgewiesen 
werden  kann : 

,23)  yy!(0  =  1/';(a^^9^t.,...l/,), 
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so  ergeben  sich  die  folgenden  partiellen  Differentialgleichungen 
für  x^..,Xn  qQ"-qn  o^*  Functionen  der  u^,.,u^: 

^^^J  .  ^u, 2{  Tqa  "^^^      hu,  -2f  öo.a'^c 

(a  =  0  . . . « ,     b  =  1 . . .  r)  . 

Nachdem  einmal  das  Bestehen  solcher  Gleichungen  bewiesen 
ist,  folgt  natttriich,  dass  die  Functionen  ip^^  durchaus  bestimmt 
sind  unabhängig  von  der  Vieldeutigkeit  der  r/)^  ^ .  Auf  Grund 
der  Bedingungen  f/?^  ^  =  —  (jpj  ^  lassen  sich  auch  leicht  die 
Formeln : 

(22)  ^ '/'!»»  =  »« 

nachweisen,  sodass  aus  den  Gleichungen  (21}  umgekehrt  die  ur- 
sprünglichen Gleichungen  [7]  folgen. 

Die  Ausdrtlcke  (2?!  lehren  nun  zuerst,  dass  die: 

(23)  Ua=±g.^^ 

für  a  ^  r  verschwinden.    Sie  gehen  nämlich  dadurch  über  in: 

c=(>  li=l         "Vc 
Nun  ist  aber : 

Es  verschwinden  also  die  (Ja  in  der  That  für  a'^r.  Was  nun 
weiter  diese  Grössen  für  a>>?-  betrifiPt,  so  verschwinden  sie  der 
Voraussetzung  gemäss  sicher  für  w^  =  • . .  =  ?/^  =  0 .  Bedenken 
wir  aber,  dass  für  a>>  r  und  b  ^  r : 

(26)     v/^^^'  —^*'  ?lf^\_^  V /——  +  -— ^^\  lU^ 
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weil  die  F^  fttr  alle  Werthe  der  u^. ,, Uy  verschwiaden ,  so  folgt 
für  dieselben  Werthe  der  lodices : 

„,  1^  =  ^  =  0. 

Da  hieroach  die  Ua  für  a>  r  jedenfalls  von  ^l^..,  u^  unabhängig 
werden,  so  verschwinden  sie  nach  dem  Obigen  für  alle  u^..,u». 

Hiermit  ist  nun  vollständig  nachgewiesen,  dass,  wenn 
r^ ...  x^  92 ... 9^  die  Anfangsbedingungen  befriedigen,  die  von 
uns  bestimmten  Functionen  x^.,,Xnq^...qn  der  ii^,,.  Un  wirklich 
ein  Integral unseresSystems  von  partiellenDifferentialgleichungen 
1.  Ordnung  darstellen. 

Obgleich  die  Möglichkeit  diese  Anfangsbedingungen  ohne 
Integration  zu  befriedigen  sich  aus  bekannten  Untersuchungen 
leicht  ergiebt,  so  soll  doch  der  Vollständigkeit  halber  kurz  darauf 
eingegangen  werden. 

Wir  bemerken  zuerst,  dass  man  den  Gleichungen  (1)  offen- 
hdx  dadurch  auf  die  allgemeinste  Weise  wird  genügen  können, 
dass  man  sich  zx^. ,  ,Xn  als  willkürliche  Functionen  von 
Mf  ...t/|  (l'^r)  derart  gegeben  denkt,  dass  etwa  die  Determinante 

— ?  '  (a,  b  =  <  . . .  /)  nicht  identisch  verschwinde,  die  Pi+i-^^Pn 

hingegen  als  solche  willkürliche  Functionen  der  u^..  .Un,  dass 

etwa  die  Determinante    ^  -      (a,  6  =  /  +  4  . . .  /i)  nicht  identisch 

verschwinde,  wodurch  dann  die  p^  .../>^  eben  durch  die  Glei- 
chungen (4)  eindeutig  als  Functionen  von  u^.,,u„  bestimmt 
sind;  denn  sobald  die  x, ...  er«  nur  von  /  wesentlichen  Para- 
metern abhängen,  muss  dasselbe  nach  (1)  auch  von  z  gelten. 
Denken  wir  uns  daher  dies  Integral  bei  irgend  welcher  Annahme 
obiger  willkürlicher  Functionen  in  das  vollständige  System  (2) 
eingesetzt,  so  werden  wir,  falls  die  so  entstehenden  Gleichungen 
zwischen  u^...  ?/„  überhaupt  mit  einander  verträglich  sind,  r 
derselben  durch  die  übrigen  ausdrücken  können.  Führt  man 
diese  Ausdrücke  in  das  angenommene  Integral  ein  und  macht 
über  dies  selbst  alle  möglichen  Annahmen,  so  wird  man  die 
3*xJ . . .  xj  /^J .. .  pI  in  der  allgemeinsten  Weise  so  als  Functionen 
von  r  —  n  Parametern  ?^,.^, . .  .u^  bestimmt  haben,  dass  sie  die 
Gleichungen  (4)  und  (2)  befriedigen.  Dieser  Theil  unserer  Auf- 
gabe kann  also  sicher  ohne  Integration  gelöst  werden ,  es  fragt 
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sich  nur,  ob  das  hierbei  miserni  SaUe  gemäss  resoltireQde  Inte- 
gral auch  immer  von  n  wesentlichen  Paramelem  abhängt.  Dies 
wird  ja  zweifellos  nicht  immer  der  Fall  sein,  auch  lassen  sich 
die  Bedingungen  dafOr  schwerlich  in  knrser  Form  anCstellen, 
aber  es  wird  offenbar  geniigen,  zu  zeigen,  das  für  jedes  voll- 
ständige System  die  Anfangsbedingungen  auch  der  letzten  Forde- 
rung gemäss  bestimmt  werden  können,  und  hierbei  zugleich  die 
der  Natur  des  Problems  ent<iprechende  Art  von  willkürlichen 
Functionen  auftritt. 

Wir  müssen  zu  diesem  Zwecke  auf  die  Auflösbarkeit  des 
vollständigen  Systems  nach  den  Grossen  zx^  . . .  x»  Pi  ^ . .  Pn 
eingehen  und  erinnern  in  dieser  Beziehung  zuerst  an  den  be- 
kannten LiB  sehen  Satz  ^ ,  dass  das  Verschwinden  der  Klammer- 
ausdrOcke  (3'>  für  alle  Werthsysteme  zx^.,.  Xn  p^  '  *  -Pnj 
welche  die  Gleichungen  (2)  erfnllen,  auch  das  Verschwinden  der 
entsprechenden  Klammerausdrttcke ,  welche  mit  r  den  Glei- 
chungen (2)  äquivalenten  Gleichungen  gebildet  sind ,  für  die- 
selben Werthsysteme  zur  Folge  hat.  Versuchen  wir  nun  das 
System  ''2  nach  möglichst  vielen  der  Grossen  p^...pn  aufzulösen, 
so  sehen  wir  von  dem  einfachen  Falle  ab,  dass  das  System  nach 
r  von  diesen  Grossen  auflösbar  sei ;  es  ordnet  sich  dem  sogleich 
zu  behandelnden  allgemeinen  Falle  unter.  Wir  werden  also  an- 
nehmen, dass  das  System  etwa  nur  nach  den  Grossen  p,  ...pi 
(/<^7-)  auflösbar  sei,  und  dass  bei  Substitution  dieser  Auf- 
lösungen in  die  letzten  r — /  Gleichungen  diese  in  solche  Über- 
gehen, welche  nur  zx^...Xu  enthalten.  Enthalten  dieselben 
überhaupt  s,  so  sondern  wir  von  ihnen  zunächst  die  Gleichung: 

(28)  z=r(x,,..Xn) 

ab.  Die  noch  übrigen  r  —  /  —  4  Gleichungen  zwischen  x^.,.Xn 
müssen  dann  sicher  nach  r  —  /  —  4  von  den  Grossen  Xm.«...  Xn 
auflösbar  sein.  Denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  müsste  sich 
aus  ihnen  mindestens  eine  Gleichung  zwischen  jr, ...  Xi  ergeben, 
die  wir  etwa  nach  .7'^  auflösen  können: 

(29)  x,=g{x^...xi). 
Schreiben  wir  dann  die  erste  Gleichung  in  der  Form: 

(30)  P^=f,[zX,.,.Xn    P/^,.../>«\ 

1)  LiE,  Verhandl.d.Ges.d.W.zuChristianial874;  Math.ADn.  Bd.IX  ; 
Abhandl.  d.  kgl.  Sachs.  Ges.  d.  W.,  Bd.  XIV. 
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SO  folgt: 

(34)  [p,-f,>    ^,-9]  =  ^^ 

Da  hiernach  dieser  Klammernausdruck  nicht  verschwinden 
könnte,  so  war  unsere  Annahme  falsch.  Wir  werden  also  an- 
nehmen können,  dass  die  letzten  r  —  / — 4  Gleichungen  unseres 
Systems  die  Form : 

haben.  Nun  mtlssen  wir  noch  zwei  Fälle  unterscheiden.  Ent- 
weder wird  die  Gleichung  (28)  nach  Substitution  dieser  letzten 
Ausdrttcke  noch  eine  der  Grössen  .0?^....^«,  etwa  x^  ent- 
halten, oder  sie  ist  ganz  von  ihnen  frei.  Im  ersten  Falle  ist  also 
unser  System  nach  den  Grössen /^^...p;  Xl^^...x^  auflösbar,  die 
Determinante: 


^  = 


bFa  öFa     hFa  bF« 


(a=1...r) 


wird  sicher  nicht  identisch  verschwinden.  Im  zweiten  Falle  ist 
unser  System  nach  p, . . .  p«  ^i+i  . . .  x^^^  z  auflösbar  und  zwar 
ist  s  ausgedrückt  als  Function  von  x^., .  Xi  allein;  in  diesem 
Falle  wird  sicher  die  Determinante: 

ÖFa  hFa     öFa  ÖF«     hFa 


D  = 


(a=1...r) 


dpj  bpi   hXl^^  Öi37t*-4    ^^ 

nicht  identisch  verschwinden,  während  J  identisch  verschwinden 
rouss,  weil  wir  sonst  den  ersten  Fall  hätten. 
Im  ersten  Falle  können  wir  setzen : 

x^=a^j    ...,    Xi  =aij  x^^^=u^^^y  ...,   (b,j=w„  , 
P/V,=-  =  p^=0,  z'  =  (p(n^^^...u^}, 

während  Pi-'-Pi  und  Xl^^,.,Xr  hiemach  durch  das  vollständige 
System  bestimmt  sind,  falls  nämlich  die  Constanten  a^ . . .  a^  und 
die  willkürliche  Function  so  gewählt  sind,  dass  diese  Ausdrttcke 
endlich  bleiben ;  dann  wird  natürlich  auch  ^  bei  dieser  Sub- 
stitution nicht  für  alle  Uf^^  ...Un  verschwinden.  In  Folge  dessen 
wird  für  das  so  entstehende  Integral  auch  sicher  die  Deter- 
minante: 
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(a  =  1...n) 


nicht  identisch  verschwinden ;  denn  sie  geht  für  u^  ==•••  =  w^  =  0 
in  ( —  4)'^  über.  Unser  Integral  wird  demnach  von  n  wesent- 
lichen Parametern  abhängen.    Es  wird  offenbar  ein  Integral  in 

gewöhnlichem  Sinne  sein,  wenn  die  Determinante 


biift 


(a,b=4...7) 


nicht  identisch  verschwindet.    Ob  dies  der  Fall  ist,  lässt  sicli  im 

Allgemeinen  natürlich  auch  dann  nicht  behaupten,  wenn  die 

h  F 

"    (a,  b  =  1 . . .  ?•)  nicht  identisch  verschwindet, 


Determinante 


^Pi 


aber  sicher  kann  man  in  diesem  Falle  ein  Integral  in  gewöhn- 
lichem Sinne  herstellen,  d.  h.  z  als  eine  solche  Function  von 
x^.  .  .  Xn  bestimmen ,  welche  für  x^=a^^  . . . ,  Xr  =  o^  gleich 
einer  willkürlich  vorgelegten  Function  von  .x^^^...cc„  wird. 
Im  zweiten  Falle  können  wir  setzen: 


fry=a, 


r/j=o^,    x'r=y^i''r^r"%)^  -^r-n  =  S- 


-n  J 


•<=«».  p?..,  =  •••  =  /';-,  =  0,  K  =  -<. 


wonach  js® pj . . .  jö^  x]^^  . . .  .t°^^  durch  das  vollständige  System  be- 
stimmt sind,  falls  die  Constanten  und  die  willkürliche  Function 
wieder  in  geeigneter  Weise  gewählt  sind;  es  wird  dann  zugleich 
bei  dieser  Substitution  die  Determinante  D  nicht  für  alle  u^^^ . . .  t^n 
verschwinden.    In  Folge  dessen  wird  sicher  die  Determinante : 


hx^ 


bpj,  hx^, 


(a  =  \  ...n) 


nicht  identisch  verschwinden,  weil  sie  wegen  des  Verschwindens 
von  ^  für  ?i4  =  .  •  =  Ur  =  0  in  (—  1  )'■*•*  />  übergeht.  Es  hängt 
daher  auch  in  diesem  Falle  das  Integral  von  n  wesentlichen 
Parametern  ab.  Es  können  also  in  jedem  Falle  die  Anfangs- 
bedingungen so  ohne  neue  Integration  erfüllt  werden ,  dass  in 
ihnen  noch  eine  loillkürliche  Function  von  n — r  Parametern  auf- 
tritt. 


F.  Siohmaiiii ,  Calorimetrische  Untersuchungen.  Einund- 
dreissigste  Abhandlung. 

Veber  die  thermisclien  Vorgänge  bei  der  Bildung  einiger 
Anünsänren  und  Nitrile 

von 
F.  Stohhann  und  H.  Langbein. 

I.  Glycolaminsänren. 

Die  drei  Aminsäuren:  Glycocoll  oder  Glycolaminsäure, 
Diglycolaminsäure  und  Triglycolaminsäure  bilden  eine  fortlau- 
fende Reibe  von  Verbindungen;  deren  Glieder  sich  durch  Ein- 
tritt der  Atomgruppe  —  CH^ .  COOH  an  Stelle  eines  Wasserstoff- 
atomes  unterscheiden.  Sie  verhalten  sich  daher  unter  einander 
wie  Methyl-,  Dimethyl-  und  Trimethylamin,  mit  dem  Unterschiede, 
dass  je  eine  Atomgruppe  —  CH^  .  COOH  an  Stelle  einer  Methyl- 
grappe  tritt.  Zum  Ammoniak  stehen  sie  in  gleicher  Beziehung 
wie  jene  Basen,  indem  sie  aus  diesem  durch  folgeweisen  Ersatz  von 
je  einem  Atom  Wasserstoff  durch  die  Atomgruppe  —  CH^ .  COOH 
hervorgehen.  Ihre  Bildung  aus  Ammoniak  und  Essigsäure  er- 
folgt unter  jemaligem  Austritt  von  H^ ,  von  denen  das  eine  Atom 
dem  Ammoniak,  das  andere  der  Essigsäure  angehört.  Von  den 
drei  Basen  Methylamin,  Di-  und  Trimethylamin  lassen  sie  sich 
durch  Eintritt  von  CO^-Gruppen  in  die  Methylgruppen  ableiten. 
Die  Diglycolaminsäure  ist  ausserdem  isomer  mit  der  Amido- 
bernsteinsäure  und  unterscheidet  sich  von  dieser  nur  dadurch, 
dass  in  ersterer  eine  —  CH^.  COO/f-Gruppe  an  ein  Stickstoffatom, 
in  letzterer  dagegen  an  ein  Kohlenstoffatom  gebunden  ist.  Kurz 
es  bilden  diese  Säuren  eine  ganze  Anzahl  von  Reactionen,  deren 
thermisches  Studium  von  hohem  Interesse  ist. 

lUth.-pbjs.  CItuite.  18M.  4 
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Das  Material  dazu  verdanken  wir  der  Gttte  des  Herrn  Prof. 
Kral't,  welcher  die  von  ihm  in  prachtvollen  Kry  stallen  dargestellte 
Di-undTriglycolaminsäureuns  freundlichst  zur  Verfügung  stellte. 

Nach  brieflicher  Mittheilung  ist  die  Trigylcolaminsaure  er- 
halten, wie  in  Annalen  der  Chemie  CCLXTI;  295  beschrieben. 
Die  Diglycolaminsäure  wurde  aus  Mutterlaugen,  welche  in  der 
KAHLBAUM^schen  Fabrik  als  Nebenproduct  bei  der  Darstellung 
von  Glycocoll  aus  MonochloressigsSure  gewonnen  wurden,  dar- 
gestellt. 

Der  Wärmewerth  des  Glycocolls  oder  der  Glycolaminsäure 
ist  Irüher  von  uns  ermittelt  (Abhdlg.  XXV  ^i).  Derselbe  beträgt 
für  das  Gramm-Molekül  bei  constantem  Druck  234,6  Gel. 

Die  Warmewerthe  der  beiden  anderen  Verbindungen  er- 
geben sich  aus  folgenden  Bestimmungen,  welche  in  der  Bbrtiie- 
Lox'schen  Bombe  in  Sauerstoff  von  25  Atm.  Spannung  ausge- 
geführt  vsTirden. 

Diglycolaminsäure  ^'^  <(;^*   ^OoS ' ^«^'^^«  * '  '  ^^^• 
Bestimmung  des  W^rmewerthes. 


Substanz 
Grm. 


^«(corr.) 
Grad 


^1 
Grad 


Grad 


Wasser- 
werlh  Wt^ 

Grm. 


cal. 


Correclion 

f.  Ä.VO, 


für  Fe 
cal. 


cal. 


2. 
3. 


0,8213 
0,8U5 
0,8315 


14,3346,13,3485 
14, 6097{  13,6298 


0,9861  I 
0,9799  I 


15,1395;  14,1419;  0,9976 


2500 
2500 
2500 


2465,3 
2449,8 
2494,0 


9,4 
9,1 
9,1 


7.5 
7.0 


Wärme  werth 


der 
Substanz 

cal. 


2448,7 
2433,7 

2477,7 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm. 
Mol. 

Cal. 


2981,5 
2988,0 
2979,8 

Mittel  2983,1 


Mittel 
=»  400 


396,5  99,95 
397,4  100,17 
396,3         99,89 

396,7  für  const.  Vol. 
396,3    »        »      Druck 
221,2  Bildungswärme. 


\)  Journ.  f.  prakt.  Chemie  [3]  XLIV,  88^ 
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yCH^.COOH 
Triglycolaminsäure  iV^C^^.COO//  .  C^H^NO^ . 

^CH^.COOH 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


.  191. 


!  Substanz 

r 

I    Grm. 


Grad 


^1 
Grad 


Grad 


Wasser- 
werth  Wa 

Grm. 


cal. 


CorrectioD 

f.  HNOz 

cal. 


fürFö 

C8l. 


1. 1  0,9674 
l  0,8714« 
3.  0,9137 


15,6104 
15,7232 
15,0514 


14,4724 
14,6792 
14,9702 


1,1380 
1,0440 
1,0812 


2500 
2500 
2500 


2845,0 
2610,0 
2703,0 


9,1 
9,1 
9,1 


9,0 
8.5 
8.8 


Wärmewerth 


der 
Substanz 

cal. 

pro  Grm. 
cal. 

pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 

Mittel 
=  400 

1. 
2. 
3. 

2841,5') 

2553,9 

2685,1 

2937,3 
2930,8 
2938,7 

561,0 
559,8 
561,3 

100,06 

99,84 

100,11 

Mittel  2935,6    560,7  fttr  const.  Vol. 
560,0    »       »       Druck 
314,5  Bildungswärme. 

Uebersicht. 

Glycolaminsäure      C^H^NO^     234,6  Cal. 
Diglycolaminsäure  C^H^NO^     396,3     » 
Triglycolaminsäure  C^H^NO^     560,0    « 

Wärmetönung  derReaction:  --  H  +  CH^  .  COOH . 

Die  drei  Glycolaminsäuren  unterscheiden  sich  dadurch  von 
einander,  dass  beim  Uebergange  der  Glycolaminsäure  zur  Digly« 
colaminsäure  ein  Wasserstoffatom  durch  die  einwerthige  Atom- 
gruppe CH^.COO/T  ersetzt  wird.  Dasselbe  erfolgt  beim  Uebergange 

i)  Gorrection  für  0,0018  Grm.  Boss  +  14,6  cal.    . 

2)  Zusatz  von  0,0040  Grm.  Naphthalin.    Gorrection  dafür  —»8,5  cal. 

4* 
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derDiglycolaminsäure  zur  Triglycolaminsäure.  Alle  drei  Säuren 
sind  von  gleichem  Aggregatzustande,  sie  sind  unmittelbar  ver- 
gleichbar und  es  ergiebt  daher  die  Differenz  ihres  Wärmewerthes 
unmittelbar  den  thermischen  Werth  obiger  Reaction. 
Nun  ist: 

Glycolaminsäure  NH^ .  C//, .  COOH  234,6  j  --4  «  p  , 
Diglycolaminsäure  NH.{CH^ .  COOH)^  396,3  Hl'l  ^^*- 
Triglycolaminsäure  N  ,{CH^  .COOH)^  560,0  »        '       * 

Oder  durch  Ersatz  eines  an  Stickstoff  gebundenen  Wasser- 
stoffatomes  durch  die  Atomgruppe  CH^ .  COOH  wird  der  Wärme- 
werth  dieserVerbindungen  um  durchschnittlich  1 62,7  Cal.  erhöhet. 
Es  muss  jedoch  hier  schon  betont  werden,  dass  diese  Wärme- 
tönung nur  erfolgt,  wenn  die  Atomgruppe  CH^  .  COOH  an  Stick- 
stoff gebunden  wird;  tritt  dieselbe  Atomgruppe  an  ein  Rohlen- 
stoffatom,  so  wird  die  Wärmetönung  eine  ganz  andere. 

Durch  Umkehrung  der  Reaction  mttsste  man  hiernach,  unter 
sonst  gleichen  Bedingungen,  von  der  Glycolaminsäure  zum  Wär- 
mewerthe  des  festen  Ammoniaks  kommen  und  es  würde  die  Yer- 
brennungswärmedes  festen  Ammoniaks  234,6—1 62,7=71 ,9Cal. 
sein. 

Die  Verbrennungswärme  des  gasförmigen  Ammoniaks  ist 
nach  Thomsen^)  90,6,  nach  Berthblot^)  91,3.  Die  Dampfwärme 
des  Ammoniaks  bei  17"  beträgt  nach  Strghbbck^)  5,4  Gal.  Die 
Schmelzwärme  des  festen  Ammoniaks  ist  nicht  bekannt.  Man 
nehme  die  letztere  aber  innerhalb  der  zulässigen  Grenzen  an, 
so  hoch  wie  man  wolle,  so  wird  man  niemals,  vom  gasigen  oder 
flüssigem  Ammoniak  ausgehend,  zu  dem  gefundenen  Werthe 
71,9  Cal.  kommen.  Diese  Abweichung  findet  jedoch  ihre  voll- 
ständige Erklärung.  Ammoniak  steht  zur  Glycolaminsäure  in 
ganz  ähnlicher  Beziehung  wie  Ameisensäure  zur  Essigsäure,  wie 
Oxalsäure  zur  Malonsäure.  Auf  Grund  der  Homologie  sollte  der 
Wärmewerth  der  flüssigen  Ameisensäure  52,2  Gal.,  der  der  festen 
Oxalsäure  51,0  Gal.  betragen,  während  die  wirklichen  Werthe 
61,7  bezw.  60,2  Cal.  sind,  wie  in  Abhdlg.  XXX ^j  gezeigt  ist. 
Der  höhere  Wärmewerth,  welcher  diesen  Säuren  eigen  ist,  er- 


\)  Thermo-chem.  Unters.  II,  Ti. 

2)  Compt.  rend.  LXXXIX,  882. 

3)  Beibl.  Phys.  XV.  504. 

4}  Ber.  kgl.  sttchs.  Ges.  4898,  628. 
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klärt  sich  durch  ihre  gr(tösere  chemische  Energie,  welche  sie  ver- 
lieren, indem  sie  in  die  nächst  höheren  Säuren  übergehen.  Das- 
selbe trifft  zu  beim  Uebergange  vom  Ammoniak  zur  Glycolamin- 
säure.  Im  Ammoniak  haben  wir  einen  Körper  von  stark  alkali- 
scher Beschaffenheit,  mit  hoher  chemischer  Energie  begabt.  Wird 
darin  ein  Atom  Wasserstoff  durch  die  Atomgruppe  CH^ .  COOH 
ersetzt ,  so  geht  chemische  Energie  verloren ,  wir  haben  in  der 
Glycolaminsäure  eine  Verbindung  von  äusserst  geringer  chemi- 
scher Energie.  Und  ebenso  wie  der  Ueberschuss  an  chemischer 
Energie  sich  beim  Uebergange  der  Ameisensäure  und  Oxalsäure 
durch  einen  minderen  Wärmezuwachs  der  nächst  höheren  homo- 
logen Säare  ausdrückt,  so  ist  es  auch  beim  Uebergange  des 
Ammoniaks  zur  Glycolaminsäure  der  Fall.  Der  in  voriger  Ab- 
handlung (6er.  kön.  Ges.  4893,  S.  647)  ausgesprochene  Satz, 
nach  welchem  die  Gesammtenergie  der  organischen  Verbindungen 
sich  aus  zwei  Theilen  zusammensetzt,  von  denen  der  eine  von 
der  Zahl  und  Eigenthümlichkeit  der  das  Molekül  bildenden  Atome, 
der  andere  von  den  besonderen  Eigenschaften  des  Moleküls  be- 
dingt ist,  findet  daher  in  diesem  Beispiele  seine  vollste  Bestä- 
tigung. ^ 

Während  aber  bei  Ameisensäure  und  Oxalsäure  ihr  grösse- 
rer Energiegehalt  gegenüber  anderen  Säuren  sich  nur  auf  indi- 
rectem  Wege,  durch  höhere  Leitfähigkeit,  durch  höhere  chemische 
Avidität,  nachweisen  lässt,  haben  wir  hier  ein  Maass  für  den  beim 
Uebergange  vom  Ammoniak  in  Glycolaminsäure  stattfindenden 
Energieverlust.  Es  würden  die  thermischen  Reactionen  zu  er- 
mitteln sein,  welche  bei  der  Umwandlung  der  Glycolaminsäure 
in  Ammoniumsalz  einerseits  und  bei  der  Abscheidung  der  Säure 
aus  dem  Ammoniumsalze  in  fester  Form  eintreten.  Da  diese  Re- 
actionen nicht  bekannt  sind,  so  können  wir  dafür  mit  angenäher- 
ter Genauigkeit  die  Wärmemenge  einsetzen ,  welche  beim  Neu- 
tralisiren  des  Ammoniaks  durch  Salzsäure  frei  wird.  Diese  be- 
trägt nach  Thomsbn i)  \%3  Cal. 

Nehmen  wir  nun,  wie  oben,  die  Verbrennungswärme  des 
Ammoniaks  zu  90,6  Ca!.,  die  Dampfwärme  zu  5,4  Cal.,  die  Neu- 
tralisationswärme zu  42,3  Cal.,  so  erhalten  wir  für  das  von  sei- 
ner chemischen  Energie  befreite,  hypothetische,  flüssige  Am- 
moniak 90,6  —  (5,4  +  42,3)  =  72,9  Cal.,  was   mit  dem  oben 


i)  Tbermo-chem.  Untersachungen  IV,  39S. 
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für  festes  Ammoniak  gefundenen  Werthe  von  74 ,9  Cal.  genügend 
Obereinstimmt. 

Bemerkenswerth  ist,  dass  dieselben  Terschiedenheiten, 
welche  wir  ftlr  die  GlycolaminsKuren  nachgewiesen  haben,  sich 
auch  bei  den  basischen  Aminen  finden.  Die  Wärmewerthe  der^ 
selben  im  gasigen  Zustande  sind  nach  Thohsbn  *. 

Cal. 

Methylamin    NH^.CH^    .  .  .  258,3  j  ..^^ 

Dimethylamin  NH.{CH,)^    .  .  420,5  JJ?'^ 

Trimethylamin   N.(CH,)^    .  .  582,6  i    ^' 

Wir  haben  daher  hier  genau  dieselben  Beziehungen  wie  dort. 

Wärmetönung  derReaction 
yU^  _l-  CH^ .  COOH  =  NH^ .  CH^ .  COOH  +  H^ . 

Die  Bildung  der  Glycolaminsäure  kann  erfolgen^  indem  aus 
einem  Molekül  Ammoniak  und  aus  einem  Molekül  Essigsaure  ein 
Molekül  Wasserstoff  austritt. 

Gehen  wir  vom  gasigen  Ammoniak  und  von  fester  Essig- 
säure aus,  so  haben  wir : 

Ammoniak,  Gas  (Thomsbn)     90,6  Cal. 
Essigsäure,  fest     ....  206,7     a 

297,3  Cal. 
Glycolaminsäure,  fest   .    .  234,6     » 


—  62,7  Cal. 

Der  Wärmewerth  des  Reactionsproductes  liegt  daher  uno 
62,7  Cal.  tiefer  als  der  der  reagirenden  Stoffe.  Oder  setzt  man 
den  Wärmewerth  von  F,  =  69  Cal.,  so  ergiebt  sich  die  Bildungs- 
gleichung: 

NH^  (Gas)  +  C^H^O^  (fest)  =  C^H^NO^  (fest)  +  ^,(Gas)  —  6,3  Cal. 

Das  Anfangssystem  enthält  daher  um  6,3  Cal.  Energie  we- 
niger als  das  Endsystem,  der  Process  ist  endotherm. 

Um  aber  die  Bildung  der  Glycolaminsäure  mit  der  Di-  und 
Triglycolaminsäure  vergleichen  zu  können,  ist  es  zweckmässig, 
nicht  von  dem  gasigen  Ammoniak,  sondern  vom  hypothetisch 
von  seiner  chemischen  Energie  frei  gemachten,  festen  Ammoniak^ 
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dessen  Wännewerth  nach  Obigem  74,9  Cal.  beträgt,  auszugehen. 
Es  ergiebt  sich  dann  Folgendes: 

Ammoniak,  hypoth.,  fest   .     71 ,9  Cal. 
Essigsaure,  fest 206,7     i> 


278,6  Cal. 
Glycolaminsäure,  fest.  .  .  234,6     » 


—  44,0  Cal. 

Der  Warmewerth  des  Reactionsproductes  Hegt  daher  um 
44,0  Cal.  tiefer  als  der  der  Ausgangsmaterialien.  Unter  Berück- 
sichtigung des  Energiegehaltes  des  austretenden  Wasserstoffs 
wird  die  Bildungsgleichung : 

Nff^  (hypoth.,  fest)  +  C^H^O^  (fest)  = 

C^H^NO^  (fest)  +  H^  (Gas)  ....  —  25,0  Cal. 

Ebenso  wie  die  Glycolaminsäure  sich  durch  Abspaltung  von 
//,  aus  Ammoniak  und  Essigsäure  herleiten  lässt ,  so  entsteht 
die  Diglycolaminsäure  aus  Glycolaminsäure  und  Essigsäure,  und 
die  Triglycolaminsäure  aus  Diglycolaminsäure  und  Essigsäure, 
wobei  folgende  Wärmetönungen  stattfinden : 

Glycolaminsäure,  fest.  .  .  234,6  Cal. 
äure,fest 206,7     » 


and 


441,3  Cal. 
Diglycolaminsäure,  fest .   .  396,3     » 


—  45,0  Cal. 


Diglycolaminsäure,  fest.  .  396,3  Cal. 
Essigsäure,  fest 206,7     » 


603,0  Cal. 
Triglycolaminsäure,  fest.  .  560,0     » 


—  43,0  Cal. 

Im  Durchschnitte  liegt  der  Wärmewerth  des  Reactionspro- 
ductes um  44,0  Cal.  tiefer  als  derjenige  der  in  Reaction  tretenden 
Stoffe,  oder  der  Austritt  von  je  2  At.  Wasserstoff  verringert 
den  Wännewerth  um  44  Cal. 

Die  Bildungsgleichungen,  unter  Berücksichtigung  des  Ener- 
giegehaltes  des  frei  werdenden  Wasserstoffs,  gestalten  sich  wie 
folgt: 
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C^H^NO^  (fest)  +  C^H^O^  (fest)  = 

C^H.NO^  (fest)  +  H^  (Gas) ....  —  24,0  Cal. 


und 


C^H.NO,  (fest)  +  C^H^O^  (fest)  = 
CßA/.ArOJfest)  +  H^  (Gas)  ....  —  26,0  Cal. 

Gehen  wir  bei  der  Bildung  der  Glycolaminsäure  nicht  von 
dem  gasigen,  sondern  von  dem  hypothetisch  festen  Ammoniak 
aus,  so  haben  wir  in  allen  drei  Fällen  vollständigste  Ueberein- 
Stimmung ,  der  Austritt  von  2  At.  Wasserstoff,  von  denen  das 
eine  aus  einer  Stickstoff-,  das  andere  aus  einer  Kohlenstofibin- 
dung  gelöst  wird,  bringt  einen  Energieverlust  von  durchschnitt- 
lich 44  Cal.  hervor;  die  Bildungsgleichungen  weisen  gleich- 
massig  auf  einen  endothermen  Process  mit  einem  Energiegewinne 
im  Endsysteme  von'  durchschnittlich  25,0  Cal. 

Wahrend  wir  in  früheren  Abhandlungen  vielfach  Hydrirungs- 
Vorgänge  studirt  haben,  so  haben  wir  es  bei  der  Bildung  der  hier 
vorliegenden  drei  Verbindungen  mit  einem  Dehydrirungsprocesse 
zu  thun.  Nichts  hindert  uns  aber,  die  Gleichungen  umzukehren 
und  den  durch  Anlagerung  von  H^  an  Glyoolaminstture  u.  s.  w. 
eintretenden  Spaltungsprocess  zu  verfolgen.  Die  nach  den  Glei- 
chungen: 

C^H.m,  4-  //,  =  NH,  +  C,H,0^ 
C,H,NO,  +  H^=  CJJ^NO^  +  C^H^O^ 
C,H,NO,  +  //,  =  C,H,NO,  +  C,H,0^ 

entstehenden  Hydrirungsproducte  müssen  selbstverständlich 
einen  Energiegewinn  aufweisen,  dessen  Grösse  genau  der  Grösse 
des  Energieverlustes  entspricht,  welcher  bei  der  Bildung  der 
Dehydrirungsproducte  erfolgt.  Da  oben  gezeigt  ist,  dass  Gly- 
colaminsäure,  Di-  und  Triglycolaminsäure  um  44  Cal.  weniger 
Energie  enthalten  als  die  Stoffe,  aus  denen  sie  hervorgegangen 
sind  (wobei  Ammoniak  in  dem  hypothetischen  Zustande  ange- 
nommen ist),  so  muss  bei  der  Spaltung  der  Glycolaminsäure  in 
Ammoniak  und  Essigsäure  u.  s.  f.  ein  Energiegewinn  von  44  Cal. 
durch  Anlagerung  von  H^  erzielt  werden. 

Hierbei  ist  aber  zu  berücksichtigen,  dass  von  dem  Wasser- 
stoffmoleküle das  eine  Atom  in  Stickstoffbindung,  das  andere  in 
Kohlenstoffbindung  tritt. 

Völlig  verschieden  verhält  sich  ein  Hydrirungsvorgang,  bei 
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welchem  die  HydriniDg  nicht  durch  Anlagerung  an  ein  Stickstoff- 
und  an  ein  Rohlenstoffatom,  sondern  an  je  eines  von  Ewei  be- 
nachbarten Rohlenstoffatomen  in  offenen  Ketten  gesättigter  Ver- 
bindungen, unter  Sprengung  der  Ketten,  erfolgt.  In  Abhdig. 
XXin  ^)  ist  hierfür  eine  Fülle  von  Beispielen  gegeben.  Zerfällt 
Korksäure  durch  Addition  von  H^  in  2  Mol.  Buttersäure,  oder 
lerfklli  Bemsteinsäure  durch  Addition  von  H^  in  2  Mol.  Essig- 
säure u.  s.  w.,  so  bedingt  dieses  jedesmal  einen  Energiezuwachs 
der  entstehenden  Verbindungen  von  durchschnittlich  54,8  Cal. 

Hieraus  folgt  aber  die  wichtige  Thatsache : 

Ein  Wasserstoffatom,  welches  in  Stickstoffbin- 
dung tritt,  bedingt  eine  ganz  andere  und  weit  ge- 
ringere Vermehrung  des  Energiezuwachses,  als  wenn 
ein  Wasserstoffatom  in  Kohlenstoffbindung  tritt. 

Da  der  thermische  Werth  des  Wasserstoffatomes,  welches 

sich  bei  derUmwandlungder —  Cff,.C00£r-6ruppe  in  das  Molekül 

54  8 
CH^ .  COOH  an  das  Kohlenstoffatom  anlagert,  -^  =  27,4  Cal. 

Tu 

beträgt,  so  muss  der  thermische  Werth  des  Wasserstoffatomes, 
welches  bei  der  Hydrirung,  unter  gleichzeitiger  Lösung  der  vor- 
her bestandenen  Stickstoff-Kohlenstoffbindung,  mit  Stickstoff  in 
Verbindung  tritt,  nach  Obigem  44,0  —  27,4  =  46,6  Cal  sein. 

Hiermit  ist  ein  wesentlicher  Fortschritt  in  der  Thermochemie 
der  Stickstoffverbindungen  angebahnt  und  es  ist  damit  eine  Er- 
weiterung des  von  uns  zuerst  Erkannten  und  später  von  Matig- 
1105^  Bestätigten  gegeben.  In  Abhandig.  XXV 3)  haben  wir  ge- 
zeigt, dass  Alanin  oder  Amidopropionsäure  einen  um  153,1  Cal. 
höheren  Werth  als  Glycolaminsäure  hat,  während  der  Wärme- 
werth  des  dem  Alanin  isomeren  Sarkosins  oder  der  Methylglycol- 
aminsäure  um  166,6  Cal.  höher  liegt  als  der  der  Glycolamin- 
säure. Beide  unterscheiden  sich  aber  dadurch  von  einander^ 
dass  das  Methyl  im  Alanin  an  ein  Kohlenstoffatom  gelagert  ist, 
während  es  im  Sarkosin  an  ein  Stickstoffatom  gebunden  ist. 
Derselbe  Unterschied  findet  sich  bei  einer  ganzen  Reihe  von  Ver- 
bindungen und  wir  werden  gleich  noch  weitere  Belege  dafür 


4)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XLIII,  45. 

2)  Comptes  read.  CXIII,  650;  Ann.  Chim.  Phys.  [6]  XXVIII,  498. 

8)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XLIV,  892. 


58  F.  Stohhäivn, 

erbnngen.     Wir  folgerten  hieraus  und  hoben  dies  durch  ge- 
sperrte Schrift  hervor: 

Der  Wärmewerth  einer  an  Stickstoff  gebundenen 
Methylgruppe  liegt  bedeutend  höher,  als  wenn  die 
gleiche  Gruppe  an  ein  Kohlenstoffatom  gebunden  ist. 

Mit  voller  Kenntniss  dieser,  unserer,  Entdeckung  sagt  dann 
Matignon  : 

Je  suis  arriv4  ä  la  loi  suivante :  La  stibstitiUian  dun  radical 
alcoolique  lie  ä  Vasote  augmente  plus  la  chaieur  de  combustion  que 
la  Substitution  du  mSme  radical  lie  au  carbone. 

Da  in  der  Wissenschaft  Derjenige  als  Entdecker  zu  gelten 
pflegt,  welcher  zuerst  mit  einer  Entdeckung  an  die  Oeffentlich- 
keit  tritt,  so  sei  hiermit  gegen  die  Aneignung  unseres  geistigen 
Eigen thums  Protest  erhoben. 

Es  bleibt  nun  noch  zu  untersuchen,  ob  die  Verschiedenheit, 
welche  sich  kund  giebt,  je  nachdem  eine  Methylgruppe  an  Stick- 
stoff oder  an  Kohlenstoff  gebunden  ist,  der  Methylgruppe  eigen 
ist  oder  ob  sie  auch  anderweitig  vorkommt. 

In  der  Diglycolaminsäure  haben  wir  eine  Isomere  der  Aspa- 
raginsäure. 

Die  Diglycolaminsäure  ist : 

XH,.COOH 
"^"\CH^.COOH 

Die  Asparaginsäure  ist  dagegen : 

NH^.CH.COOH 

I 

CH^ .  COOH 

In  ersterer  sind  zwei  Atomgruppen  CH^ .  COOH  an  die 
Atomgruppe  NH  gebunden,  in  der  Asparaginsäure  ist  eine 
CA, .  COO/f- Gruppe  an  CH  gelagert,  welches  ausserdem  noch 
die  einwerthigen  Gruppen  NH^  und  COOH  aufnimmt. 

Wenn  nun  die  oben  erwiesene  Wertherhöhung,  welche 
durch  die  Bindung  an  ein  Stickstoffatom  eintritt,  nicht  eine  Eigen- 
thttmlichkeit  der  Alkoholradicale  ist,  so  muss  dieses  sich  auch 
bei  diesen  beiden  Säuren  geltend  machen.  Die  Wärmewerthe 
der  beiden  Säuren  sind : 
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Diglycolaminsaure    ....  396,3  \  . .  .  p  , 
Asparaginsäare^) 385,2/ ^^'^  ^^' 

Wir  haben  daher  hier  ganz  gleiche  Beziehungen,  wie  zwi- 
schen Sarkosin  und  Alanin : 

Sarkosin ^^^^liq^roi 

Alanin 387,7  T^»^  ^*^- 

In  der  Diglycolaminsaure  ist  die  substituirende  CH^ .  COOH- 
Gruppe  an  ein  Stickstofifatom  gebunden,  das  Gleiche  findet  statt 
hinsichtlich  der  C^j-Gruppe  im  Sarkosin ;  in  der  Asparaginsäure 
und  im  Alanin  sind  die  beiden  entsprechenden  Atomgruppen 
an  ein  Rohlenstoffatom  gebunden.  Da  Diglycolaminsaure  und 
Sarkosin  beide  fttr  sich  einen  höheren  Warmewerth  besitzen  als 
Asparaginsäure  und  Alanin,  so  geht  hieraus  hervor,  dass  nicht 
nur  die  Alkoholradicale,  sondern  auch  andere  Atomgruppen  eine 
Energieerhöhung  erfahren,  wenn  sie  an  ein  Stickstoffatom  ge- 
bunden werden. 

Ganz  allgemein  kann  man  daher  sagen  : 

Dem  Kohlenstoffatome  muss  eine  grössere  Energiemenge 

zugeführt  werden,  um  dasselbe  zur  Verbindung  mit  einem 

Stickstoffatome  geeignet  zu  machen,  als  erforderlich  ist,  um 

ein  Kohlenstoffatom  mit  einem  zweiten  Kohlenstoffatome  zu 

verbinden. 

Diese  Behauptung  lässt  sich  weiter  beweisen. 

Geht  Glycolaminsäure  in  Diglycolaminsaure  über  nach  der 
Gleichung: 

NH^ . CH^ . COOH  ^H+CH^ COOH  =  NH <^2« * ^JoJ 

so  ist  damit,  wie  oben  gezeigt  ist,  eine  Vermehrung  des  Warme- 
werthes  um  461,7  Gal.  verbunden. 

Geht  aber  Glycolaminsaure  in  Asparaginsäure  über  nach 
der  Gleichung: 

NH^ .  CH^.COOH  ^H+  CH^.  COOH  =  CH  <^Q}yjj 

CH^.COOH 

so  beträgt  die  Erhöhung  des  Wärmewerthes  nur  1 50,6  Cal.  Und 
letztere  Warmetönung  tritt  jedesmal  ein,  wenn  die  Substitution 

4)  Abbdig.  XXV:  Joum.  f.  prakt.  Chem.  [«)  XLIV,  386. 
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eines  an  Kohlenstoff  gebundenen  Wasserstoffatomes  durch  die 
Gruppe  CH^ .  COOH  erfolgt. 
So  haben  wir: 


Essigsäure  .  . 
Bemsteinsäure 

Propionsäure . 
Glutarsäure   . 

Buttersaure    . 
Adipinsäure  . 

Valeriansäure 
Pimelinsäure . 

Capronsäure  . 
Korksäure  .  . 

Heptylsäure  . 
Azelainsäure  . 

Octylsäure.  . 
Sebacinsäure . 


206,7 
356 


'gl  450,4  Cal. 


JJJ'J}  454,0  Cal. 


520,4 
668 


'g|4  48,5Cal. 

5^J;*}  454,7  Cal. 

«fg;?)  454,4  Cal. 

J«J;«}  452,5  Cal. 

'g  j>15<,8Cal. 


.  14  45,0 
.  4296 


Durch  alle  diese  Reactionen  ist  der  vorstehende  Satz  er- 
wiesen. 

Erfolgt  die  Substitution  eines  Wasserstoffatomes  durch  die 
Atomgrüppe  CH^.COOH ,  so  beträgt  die  durchschnittliche 
Wärmetönung 

462,7  Cal.,  wenn  die  Atomgruppe  CH^.COOH  von  einem 
Stickstoffatome  gebunden  wird,  dagegen 

4  50,9  Cal.,  wenn  dieselbe  Atomgruppe  von  einem  Kohlen- 
stoffatome gebunden  wird. 

Hinsichtlich  des  Kohlenstoffes  findet  daher  das  Entgegen- 
gesetzte statt,  wie  beim  Wasserstoff.  Während  das  Kohlenstoff- 
atom bei  der  Bindung  durch  Stickstoff  einen  Energiezuwachs  er- 
fährt, erleidet  das  Wasserstoffatom,  wie  oben  nachgewiesen  ist^ 
unter  gleichen  Bedingungen  einen  Energieverlust. 

Für  letztere  Behauptung  liefert  die  Hydrirung  der  Diglycol- 
aminsäure  einerseits  und  der  Asparaginsäure  andererseits  den 
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schlagendsten  Beweis .    Geht  DiglycolaminsSure  durch  Hydrirung 
in  Glycolaminsäure  und  Essigsaure  tlber : 

so  ist  damit  ein  Energiezuwachs  von  45  Gal.  in  den  Endproducten 
verbunden,  wie  oben  gezeigt  worden  ist. 

Geht  dagegen  Asparaginsänre  durch  Hydrirung  in  Glycol- 
aminsäure und  Essigsfiure  ttber : 

I  +H^  =  NH^.CH^  .  COOH+  CH, .  COOH , 

CHyCOOH 

so  beträgt  der  Energiezuwachs  im  Endsysteme  56,1  Gal. 

Der  Unterschied  beider  Reactionen  besteht  darin ,  dass  im 
ersteren  Falle  das  eine  der  beiden  Wasserstoffatome  sich  an  ein 
Stickstoffatom,  das  andere  an  ein  Kohlenstoffatom  lagert,  während 
im  zweiten  Falle  beide  Wasserstoffatome  von  Kohlenstoffatomen 
gebunden  werden. 

Ebenso  wie  sich  bei  allen  isomeren  Säuren  stets  der  grössere 
Gehalt  an  Gesammtenergie  durch  eine  grössere  chemische  Ener- 
gie bedingt  erwiesen  hat  (Abhdlg.  XXX  ^),  so  ist  dies  auch  hier 
der  Fall.  Die  Diglycolaminsäure,  deren  Wärmewerth  um  1 1 ,4  Gal. 
hoher  liegt  als  der  der  Asparaginsäure,  ist  die  stärkere  von  bei- 
den. Nach  Messungen,  welche  Herr  Prof.  Ostwald  die  Güte 
hatte  durch  Herrn  Dr.  Wisligbnus  ausführen  zu  lassen,  ist  das 
elektrische  Leitvermögen  der  Diglycolaminsäure  bedeutend  höher 
als  das  der  ihr  isomeren  Asparaginsäure. 


Beziehungen  ein-und  zweibasischer  Säuren. 

Sarkosin  und  Diglycolaminsäure  kann  man  als  die  Mono-  und 
Dicarbonsäuren  des  Dimethylamins  betraditen : 


4)  Ber.  köD.  Sachs.  Ges.  4898, 644. 
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^^<c2: 


'3 


^„yCH^,COOH 


Sie  entstehen,  indem  die  Atomgruppe  CO^  je  eine  Methyl- 
gruppe in  eine  CH^ .  COOIT-Gruppe  umwandelt.  Sehen  wir  vor- 
läufig Yon  der  Bildung  der  Monocarbonsäure  ab  und  vergleichen 
wir  die  Wärmewerthe  der  Mono-  und  Dicarbonsäure,  so  haben  wir : 

Sarkosin C^Ht^O^    .  .  .    404,2  \^ 

Diglycolaminsäure  C^H.NO^    .  .  .    396,3 /""  *»^  ^^^• 

Vergleichen  wir  hiermit  die  Wfirmetönung,  welche  beim 
Uebergange  der  stickstofffreien  Monocarbonsäuren  in  die  ent- 
sprechenden Dicarbonsäuren  stattfindet,  so  haben  wir ') : 

Propionsäure.  .  .   .   C,H,0^    .  .  .    3ßi,0  \ 
Bernsteinsäure.  .  .   C^H^O^    .  .  .    356,8  /  ^ '»'^  ^®'- 

Auf  gleiche  Weise  wie  Sarkosin  und.Diglycolaminsäure  die 
Mono-  und  Dicarbonsäuren  des  Dimethylamins  sind,  so  sind 
Alanin  und  Asparaginsäure  die  Mono-  und  Dicarbonsäuren  des 
Aethylamins : 

NH^,{CH  .COOH).CH^ 

NH^ .  (Cff  .  COOH) .  {CH^ .  COOH) 

Die  Wärmewerthe  der  beiden  Carbonsäuren  sind : 

Alanin C,H,NO,    .  .  .    387,7  \ 

Asparaginsäure.  .   C^H.NO,    .  .  .    385,2/      ^»^  ^»^• 

£benso  wie  wir  bei  dem  Uebergange  der  einbasischen  zu 
den  zweibasischen  stickstofifTreien  Säuren  (mit  Ausnahme  der 
Malonsäuren)  regelmässig  einen  Energieverlust  nachgewiesen 
haben,  so  ist  es  auch  hier  der  Fall. 


4)  Abhdlg.  XXX :  Her.  kön.  Sachs.  Ges.  489S,.  653. 
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Bildung  der  Amincarbonsäuren  aus  den  Aminen. 

Ebenso  wie  man  die  gesättigten  Säuren  der  aliphatischen 
fieihe  als  carboxylirte  Grenzkohlenwasserstoffe  betrachten  kann : 

CH^  +  CO^  ==  Cff^.COOH, 

so  kann  man  die  hier  in  Betracht  kommenden  Säuren  von  den 
Aminen  herleiten : 

NH^.CH^  +  CO^  =  NH^.CH^,COOU  . 

Und  ebenso  wie  wir  in  Abhdlg.  XXX  ^}  beim  Studium  des 
tbermiscben  Vorganges  bei  der  Entstehung  der  Säuren  von 
festem  Methan  u.  s.  w.  ausgegangen  sind,  so  wären  hier  die 
festen  Amine  als  Ausgangspunkt  der  Rechnung  zu  wählen.  Hier- 
für fehlt  uns  aber  die  Unterlage,  da  derWärmewerth  der  Amine 
nur  im  gasigen  Zustande  bekannt  ist.  Wohl  aber  können  wir  sie 
mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  auf  den  flüssigen  Zustand  redu- 
ciren,  unter  der  Annahme,  dass  die  Dampfwärme  dieser  Körper, 
auf  die  Gewichtseinheit  bezogen,  der  des  Ammoniaks  gleich  sei. 
Letztere  beträgt  nach  Strohbbck^)  für  ein  Gramm  318,8  cal. 
Ziehen  wir  diesen  Werth,  auf  das  Molekulargewicht  bezogen, 
von  dem  Wärmewerthe  der  gasigen  Verbindungen  ab,  so  erhal- 
ten wir  den  Wärmewerth  der  flüssigen  Amine.  Sind  die  flüs- 
sigen Amine  auch  nicht  streng  mit  den  festen  Carbonsäuren  ver- 
gleichbar, da  der  Werth  der  ersteren  um  den  Betrag  der  Schmelz- 
wäjme  zu  hoch  ist,  so  kann  der  durch  Annahme  der  flüssigen 
Verbindungen  bewirkte  Fehler  nicht  gross  sein ,  da  der  Betrag 
der  Schmelzwärme  im  Vergleiche  zu  dem  der  Dampfwärme  un- 
bedeutend ist. 

Gehen  wir  von  den  von  Thomsen^)  ermittelten  Wärme- 
werthen  der  Amine  aus,  so  erhalten  wir  für  dieselben  im  flüs- 
sigen Zustande  folgende  Werthe : 

Flüssig 

248,4 
406,2 
401,4 
563,8 


Gas 

Dampf- 
Wurme 

Methylamin.  . 

.  iVtfj.Cff, 

.   .   «58,3 

9,9 

Dimethylamin . 

.    NH.{CH,)^ 

.   .   420,5 

14,3 

Aethylamio.  . 

.  JVtf,.C,//, 

.   .   445,7 

44,3 

Trimetbylamin 

.    N(CH,),    . 

.  .  58S,6 

18,8 

4)  Her.  kön.  sttcbs.  Ges.  4  898,  647. 

3}  Beibl.  Phys.  XV,  504. 

3)  Thermo-chem.  UntersuchuDgen  IV,  480. 
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Hier  ist  aber  noch  weiter  zu  berücksichtigen,  dass  die 
Amine  noch  mit  der  chemischen  Energie  beladen  sind,  welche 
ihnen  den  Charakter  der  Basen  verleiht.  Dieser  Antheil  an 
Energie  geht  ihnen  bei  der  Umbildung  in  CarfoonsXuren  verloren 
und  es  muss  diesem  Rechnung  getragen  werden,  wenn  man  die 
Bildung  der  Aminsäuren  von  gleichem  Gesichtspunkte  wie  die 
der  Methancarbonsäuren  betrachten  will.  Der  hierfür  in  Ab- 
zug zu  bringende  Theil  kann  dem  der  Neutralisationswärme  der 
Basen  gleich  gesetzt  werden.  Hierfür  nehmen  wir  die  von 
Thohsbn  1]  ermittelten,  auf  Chlorwasserstoff  bezogenen  Werthe 
an  und  kommen  so  für  die  hypothetisch  flüssigen,  von  chemi- 
mischer  Energie  befreiten  Amine  zu  folgenden  Werthen : 

Flüssiß       Neutrali-        Hypoth. 
nussig    gationswärme     Werth 

Methylamin.  .  .  NH^.CH^  .  .   284,4  13,4  235,3 

Dimethylamin  .    NH.[CHX  -  •   ^06,2  41,8  394,4 

Aethylamin.   .  .  NH^.C^H^  .  .   404,4  43,4  388,0 

Trimethylamin  .     N{CH^}^  .  ,   563,8  8,7  555,4 

Gehen  wir  von  letzteren  Werthen  auS;  so  gestaltet  sich  die 
Bildung  der  Carbonsäuren  wie  folgt: 

Bildung  der  Glycolaminsäure 
NH^ .  CH^  +  CO^  =  NH^.CH^.COOH. 
Methylamin 235,3  \   ^^  ^^^ 


Glycolaminsäure 234 


:^}-«.' 


Bildung  des  Alanins 
NH^  .C^H^  +  CO^  =  A'tf, ,  Ctf, .  Ctf , .  COOH . 

Aethylamin 388,0  \ 

Alanin 387,7  /  ~  "'"*  ^'• 


Bildung  des  Sarkosins 

Dimethylamin 394,4  1    ,    ^  «  ^  , 

Sarkosin 404,2/+^'^^^*' 


i)  Thermo-chem.  Untersuchnngea  I,  405. 
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,8Cal. 


Bildung  der  Diglyoolaminsanre 

NH.iCH,),  +  2  CO,  =  NH  <c2;:cOo2. 

Dimeüjylamin     394,4  \  ,    .  q  r«! 

Diglycolaminsäure 396,3  /•+"  ^'^  ^**- 

Bildung  der  Asparaginsäure 

NH^.CH^.CH^  +  2C0,  =  NH^.{CH,COOH).CH^.COOH. 

Aethylamin 388,0  l       o  « 

Asparaginsaure 385,2  /         ' 

Bildung  der  Triglycolaminsäure 

iV(Cir,),  +  3C0^  =  N  [CH^ .  COOH)^  . 

Trimetbylamin 555,4  \  ^^  .  q  ^  , 

Triglycolaminsäure 560,0/  +  *'^^^*- 

Können  und  sollen  diese  Rechnungen  auch  keinen  Anspruch 
auf  weitgehende  Genauigkeit  machen ,  so  zeigen  sie  doch  ^  und 
das  ist  ihr  Zweck,  dass  die  Einführung  der  COO^- Gruppe  in 
irgendwie  gebundene  C/^,- Gruppen  mit  geringen  Wärmetönun- 
gen verbunden  ist. 

Ganz  anders  gestalten  sich  jedoch  die  Verhältnisse ,  wenn 
man  der,  bei  der  Umbildung  in  Säuren  zu  Verlust  gehenden,  che- 
mischen Energie  der  Amine  keine  Rechnung  trägt.  Wir  haben 
dann : 

Methylamin,  flüssig    . 
Glycolaminsäure,  fest 


Aethylamin,  flüssig 
Alanin,  fest  .... 


DimethylamiU)  flüssig 
Sarkosin,  fest  .... 


Dimethylamin,  flüssig 
Diglycolaminsäure,  fest 

Aethylamin,  flüssig   . 
Asparaginsaure,  fest. 


Trimethylamin,  flüssig 
Triglycolaminsäure    . 

M»th.-pk7S.  cum«  1894. 


248,4  \ 
«34,6 /■ 


43,8C8l. 


401,4 
387 


'5  J-<3,7Cal. 
||  I  -  6,0  Cal. 

;*}-1MCal. 


406,8 
401 


396 

401,4 
385 


563 
560 


,8  Cai. 
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Von  besonderem  Interesse  ist  hier  die  Bildung  der  direct 
mit  einander  vergleichbaren  Mono-,  Di-  und  Tricarbonsäuren,  bei 
denen  die  Energieverluste  sich  folgendermassen  gestalten : 


Glyoolaminsäure 43,8 

Diglycolaminsflure 9,9 

Triglycolaminsäure 3,8 


3,9  Cal. 

6,4     9 


Es  tritt  daher  beim  Uebergange  von  der  einbasischen  zur 
zweibasischen ,  sowie  beim  Uebergange  von  der  zweibasischen 
zu  der  dreibasischen  Säure  wieder  ein  Energiegewinn  ein. 


IL  Nitrile  der  GlycolaminsXaren. 


Die  schön  krystallisirten  Nitrile  der  Diglycolaminsäure  und 
der  Triglycolaminstture  verdanken  wir  ebenfalls  der  Güte  des 
Herrn  Prof.  Kraut,  in  dessen  Laboratorium  dieselben  von  Herrn 
Dr.  EscHWBiLBR,  der  demnächst  in  den  Annalen  dartLber  berich- 
ten wird,  dargestellt  wurden. 

Die  Verbrennungen  geschahen  in  einem  zweiten  Mahlbr- 
sehen  Apparate,  dessen  Wasserwerth  2700  Grm.  beträgt,  in 
Sauerstoff  von  25  Atmosphären  Druck.  Um  die  Zttndung  zu 
sichern,  wurde  eine  geringe  Menge  Naphtalin  angewandt  und 
dessen  Werth  als  Gorrection  in  Rechnung  gebracht. 

Diglycolaminsäure-Nitril, 
Iminoacetonitril  ^^^  <(/;jy*   r v  >  ^^«^s^s   ...   95. 
Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 


Naphtalin 
Grm. 


^«(corr.) 
Grad 


^1 
Grad 


Grad 


Wasser- 
werth W. 
Grm. 


cal. 


1. 
2. 


0,7448 
0,6338 


0,0062    46,6925 
0,0105  I  17,3420 


14,9400 
15,8034 


1,7525 
1,5089 


2700 
2700 


4734,8 
4074.0 
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1. 
2. 


Correction 


für  Fe 
cal. 


fürÄNQs 
cal. 


9,1 
9,1 


88,4 
23,0 


für  Naph- 

talin 

cal. 


69,7 
101,1 


Wärmewerth 


der 
Substanz 

cal. 


4634,6 
3940,8 


pro  Grm. 
cal. 


6222,6 
6217,7 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 
s  400 


Mittel  6220,2 


591,1   100,04 

590.7  99,96 

590,9  für  const.  Volum. 

590.8  »        »     Druok. 
—    42,3  Bildungswarme. 


Triglycolaminsflure-Nitril, 

Nitriloacetoniiril  N(CH^,CN)^j   ^o^cA^* 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


134. 


Substanz 
,     Grm. 

Napbtalin 
Grm. 

*«(corr,) 
Grad 

Grad 

Grad 

Wasser- 

werth  TV, 

Grm. 

cal. 

\.      0,6594 
t      0,4437 

0,0106 
0.0120 

17,5529 
15,9592 

15,9614 
14,8681 

1,5915 
1,0911 

2700 
2700 

4297,0 
2946,0 

C 
für  Fe 

cal. 

orrectio 
fürHNOs 

cal. 

n 

fttr  Naph- 

talin 

cal. 

1. 
2. 

9,4 
9,1 

24,0 
16,0 

102,0 
115,5 

5* 
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Wärmewerth 


6311.6  845,8 

6322.7  847,2 


99.91 
100,09 


Mittel  6317,2     846,5  für  constaDt.  Volum 
846,2     »  D        Druck 

—  75,2  Büdungswärme. 


Uebersicht. 

Wärme- 

BilduDgs 

werth 

wlirnae 

Cal. 

Cal. 

.  .   C,U,N, 

590,8 

—  42,3 

il.  .   C,H,N, 

846,S 

—  75,2 

Diglycolaminstture-Nitril 
Triglycolaminsäure-Nitril 


Hingewiesen  sei  zunächst  auf  die  ungemein  hohe  endotherme 
Bildungswttrme  dieser  Verbindungen.  D.  h.  die  den  Elementen 
Cf  -|-  //g  +  ^s  innewohnende  Energie  ist  nicht  ausreichend,  um 
sie  zu  der  Verbindung  C^H^N^  vereinen  zu  können,  es  muss  den 
Elementen,  um  sie  zur  Verbindung  zu  bringen,  noch  42,3  Cal. 
an  JFremder  Energie  zugeführt  werden. 

Ebenso  muss  den  Elementen  C^  +  £f ^  +  N^  noch  75,2  Cal. 
an  fremder  Energie  zugeführt  werden,  um  sie  zu  der  Verbindung 
C^H^N^  zu  bringen. 

Beziehungen  der  Nitrile  zu  den  Säuren. 

Die  Nitrile  entstehen  aus  den  Sauren,  indem  die  Carboxyle 
der  Säuren  durch  je  eine  Atomgruppe  CN  ersetzt  werden.  Dem 
entsprechen  folgende  thermische  Reactionen  : 

Diglycolaminsäure    .  .  396,3  \   ,    q«  o  p„,  ^  « 

-  Nitril    .  .  590,8  /  +  ^^'^  ^^^-  ^  * 

Triglycolaminsäure  .   ,  560,0  \    .    q.  4  Pal    ^3 

-  Nitril  .   .  846,2  /  +  ^^'*  ^^*-  ^  ^ 
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Oder :  der  Ersatz  einer  Carboxylgruppe  durch  die  CA^-Gruppe 
bedingt  einen  Energiezuwaohs  von  durchschnittlich  96,3  Cal. 

Eine  grössere  Anzahl  von  Nitrilen  ist  von  Bbrthslot  und 
PsHT  untersucht.  Vergleicht  man  diese  mit  den  zugehörigen 
Säuren,  so  ergeben  sich  folgende  Beziehungen : 


Ameisensäure,  flüssig 
Formonitril,  flüssig  . 

Essigsäure,  flüssig    . 
Acetonitril,  flüssig.  . 


Propionsäure,  flüssig 
Propionitril,  flüssig  . 


Benzoesäure,  fest  . 
Benzonitril,  flüssig 


Orthotoluylsäure,  fest 
Tolunitril,  fest  .    .  . 


Malonsäure,  fest 
Malonnitril,  fest . 


Bernsteinsäure,  fest . 
Succinonitril,  fest .  . 


Glutarsäure,  fest  .  . 
Glutaronitril,  flüssig. 


i'ms  }»»'*»  Cal. 


209,4 
294 


iJs}««' 


25  Cal. 


^^"^'^    W9  3Cal 
446,7    /  ^^'^  ^'"• 


771,7 


,2  Cal. 


865,9    K*'^ 
i030;7    }  ^01,3  Cal. 

1  93,9  Cal.  X  2 
I  94,1  Cal.  X  2 
\  92,4  Cal.  X  2 


207,2 
395,1 

356,8 
545,0 


545,0 
699,8 


Die  thermischen  Reactionen,  welche  sich  aus  diesen  Zahlen 
ergeben,  gehen  so  weit  auseinander,  dass  die  Bestimmungen  des 
Wärmewerthes  vieler  dieser  Verbindungen  sehr  revisionsbedürf- 
tig erscheinen. 

Hydrirung  der  Nitrile. 

Ebenso  wie  wir  oben  S.  56  die  Glycolaminsäure  durch  An- 
lagerung von  H^  in  Essigsäure  und  Ammoniak,  die  Diglycolamin- 
säure  in  Essigsäure  und  Glycolaminsäure,  die  Trigiycolaminsäure 


4)  Ann.  Chim.  Phys.  [6]  XVIII,  407. 
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in  Essigsaure  und  Diglycolaminsäure  gespalten  haben,  wobei 
jedesmal  fttr  die  Aufnahme  von  //,  ein  Wflrmezuwachs  von 
44Cal.  beobachtet  wurde,  so  können  wir  das  Diglycolaminsäure- 
Nitril  durch  Anlagerung  von  iH^ini  Mol.  Ammoniak  und  2  Mol. 
Acetonitril,  das  Triglycolaminsäure-Nitril  durch  Anlagerung  von 
3/r,  in  4  Mol.  Ammoniak  und  3  Mol.  Acetonitril  zerlegen. 
Hiemach  haben  wir  : 

NH{CH^,CN)^  +  iH^  =  NH^  +  ^CH^.CN 
N[CH^,CN)^  +  3Ä,  =  NH^  +  SCH,.CN. 

Den  Werth  des  festen  Acetonitrils  leiten  wir  nach  den  oben 
gefundenen  Beziehungen  der  Nitrile  und  Säuren  ab.  Hiemach 
ist  sein  Werth  um  96,3  Cal.  höher  als  der  der  festen  Essigsaure, 
also  206,7  +  96,3  =  303,0  Cal. 

Den  Werth  des  Ammoniaks  nehmen  wir  fQr  den  hypothe- 
tisch  festen  Zustand  mit  74 ,9  Cal.  an. 

Hiemach  haben  wir: 

NU,  +  iCH,.CN.   .  .  .  677,91 
NH[CH^.CN\      590,8  |  *^'^  ^'-  ^  * 

Wir  finden  daher  hier  für  den  Hydrirungsvorgang  genau 
dieselben  Werthe  wie  oben. 

Ueberführung  der  Nitrile  in  Glycolaminstturen 
und  Ammoniak. 

Durch  Anlagerung  der  Elemente  von  4  Mol.  Wasser  lasst 
sich  das  Diglycolaminsäure-Nitril  in  2  Mol.  Ammoniak  und  4  Mol. 
Diglycolaminsäure  verwandeln.  Nehmen  wir  dabei  das  Ammo- 
niak im  freien  Zustande,  als  Gas,  mit  90,6  Cal.,  die  Diglycol- 
aminsäure, fest,  mit  396,3  Cal.,  das  Nitril  mit  590,8  Cal.  an, 
so  ergiebt  sich  folgende  Wttrmetönung: 

NH.(CH^,CN)^  +  l^H^0=iNH^-\-NH(CH^.C00H)^+ii,3Cal. 

Ebenso  wird  das  Triglycolaminsäure-Nitril  durch  Anlagerung 
der  Elemente  von  6  Mol.  Wasser  in  3  Mol.  Ammoniak  und  4  Mol. 
Triglycolaminsäure  verwandeltnach  folgender  Bildungsgleichung : 

N{CH^ .  CN\  +  ßH^0=3  A7/,  +  N(CH^ .  COOH)^  +  4  4,4  Cal. 
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Die  Nitrile  enthalten  daher  vermöge  ihrer  endothermen 
Bildung  so  viel  Energie,  dass  sie  ohne  das  Hinzukommen  fremder 
Energie  nicht  allein  die  im  freien  Ammoniak  und  in  der  freien 
Säure  enthaltene  Gesammtenergie  zu  liefern  vermögen,  sondern 
es  gestaltet  sich  der  Process  noch  exotherm  unter  Abgabe  einer 
grossen  Energiemenge,  die  sogar  um  den  Gesammtbetrag  der 
Nentralisationswärme  noch  erhöht  wird,  wenn  man  die  Säuren 
nnd  das  Ammoniak  nicht  im  freien  Zustande  austreten,  sondern 
sie  sich  zu  Ammoniumsalzen  vereinen  lässt.  Es  erklärt  sich 
hieraus  die  leichte  Ueberftthrung  der  Nitrile  in  die  Säuren,  welche 
durch  Erwärmen  mit  Barytwasser  bewirkt  wird. 

Bildung  der  Nitrile. 

Die  Glycolaminsäure- Nitrile  entstehen  durch  Einwirkung 
von  Formaldehyd  auf  Cyanwasserstoff  und  Ammoniak : 

2CH^0  +  iUCN+NH^  =NH{CH^.CN)^  +  iH^O 
and 

3CH^0  +  3HCN+  NH,  =  N[CH^.CN)^  +  SH^O. 

Um  die  Bildung  der  Nitrile  thermisch  studiren  zu  können, 
mttsste  der  Wärmewerth  des  Pormaldehyds  bekannt  sein.  Leider 
ist  dies  nicht  der  Fall  und  es  wird  auch  kaum  möglich  sein,  den 
flüssigen  Formaldehyd  in  einer  für  die  thermische  Untersuchung 
genügend  reinen  Form  darzustellen.  Einen  Annäherungswerth 
wird  man  aber  erhalten,  und  dieser  genügt  vorläufig,  wenn  man 
die  Annahme  macht,  dass  Formaldehyd  und  Acetaldehyd  in  ähn- 
lichem Verhältnisse  wie  Ameisensäure  und  Essigsäure  zu  einan- 
der stehen.  Da  der  Wärmewerth  des  flüssigen  Acetaldehydes 
nach  Bbrthblot  und  Ogibr^),  in  guter  Uebereinstimmung  mit 
Thomsbiv's  Bestimmung,  S75,5  Cal.  beträgt,  und  da  der  Wärme- 
werth der  Essigsäure  um  4  47,7  Cal.  höher  liegt  als  der  der 
Ameisensäure,  so  wird  der  Wärmewerth  des  Formaldehyds  im 
flüssigen  Zustande  275,5  —  447,7  =  427,8  Cal. 

Nimmt  man  den  Wärmewerth  von  flüssigem  Cyanwasser- 
stoff mit  Bbrthelot  zu  452,45  Cal.  an,  einer  Zahl,  die  ebenfalls 
mit  Tbomsbn's  Ermittelung  in  gutem  Einklänge  steht,  und  stelU 


4)  Ann.  Chim.  Phys.  [5]  XXIII,  499. 
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man  den  Werth  des  Ammoniaks  mit  90,6  Cal.  in  Rechnung,  so 
ergiebt  sich  bei  der  Bildung  der  beiden  Nitrile  folgende  Wärme- 
tönung : 

iCH^O  (flüssig) + 2j^CJV(fltt88ig)  +  iW,(6as)  =NH(CU^.  CN\{fesi) 

+  2H,0(flttssig)  +  59,7Cal. 
und 

3  CU^  0  (flüssig)  +  3  HCN  (flüssig)  +  NH^  (Gas)  = 
N(CH^ .  CN),  (fest)  +  3H^0  (flüssig)  +  84,2  Cal. 

Die  Reaction  erfolgt  daher  unter  Freiwerden  grosser  Ener- 
giemengen, und  es  verhalt  sich  die  freiwerdende  Energie  in  bei- 
den Fällen  wie  die  Zahl  der  in  Reaction  tretenden  Moleküle  des 
Aldehyds  oder  wie  i  :  3. 

Bei  der  ungemein  grossen  Reactionsfähigkeit  des  Formalde- 
hydes  erscheint  es  als  sehr  wahrscheinlich,  dass  die  Differenz 
des  Wärmewerthes  von  Formaldehyd  und  Acetaldehyd  noch  ge- 
ringer ist  als  die  von  Ameisensäure  und  Essigsäure  und  dass 
also  der  Werth  des  Formaldehyds  höher  als  angenommen  ist. 
Ist  dies  aber  der  Fall,  so  ist  die  ohnehin  schon  hohe  Wärme- 
tönung der  Processe  noch  grösser  als  hier  berechnet  ist.  Es  ist 
in  obigen  Bildungsgleichungen  das  Ammoniak  als  Gas,  mit  seiner 
vollen  chemischen  Energie,  eingesetzt  worden.  Will  man  von 
letzterer  absehen  und  das  hypothetische  Ammoniak  mit  dem 
Wärmewerthe  von  74 ,9  Cal.  annehmen,  so  bleiben  die  Bildungen 
immer  noch  stark  exotherm,  sie  nehmen  unter  dieser  Bedingung 
die  Werthe  -j-  41,0  Cal.  und  65,5  Cal.  an. 


SITZUNG  VOM  5,  FEBRUAR  1894. 

Vorirttge  hielten : 
1.  Herr  Friedrieli  Engel,  a.  o.  M.:  lieber   die  Zurückführung   gewisser 

infinitesimaler  Transformationen  auf  Normalformen. 
9.  Herr  Bophns  Lie,  o.  M.:  Ueber  unendliche  Gruppen. 

3.  Derselbe :  Ankündigung  einer  Abhandlung  von  Herrn  Georg  BoheiTers : 
Verallgemeinerung  der  Grundlagen  der  gewöhnlich  complexen  Func- 
tionen (zweite  Abhandlung). 

4.  Herr  Karl  Boha,  o.  M.:  Ueber  die  Raumcurven  auf  den  Flttchen  dritter 
Ordnung. 

Friedrich  Eilgeld  Ueber  die  Zurückführung  gewisser  infini- 
tesimaler Transformationen  auf  Normalformen, 

Nach  einem  alten  Satze  von  Lu  kann  jede  infinitesimale 
PunkUransformation  des  i?^  durch  eine  Punkttransformation  in 
eine  infinitesimale  Translation  übergeführt  werden.  Hat  man 
nun  insbesondere  eine  infinitesimale  Transformation,  die  einen 
bestimmten  Punkt  invariant  ISisst,  und  beschränkt  man  sich  bei 
ihrer  Umformung  auf  solche  Punkttransformationen,  die  sich  in 
der  Umgebung  dieses  Punktes  regulär  verhalten,  so  kann  man 
keinen  solchen  allgemeinen  Satz  mehr  aufstellen ,  sondern  man 
muss  in  jedem  einzelnen  Falle  besonders  untersuchen ,  auf  was 
Air  verschiedene  Normalformen  die  gegebene  infinitesimale 
Transformation  zurttckführbar  ist.  Ich  wiU  jetzt  ein  paar  Fälle 
besprecheUi  in  denen  sich  diese  Untersuchung  ohn^  Schwierig- 
keit cum  Abschluss  bringen  lässt. 

§<• 

Zunächst  denken  wir  uns  auf  der  Geraden  eine  infinitesi- 
male Transformation : 

;l)  Xf={x^+...)p  =  ^p 

gegeben,  in  der  n  eine  ganze  positive  Zahl  >>  0  bedeutet,  und 
versuchen  diese  infinitesimale  Transformation  durch  eine  Trans- 
formation: 
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(2)  ocf  =  cx-\ (c  +  0), 

die  sieb  in  der  Umgebung  des  Coordinatenanfangs  regulär  ver- 
hält, auf  eine  Normalform  zu  bringen. 

Ist  n  =  4 ,  so  ergiebt  sich  sofort ,  dass  Xf  auf  die  Normal- 
form :  xp'  gebracht  werden  kann.  Ist  aber  n  [>  1 ,  so  kommt 
es  darauf  an,  ob  in  der  Reihenentwickelung: 

der  Coefficient  o^_^  verschwindet  oder  nicht.  Im  ersten  Falle 
kann  man  immer  die  Transformation  (2)  so  bestimmen,  dass  die 
Gleichung: 

dx dx' 

identisch  erfüllt  wird,  und  erhält  daher  für  Xfdie  Normalform: 
x'^p'.  Im  zweiten  Falle  kann  man  ohne  Beschränkung  der 
Allgemeinheit  a^^^^  =  4    setzen    —   man    braucht    dazu   nur 

X  •  yaf^^^  als  neues  x  einzuführen  —  und  dann  kann  man  die 
Transformation:  a;'  =  a?+  ••• ,  so  bestimmen ,  dass  die  Glei- 
chung: 

dx dx 

zu  einer  Identität  wird.  Integrirt  man  nämlich  und  setzt  man 
nachher:  x'  =  x{i  '■\-g))j  so  heben  sich  die  Logarithmen  von  x 
auf  beiden  Seiten  weg  und  man  erhält  eine  Gleichung,  aus  der 
sich  q)  als  eine  gewöhnliche  für  x  =  0  verschvnndende  Potenz- 
reihe bestimmen  lässt.  Xf  kann  daher  in  diesem  Falle  auf  die 
Normalform:  x'**(4 — x')p'  gebracht  werden,  wo  schliesslich 
noch  das  Zeichen  —  durch  -{-  ersetzt  werden  darf. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  jede  infinitesimale  Transformation 
von  der  Form  (4)  durch  eine  Transformation  von  der  Form  (2) 
auf  die  folgenden  Normalformen  gebracht  werden  kann :  Wenn 
n  =  4  ist  auf  die  Form: 


xp 


und  wenn  n  [>  4  auf  eine  der  beiden  Formen: 


x^p  a;**(4  +  x)p 
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Hiermit  sind  zugleich  alle  Typen  von  eingliedrigen  Gruppen 
gefanden,  die  den  Coordinatenanfang  invariant  lassen  und  sich 
in  seiner  Umgebung  regulfir  verhalten,  dabei  vorausgesetzt,  dass 
man  zwei  solche  Gruppen  nur  dann  zu  demselben  Typus  rechnet, 
wenn  sie  durch  eine  Transformation  von  der  Form  (2)  ähnlich 
sind.  Ich  erwfihne  gleich  noch,  dass  jede  andere  endliche  con- 
tinuirliche  Gruppe  von  dieser  Beschaffenheit  zweigliedrig  ist 
und  durch  eine  Transformation  (2)  auf  eine  der  Formen : 


xpj  x'^p  [ 


gebracht  werden  kann ,  unter  n  eine  ganze  positive  Zahl  >>  4 
verstanden. 

§8. 
Wir  gehen  zur  Ebene  über  und  wollen  zuerst  zeigen ,  dass 
jede  infinitesimale  Transformation  von  der  Gestalt : 

Af=xp  +  yq-] 

dnreh  eine  in  der  Umgebung  des  Goordinatenanfangs  reguläre 
Transformation : 

x'=ax  +  ßy-\ ,    t/  =  yx  +  3y'\ 

auf  die  Form:  x'p'  +  y'q  gebracht  werden  kann.  Die  wegge- 
lassenen Glieder  sind  hier,  wie  immer  im  Folgenden,  von  höherer 
Ordnung  in  x  und  y  als  die  geschriebenen;  in  Af  zum  Beispiel 
sind  sie  von  der  zweiten  und  von  höherer  Ordnung. 

Soll  Af  auf  die  genannte  Form  gebracht  werden  können, 
so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Gleichung:  Af=f 
bei  beliebiger  Wahl  von  a  and  b  eine  Lösung  von  der  Form : 
ax-^-by  -^  '"  besitzt.  Um  die  Existenz  solcher  Lösungen  zu 
beweisen,  schreiben  wir  Af  so: 

Af=  xp  +  yq  - JV{^^)p  +  i?<^)(?} , 

wo  ^•'^  und  j?<*'^  ganze  homogene  Functionen  j/-ten  Grades  von 
.r  und  y  sind.    Versuchen  wir  nun  zunächst  eine  Function: 

f=ax  +  by+2!'gi^^ 

2 

zu  bestimmen,  die  de^  Gleichung:  Af  =  f  genügt,  so  erkennen 
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wir  sofort ,  dass  die  Lösung  ^  wenn  sie  existirt,  durcti  a  und  b 
vollständig  bestimmt  ist  und  dass  die  Coefificienten  der  ganzen 
homogenen  Function  g^^^  immer  ganze  ganzzahlige  Functionen 
von  o,  b  und  von  den  Coefficienten  der  Functionen  |<*^  . .  ^^\ 
rj^^K  . .  'q^^>  werden  und  zwar  mit  lauter  positiven  ZahiencoefB- 
cienten.  Die  Existenz  einer  Lösung  f  von  der  verlangten  Be- 
schaffenheit ist  daher  gesichert,  sobald  es  uns  gelingt  nachzu- 
weisen, dass  eine  Lösung  existirt ,  wenn  die  absoluten  Beträge 
der  Goefßcienten  in  den  ^^)  und  rj^^^  möglichst  vergrössert  sind. 
Wir  nehmen  an,  dass  die  Reihe  für  ^4/*  unbedingt  conver- 
girt,  sobald  \x\<Cr  und  |  y  |<[  ^S  bezeichnet  dann  G  eine  ge- 
wisse endliche  positive  Zahl,  so  können  wir  Afdxxrch  die  infini- 
tesimale Transformation : 

r 

ersetzen  und  brauchen  nur  nachzuweisen,  dass  die  Gleichung: 
St/*  =  f  bei  beliebiger^  Wahl  von  a  und  b  stets  eine  Lösung  von 
der  Form:  f  =  ax  +  by-^- » --  besitzt.  Das  aber  ist  nicht 
schwer,  denn  führen  wir  die  neuen  Veränderlichen : 

ein,  so  verwandelt  sich  %f  in : 

«/•  =  EP  +  9q-7r-^P 

r 

und  jetzt  ist  unmittelbar  klar,  dass  die  Gleichung  \%f  =  f  eine 

und  nur  eine  Lösung  von  der  Form :  /*=  ^  H besitzt,  nämlich 

die  Lösung:  /*=  9;  dass  sie  ausserdem  noch  eine  —  und  nur 
eine  —  von  der  Form :  /*=£-! besitzt,  die  eine  gewöhn- 
liche Potenzreihe  von  j:  allein  ist ,  folgt  aus  dem  vorigen  Para- 
graphen. 

Damit  ist  unsre  Behauptung  ttber  die  infinitesimale  Trans- 
formation Af  bewiesen.  Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  diese 
Betrachtungen  sich  unmittelbar  auf  den  Fall  von  n  Veränder- 
lichen übertragen  lassen;  wir  können  daher  den  Satz  aus- 
sprechen : 

Sati  1«    Jede  infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 
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^^XvPv  + 


lasst  sich  durch  eine  Transformation,  die  den  Coordinatenanfang 
invariant  lässt  und  sich  in  seiner  Umgebung  regulär  verhält^  auf 
die  Form : 

H 

1 

bringen. 

Dieser  Satz  ist  deshalb  bemerkenswerth,  weil  er  zu  einem 
neuen  Beweise  eines  wichtigen  Luschen  Satzes  über  eine  ge- 
wisse Klasse  von  transitiven  Gruppen  fahrt.  Ich  meine  das 
Theor.  414  auf  S.  648  des  Abschn.  I  d.  Trfsgr.,  ich  brauche  aber 
wohl  nicht  ntther  auseinanderzusetzen,  wie  man  meinen  Satz  zu 
einem  neuen  Beweise  dieses  Theorems  benutzen  kann. 

§3. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  unter«welchen  Bedingungen 
eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Gestalt  : 

in  der  die  weggelassenen  Glieder  von  zweiter  und  höherer  Ord- 
nung sind,  durch  eine  in  der  Umgebung  des  Coordinatenanfangs 
reguläre  Transformation  auf  die  Form:  x*p'  +  ^x/q'  gebracht 
werden  kann. 

Eine  nothwendige  Bedingung  ergiebt  sich  ohne  Schwierig- 
keit, die  nämlich,  dass  in  dem  Coefficienten  von  q  kein  Glied 
zweiter  Ordnung  von  der  Form:  cx'^  vorkommen  darf.  Es  lässt 
sich  aber  auch  zeigen,  dass  diese  nothwendige  Bedingung  zu- 
gleich hinreichend  ist. 

Wir  wollen  ähnlich  wie  in  den  Trfsgr.  II,  S.  525  f.  unter 
einer  ganzen  Function  m-ter  Stufe  eine  solche  ganze  Function 
ij  von  X  und  y  verstehen,  die  der  Differentialgleichung : 

genügt.  Enthält  nun  Bf  in  dem  Factor  von  q  kein  Glied  von 
der  Form:  ca?*,  so  sind,  von  2y  abgesehen,  in  dem  Factor  von 
q  alle  Glieder  von  dritter  und  höherer  Stufe  in  rr,  y  und,  wenn 
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von  X  abgesehen  wird,  sind  in  dem  Factor  von  p  alle  Glieder 
von  zweiter  und  höherer  Stufe.  Demnach  können  wir  Bf  in 
der  Form: 

Bf=xp  +  iyq  ^2r  ^"^P  S' ''^^^^ 

schreiben,  unter  ^^^  und  ly^*'^  ganze  Functionen  ^-ter  Stufe  ver- 
standen, und  wir  haben  jetzt  nachzuweisen,  dass  jede  infini- 
tesimale Transformation  von  dieser  Form  durch  eine  in  der 
Umgebung  des  Coordinatenanfangs  reguläre  Transformation  auf 
die  Form:  x'p'  +  iy'q'  gebracht  werden  kann. 

Dieser  Nachweis  wird  geführt  sein,  wenn  es  uns  zu  zeigen 
gelingt,  dass  die  Gleichung:  Bx^  x=  x'  eine  Lösung  von  der  Form : 

x'  =  x+^fg^''^ 

2 

besitzt  und  die  Gleichung:  By'  =  2^'  eine  Lösung  von  der  Form : 

3 

unter  g^^^  und  ä^*^  ganze  Functionen  i/-ter  Stufe  verstanden; 
denn  dann  erhalt  Bf  bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen 
x'  und  y'  augenscheinlich  die  Form:  x'p' ■+■  iy'q'. 

Um  zu  zeigen,  dass  zwei  solche  Lösungen  x'  und  y'  wirk- 
lich existiren,  denken  wir  uns  x'  und  i/  zunächst  formell  ge- 
bildet. Dabei  stellt  sich  heraus,  dass  die  Coefficienten  von  ^''> 
und  h^^i  immer  ganze  ganzzahlige  Functionen  der  Coefficienten 
von  ^'^^  . . .  f <"),  ri^^^ . . .  jy^"^  werden  und  zwar  mit  lauter  positiven 
Zahlencoefficienten.  Wir  brauchen  daher  die  Existenz  von  x' 
und  y'  nur  nachzuweisen ,  nachdem  wir  vorher  die  absoluten 
Beträge  der  Coefficienten  von  |^^^  und  r]^"^  passend  vergrössert 
haben. 

Die  Reihe  fttr  Bf  möge  unbedingt  convergiren,  wenn: 
\x\<^r  und  |  y  K ''  •  D»  nun  jede  ganze  Function  (2  m  -j-  4  )-ter 
Stufe  aus  einer  ganzen  Function  8m-ter  Stufe  durch  Multi- 
plication  mit  x  entsteht  und  jede  ganze  Function  2m-ter  Stufe 
nur  gerade  Potenzen  von  x  enthält,  so  können  wir,  wenn  G  eine 
gewisse  endliche  positive  Zahl  bedeutet,  die  infinitesimale  Trans- 
formation ^/* durch  die  nachstehende  ersetzen: 
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1  —  ^ 


n- 


Fflhren  wir  hier  die  neuen  Veränderlichen : 

X* 

ein,  so  ergiebt  sich: 

WO  o^*^  und  ß^^^  ganze  Functionen  ^-ter  Stufe  von  t^  und  ^  sind 
and  zwar  mit  lauter  positiven  Zafalencoefficienten. 

Jetzt  brauchen  wir  nur  noch  nachzuweisen ,  dass  die  Glei- 
chung: ^x'  ^=x  eine  Lösung  von  der  Form : 

2 

besitzt  und  die  Gleichung:  83y'  =  Sy'  eine  von  der  Form: 

3 

oQter  gt*^  und  ^('^  ganze  Functionen  y-ter  Stufe  von  je  und  ^ 
verstanden.  Diese  Aufgabe  können  wir  auf  die  im  vorigen 
Paragraphen  erledigte  zurückfahren. 

In  der  That,  wir  führen  an  Stelle  von  i  und  ^  die  neuen 
Veränderlichen: 

ein  und  finden,  dass  83/* die  Form  erhält: 

»/'=  EP  +  §q  -  ^•J'^  9<''>p  -  i5  J'^  tt^'^A  , 

U  1 

wo  (p^*"^  und  i//<*^  ganze  homogene  Functionen  ^-ter  Ordnung 
von  i  und  $  sind,  in  denen  überdies  nur  gerade  Potenzen  von  9 
vorkommen.  _  Nach  dem  vorigen  Paragraphen  hat  nun  die 
Gleichung:  93/*=/*  zwei  vollständig  bestimmte  Lösungen  von 
der  Form: 
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wo  X^^  und  &^  ganze  homogene  Functionen  y-ten  Grades  von 
E  und  q  sind,  und  zwar  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  jedes 
Xt")  eine  gerade,  jedes  0^*'^  aber  eine  ungerade  Function  von 
^  ist;  es  folgt  dies  schon  daraus,  dass  93/*  seine  Form  nicht 
ändert,  wenn  man  —  ^  als  neues  ^  einftthrt.  Setzen  wir 
nunmehr : 

x'  =  x,     y'  =  y* 
und  drücken  wir  die  rechten  Seiten  durch  die  alten  Veränder- 
lichen i  und  ^  aus,  so  erhalten  x'  und  y'  die  oben  verlangte  Form : 

2  3 

und  überdies  befriedigt  x'  die  Gleichung:  ^x'  =  x'  und  y'  die 
Gleichung:  »y'=  2 y'. 

Damit  ist  nach  dem  früher  Gesagten  bewiesen,  dass  Bf 
wirklich  durch  eine  in  der  Umgebung  des  Goordinatenanfangs 
reguläre  Transformation  auf  die  Form:  x'p'  +  iy'q'  gebracht 
werden  kann.  Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  auch  dieses  Ergeb- 
niss  auf  Räume  von  beliebig  vielen  Dimensionen  übertragbar 
ist;  wir  sprechen  daher  gleich  den  allgemeinen  Satz  aus : 

Satz  2.  Soll  es  eine  Punkttransfortnation  geben ,  die  den 
Coordinatenanfang  invariant  lässt  und  sich  in  seiner  Umgebung 
regulär  verhält,  und  bei  der  die  infinitesimale  Transformation: 

m 

^M  {Xf,  +  a^y)p^  +  2y?  H 

1 
die  Form : 

1 

annimmt,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  der  Factor  von 
q  kein  Glied  zweiter  Ordnung  von  der  Form : 

i...tt 


S^y'^i 


'fJk  **^v 


enthält. 


NOEMALPORIISN  INFINITESIMALER  TeANSFORMATIONBN.  81 

§*• 

Der  Satz  2  iHsst  sich  für  die  Theorie  der  Bertthrungstrans- 
formationen  verwerthen.    Ist  nttmlioh 

Cf=2'{[x^  +  «v^)Pv  +  [yy  +  byzUy}  +  2a^r  +  . . . , 

1 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  zweiter  und  höherer  Ordnung 
sind,  eine  infinitesimale  Bertthrungstransformation  des  Raumes 
z^x^  ...x^,  so  lautet  die  von  Lib  so  genannte  charakteristische 
Function  von  C/*folgenderma8sen: 

n 

w  =  — 2z  +2^Xyyy  H , 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  der  dritten  und  von  höherer 
Stufe  in  den  Zy  x^,  y^  sind.  Umgekehrt  ist  jedes  w  von  der 
eben  beschriebenen  Form  die  charakteristische  Function  einer 
infioitesimalen  Bertthrungstransformation  von  der  Form  Cf  und 
zwar  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  in  dem  Factor  von  r  kein 
Gh'ed  zweiter  Ordnung  von  der  Form : 

i...it 

^{(^fivXfi^v  +  ^fiv^fAyv  +  ^fivVf^yy} 

vorkommt  (vgl.  Th.  d.  Trfsgr.  II ,  S.  465}.  Ist  daher  Cf  eine 
infinitesimale  Bertthrungstransformation  des  Baumes  js,  a:^  ...cr„, 
so  giebt  es  immer  in  den  Yerttnderlichen  z,  x^,  y^  eine  Pankt- 
transformation  T,  die  sich  in  der  Umgebung  von:  z  =.x,=yj  =  0 
regulär  verhält  und  Zf  in  die  infinitesimale  Bertthrungstrans- 
formation: 

1 
Qberftthrt. 

Ich  behaupte,  dass  diese  Punkttransformation  T  so  gewKhlt 
werden  kann,  dass  sie  eine  Bertthrungstransformation  des  Rau- 
mes Zy  x^...  x^  wird. 

In  der  That,  als  infinitesimale  Bertthrungstransformation 
des  Raumes  js,  x,  . ..  a?„  lässt  Cf  die  PpAPFSche  Gleichung: 

n 

;3)  dz-2^yy,dx,.^0 

1 

IUik.-pk7t.  Clua«.  1894.  6 
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invariant,  Cf  muss  also  die  PpiFPSche  Gleichung  invariant  lassen, 
die  aus  (3)  durch  die  Transformation  J  entsteht.  Nun  aber  kann 
r,  wie  aus  den  Entwicklungen  von  §  3  hervorgeht,  in  der  Form: 

gewählt  werden,  wo  bei  den  x*y  und^',,  die  weggelassenen  Glie- 
der von  zweiter  und  höherer  Stufe  sind,  bei  z'  aber  von  dritter 
und  höherer  Stufe.  Demnach  bekommt  (3)  bei  Ausführung  von 
T  die  Gestalt: 

(3')  dz' -^.  (a,d<  +  ß.dy'y)  =  0  , 

1 

wo  bereits  mit  dem  Factor  von  dz\  der  zunächst  die  Form: 

\  -\ bekommt,  dividirt  ist,  wo  femer  ay  =  yy  +  Glieder 

zweiter  und  höherer  Stufe  ist  und  wo  ß^,  tiberhaupt  nur  Glieder 
zweiter  und  höherer  Stufe  enthält. 

Nun  soll  die  PPAFPSche  Gleichung  (3')  bei  Cf  invariant 
bleiben,  es  muss  also  die  Gleichung: 

^dz'  -2!'{a,dx'y+  ßrdy'y)-2!'(Ca,.dx'y+  Cß,,dyy)  =  0 
1  1 

eine  Folge  von  (3')  sein,  das  heisst,  Oy  und  ß^  mtlssen  den  Be- 
dingungen: 

Ca,  =  a,,     Cß,  =  ß,    [v  =  \...n) 

genügen.  Wegen  der  Beschaffenheit  der  a^  und  ßy  ergiebt  sich 
daher  sofort:  «^  =  y^,  /J?^  «=  0  ,  so  dass  (3')  die  einfache  Form : 

(3'0  dz'-2!'y'ydx'y  =  0 

I 
besitzt. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  T  wirklich  als  Bertthrungstrans- 
formation  des  Baumes  Sj  .t,  ...  x^  gewählt  werden  kann;  es 
gilt  also  der 

Satz  3.  Hat  eine  infinitesimale  Berührungstransformation 
des  Raumes  z,  x^  . . .  flc„  eine  charakteristische  Function  von  det* 
Form: 

n 
1 

WO  die  weggelassenen  Gliedei^  von  dritter  und  höherer  S(u/e  in 
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den  Zy  x^j  y^  sind,  so  kann  sie  durch  eine  Beriihrungstransfor" 
maliony  die  das  Werthsystem  55  =  07,.  =  y|  =  0  invariant  lässt 
und  sich  in  dessen  Umgebung  regulär  verhält,  in  die  infinitesimale 
Beriihrungstransformation  mit  der  charakteristischen  Function : 

1 

iibergeführt  werden. 

Dieser  Satz  ftthrt  ähnlich  wie  der  Satz  4  zu  einem  neuen 
Beweise  eines  wichtigen  Luschen  Satzes  über  eine  gewisse 
Klasse  von  Berühningstransformationsgruppen ,  nämlich  zu 
einem  neuen  Beweise  des  Theor.  86  auf  S.  554  des  Abschnitts  II 
der  Transformationsgruppen. 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  ohne  Beweis  einen  Satz  mit- 
theilen,  der  mir  ebenfalls  Beachtung  zu  verdienen  scheint: 
Sati  4.    Hat  eine  dreigliedrige  Gruppe  der  Ebene  die  Form: 

xq-^ ,    öcp  — ygH ,    yp-l , 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  zweiter  und  höherer  Ordnung 
sind,  so  kann  sie  durch  eine  Punkttransformation,  die  den  Coor- 
dinatenanfang  invariant  lässt  und  sich  in  seiner  Umgebung  regulär 
verkäU,  auf  die  Form : 


x'q',    xY-y'q%    v'v' 


gebracht  werden. 


6* 


K.  Eohn,  Die  Ranmcurven  auf  den  Flächen  5.  Ordnung. 

Das  vorliegende  Thema  hat  bereits  im  XXI.  Bande  der  Math. 
Annalen  eine  Behandlung  durch  Herrn  Sturm  erfahren,  freilich 
von  einem  ganz  anderen  Gesichtspunkte  aus,  als  es  im  Folgen- 
den geschehen  soll.  Dieser  wesentlich  andere  Gesichtspunkt 
bildet  die  Grundlage  der  beiden  im  Jahre  4888  mit  dem  Steiner- 
preise gekrönten  Arbeiten  von  Herrn  Nobther:  »  Zur  Grundlegung 
der  Theorie  der  algebraischen  Raumcurven,  Abhandl.  der  Acad. 
der  W.  zu  Berlin  4883«  und  Halphen:  d  Memoire  sur  la  Classifi- 
cation des  courbes  gauches  alg^briques,  Journal  de  P^cole  poly- 
techniqueff.  Eine  längere  Beschäftigung  mit  der  Theorie  der 
algebraischen  Raumcurven,  deren  Resultate  ich  demnächst  zu 
publiciren  gedenke,  hat  mir  gezeigt,  dass  die  Raumcurven  im 
Allgemeinen  zu  ihren  Restcurven,  die  sie  zu  einem  vollen  Schnitt 
ergänzen,  in  einer  einfachen  Beziehung  stehen.  Ausnahmen 
hiervon  machen  vor  allen  Dingen  die  Raumcurven  auf  den  Flächen 
3.  Ord.,  und  es  liegt  dieses  daran,  dass  die  Restcurven  hier  sehr 
specieller  Natur  sind.  Es  erschien  mir  deshalb  wttnschenswerth, 
diese  Raumcurven  einmal  für  sich  allein  in  der  Wechselbeziehung 
zu  ihren  Restcurven  zu  studiren.  Ein  zweiter  Grund  verstärkte 
noch  diesen  Wunsch.  Die  genannten  Arbeiten  der  Herren 
NoBTHER  und  Halpbbn,  die  sich  das  Ziel  stecken,  die  verschiede- 
nen Familien  der  Raumcurven  von  der  Ordnung  n  und  dem 
Geschlechte  p  aufzustellen,  oder  doch  die  Mittel  dazu  zu  liefern, 
schliessen  gewisse  Specialisirungen  der  Restcurve  aus.  Dieses 
Vorgehen  hat  fttr  Raumcurven  auf  Flächen  von  anderer  als  der 
dritten  Ordnung  keine  sehr  grosse  Bedeutung;  aber  gerade  die 
Gurven  auf  den  Flächen  3.  Ordnung  haben  fast  immer  (abgesehen 
von  sehr  kleinen  Werthen  von  n)  Restcurven  von  der  Art,  wie 
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sie  dort  ausgeschlossen  werden ,  so  dass  die  meisten  Familien 
dieser  Raumcurven  unerwähnt  bleiben.  Halphen  glaubt  sich 
sogar  in  Folge  gewisser  Betrachtungen  berechtigt,  die  Beschaffen- 
heit der  Restcurven  bei  den  Raumcurven  auf  der  Fläche  3.  Ord- 
nung ganz  ausser  Acht  lassen  zu  können ;  seine  Resultate  zeigen 
jedoch,  dass  er  so  nur  eine  geringe  Zahl  von  Familien  erhalt, 
und  dass  auch  die  von  ihm  aufgestellten  Charaktere  der  aufge- 
zählten Familien  nicht  immer  zutreffen  und  bei  Curven  höherer 
Ordnung  meistens  nicht  zutreffen  würden. 

Am  Schlüsse  dieser  Arbeit  befinden  sich  Tabellen  der  Raum- 
curven bis  zur  20.  Ordnung,  und  vorher  sind  die  Methoden  zur 
Bestimmung  aller  Raumcurven  von  gegebener  Ordnung  und  ge- 
gebenem Geschlechte  dargelegt.  Die  verschiedenen  Raumcurven 
von  gleicher  Ordnung  und  gleichem  Geschlecht  unterscheiden 
sich  durch  die  zugehörigen  Restcurven  niedrigster  Ordnung ;  aus 
dem  Aufbau  der  letzteren  können  die  wesentlichen  Eigenschaften 
jener  Raumcurven  leicht  erkannt  werden. 

1.  Die  Sehnittcurven  einer  F^  mit  einer  F^. 

In  diesem  Paragraphen  soll  die  in  mehrere  irreducible  Theil- 
curven  zerfallende  Schnittcurve  einer  Fläche  3.0rd.  F,  mit  einer 
Fläche  A^'  Ord.  Fx  näher  untersucht  werden  unter  der  speciellen 
Voraussetzung,  dass  jede  Theilcurve  als  Theil  der  Gesammtcurve 
nur  einfach  su  zählen  sei.  Im  nächsten  Capitel  soll  dann  diese 
Voraussetzung  weggelassen  und  der  dadurch  bedingte  allgemeine 
Fall  erledigt  werden.  Wie  wir  weiterhin  sehen  werden,  wird 
die  Betrachtung  von  Curven,  die  in  dem  vollen  Schnitt  zweier 
Flächen  F^  und  F^  mehrfach  zählen,  unumgänglich  nothwendig, 
wenn  wir  die  Flächen  niedrigster  Ordnung  bestimmen  wollen, 
die  durch  eine  gegebene  Raumcurve  auf  der  F,  hindurchgehen. 

Wir  betrachten  auf  der  F,  eine  Raumcurve  Ä  von  der  Ord- 
nung n,  dem  Geschlechte  p,  mit  h  scheinbaren  aber  ohne  wirk- 
liche Doppelpunkte,  so  dass :  />  =  ^  (/t  —  1 )  [n  —  2)  —  ä  ist. 

Durch  diese  R  legen  wir  eine  Fläche  F^  (was  bei  genügend 
grossem  A  immer  möglich  ist),  die  aus  der  F,  noch  eine  Restcurve 
K  von  der  Ordnung  n',  dem  Geschlechte  //,  mit  h'  scheinbaren 
and  6'  wirklichen  Doppelpunkten  ausschneidet;  wobei:  n  +  n' 
=  3A  und 

//  =  |(n'-1)(n'-.2)-(A'  +  d')     ist. 
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Dann  gelten  bekanntlich  zwischen  den  Zahlen  beider  Gurren 
R  und  R'  die  Gleichungen : 

h  -  A'=  (n  -  n')  (A  -  4)  =  {in  -  3 A)  (A  —  <) , 

s  =  n(A-4)-2(p-4)  =  n'(A-4)-2(p'  +  ir-4); 

wobei  s  die  Zahl  der  Schnittpunkte  von  R  und  /}'  bedeutet.  Es 
ist  für  diese  Formeln  ohne  Bedeutung,  ob  die  Gurve  R'  reducibel 
ist  oder  nicht 

Auf  einer  Raumcurve  /?,  die  mit  einer  Restcurve  R'  zusam- 
men den  vollen  Durchschnitt  zweier  Flachen  F^  und  Fx  bildet, 
können  die  allgemeinsten  Punktgruppen  durch  adjungirte,  d.  h. 
durch  R'  gehende  Flächen  ausgeschnitten  werden.  Im  Allge- 
meinen bilden  alle  zu  einer  solchen  Punktgruppe  corresidualen 
Gruppen  von  gleicher  Punktzahl  Q  eine  cx)9-Schaar,  wo :  g = (? — j) 
ist.  Die  adjungirten  Flachen  von  der  Ord.  (x  +  A  —  4)  schneiden 
R  in  2  p  — 2  bewegUchen  Punkten^die  eine  oo''~*-Schaar  bilden. 
Jede  auf  einer  adjungirten  Fläche  von  der  Ord.  (x  +  A  —  4)  ge- 
legene Gruppe  ist  eine  Specialgtuppe  und  umgekehrt;  alle  zu 
einer  solchen  Gruppe  corresidualen  Gruppen  von  gleicher  Punkt- 
zahl Q  bilden  eine  oo^-Schaar,  wo:  g  =  ^  —  p  +  r  ist.  Diese 
Schaaren  heissen  Specialschaaren^  und  r  mag  der  Index  genannt 
werden;  er  zeigt  an,  dass  jede  Gruppe  der  Schaar  auf  r  linear 
unabhängigen,  adjungirten  Flächen  von  der  Ord.  (x  4-  A  —  4) 
gelegen  ist.  Hierbei  sind  die  Flächen  von  der  Form:  A^^^F^ 
+  B^^^Fx  =  Oj  die  nicht  nur  R',  sondern  auch  R  ganz  ent- 
halten, nicht  mitgerechnet.  Das  Gesagte  meint  nichts  anderes, 
als  der  bekannte  Run ANN-Roce'sche  Satz. 

Für  die  Raumcurve  R,  als  Schnitt  einer  F,  und  F^,  ergiebt 
sich  hieraus,  dass  ihre  Specialgruppen  auf  Flächen  [l  —  i  )^'  Ord. 
durch  R'  liegen.  Die  Flächen  A^'  Ord.  durch  R'  schneiden  R  in 
Gruppen  von  je  (2p  —  2  4-  n)  Punkten  {die  s  Schnittpunkte  von 
R  und  R'  zählen  nicht  mit),  die  zu  einander  corresidual  sind,  und 
es  wird  auch  die  Schaar  allei*  zu  einer  solchen  Gruppe  corresi- 
dualen Gruppen  durch  adjungirte  Flächen  A^*'  Ord.  ausgeschnitten. 
Verstehen  wir  unter  einer  Vollschaar  eine  solche,  die  die  6e- 
sammtheit  aller  corresidualen  Gruppen  von  gleicher  Punktzahl 
enthält,  so  können  wir  sagen,  dass  wir  es  hier  mit  einer  Voll- 
schaar zu  thun  haben,  und  zwar  mit  einer  ooP^**"-Schaar,  da 
dieselbe  keine  Specialschaar  sein  kann.  Demnach  giebt  es  durch 
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Ä',  mag  sie  reduoibel  sein  oder  nicht,  noch  oo^'  Flachen  A*«'Ord. 
modulo  F, ,  wo:  t'  =  n  +  p  -—  1  ist. 

Der  Ausdruck:  modulo  F,  will  besagen,  dass  Flächen,  die 
sich  nur  um  das  Product  von  F,  mit  einer  Fläche  (A  — 3)*«'  Ord. 
unterscheiden,  als  nicht  verschieden  angesehen  werden  sollen. 
Das  vorliegende  Resultat  lässt  sich  in  folgender  Weise  aus- 
sprechen: Zu  jeder  R^f  von  der  Ord.  n  und  dem  Geschlechte  p  auf 
einer  F,  gidft  es  noch  oo***^'*  äquivalente  Raumcurven,  unter 
äquivalenten  Gurven  solche  verstanden,  die  von  gleicher  Ord- 
nung sind  und  durch  die  nämliche  Restcurve  zu  einem  vollen 
Schnitt  ergänzt  werden. 

Die  allgemeine  Fläche  A^*'  Ord.  besitzt  modulo  F,  noch : 

i{A  +  <)(A  +  ?)(A  +  3)-i(A-2)(A-1)A-1=|A(A4.1) 

Gonstanten.  Gehen  von  diesen  Flächen  cx)^  durch  R,  so  ist  klar, 
dass  die  Gesammtheit  der  Flächen  i}^^  Ord.  auf  R  eine  Schaar 
von  Gruppen  von  je  nl  Punkten  ausschneidet,  deren  Mannig- 
faltigkeit gleich:  |A(>l-|-4)  —  (r-|-4)  ist.  Diese  Schaar  kann 
nun  entweder  eine  Yollschaar  oder  eine  Theilschaar  sein,  und 
da  erstere  eine  oo**^"P-Schaar  ist,  so  folgt: 

n;i  —  p ^  |A(A -f- 4)  —  (t -f  1 ) , 

also:  r^n'  +p'  +  d'  —  \. 

Zerfällt  die  Restcurve  R'  in  mehrere  irreducibele  Theile 
Ät ,  Ät ,...,%,  und  sind  n, ,  n, ,  . . .,  n^  resp.  p^,  p^,.'.,Pk 
die  zugehörigen  Ordnungs-  und  Geschlechtszahlen,  so  kann  nach 
Obigem  sowohl  R  wie  jeder  dieser  Theile  durch  irgend  eine  äqui- 
valente Curve  ersetzt  werden,  ohne  dass  das  gesammte  Curven- 
system  außört  ein  vollet*  Schnitt  zu  sein.  Die  Zahl  der  zu  einer 
Theilcurve  R^  äquivalenten  Curven  ist  dabei  oo^^-^P^-^  falls  R^ 
keine  Doppelpunkte  enthält.  Besässe  indes  R^  noch  d^  Doppel- 
punkte, so  würden  die  zu  R^  adjungirten  Flächen  A^^'  Ord.,  die 
also  die  Curven  R,R^  ...  Ä,-_,  R^^^  •••  ^&  enthalten,  auch  diese  d^ 
Doppelpunkte  passiren.  Da  diese  aber  eine  oo'*»'*^»^^- Schaar 
auf  Ri  ausschneiden,  so  wäre  die  Zahl  der  Flächen  A^'  Ord.  durch 
die  Curven  Ä,  Ä^,  .  .  .  R^_^ ,  R^^^,  . . .  Äjk,  die  die  d^  Doppel- 
punkte nicht  enthalten,  gleich  oo*^*^»*^»~*  modulo  F, ,  und  ganz 
ebenso  gross  wäre  die  Zahl  der  zu  R^  äquivalenten  Curven. 
Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  die  allgemeinsten  zu  R^  äquivalenten 
Curven  keine  Doppelpunkte  aufweisen,  und  dass  ihre  Mannig- 
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faitigkeit  wie  sonst  um  eine  Einheit  kleiner  ist  als  die  Summe 
ihrer  Ordnungs-  und  Geschlechtszahl  (denn  letztere  nimmt  ja  um 
die  gleiche  Zahl  zu,  um  die  die  Anzahl  der  Doppelpunkte  ab- 
nimmt). Wir  dürfen  also  weiterhin  ftLr  die  einzelnen  irreduciblen 
Theile  der  Restcurve  R'  annehmen,  dass  sie  frei  von  wirklichen 
Doppelpunkten  sind. 

Die  d'  Doppelpunkte  von  R',  die  in  die  irreduciblen  Theile 
R^  y  , . .  Rj^  zerfallt,  setzen  sich  aus  den  wechselseitigen  Schnitt- 
punkten dieser  Theilcurven  zusammen.  Die  Mannigfaltigkeit 
aller  Flachen  V^'  Ord.  durch  R  j  die  die  F,  noch  in  einer  in  k 
Theile  zerfallenden  Restcurve  von  obiger  Art  schneiden,  ist: 
2n^  +  2p^  ^  k^=n'  +p'  —  4 .  Denn  das  Geschlecht  //  von  R' 
wird:  2p^  —  (fc—  1),  wie  sich  aus  dem  analogen  Falle  bei  ebenen 
Gurven  ergiebt.  Die  Mannigfaltigkeit  aller  Flächen  A*®'  Ord. 
durch  R  überhaupt  ist  aber  nach  Früherem  ^n'  +  //+  (T  —  4. 
Daraus  geht  hervor,  dass  die  allgemeinsten  Flächen  k^^  Ord.  durch 
R  die  F,  in  einer  Restcurve  R'  sdineiden^  die  entweder  irreducibel 
und  ohne  Doppelpunkte  ist,  oder  deren  irreduciblen  Theile  ohne 
Doppelpunkte  sind  und  sich  nicht  schneiden. 

Zugleich  ergiebt  sich: 

T  =  n'  +  /?'  —  4 
für  die  allgemeinste  Restcurve,  die  ja  ohne  Doppelpunkte  ist,  und : 

für  jede  beliebige  Restcurve.  Mit  andern  Worten  besagt  das, 
dass  die  Flächen  X^^  (h*d.  aus  R  eine  Vollschaar  ausschneiden. 
Es  mag  gleich  hervorgehoben  werden,  dass  dieses  Resultat  keine 
Geltung  mehr  hat,  wenn  als  Theile  der  Restcurve  doppeltzahlende 
gerade  Linien  auftreten. 

Unter  den  Flächen  Ä**'  Ord.  durch  R  giebt  es  stets  auch  solche^ 
die  F3  ausserdem  nur  noch  in  geraden  Linien  schneiden ;  die  Zahl 
dieser  Flächen  ist  natürlich  eine  endliche.  Unter  den  oo**»*^»'"* 
zu  Ri  äquivalenten  Curven  finden  sich  auch  solche,  die  in  lauter 
Geraden  zerfallen.  Denn  die  n^  +  Pi^^  willkürlichen  Gon- 
stanten  jener  Gurve  kann  man  dazu  benutzen,  um  ihr  noch  ebenso 
viele  Doppelpunkte  vorzuschreiben,  da  jeder  Doppelpunkt  höch- 
stens eine  Bedingung  involvirt  (allenfalls  könnten  bei  Auftreten 
eines  Doppelpunktes  sich  noch  weitere  von  selbst  einstellen). 
Das  Geschlecht  dieser  speciellen  Gurve  wird  aber  gleich  (—  n^ + 1 ), 
d.  h.  sie  zerfällt  in  n,-  Geraden. 
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Daraus  ersieht  man  zugleich,  dass  es  für  jede  Gurve  auf 
einer  F,  auch  wirklich  immer  d  Bedingungen  erfordert,  wenn 
sie  d  Doppelpunkte  annehmen  soll ,  mag  sie  dadurch  zerfallen 
oder  nicht.  Und  weiter  kann  man  schliessen,  dass  es  für  eine 
Fläche  i}*^  Ord.  dtets  genau  a  Bedingungen  erfordert,  wenn  sie 
eine  gegebene  F,  in  a  Punkten  berühren  soll.  Der  Beweis  er- 
giebt  sich  aus  dem  Voranstehenden. 

Zerfällt  die  Restcurve  B!  in  lauter  Geraden,  ohne  mehrfach 
zählende  Geraden,  so  findet  man: 

Die  Zahl  der  Constanten  der  üt,  die  auf  einer  vorgegebenen 
Fläche  3.  Ord.  liegt,  ist  n  +/>  —  4,  und  mühin  ist  die  Zahl  der 
Raumcurven  R  von  der  Ord.  n  und  dem  Geschlechte  p,  durch  die 
sich  eine  F,  legen  lässt,  überhaupt  gleich ;  n  +  p  +  1 8 .  Denn  auf 
jeder  F,  giebt  es  solche  Curven,  wie  uns  ihr  in  lauter  Geraden 
zerfallender  Best  lehrt.  Für  die  Curven ,  die  auf  oo**  Flächen 
3.  Ord.  liegen  (deren  Ordnung  also  ^  9  ist),  reducirt  sich  die 
obige  Zahl  um  er . 

Da  die  Zahl  der  Constanten  einer  allgemeinen  Raumcurve 
Rj^  (mag  sie  auf  irgend  welchen  Flächen  liegen)  ^4n  ist,  so 
haben  wir  es  auf  der  Fläche  3.  Ord.  nur  dann  mit  allgemeinen 
Raumcurven  zu  thun,  wenn: 

p  ^  3  (n  —  6) 

ist,  und  nur  mit  solchen  Curven  wollen  wir  uns  beschäftigen,  da 
die  andern  nur  als  Specialfälle  allgemeiner  Curven  erscheinen. 
Wir  nehmen  jetzt  an:  F^  sei  die  Fläche  niedrigster  Ordnung 
durch  unsere  Raumcurve  R  (natürlich  von  F,  abgesehen),  und 
wollen  sehen,  welche  Schlüsse  wir  daraus  ziehen  können.  Wir 
haben  gefunden,  dass  die  Flächen  A^'  Ord.  auf  der  R  eine  Voll- 
schaar,  nämlich  eine  oo^^~^-Schaar  bestimmen.  Die  Flächen 
[X  —  <)*•'  Ord.  schneiden  aus  der  R  eine  oo^^^^"*) -Schaar  aus; 
denn  die  Mannigfaltigkeit  dieser  Flächen  ist  modulo  F,  gleich: 
ll{l —  I),  und  nach  der  Voraussetzung  kann  keine  dieser  Flä- 
chen die  R  enthalten.  Die  letztgenannte  Schaar  bildet  nun  ent- 
weder eine  VoUschaar,  d.h.  eine  cx)*'^^"*)"' ''-Schaar,  oder  einen 
Theil  derselben;  demnach  muss: 

n(A  —  4)  —  p  ^  f  A(A  —  1)         sein. 
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Femer  muss : 

sein;  es  giebl  dann  durch  die  R  oo^  Flächen  A*«'  Ord.,  wo: 
i:  ^  f  A(A  +  4)  —  (nA  —  p  +  4)     ist. 
Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  für  p  die  Grenzen  : 

und:  p>ni  — |A{A  +  4). 

Hieraus  findet  man  unter  Benutzung  der  Beziehung:  p  —  p' 

=  ^(A  —  1)  (2n  —  3>l)  für  p  die  Grenzen: 

und:  ^'  > n  —  3 A    oder    p  ^^n  . 

Die  erste  dieser  Ungleichungen  sagt  aus,  dass  die  zu  R  ge^ 
hörige  Restcurve  niedrigster  Ordnung  ohne  wirkliche  Doppelpunkte 
entweder  rational  oder  redudbel  ist.  Die  zweite  Gleichung  be- 
sagt nur,  dass  die  Restcurve  höchstens  in  n'  windschiefe  Geraden 
zerfallen  kann,  was  ja  selbstverständlich  ist.  Durch  die  R  gehen 
oo^  Flachen  Fx  ^^^  der  niedrigsten  Ordnung. 

Werfen  wir  hier  noch  einen  Blick  auf  die  Beschafienheit  der 
zu  R  gehörigen  Restcurven  niedrigster  Ordnung,  von  denen  wir 
wissen,  dass  die  allgemeinsten  unter  ihnen  keine  wirklichen 
Doppelpunkte  aufweisen.  Lassen  wir  die  rationalen  Restcurven 
bei  Seite,  so  haben  wir  es  mit  reduciblen  Gurven  zu  thun,  deren 
Theile  einander  nicht  schneiden.  Daraus  kann  man  schliessen, 
dass  die  Restcurve  niedrigster  Ordnung  entweder  am  windschiefen 
Geraden  und  einer  einzigen,  die  Geraden  nicht  schneidenden  Raum- 
curve  besteht,  oder  dass  sie  in  Kegelschnitte  und  windschiefe  Ge- 
raden zerfällt,  die  alle  in  Ebenen  durch  eine  und  dieselbe  Gerade 
auf  der  F,  liegen. 

Der  Beweis  für  diesen  Satz  ist  erbracht,  sobald  man  gezeigt 
hat,  dass  zwei  Raumcurven  R^  und  Rj^  auf  der  F,  sich  immer 
schneiden,  wenn  nicht  eine  ihrer  Ordnungszahlen  i  oder  k  gleich 
i  ist,  oder  beide  gleich  2  sind.  Ist  k  =  i  und  sind  beide  Gurven 
äquivalent,  so  haben  sie  {ip^  —  2  +  nj  Punkte  nach  Frdherem 
gemein.  Ist  dagegen  k'^i,  und  keine  Aequivalenz  vorhanden, 
so  müssen  alle  zu  R^  äquivalenten  Gurven  die  /?^  in  gleich  viel 
Punkten  treflfen ,  da  ja  die  Zahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte 
von  R^  +  Äfc  constant  sein  muss.    Würden  nun  irgend  zwei  zu 
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Rf  äquivalente  Gurven  die  Rj^  in  der  nämlichen  Punktgruppe, 
oder  gar  nicht  treffen,  so  wtLrde  das  durch  die  beiden  Gurven 
bestimmte  Bttschel  auch  die  Rf^  enthalten  müssen,  was  unsinnig 
ist  Die  zu  R^  äquivalenten  Gurven  schneiden  also  aus  Ri^  eine 
oo"»**^'"* - Schaar  aus;  jede  Gruppe  dieser  Schaar  besitzt  also 
mindestens  n^  +  Pi—  ^  Punkte. 

Hier  werden  wir  bereits  darauf  hingewiesen,  dass  die  zu 
R  gehörigen  Restcurven  niedrigster  Ordnung  nicht  immer  aus 
lauter  einfach  zählenden  Gurven  bestehen  können,  da  auf  einer 
allgemeinen  F,  ja  nur  sechs  zu  einander  windschiefe  Geraden 
existiren.'  Wir  wenden  uns  deshalb  jetzt  dem  Falle  zu,  in  dem 
die  Schnittcurve  von  F,  und  P^  theilweise  aus  mehrfachen  Gur- 
ven besteht 


8.  Die  iE  dem  Schnitt  einer  F^  und  einer  Fx  auftretenden  mehrfachen 

Cnrven. 

Die  Schnittcurve  der  beiden  Flächen  F,  und  Fx  soll  jetzt  in 
zwei  Theile  zerfallen,  von  denen  der  eine  Theil  R^  von  der  Ord- 
nung n^  und  dem  Geschlechte  p^  doppelt  und  der  andere  Theil 
A«  von  der  Ordnung  n,  und  dem  Geschlechte  p^  einfach  zählt, 
so  dass:  in^  +  n^  =  3l  ist.  Jeder  der  beiden  Theile  kann  selbst 
wieder  reducibel  sein  und  es  kann  Fx  die  Fläche  3.  Ord.  längs 
R^  berühren  oder  R^  zur  Doppelcurve  haben.  Legt  man  dann 
durch  R^  eine  beliebige  Fläche,  etwa  F^,  so  bestimmt  sie  auf  F, 
eine  Restcurve  K\  und  es  wird  bei  genügend  hohem  Werthe 
von  fi  die  Gurve  R^  dem  Schnitte  der  Flächen  F,  und  F^  nur 
einfach  angehören.  Irgend  eine  andere  Fläche  ju^*'  Ord.  durch 
A''  schneidet  F,  in  einer,  zu  R^  äquivalenten  Gunre  R^' ,  und  es 
mttssen  nach  dem  Restsatze  fnr  Flächen  auch  die  Gurven  R^J  /?/ 
und  R^  auf  einer  Fläche  A^®'  Ord.  liegen.  Man  kann  daraus  un- 
mittelbar den  Satz  folgern :  Zerfällt  die  Schnittcurve  der  Flächen 
F,  und  F%  in  mehrere  irreducihle  Theile^  die  theilweise  mehrfach 
sählen,  80  kann  jeder  a-fache  Theil  durch  a  zu  ihm  äquivalente 
Curven  ersetzt  werden  y  ohne  dass  die  Gesammtcurve  außört  ein 
voller  Schnitt  zu  sein.  Eine  mehrfache  Gerade  kann  indessen  nicht 
durch  mehrere  getrennte  Geraden  ersetzt  werden ,  da  es  zu  den 
Geraden  der  F,  keine  äquivalenten  Gurven  giebt. 

Das  erhaltene  Resultat  kann  noch  durch  folgende  Ueber- 
legung  gestutzt  werden.    Zu  einer  Raumcurve  R^  auf  F,  existire 
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irgend  eine  benachbarte,  d.  h.  unendlich  nahe  Curve  it/,  die 
natürlich  die  gleiche  Ordnung  wie  R^  besitzen  muss.  Diese  bei- 
den Curven  haben  nun  eine  Anzahl  scheinbarer  und  eine  Anzahl 
wirklicher  Schnittpunkte;  ihre  Summe  ist  gleich  n],  nämlich 
gleich  der  Zahl  der  Schnittpunkte  der  Projectionen  der  beiden 
Raumcurven.  Scheinbare  Schnittpunkte  der  beiden  unendlich 
nahen  Curven  treten  je  zwei  auf  entsprechend  jedem  der  h^ 
scheinbaren  Doppelpunkte  von  R^ ,  und  ausserdem  je  einer  ent- 
sprechend den  in^  Schnittpunkten  von  R^  mit  dem  Umriss  der 
F, ,  wie  man  aus  der  Projection  erkennt.  Die  benachbarten  Cur- 
ven besitzen  also  {ih^  +  2nJ  scheinbare  und:  nj  —  ih^  —  2n^ 
=  ip^  —  2  +  n^  wirkliche  Schnittpunkte.  Diese  Zahlen  stimmen 
aber  ttberein  mit  den  Zahlen  der  scheinbaren  und  wirklichen 
Schnittpunkte  zweier  zu  R^  äquivalenter  Curven. 

Haben  wir  nun  erkannt,  dass  wir  als  Theile  der  Bestcurve 
von  R  doppelt  oder  mehrfach  zählende  Geraden  zulassen  müssen, 
so  scheint  es  geboten ,  auf  den  Fall  der  doppelt  zählenden  Ge- 
raden etwas  näher  einzugehen.  Nach  dem  Vorausgehenden  müssen 
wir  annehmen,  dass  eine  Gerade  der  F,,  die  als  Schnittcurve 
doppelt  zählt,  zwei  scheinbare  Doppelpunkte  involvirt  und  folglich 
zu  der  Zahl  der  auftretenden  wirklichen  Doppelpunkte  den  Betrag 
—  4  liefert.  In  der  That  hat  eine  Curve  der  F,  mit  irgend  einer 
ihr  benachbarten  Curve,  von  einem  Punkte  0  aus  gesehen,  überall 
da  einen  scheinbaren  Schnittpunkt,  wo  die  Tangentialebene  an  - 
die  Fj  durch  0  geht;  dies  liefert  aber  für  eine  Gerade  zwei  schein- 
bare Doppelpunkte.  Analog  muss  man  annehmen,  dass  eine  Ge- 
rade einer  Fläche  m^^^  Ord.,  die  in  ihrem  Schnitt  mit  einer  Fläche 
höherer  Ordnung  doppelt  zählend  auftritt,  [m  —  1 )  scheinbare 
Doppelpunkte  aufweist. 

Vielleicht  ist  es  nicht  überflüssig,  die  Frage  auch  analytisch 
zu  behandeln.  Bekanntlich  werden  auf  einer  Baumcurve,  die 
den  Schnitt  zweier  Flächen:  (Pfj^i^JO^x^x^x^)  =  0,  iljy(x^x^x^x^) 
=  0  bildet,  die  scheinbaren  Doppelpunkte,  d.  h.  die  Punktepaare 
auf  ihr,  die  mit  einem  festen  Punkte  y^y^y^y^  im  Baume  in  ge- 
rader Linie  liegen,  durch  eineFläche  von  der  Ordnung  (f*— 1  )(j/—  \ ) 
ausgeschnitten.  Die  linke  Seite  der  Gleichung  dieser  Fläche  ist 
die  Besultante,  die  durch  Elimination  von  X  aus  den  beiden 
Gleichungen : 
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^«V»  +  j^g  ^»*V  + 1-^:3 '^^«'t/' +  •••  =  0 

entsteht.  Dabei  ist  ^y(p  die  i^  Polare  des  Punktes  y  in  Bezug 
auf  die  Flache  q>.  ^y(p  resp.  ^y^ip  enthalten  die  Variablen  x 
und  y  in  den  Potenzen  fe  —  i  und  i  resp.  v  —  /  und  ?.  Die  Zahl 
der  genannten  Punktepaare  ist  ^juv  (fi  —  1 )  (v  —  4). 

Berühren  sich  die  Flächen :  qp^  =  0,  i//^  =  0  längs  der  Ge- 
raden cc,  ==  x^  =  0  und  ist  v  >  ji« ,  so  haben  ihre  Gleichungen 
die  Formen : 

flP  =  .T,a^_,  +  iKfÄ^-i  +  w«  +  Wj  H =  0  , 

\ff  =  x,a^^,c^^^  +  x^h^_,c^_^  +  v^  +  v^-\ =  0, 

M,-,  t?,-  sind  in  Bezug  auf  die  Variablen  x^x^  vom  Grade  i  und 
enthalten  ausserdem  x^x^^  während  a»_j  ,  6«_j ,  6„_^  nur  die 
Variablen  a?,,  o;^  und  zwar  im  Grade  fi  —  4  resp.  i/  —  /e  ent- 
halten.   Die  letztere  Gleichung  können  wir  modulo  qo  =  0  durch : 

V'  — Cy^^y  =  0 

ersetzen,  d.  h.  wir  dürfen  die  zweite  Fläche  durch  eine  andere 
ersetzen,  die  die  Gerade  a?j  =  o:,  =  0  zur  Doppelgeraden  hat. 

Von  der  obigen  Resultante  trennt  sich,  wenn  man  x^  =  rc, = 0 
setzt,  da  dann  dy{xf)  —  c^,_^(p)  =  0  wird,  der  Factor  Jyfpeb, 
Das  sagt  aus ,  dass  die  Zahl  der  scheinbaren  Schnittpunkte  der 
Doppelgeraden  mit  der  Restcurve  sich  auf  (ju  —  4)  (v  —  2)  redu- 
cirt,  während  f*  —  4  scheinbare  Doppelpunkte  von  der  Doppel- 
geraden  allein  herrühren. 

Die  Doppelgerade  wird  von  der  Restcurve,  deren  Ordnung 
«V  — 2 ist,  offenbar  in:  (|Ui/  — 2)  — (jit  — 4)(y  — 2)  =  2^t  +  y  — 4 
Paukten  geschnitten.  Man  erkennt  dieses  auch  daraus,  dass  die 
Correspondenz  der  Punkte  auf  cc^  =  a?,  =  0 ,  die  hinsichtlich 
^  =  0  resp.  \p  —  Cy-u^p  =  ö  die  gleiche  Tangentialebene  auf- 
weisen, durch  das  Symbol  [2(/e  — 4),  (v— 2)]  gegeben  ist.  Wie 
sich  die  Dinge  ändern ,  wenn  an  Stelle  einer  doppelt  zählenden 
Geraden  eine  mehrfach  zählende  Gerade  tritt,  liegt  auf  der  Hand. 

Kehren  wir  nun  zur  Fläche  dritter  Ordnung  zurück  und 
nehmen  wir  an ,  dass  sie  von  einer  Fläche  A^'  Ord.  in  einer 
or-fach  zählenden  Geraden  und  einer  weiteren  Curve  von  der 
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Ordnung  (31  — a)  geschnitten  werde.  Die  Fläche  A^'  Ord.  kann 
dann  modulo  F,  durch  eine  andere  Fläche  gleicher  Ordnung  er- 
setzt werden,  die  jene  Gerade  zur  a- fachen  Geraden  hat.  Die 
a-fach  zählende  Gerade  erscheint  als  mit  a{a  —  ^)  scheinbaren 

und  —  —  (a  —  4)  wirklichen  Doppelpunkten  behaftet;  sie  wird  von 

der  Restcurve  in  (l  +  a)  Punkten  geschnitten.     Für  eine  Fläche 

A**'  Ord.  erfordert  es:  a  (A  +  4 )  +  —  (a  —  4 )  Bedingungen,  wenn 

sie  mit  der  F,  eine  a-fach  zählende  Gerade  gemein  haben  soll.  Die 
Zahl  dieser  Bedingungen  kann  man  auch  dadurch  finden ,  dass 
man  die  Mannigfaltigkeit  der  zur  Restcurve  äquivalenten  Gurven 
aufsucht. 


3.  Wirkang  einer  a-faeh  zählenden  Geraden  anf  den  übrigen  Theil 
der  Sehnittcnrve  einer  F^  nnd  einer  Fx . 

Sei  wiederum  R  die  zu  untersuchende  Gurve  von  der  Ord- 
nung n  und  dem  Geschlechte  p  ohne  wirkliche  Doppelpunkte; 
sei  femer  R'  eine  Restcurve  von  R,  die  in  die  irreduciblen  Theile 
R^,  R^,  . .  .y  Rj^  und  eine  a-fache  Gerade  zerfällt.  Wir  wollen 
nun  zeigen,  dass  auch  hier  die  allgemeinste  Restcurve  von  R  keine 
wirklichen  Doppelpunkte  besitzt. 

Zunächst  können  wir  jeden  der  einzelnen  irreduciblen  Theile 
R^ . .  .Rjg  durch  eine  äquivalente  Gurve  ohne  Doppelpunkt  er- 
setzen, ganz  wie  dieses  in  §  4  geschah.  Sodann  können  auch 
je  zwei  sich  schneidende  Gurven ,  etwa  R^  und  R^ ,  durch  eine 
einzige  Gurve  ohne  Doppelpunkt  ersetzt  werden.  Denn  legen 
wir  durch  R^  und  R^  eine  Fläche  /u^®'  Ord.,  so  wird  die  zuge- 
hörige Restcurve  i?"  ohne  vielfache  Geraden  sein,  wenn  wir  |u 
gross  genug  wählen,  und  es  lässt  sich  dann  die  Schlussweise  des 
§  4  anwenden.  Diese  lehrt  uns,  dass  die  Flächen  /u^®'  Ord.  durch 
R"  und  die  5«,,  Schnittpunkte  von  R^  und  R^  auf  R^  ausserdem 
eine  oo*^"^P*~*-Schaar  und  auf  fl,  eine  oo*'»'^i"*-Schaar  aus- 
schneiden; die  Zahl  dieser  Flächen  ist  demnach  oo*»>+*^"^P»'*^-«. 
Die  Mannigfaltigkeit  der  Flächen  /u^'  Ord.  durch  R"  allein  wird 
also:  n^  +  n^  +  p^+p^  —  2  +  ä^^,  ,  sie  schneiden  aus  F,  äqui- 
valente Gurven  von  der  Ordnung  (n^  +  n,)  und  dem  Geschlechte 

Bedenken  wir  endlich  noch,  dass  auch  eine  Raumcurve  von 
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der  Ordnung  n^  und  eine  sie  einmali  oder  mehrere  Male  schnei- 
dende Gerade  aus  ganz  ähnlichen  Gründen  durch  eine  zu  ihnen 
äquivalente  Curve  (n^  +  1)**' Ord.  ohne  Doppelpunkte  ersetzt 
werden  kann^  so  dürfen  wir  annehmen,  dass  die  a-fache  Gerade 
keine  der  Gurven  /t|,  A,,  -  --  ^k  ^"^*  Träfe  nämlich  i?/die 
a-fache  Gerade,  so  würden  wir  von  dieser  eine  einfache  Gerade 
abspalten  und  die  R^  sammt  der  einfachen  Geraden  durch  eine 
Curve  (n^+  <)*•'  Ordnung  ersetzen.  Träfe  die  neue  Curve  die 
flbrig  gebliebene  (a  —  4  )-fache  Gerade,  so  würden  wir  den  näm- 
lichen Process  so  lange  wiederholen,  bis  die  schliesslich  ent- 
stehende neue  Curve  die  übrig  bleibende  vielfache  Gerade  nicht 
mehr  schneiden  würde.  So  gelangen  wir  zu  folgendem  Schluss- 
resultat: 

Die  allgemeinen,  zu  einer  Raumcurve  R  auf  einer  Fläche 
.>.  Ord.  gehörigen  Restcurven  zerfallen  —  falls  sie  nicht  aus  einer 
einzigen  Curve  ohne  Doppelpunkte  bestehen  —  in  windschiefe  Ge- 
raden, die  auch  mehrfach  zählend  auftreten  können^  und  einen 
weiteren  jene  Geraden  nicht  schneidenden  einfachen  TheiL  Dieser 
letztere  Theü  —  der  auch  ganz  fehlen  kann  —  besteht  entweder 
01«  einer  einzigen  Curve  oder  aus  mehreren  Kegelschnitten,  die 
dem  nämlichen  Büschel  auf  F,  angehören. 

Dieses  Resultat  gilt  speciell  auch  für  die  Restcurven  niedrig- 
ster Ordnung,  die  ja  rational  oder  reducibel  sein  müssen. 

Wir  wollen  uns  nun  die  Frage  vorlegen :  wie  gross  ist  die 
Zahl  der  Flächen  A'*^  Ord.  durch  die  Raumcurve  R  ?  Wir  bezeich- 
nen wie  früher  mit  oo^  diese  Zahl  und  setzen  fest,  dass  die  Rest- 
curve  R'  in  den  irreduciblenTheil  R^  (oder  mehrere  Kegelschnitte] 
and  einen  weiteren  Theil  R^  zerfiQlt.  /?,  setzt  sich  aus  mehreren 
windschiefen  Geraden  zusammen  (höchstens  sechs),  die  mehr- 
fach zählen;  or^ ,  a, , . . .  seien  die  Grade  der  Vielfachheit  der  ein- 
zelnen Geraden,  n^p^  h^ ,  n^p^h^,  n'p' h'  haben  die  gleiche  Be- 
deutung für  R^  resp.  Ä,  resp.  R'  wie  npA  für  Ä. 

Die  Zahl  t  ist  nichts  anderes  als  die  Zahl  der  zu  R'  äqui- 
valenten Restcurven  und  diese  ist  gleich  der  Zahl  der  zu  R^ 
äquivalenten  Curven ,  also : 

Diese  Zahl  können  wir  durch  die  Charaktere  der  Curve  R 
ausdrücken.   Es  ist  ja: 

h'=h,+  n^n^  +  Sa^a^  +  2a,.(a,.—  4) , 
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oder:       A'  =  A.  +  n.n.  +  ^  -  ^  + 1  Soiia^ -  i) , 
oder:       h'  =  -{p,  +  n,-t)  +  ^-'^+jSa,(at-i), 

oder:        x  =  ^_  j'  + j^«i(«.- <)  -  A' 

Nun  ist  aber: 

Ä  —  A' =  (fi  —  n ' )  ( A  —  < )  =  (2  n  —  3  A )  ( /.  —  4 ) , 
oder: 

oder: 

^^ ^^ ^  — A  =-A(A+<)— (nA  — p)— n  , 

also  ergiebt  sich  fttr  r  der  Werth: 

T  =  |A(A  +  4)-{nA-p+4)  +  i2a..(a,.— <). 

Betrachten  wir  wieder  die  Schaar  der  Gruppen,  die  von 
den  Flächen  i}^^  Ord.  aus  der  R  ausgeschnitten  werden,  so  sehen 
wir,  dass  dieselbe  die  Mannigfaltigkeit: 

il{k  +  <)  —  (r  +  4)  =  nl  —p  —  i2a^[ai  —  ^) 

besitzt,  während  die  Vollschaar  eine  oo**^~^-Schaar  ist. 

Zu  einer  Raumcurve  R  von  der  Ord.  n  und  dem  Geschleckte 
p  auf  einer  Fläche  5.  Ord.  giebt  es  unendlich  viele  Restcurven  R'; 
gehen  durch  R  keine  Flächen  von  niederer  als  x*^  Ordnung,  so  ist 
(3x  —  n)  die  Ordnung  der  niedrigsten  Restcurven.  EnthiUt  nun 
die  allgemeine  Restcui^ve  von  der  Ordnung  (3il  —  ^)  7  (^  ^  x)»  die 
also  keine  Doppelpunkte  besitzt,  keine  vielfadien  Geraden,  so 
schneiden  die  Flächen  k*^  Ord.  auf  R  eine  Vollschaar,  d.  h.  eine 
oo*»^-P- ScAaar  aus.  Enthält  dagegen  die  allgemeine  Restcurve 
vielfache  Geraden,  die  a^-fach,  a^-fach  .  . ,  zählen,  so  schneidefi 
die  Flächen  U^  Ord.  die  R  in  einer  Theilschaar,  nämlich  einer 
oo^X-P'iSa^a.'i), Schaar. 

Man  könnte  hier  bereits  Schlüsse  ziehen  über  die  irreducible 
Raumcurve,  die  mit  den  windschiefen  vielfachen  Geraden  zu- 
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sammen  die  Restcurve  zu  R  bildet,  indessen  wird  diese  Frage 
im  nächsten  Paragraphen  in  einfacher  Weise  ihre  Erledigung 
finden. 

Eine  Bemerkung  muss  hier  noch  an  den  soeben  erhaltenen 
Werth  von  t  angeknüpft  werden.  Ist  die  Ordnung  n  und  das 
Geschlecht  p  der  Raumcurve  R  gegeben,  so  ist  damit  die  Zahl 
00*^  der  Fltfchen  A*®'  Ord.  durch  die  R  noch  nicht  bestimmt.  Sie 
hat  den  kleinsten  Werth,  wenn  die*  von  Doppelpunkten  freie 
Restcurve  keine  vielfachen  Geraden  mehr  enthalt;  der  Werth 
wird  aber  um  so  grösser,  je  grösser  die  Zahl  und  die  Vielfachheit 
der  windschiefen  vielfachen  Geraden  ist,  die  als  Theil  der  Rest- 
curve auftreten.  Der  Grund  hierfür  liegt  auf  der  Hand.  Aus 
dem  ursprünglichen  Werthe  von  h  für  R  ergiebt  sich  der  von  h' 
fttr  R'  und  hieraus  findet  man  aus  dem  Werthe  von  p  denjenigen 
von  p'.  Der  letztere  hängt  allerdings  noch  von  den  d'  wirklichen 
Doppelpunkten  von  R'  ab,  aber  die  specielle  Restcurve  lässt  sich 
durch  eine  äquivalente  Curve  ohne  Doppelpunkte  ersetzen.  Ent- 
hält nun  die  von  Doppelpunkten  freie  Restcurve  vielfache  Ge- 
raden, so  muss  Aan  sie  als  mit  ^2ai{a^  —  4)  negativen  Doppel- 
punkten behaftet  ansehen,  ihr  Geschlecht  ist  dann: 

.•-'"-"f-"-v+lz»,K-.) 

and  T=sn  +  p'  —  4  . 

Diese  negativen  Doppelpunkte  können  aber  nicht  durch  Einfüh- 
rung äquivalenter  Curven  beseitigt  werden. 

Man  erhält  das  Geschlecht  /  auch  noch  in  folgender  Weise. 
Zerfällt  eine  Curve  ff  in  eine  Curve  R^  und  mehrere  getrennte 

Geraden,  so  ist  ihr  Geschlecht  p'  = ^ —  h' ;  indem 

nun  die  getrennten  Geraden  nachträglich  theilweise  zusammen- 
rficken,  ändert  sich  das  Geschlecht  nicht,  wohl  aber  die  Zahl  der 
scheinbaren  Doppelpunkte  um  ^ 2 er,- (er,  —  4),  woraus  dann  die 
obige  Zahl  für  p'  folgt.- 

Besonders  ist  hervorzuheben,  dass  die  Restimmung  der 
Flächen  niedrigster  Ordnung  durch  R  jetzt  eine  andere  wird  wie 
in  §  I.  Es  kann  der  kleinste  Werth  von  A  gewählt  werden,  der 
die  Ungleichung: 

lUtk.-phji.  Classe.  1S94.  7 
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erfüllt,  wobei  die  a,.  der  Ungleichung:  3a,-g3A  — n  zu  ge- 
nügen haben.  Hierzu  kommen  noch  andere  Ungleichungen,  die 
jedoch  hier  noch  nicht  untersucht  werden  sollen. 


4.  Die  Besehaffenheit  der  zu  einer  Baumeurve  gehörigen  Bestcnnre 
niedrigster  Ordnung. 

Sobald  es  uns  gelungen  sein  wird,  die  Restcurveo  niedrigster 
Ordnung  aufzustellen,  werden  wir  aus  ihnen  auch  Schlüsse  auf 
die  Restcurven  höherer  Ordnung  ziehen  und  so  deren  Beschaffen- 
heit feststellen  können.  Hierzu  scheint  das  geeignetste  Mittel 
die  Ersetzung  der  allgemeinen  Restcurven  durch  äquivalente 
specielle  Restcurven  zu  sein.  Die  allgemeine  Restcurve  niedrig- 
ster Ordnung  besteht,  wie  wir  gesehen  haben,  aus  einem  irredu- 
ciblen  Theile  R^  und  einem ,  in  vielfache  Geraden  zerfallenden 
Theil  Ä,  .  Die  Curve  R^  soll  nun  durch  äquivalente  Curven,  die 
in  lauter  Geraden  oder  in  Kegelschnitte  und  Geraden  zerfallen, 
ersetzt  werden.  Offenbar  darf  keine  zu  R^  äquivalente  Curve 
von  irgend  welcher  speciellen  Natur  eine  ehÄe  Cun^e  3.  Ord. 
(oder  drei  Geraden  einer  Ebene ,  oder  Kegelschnitt  und  Gerade 
einer  Ebene)  enthalten,  soll  anders  die  Restcurve  von  der  niedrig- 
sten Ordnung  sein.  Denn  die  um  die  ebene  Curve  verminderte 
Restcurve  würde  selbst  wieder  eine  Restcurve  von  f?  sein,  wie 
sich  aus  der  Betrachtung  des  Flächenbüschels  Fx  +  ^j^a-s  =  ^ 
ergiebt,  wenn  F,  =  0 ,  Px=0  sich  in  einer  ebenen  Curve  3.  Ord. 
und  Fx  =  Oj  Ax^^  =  0  in  einer  Curve  {l  —  S)*«*^  Ord.  der  näm- 
lichen Ebene  schneiden.  Es  gilt  also  solche  Restcurven  aufzu- 
stellen, und  um  von  vornherein  zu  erkennen,  dass  sich  von  der- 
selben keine  ebene  Curve  3.  Ord.  abspalten  lässt,  sollen  zwei 
Sätze  hier  vorausgeschickt  werden. 

Zu  jeder  irreduciblen  Curve  R^  auf  der  Fläche  5.  Ord.,  die 
nicht  rational  ist,  giebt  es  äquivalente  Curven,  die  eine  ebene  Curve 
5.  Ord.  als  Bestandtheil  enthalten.  Die  äquivalenten  Curven  wer- 
den ja  alle  durch  eine  und  dieselbe  Curve  zu  einem  vollen  Schnitt 
ergänzt,  somit  treffen  sie  jede  ebene  Schniltcurve  der  F,  in  Punkt- 
gruppen, die  zu  der  nämlichen  Gruppe  residual  sind.  Da  aber 
das  Geschlecht  der  ebenen  Curve  3.  Ord.  gleich  1  ist,  so  können 
von  den  Punkten  einer  ebenen  Gruppe  nur  {n^  —  1  j  beliebig  an- 
genommen werden.  Wäre  aber  P4>>0,  so  enthielte  R^  noch 
n^+p^  —  \  ,  also  mindestens  n,  willkürliche  Constanten  und  es 


Die  Rauhgurybn  auf  den  Flächen  3.  Ordnung.  99 

gäbe  durch  die  näraliche  ebene  Gruppe  noch  unendlich  viele 
äquivalente  Curven;  eine  von  diesen  mttsste  die  bez.  ebene  Gurve 
3.  Ord.  als  Bestand theil  aufweisen. 

Hat  eine  Raumcurve  R  der  Fläche  3.  Ord.  mit  einer  ihrer  Ge^ 
raden  q  Punkte  gemein,  so  erfordert  es  (p  +  ^ )  Bedingungen,  dass 
eine  zu  R  äquivalente  Curve  in  jene  Gerade  und  eine  weitere  Curve 
Bf  zerfällt;  R'  schneidet  die  Gerade  in  (ß  +  <)  Punkten.  In  der 
That  trifft  jede  der  cx)**"^**"*  äquivalenten  Curven  die  Gerade  in 
einer  Gruppe  von  q  Punkten ,  so  dass  es  durch  eine  bestimmte 
Gruppe  von  q  Punkten  noch  co^'*'P^9'^^  Curven  giebt;  legt  man 
aber  diesen  Curven  die  weitere  Bedingung  auf,  die  Gerade  noch 
einmal  ausserdem  zu  schneiden ,  so  zerfallen  sie  in  die  Gerade 
und  eine  Curve  R'  von  der  (n  —  1)*®°  Ord.  Wird  nun  die  R  aus 
der  F,  durch  eine  F^  ausgeschnitten,  die  die  genannte  Gerade 
nicht  enthält  (was  man  durch  Wahl  der  Ordnung  ^  ja  leicht  er- 
reichen kann),  so  lassen  sich  alle  äquivalenten  Curven  durch 
Flächen  ft**>'  Ord.  ausschneiden ,  die  alle  mit  der  F,  ausserdem 
eine  und  dieselbe  Curve  gemein  haben.  Die  Flächen  f.i^^  Ord. 
schneiden  jene  Gerade  in  ^  —  q  festen  und  q  beweglichen  Punkten. 
Die  Flächen  fi^^  Ord.  indessen,  die  durch  die  Gerade  hindurch 
gehen,  bestimmen  auf  der  F,  noch  Curven  (3/u  —  4)*«'  Ord.,  die 
die  Gerade  in  fi  +  \  Punkten  treffen.  Von  diesen  Punkten  liegen 
u  —  Q  auf  der  allen  Flächen  /j,^^  Ord.  gemeinsamen  Curve,  also 
^+4  auf  einer  Curve  Ä'  von  der  (n  —  4)**"  Ord. 

Der  erste  der  soeben  bewiesenen  Sätze  lehrt  uns,  dass  die 
Raumcurve  R^y  die  als  Theil  einer  Restcur\'^e  niedrigster  Ord- 
nung auftritt,  rational  ist.  Suchen  wir  jetzt  eine  zu  R^  äquivalente 
Gurve  mit  einem  Doppelpunkt  auf,  so  muss  sie  in  zwei  irreducible 
rationale  Theite  zerfallen,  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 
Nach  der  Schlussbetrachtung  des  §  4  können  hier  folgende  drei 
Fälle  eintreten.  Erstens :  die  Curve  zerfällt  in  eine  Gerade  und 
eine  sie  einmal  treffende  Curve  (n,  —  4)^'  Ord.,  zweitens:  in 
einen  Kegelschnitt  und  eine  sie  einmal  treffende  Gurve  {n^ — 2)^*^^ 
Ord.,  drittens :  in  zwei  Raumcurven  3.  Ord.  mit  einem  gemein- 
samen Punkte  (äquivalente  Curven).  Der  letzte  Fall  bedarf  keiner 
weiteren  Erläuterung,  nur  die  beiden  ersten  Fälle  sind  noch 
näher  zu  untersuchen. 

Haben  wir  es  mit  einem  Kegelschnitt  und  einer  ihn  einmal 
schneidenden  rationalen  Gurve  [n^  ^  ^)^'  Ord.  zu  thun,  so  lässt 
sich  letztere  ersetzen  durch  eine  Gurre,  die  aus  dem  nämlichen 
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Kegelschnitt  und  einer  ihn  einmal  schneidenden  rationalen  Curve 
{n^  —  4)*®'  Ord.  besteht.  Denn  verlangen  wir  von  den  äqui- 
valenten Curven  (n^  —  2)**'  Ord.,  dass  sie  mit  dem  Kegelschnitt 
zwei  Punkte  gemein  haben,  was  zwei  Bedingungen  involvirt,  so 
zerfallen  sie  in  der  genannten  Weise.  Jeder  Kegelschnitt  des 
Büschels  der  F, ,  zu  dem  der  gegebene  gehört,  wird  aber  von  der 
Curve  (n^  — 2)*«'  Ord.  in  einem  Punkte  getroffen,  also  geschieht 
Gleiches  bei  den  zerfallenden  äquivalenten  Curven;  aber  nur 
die  Curve  {n^  —  4)*«'  Ord.  trifft  die  Kegelschnitte.  Der  ange- 
gebene Process  lässt  sich  offenbar  so  lange  wiederholen,  bis 
die  Curve  R^  ersetzt  ist  durch  einen  mehrfach  zählenden  Kegel-- 
schnitt  und  eine  ihn  einmal  schneidende  Gerade,  respective  einen 
ihn  einmal  treffenden  Kegelschnitt,  je  nachdem  n^  ungerade  oder 
gerade  ist. 

Liegt  schliesslich  eine  Gerade  g  und  eine  sie  einmal  treffende 
rationale  Curve  (n^  —  1)**'  Ord.  vor,  so  kann  letztere  durch  eine 
Curve  ersetzt  werden,  die  in  jene  Gerade  g  und  eine  sie  zwei- 
mal schneidende  Curve  (n^  —  2)'®'  Ord.  zerfällt.  Da  hierbei  zwei 
wirkliche  Doppelpunkte  auftreten,  so  hat  die  zerfallende  Curve 
das  Geschlecht  —2,  die  Curve  (n^  — 2)*«'  Ord.  also  das  Ge- 
schlecht —  \f  d.  h.  sie  zerfällt  selbst  in  zwei  Theile,  die  sich 
nicht  treffen.  Von  den  einfachsten  Möglichkeiten,  die  sich  hier 
darbieten,  wenn  die  Curve  {n^^^^'^)^'  Ord.  aus  2  Geraden,  oder 
2  Kegelschnitten,  oder  einer  Geraden  und  einem  Kegelschnitt 
besteht,  können  wir  absehen,  da  sie  auch  den  bereits  behandel- 
ten Fällen  angehören;  sie  entsprechen  rationalen  Curven  4.,  5. 
und  6.  Ord.  Im  Uebrigen  zerfällt  die  Curve  (n^  — 2)*®'  Ord.  in 
eine  Gerade  A  und  eine  sie  nicht  schneidende  Curve  (n^  —  3)**' 
Ord.;  diese  sowohl  wie  A  treffen  9  je  einmal.  Die  Curve  (n, — 3)**' 
Ord.  kann  ihrerseits  ersetzt  werden  durch  h  und  eine  Curve 
{n^  —  4)*®'  Ord.,  die  h  einmal  aber  g  nicht  mehr  schneidet.  Die 
Curve  R^  ist  nun  ersetzt  durch  die  zweifach  zählenden  Geraden 
g  und  h  und  die  Curve  (n^  —  4)**'  Ord.  Da  g  und  h  sich  schnei- 
den, kann  man  sie  durch  einen  Kegelschnitt  ersetzen,  so  dass 
die  i?4  auf  einen  doppelt  zählenden  Kegelschnitt  und  eine  ihn 
einmal  treffende  Curve  [n^  —  4)^' Ord.  zurückgeführt  ist,  ein  Fall 
der  schon  oben  behandelt  ist. 

Fassen  wir  unser  Resultat  zusammen,  so  liefert  der  oben 
aufgezählte  zweite  Fall  für  jede  beliebige  Ordnung  eine  und  nur 
eine  rationale  Curve,  der  dritte  Fall  überhaupt  nur  eine  rationale 
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Raumcanre  6.  Ord.,  und  der  erste  Fall  keine  anderen  Gurven, 
als  der  2.  und  3.  Fall. 

Für  unsere  weiteren  Untersuchungen  ist  es  zweckmässig, 
zu  den  einzelnen  Curven  auf  der  F,  äquivalente  Curven  anzu- 
geben, die  in  lauter  Geraden  zerfallen.  Wir  gebrauchen  zu  die- 
sem Zweck  die  übliche  Bezeichnung  der  27  Geraden  der  Fläche 
3.  Ord.  nämlich: 


\        *1        *S        *4        *6        \y 

c^.j^,  1  =  1,  ...,  6  und  A-=4,  ....  6;  i^A*. 

Die  Geraden  a  und  6  bilden  eine  Doppelsechs ,  a^  und  bj^  treffen 
sich,  wenn  t  ^  k  ist;  die  Geraden  a  sind  unter  sich  windschief, 
ebenso  die  Geraden  6 .  Eine  Gerade  c^^  schneidet  alle  Geraden 
c,  die  keinen  Index  mit  ihr  gemein  haben,  o^;^.  trifft  ausserdem 
die  Geraden  a^  b^  b^  b^ . 

Die  rationalen  Curven  auf  den  Flächen  5.  Ord.  bilden  für  jede 
Ordnungeineeinzige  Familie y  die  durch  a^^b^ßa^  resp.  aj^b^ß'^^a^ 
repräsentirt  wird,  je  nachdem  die  Ordnung  ungerade  (=  2/?  +  <) 
oder  gerade  (=2^  +  2)  ist.  Nur  die  rationalen  Curven  6.  Ord, 
bilden  zwei  verschiedene  Familien,  deren  Repräsentanten  a\  6J  o, 
resp.  a|  bl  a*  sind^).  In  diesem  Satze  geben  die  Exponenten  die 
Vielfachheit  der  bezüglichen  Geraden  an.  Die  genannten  Formen 
ergeben  sich  sofort  aus  dem  oben  behandelten  zweiten  und 
dritten  Fall,  wenn  man  statt  des  dort  auftretenden  Kegelschnittes 
ein  Geradenpaar  und  statt  der  Raumcurve  3.  Ord.  drei  Geraden 
einführt. 

Wir  können  noch  das  weitere  Resultat  aussprechen :  Die  zu 
einer  Raumcurve  R  auf  der  F,  gehörigen  Restcurven  niedrigster 
Ordnung  zerfallen  in  zwei  Theile ;  den  einen  Theil  bildet  eine  ratio-- 
nale  Curve  ohne  Doppelpunkt  oder  mehrere  Kegelschnitte  eines 
BüschelSj  den  andern  eine  Anzahl  von  Geraden,  die  mehrfach  zäh- 
len können.  Diese  Geraden  sind  windschief  zu  einander  und  treffen 
die  rationale  Curve  resp.  die  Kegelschnitte  des  Büschels  nicht. 

4}  DieReslcurve  ist  im  ersten  Fall  die  Curve  3.  Ord.  cf^c^i ,  im  zweiten 
Fall  die  Curve  6.  Ord.  c?a6|c|s .  Die  rationalen  Raumcurven  6.  Ord.,  die 
zu  a\  bl  al  äquivalent  sind,  besitzen  also  nach  §  4  noch  24  Constanten,  die 
zu  a\  bl  a,  äquivalenten  Curven  aber  nur  28  Constanten.  Gleichwohl  bilden 
die  letzteren  Curven  keinen  Specialiall  der  ersteren ,  vielmehr  besitzen  die 
beiden  Curven familien  gemeinsamen  Corven  weniger  als  23  Constanten. 
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lieber  die  Lage  und  Zahl  der  bei  der  Restcurve  auftreten- 
den windschiefen  Geraden  mag  noch  Folgendes  bemerkt  werden. 
Ist  die  rationale  Theilcurve  von  gerader  Ordnung,  also  äqui- 
valent zu  a^/^ft,/^"*"*  «3 ,  so  wird  sie  von  fünf  windschiefen  Geraden 
nicht  getroffen,  diese  haben  zwei  gemeinsame  Secanten  c^^  und 
c,, .  Ist  die  rationale  Theilcurve  von  ungerader  Ordnung,  also 
äquivalent  zu  a,/^&,/^a, ,  so  wird  sie  von  fünf  windschiefen  Ge- 
raden nicht  getroffen,  die  nur  eine  gemeinsame  Secante  c^^  haben 
und  zu  a,  windschief  sind.  Eine  Ausnahme  bildet  die  Raumcurve 
3.  Ord.,  wie  weiter  unten  zu  sehen  ist.  Besteht  ein  Theil  der 
Restcurve  aus  Kegelschnitten  eines  Büschels,  die  also  zu  a^l^  6,^ 
äquivalent  ist,  so  lassen  sich  sowohl  fünf  windschiefe  Geraden 
mit  einer  wie  solche  mit  zwei  gemeinsamen  Secanten  angeben, 
die  jenen  Theil  nicht  treffen.  Bei  sechs  windschiefen  Geraden 
kann  als  weiterer  Theil  der  Restcurve  entweder  eine  Raumcurve 
3.  Ord.,  oder  eine  Raumcurve  6.  Ord.,  äquivalent  zu  älb\al, 
auftreten ,  wobei  diese  Gurven  die  windschiefen  Geraden  nicht 
treffen. 

Nachdem  wir  die  zu  R  gehörigen  Restcurven  niedrigster 
Ordnung  kennen  gelernt  haben, können  wir  von  ihnen  ausgehend 
uns  leicht  Rechenschaft  über  die  Restcurven  beliebiger  Ordnung 
geben.  Wir  erhalten  specielle  Fälle  derartiger  Restcurven,  indem 
wir  die  entsprechende  Aozahl  ebener  Gurven  3.  Ord.  den  Rest- 
curven niedrigster  Ordnung  —  sie  sei  n  —  hinzufügen.  Zu 
diesen  speciellen  Restcurven  sind  dann  die  allgemeinen  äqui- 
valent, sie  entstehen  deshalb  aus  jenen,  wenn  allgemein  gesagt 
die  wirklichen  Doppelpunkte  aufgelöst  werden.  Es  ist  damit 
gemeint,  dass  für  je  zwei  sich  schneidende  Gurven  eine  einzige 
Curve  ohne  Doppelpunkte  eingeführt  werden  soll,  die  mit  jenen 
beiden  Gurven  äquivalent  ist.  Eine  einfache  Ueberlegung  von 
der  Art,  wie  sie  nun  schon  wiederholt  durchgeführt  worden  ist, 
zeigt  uns,  dass  die  Restcurven  (n'  -[-  3)*«'  Ord.  aus  einem  irredu- 
cibeln  Theile  und  einer  Anzahl  ihn  nicht  treffender  windschiefer 
Geraden  bestehen;  diese  Geraden  sind  die  nämlichen  wie  bei 
der  Restcurve  n'^^  Ord.,  aber  bei  allen  hat  sich  die  Vielfachheit 
um  4  erniedrigt.  Bei  Wiederholung  des  gedachten  Processes  er- 
kennt man,  dass  die  Restcurven  (n'  +  3y)*«'  Ord.  wiederum  aus 
einem  irreduciblen  Theile  ohne  Doppelpunkte  und  einigen  ihn 
nicht  schneidenden  windschiefen  Geraden  besteht,  die  die  gleiche 
Lage  wie  bei  der  Restcurve  niedrigster  Ordnung,  aber  eine  um 
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¥  geringere  Vielfachheit  besitzen.  Selbstverständlich  fallen  hier- 
bei die  Geraden  ganz  weg,  deren  Vielfachheit  ^  v  ist. 

Sind  Ol ,  a, ,  a, ,  . . .  die  als  Theile  der  Restcurve  niedrigster 
Ordnung  auftretenden  windschiefen  Geraden  und  geben  die 
Zahlen  a,  >  a,  >  a,  >  •  •  •  die  Vielfachheit  dieser  Geraden  an, 
so  bildet  die  Restcurve  von  der  Ordnung  (n'+  3aJ  einen  ein- 
zigen irreduciblen  Theil.  Haben  die  niedrigsten  Flachen  durch 
/}  die  Ordnung  x,  so  schneiden  die  Flächen  A^  Ord.  auf  A  eine 
yolUi:haar  aus,  wenn  A  ^  x  +  a^  —  \  ist,  aber  nur  eine  TheiU 
schcuir  fttr  i  <  X  +  «^  —  4 ,  wie  der  vorige  Paragraph  lehrt. 


5.  Die  za  einer  Raumcnrve  aaf  der  jP,  gehörigen  corresidnalen 
Cnrven  niedrigster  Ordnung. 

Wir  gingen  auf  der  F,  von  einer  Raumcurve  R  von  der 
n*«"  Ord.  aus  und  suchten  zunächst  die  zu  R  gehörige  Restcurve 
R'  von  der  niedrigsten  Ordnung  n'  auf,  um  ihre  Eigenschaften 
zu  Studiren.  Wir  können  nun  die  Gurve  R*  zum  Ausgangspunkt 
nehmen  und  die  zu  R'  gehörige  Restcurve  R"  von  der  niedrigsten 
Ordnung  n"  bestimmen.  R  und  R" sind  dann  corresiduale  Curven, 
ihr  gemeinsames  Residuum  ist  R\  Fügt  man  zu  R"  noch  |(n — n) 
ebene  Schnittcurven  der  F,  hinzu,  so  hat  man  eine  zu  R  äqui- 
valente Curve.  Es  kann  deshalb  R  in  einfachster  Weise  sowohl  aus 
B'  wie  aus  R"  abgeleitet  werden.  Aus  ganz  gleichen  Gründen  wie 
bei  R'  folgern  wir,  dass  auch  A"  aus  einer  Anzahl  windschiefer, 
mehrfach  zählender  Geraden  besteht,  zu  denen  noch  eiuQ  ratio- 
nale, die  Geraden  nicht  treffende  Curve  ohne  Doppelpunkt,  oder 
mehrere  ebenso  beschaffene  Kegelschnitte  eines  Rttschels  hin- 
zutreten. 

Soll  man  Raumcurven  R  von  der  n*«°  Ord.  mit  h  scheinbaren 
Doppelpunkten  aufstellen,  so  suche  man  Curven  R'  von  der  so- 
eben genannten  Reschaffenheit,  ftlr  die  nur  die  Redingungen 
n  +  »'  ^  0  (mod  3)  und  Ä  —  ä'  =  |(n  —  n') (n  +  n  —  3)  zu  er- 
fflllen  sind.  Oder  man  suche  Curven  R"  von  der  nämlichen  Re- 
schaffenheit, ftlr  welche  die  Redingungen  n  ^  n"  ^  0  (mod  3) 
und  A  —  A"  =  |(n  —  n") (n  +  n"  —  3)  erfüllt  werden.  Je  zwei 
verschiedene  Curven  R'  respective  Ä",  die  nicht  in  der  gleichen 
Weise  zusammengesetzt  sind,  liefern  verschiedene  Familien  von 
Raumcurven  n^'  Ord.  mit  A  scheinbaren  Doppelpunkten. 

Würde  man  alle  verschiedenen  Curven  Ä',  die  jenen  Re- 
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dingungen  genügen,  angeben,  so  waren  damit  auch  alle  Familien 
der  Raumcurve  H  gefunden;  ebenso  verhielte  es  sich,  wenn  man 
die  verschiedenen  Gurven  R"  eruiren  wttrde.  Die  Frage  nach 
den  verschieden  zusammengesetzten  Gurven  R'  sowie  die  nach 
den  verschiedenen  R^  haben  gleich  viele  Lösungen,  zu  einer  be- 
stimmten Form  der  R'  gehört  eine  bestimmte  Form  der  R".  Es 
wäre  nun  für  das  Aufsuchen  der  verschiedenen  Gurven  R  nicht 
nöthig  die  zusammengehörigen  Formen  R'  und  R''  zu  kennen; 
für  die  Beantwortung  einer  weiterhin  behandelten  wichtigen 
Frage  ist  dies  jedoch  unumgänglich  nothwendig. 

Für  die  Gurven  R'  haben  wir  nach  §  4  verschiedene  Formen 
erhalten,  die  durch  die  folgenden  Symbole  charakterisirt  sind, 
wobei  «1  ^  a,  ^  a,  ^  a^  ^  ofg  ^  a^  ist. 

I.     a^"»  a^"«  a,«»  o^«*  o^"»  a^"«  a,*  (ftj*  ,     wo  e  =  0,  4  oder  2  ist. 
IL     rt^«»  a,«« «,«» a^«*  Oj«»  Og*  (fcj'^ ,  wo  6  =  0  oder  4  ist. 

IIL     a^«'  o,««  a,«»  a^«*  c^^  {b^Y  (b^)ß  ,  wo  €  =  0  oder  4  ist. 

Durch  Einklammem  des  Symbols  einer  Geraden,  z.  B.  (frj,  soll 
ein  mit  ihr  in  einer  Ebene  liegender  Kegelschnitt  der  F^  be- 
zeichnet werden. 

Die  Formen  der  Restcurve  R''  hängen  nun  wesentlich  von 
den  Zahlenwerthen  a^ ,  ...  a^  ,/!?,/,£  ab ;  wir  müssen  deshalb  die 
angeführten  3  Fälle  je  nach  der  Grösse  dieser  Werthe  verschie- 
den behandeln.  Dazu  wollen  wir  folgende  Bemerkungen  voraus- 
schicken. Offenbar  sind  die  Gurven  a^a^a^  und  b^b^b^  Reste  von 
einander;  durch  Anwendung  dieser  und  analoger  residualer 
Gurven  gewinnen  wir  die  Restcurve  zu  a,*'a,*«...  o^*%  wenn 
2x^  =  3a  und  a  eine  ganze  Zahl  ist.  Es  ergiebt  sich  ersichtlich 
die  Restcurve  6/"*' 6,^"*« . . .  fte^""*" ,  wenn  x,  >  x,  >  •  •  •  >  x^ 
und  x^  g  a  ist,  d.  h.  wenn  alle  Exponenten  positiv  oder  Null 
sind.  Ganz  anders  wird  das  Resultat,  wenn  x,  >  a  ist,  doch  ist 
es  möglich  durch  Abtrennen  einzelner  Potenzen  jeden  Fall  hier- 
auf zurückzuführen. 

L  a,«» «,««...  o^««  a^^  (6J* ;     e  =  0,  4  oder  2. 

1.  Fall:     a^'^a, 
wenn  wir  setzen : 

6 

^ccj  +  €  =  3a +r] ,    wo  i;  =  0,  4  oder  2  ist. 
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Der  Rest  von: 

0,«»+«-»;  a,«« .  .  .  a^««     ist :     6^<r-«i-«+';  6^«^-«« .  . .  6/-«« , 

der  Rest  von: 

a//(6,r     ist:     (aJ^6,S 
mithin  ist: 

der  Ae^t  von  I,  u;enn  a^'^a  ist, 

i.  FcUl:     a^'^a    und     a^'^Oy 
wenn  wir  setzen : 

6 

^Oj  +  e  =  2a  +  ij,    woi^==0  oder  i  ist. 

2 

Der  Rest  von: 

«i^öi"^'"*''  a,«» .  . .  Oß««    ist:     6,<y-««-*+'?  6,<^-«» . . .  6g<^-«« , 
der  Rest  von: 

o/'-^a,'?(6J*  ist:  (a|)««"^VW  oder:  (a,)«»-^6,*-*?Ä,''(aJ'^ 
da  ja  Of  (&f)  =  a,  (fr,)  und  ebenso  (aJA,  =  (a,)6,  ist;  mithin  ist: 

der  Äwi  von  I,  u;enn :  a^  ^  a  und  a,  ^  a  w^ 

fl 
3.  Fa//:     a^^  ex    und     «,  ^  a  , 
wenn  wir  setzen : 


3 

Der  Rest  von : 

0,^0,^0,«»+«  o,«*a5«»ae««    ist:     6,<^-«»-«6,<^-«*Ä,or-«»6,<^-«« , 
der  Rest  von: 

Nun  sind  aber  die  Curven:  6}  cj,  6|  und  6,  b^  b^  b^  corresidual, 
demnach  wird  ftlr:  a,  =  (7  +  2^  +  i^,woi;  =  0  oder  i  ist,  die 
Curve:  &^««-<'^6,«»"^C4,"»"^-**^  corresidual  sein  zu: 

oder  zu:  b^9b,9b^9bj?c^^9  (at)''^)"»""'*'^ 
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Die  Curve  I  besitzt  also  den  Rest: 

wenn  a^  >  a  und  a,  =  a  +  2p  +  ij  ist. 

IL  a^^^a^''* . . .  aj«»«^*  (6J/^ ;  €  =  0  oder  4 . 

Trennt  man  von  der  Curve  11  den  Theil  [b^)^"^  ab,  so  er- 
scheint der  übrig  bleibende  Theil,  da  a^{b^)  =  a,  (6J  ist,  als  ein 
besonderer  Fall  der  Curve  I,  man  kann  deshalb  unmittelbar  fttr 
die  Curve  11  die  Reste  angeben. 

5 

L  Fall:     a^^a,    ^a,- +  «  =  3a  +  ij ,     ly  =  0,  4  oder  2. 

1 

Der  Rest  der  Curve  II  toird : 

5 

i.Fall:  a,  ^a  und  a,ga,^'a,-j-ß  =  2a+i;,  i^  =  Ooder<, 

2 

Der  Rest  der  Curve  II  wird : 

3.  Fall:     cc^'^a  und  a,  =  a  +  2p  +  i;,     i^  =  0  oder  4  , 
Der  Rest  der  Curve  II  wird : 

III.  ai"*a,«»a,«»a,«*cf,(öj*{öe)^;    c  =  0  oder  1 . 

Unter  Berücksichtigung  der  willkürlichen  Benennung  der 
fünf  windschiefen  Geraden  in  dem  Symbol  III  dürfen  wir  an- 
nehmen, dass  a,  ^  «j  ^  a,  ^  cr^  ^  y  ist.  Bedenken  wir  weiter, 
dass  die  Curven  a^a^a^a^  und  alcl^al  corresidual  sind,  so  er- 
giebt  sich  für  III  die  corresiduale  Curve: 

a,«»-/  . . .  a,«*-/  a/^r  a,'-^^r c,/"^'-^^'/ 

=  a,^^-y...a-^-r[b,Y^^(b,)ß*^y. 

Anstatt  nun  zur  Curve  III  den  Rest  aufzusuchen,  können  wir  ihn 
für  die  letzgenannte  Curve  bestimmen. 
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1.  Fall:    (x^  —  y^a  t 
wenn  wir  setzen: 

cf,  +  a,  +  a,  +  «^  —  4y  =  3 a  +  i; ,  wo  i^  =  0,  1  oder  2  ist. 
Die  Curve  III  zeigt  den  Rest: 

%.Fall:     ofj  — y^a    und     a,  —  yga, 
wenn  wir  setzen: 

a^+ct^-^  01^^  —  3y  =  2a  +  ij ,     wo  i;  =  0  oder  4  ist. 
Der  Rest  von: 

ist:         6j<^-««+y+'?Ö3<^+/-«»6^<^+/-«*  &/+«/+«  ig^^+V+Z^, 

der  Rest  von: 

a,«»-/"<^a,^     ist:     (aj«»-/-^^'?c,,^, 
demnach  besitzt  die  Curve  III  den  Rest : 

S.Fall:     a^  —  y^cx    und     «j  — y^cr, 
wenn  wir  setzen:        a,  +  a^  —  2y  =  er . 
Der  Rest  von: 

ist :  6,<^+7-«»  6^^+/-«4  6^«^+ V+«  ff^^^+V+i^  , 

der  Rest  von :  a,«»"/-^  a,««-^-^ 

ist:  6^««-;'-^6,«i-/-<yc,,«»+''«"^*/'-«<^;. 

mit  Berücksichtigung  der  Gorresidualität  der  Curven:  6fcJ«62 
und  ftjft^^sfce  ^"^d  unter  der  Festsetzung:  er,  —  y  =  a  +  2^  +  i?, 
wo  12  s=:  0  oder  4  ist,  geht  dieser  Rest  über  in : 

Die  Curve  III  /tiAr^  deshalb  zu  dem  Rest: 

Fassen  wir  die  gewonnenen  Resultate  zusammen,  so  können 
wir  sagen,  dass  wir  zu  jeder  Raumcurve  R  die  corresiduale  Curve 
niedrigster  Ordnung  Ä"  vermöge  ihrer  Restcurve  R'  finden  können 
mit  Hilfe  der  abgeleiteten  Formeln.   Die  gleichen  Formeln  liefern 
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aber  auch  die  Restcurve  R'  von  R^  wenn  man  R"  kennt,  denn  die 
Beziehung  zwischen  R'  und  A"  ist  eine  wechselseitige.  Wir  haben 
im  Ganzen  9  verschiedene  Fälle,  indem  die  Ausgangscurve  R' 
(resp.  R!')  drei  verschiedene  Formen  I,  11  und  TU  zeigt  und  jede 
Form  drei  F&lle  darbietet ,  je  nach  der  Yielfachbeit  der  beiden 
Geraden  vom  höchsten  Exponenten. 


6.  Die  Bedeatnng  des  ersten  Restes  JS'  und  des  zweiten  Restes  JS" 
fttr  die  Raumeurve  JS. 

Die  Restcurve  niedrigster  Ordnung  R'  in  Bezug  auf  R  soll 
kurz  der  erste  Rest  und  die  Restcurve  niedrigster  Ordnung  R" 
in  Bezug  auf  R'  soll  der  zweite  Rest  heissen,  R"  ist  zu  R  corresidual. 
Die  Bedeutung  der  Curven  R'  und  R"  fttr  die  Punktgruppen  auf 
R  soll  nun  erwogen  werden.  Es  sei  F^  die  Fläche  niedrigster 
Ordnung  durch  Ä,  so  dass  3x  =  n  +  n'  ist,  und  F^  die  Fläche 
niedrigster  Ordnung  durch  /?',  so  dass  3]u  =  n' 4-n"  ist.  Die 
Curve  R'  zerfällt  in  zwei  Theile  R^  und  A,,  von  denen  R^  das 

Geschlecht  p«  =  0  oder  M  —  -^J  zeigt,  während  Ä,  aus  lauter 

Geraden  besteht,  die  mehrfach  zählen;  die  Zahlen  cr^ ,  a,,  ... 
zeigen  den  Grad  ihrer  Yielfachbeit  an.  Die  Curve  R"  zerfällt  in 
zwei  Theile  R^  und  R^ ;  die  Curve  Ä,  hat  das  Geschlecht  ;>,  =  0 

oder  (1  ~  -^i  ^^d  di®  Curve  R^  besteht  aus  mehrfach  zählenden 

Geraden,  deren  Yielfachbeit  durch  die  Zahlen  ß^y  ß^^  ...  aus- 
gedruckt sein  mag. 

Nach  §  3  gehen  durch  R  noch  oo^  Flächen  x^®'  Ord.  modulo 
F3 ,  wobei : 

ist.   Aus  dem  doppelten  Werth  von  t  ergiebt  sich  die  Beziehung : 

V  —  \i[n'-  n')  (x  —  \)  =ft  —  n,  -  i2"a,.(a,.  —  4) . 

Die  von  den  Flächen  x^^  Ord.  aus  R  ausgeschnittenen  Punkt- 
gruppen bilden  eine  00***""^*"^  '^*** ("•'"■*)-Schaar,  die  einer  00**^"''- 
Schaar  angehört. 

Ebenso  gehen  durch  R  modulo  F,  Flächen  (x  +  vf^^  Ord, 
in  der  Mannigfaltigkeit: 

f(x+v)(x+v+1)~(n(x+r)-p+1)+i5(or,--t')(a,~i/--4), 
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und  es  schneiden  alle  Flächen  (x  +  v)^^  Ord.  aus  R  eine  Schaar 
aus  von  der  Mannigfaltigkeit: 

n{x  +  1/)  — p  —  \2[a^  —  v)[a^  —  i/  —  4) . 

Hierbei  sind  in  2{a^  —  ^)  («,•  —  ^  —  ^ )  our  diejenigen  Summan- 
den zu  nehmen,  die  einen  positiven  Werth  haben,  die  übrigen 
aber  wegzulassen. 

Wenden  wir  uns  jetzt  den  Flächen  durch  die  Restcurve  K 
zu,  so  können  wir  wiederum  die  Resultate  des  §  3  verwerthen, 
wenn  wir  daran  eine  gewisse  Veränderung  vornehmen.  Die 
Flächen  X^^  Ord.  durch  R'  bilden  für  A  =  jit  +  v  eine  Schaar 
von  der  Mannigfaltigkeit: 

WO  unter  dem  Summenzeichen  nur  die  positiven  Summanden  zu 
nehmen  sind  [vergl.  den  Werth  von  7  in  §  3) .  iVund  H  bedeuten 
hierbei  Ordnung  und  Zahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  der- 
jem'gen  Curven,  die  von  den  Flächen  A*«'  Ord.  durch  K  aus  F, 
ausgeschnitten  werden.  Die  soeben  gefundene  Zahl  kann  nun 
ganz  wie  in  §  3  weiter  behandelt  werden.    Es  ist: 

h'  —  H^  (2n'  —  3A)(A  —  4)  =  (n'  —  N)[l  —  \) , 

and: 

i (n'-  1)K-  2)  -  i(iV-  1)(.V-  2)  =  |(n'  -  .V) [l  -  \) 

=  |(2n'— 3A)(Ä— 1), 

also  nach  Snbtraction: 

|(y_4)(Ar_2)_/f=|,y—l)(n'— 2)— A'— n7+n'+|A(;.— 1), 

oder: 

Y-^  -  H  =  \l[X  +  \)-  n'X-  \  ^^(n'  -\]{n'-%)-h[ 

=  |A(A  +  4)-n'A-1+p'-l:So,(a,-1). 

Die  Mannigfaltigkeit  der  Flachen  A,^'  Ord.  durch  K  wird  demnach : 

\X'X+\)-[n'X-p'+K)-\2ai[ai-\)+\2[ßi-v)(ßi-v-\). 

Die  Flachen  )^*^  Ord.  durch  B!  schneiden  nun  aus  R  Special- 
tehaaren  aus,  wenn  A  ^  x  —  1  ist.   Die  Mannigfaltigkeit  9  einer 
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solchen  Schaar  ist  gleich  derjenigen  der  Flächen  A^'  Ord.  durch 
R'  und  die  Zahl  der  in  den  Gruppen  der  Schaar  enthaltenen 
Punkte  ist:  g  =  nA  —  n(x  —  4)  +  2(/)  —  1) .  Der  Index  r  der 
Specialschaar  ist : 

oder: 

r  =  iX(A  +  4)  — nA  +  n(x  —  4)  — /,+ 4  —  n7 +  p' 

Nun  ist  aber: 

p-p'+i^o,(a,-4)=i(n-4)(n-2)-A-iK-4){n'-2;+A' 

=i(n-n')(x-1), 
mithin  ergiebt  sich : 

r-1=|A(A  +  4)-3xA-Mx(x-1)  +  i2/^,— r)(^i— V— 4;, 
oder: 

r_<=|(x-<-A)(x-A)  +  i5(/«,-y)(/J,-y-4). 

Durch  die  Gruppen  einer  Specialschaar  vom  Index  r  gehen 
nach  dem  RiEMANN-RocH^schen  Satz  oo*'*"*  adjungirte  Flächen 
(x — \y^^  Ord.,  d.h.  Flächen  durch  Ä';  diese  schneiden  die 
Raumcurve  R  in  einer  zweiten  Specialschaar.  Die  Gruppen  der 
zweiten  Specialschaar  enthalten  n(x  — 4 — X)  Punkte,  ihre 
Mannigfaltigkeit  ist  r  —  4 .  Alle  Flächen  von  der  (x  —  4  —  k)^^ 
Ord.,  deren  Mannigfaltigkeit  modulo  F,  gleich  |(x —  4  — A)(x  — A) 
ist,  schneiden  die  Raumcurve  R  in  Gruppen  der  zweiten  Special- 
schaar. Denn  jede  solche  Fläche  bildet  zusammen  mit  einer  ad- 
jungirten  Fläche  A^'  Ord.  eine  adjungirte  Fläche  (x  —  4)*«'  Ord. 

Die  Flächen  m*«'  Ord.  schneiden,  ftlr  m  ^  x  —  4  —  /* ,  die 
Raumcurve  R  in  Specialgt^uppen ;  diese  Gruppen  bilden  eine 
ooi*"(*""^*)-Schaar,  während  die  Vollschaar  die  Mannigfaltigkeit: 
|m(m  +  4)  +  i2(/?,  +  iu  —  x  +  in)(ft  +  iU  —  x+m  + 4)  besitzt, 
wobei  sich  die  Summe  nur  auf  die  positiven  Glieder  erstreckt. 

Nachdem  wir  uns  ttberzeugt  haben  von  der  Beschaffenheit 
der  Punktgruppen,  die  von  beliebigen  Flächen  aus  der  R  aus- 
geschnitten werden,  können  wir  das  Resultat  in  der  folgenden 
Form  zusammenfassen,  indem  wir  den  schon  früher  erläuterten 
Begriff  der  negativen  Doppelpunkte  einfuhren.  Wir  sagen  von 
einer  Raumcurve  der  F, ,  die  mehrfach  zählende  Geraden  ent- 
hält., sie  besitze  ^2y^{y^  —  4)  negative  Doppelpunkte,  wenn  sie 
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von  wirklichen  Doppelpunkten  frei  ist  und  die  Zahlen  /« )  ^^^ ,  ... 
die  Yieifachheit  jener  Geraden  angeben. 

Ist  R^  eine  Raumcurve  a/uf  einer  Fläche  3.  Ord.,  ist  femer 
die  Curve  R'  von  der  Ord.  n'  =  3x  —  n  ihr  kleinster  Rest  und  ist 
endlich  die  Curve  B"  v<m  der  Ord.  n"  =sZfi  —  n'  der  kleinste  Rest 
von  R'y  so  lassen  sich  alle  Flächen  in  Bezug  auf  R  in  drei  Classen 
Aeilen.  Die  Flächen  F^  gehören  der  ersten  Glosse  an^  wenn 
i  ^  X  —  K  —  ^istj  sie  schneiden  die  R  in  Specialgruppen,  die  eine 
(X}i^(^'*'0^ Schaar  bilden;  die  Mannigfaltigkeit  der  zugehörigen 
VoUschaar  ist  um  die  Zahl  der  negativen  Doppelpunkte  einer  zu  R 
corresidualen  Curve  von  der  Ordnung  n  —  3  (X  +  4 )  grösser  als 
die  jener  Theilschaar.  Die  Flächen  Fx  gehören  der  zweiten  Classe 
an,  wenn  x  —  4  —  fi<^X<^x  ist,  sie  schneiden  die  R  in  gewöhn- 
lichen Gruppen,  die  eine  ooi^(^'*^)-ScÄaar  bilden;  die  zugehörige 
VoUschaar  ist  eine  oo**^^^- ScAaar .  Die  Flächen  Fx  gehören  der 
dritten  Classe  an,  wenn  X^x  ist,  sie  schneiden  die  R  in  einer 
SchaaTj  deren  Mannigfaltigkeit  um  die  Zahl  der  negativen  Doppel^ 
punkte  einer  zu  R  residualen  Curve  von  der  Ordnung  (3A  —  n) 
niedriger  ist,  als  die  Mannigfaltigkeit  (nl  —  p)  der  zugehörigen 
VoUschaar, 

Naittrlich  sind  die  in  diesem  Satze  erwähnten  Zahlen  der 
negativen  Doppelpunkte  nichts  anderes,  als  die  in  den  betreffen- 
den Formeln  stehenden  Summationsausdrttcke. 

Projicirt  man  die  Raumcurve  R  auf  eine  Ebene  aus  einem 
beliebigen  Punkte ,  so  entsprechen  den  Gruppen  der  R ,  die  auf 
adjungirten  Flächen  (x  —  4  )^'  Ord.  liegen,  die  Gruppen  der  pro- 
jicirten  Curve  C,  die  auf  zu  ihr  adjungirten  Curven  (n — 3)**'  Ord. 
liegen.  Die  adjungirten  Flächen  Ä*®'  Ord.,  A  <  x  —  1  ,  schnei- 
den R  in  Gruppen,  deren  Projectionen  auf  adjungirten  Curven 
(n  —  2  -f  A  —  x)*«'  Ord.  sich  befinden;  denn  die  Fläche  A*«'  Ord. 
kann  durch  eine  mehrfache  Ebene  durch  das  Projectionscentrum 
sa  einer  Fläche  (x  —  <)*•'  Ord.  ergänzt  werden.  Aber  auch  um- 
gekehrt entspricht  jeder  Punktgruppe  der  ebenen  Curve  C,  die 
einer  adjungirten  Curve  (n  —  9i  +  k  —  x)*«'  Ord.  angehört,  eine 
Ponktgruppe  der  Raumcurve  R,  die  auf  einer  adjungirten  Fläche 
l^'  Ord.  liegt.  Fttgt  man  nämlich  jener  adjungirten  Curve  noch 
X  —  i  —  l  Geraden  su,  so  erhält  man  eine  adjungirte  Curve 
(fi  —  3)^  Ord.,  deshalb  muss  die  genannte  Gruppe  auf  R  mit  den 
von  X  —  4  —  k  Ebenen  auf  R  ausgeschnittenen  Gruppen  auf  einer 
adjungirten  Fläche  (x  —  4  )^'  Ord.  liegen.  Nun  gilt  aber  der  Satz : 
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Wenn  irgend  eine  fiamnciirve  von  einer  Ftildie  m^  Ord.  in  einer 
Gmppe  geschnitten  wird,  die  alle  Schnittponkie  der  Gonre  mit 
einer  Ebene  enthalt,  so  kann  die  nm  die  ebene  Gmppe  vermin- 
derte Gruppe  von  einer  Flädie  (m  —  4)^  Ord.  ansgeschnitten 
werden.  Den  einfadien  Beweis  hierüDr  werde  idi  an  einer  an- 
dern Stelle  geben.  Dieser  Satz  lehrt  aber  anmittelbar  die  Richtig- 
keit der  vorher  ausgesprochenen  Umkehrung. 

DieMannigfaltigkeit  derFlachen/^  Ord.  durch  A',  ;i<x— 4, 
die  wir  auf  der  Seite  409  bestimmt  haben,  deckt  sich  hiemach 
mit  der  Mannigfaltigkeit  der  Kegel  >  —  2  +  A — x^^  Ord.  durch 
die  h  von  einem  beliebigen  Punkte  ausstrahlenden  Doppdsecan- 
ten  der  Baumcurve  A.  Insbesondere  sind  die  FlAchen  niedrigster 
Ordnung  durch  die  R'  von  der  /i^'  Ord.,  sie  schneiden  die  F,  in 
Curven,  die  zu  IC  äquivalent  sind;  diese  Flachen  /i*^'  Ord.  bilden 

entweder  eine  n,  —  4  )-fach  oder  eine  -^-  fach  unendliche  Schaar, 

je  nachdem  die  Gurve  If  neben  den  vielfachen  Geraden  noch 

eine  rationale  Gurve  n^^  Ord.,    oder  -^  Kegelschnitte  eines 

Bttschels  enthalt. 

Durch  die  van  einem  Punkte  ausgehenden  DoppeUecanten 
einer  Raumcurve  R  giebt  es  Kegel  von  der  niedrigsten  Ordnung 
[n  —  2  —  X  +  /i),  wenn  [n  —  3x  +  S/i)  die  niedrigste  Ordnung 
einer  zu  R  corresidualen  Curve  ist.  Je  nachdem  nun  als  Bestand- 
theil  dieser,  von  Doppelpunkten  freien  Curve  eine  rationale  Curve 

n^  Ord,  oder  -'  Kegelschnitte  auftreten^  ist  die  Zahl  jener  Kegel 
niedrigster  Ordnung  [n^ — V^-fach  oder  ^-fach  unendlich. 


7.  ABwenduig  der  gefaBdeaea  Resmltate  aif  die  BestiMMaag  der 
Carven  von  gegelieaer  Ordanag  nad  Geschleckt.  Beispiel  Kn. 

Die  vorausgehenden  Paragraphen  geben  uns  die  Mittel  an 
die  Hand,  in  einfachster  Weise  die  verschiedenen  Familien  der 
Raumcurven  auf  den  Flachen  3.  Ord.  aufzustellen.  Man  benutzt 
dabei  den  ersten  Rest  R'  —  die  zu  R  residuale  Gurve  niedrigster 
Ordnung  —  oder  den  zweiten  Rest  K'  —  die  zu  ü  corresiduale 
Gurve  niedrigster  Ordnung.  Zwei  in  ihrem  Aufbau  verschiedene 
erste  oder  zweite  Reste  liefern  zwei  verschiedene  Gurvenfamilien; 
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der  Aufbau  der  Restcurven  aus  ihren  irreduciblen  Theilen  zeigt 
sich  in  ihrer  symbolischen  Darstellung. 

Stellen  wir  uns  nun  die  Aufgabe:  alle  Familien  der  Raum- 
curven  R  von  der  gleichen  Ordnung  n  tmd  dem  gleichen  Geschlechte 
p  zu  finden.  Wir  wollen  dabei  die  zweiten  Reste  A"  zu  Grunde 
legen.  Von  der  Curve  R  zu  der  Curve  R"  führt  eine  Folge  von 
corresidualen  Curven ;  die  Ordnung  von  Risin,  die  Ordnung  der 
nächsten  Curve  ist  (n  —  3)  und  überhaupt  ist  die  Ordnung  jeder 
folgenden  Curve  um  3  kleiner  als  die  der  vorausgehenden;  R" 
ist  die  letzte  Curve  in  der  Folge,  ihre  Ordnung  ist  n".  Die  R  be- 
sitzt h  scheinbare  Doppelpunkte,  die  nächste  Curve  der  Folge 
deren  h  —  2  (n  —  3) ;  überhaupt  ist  die  Zahl  der  scheinbaren 
Doppelpunkte  einer  jeden  Curve  der  Folge  um  ihre  doppelte 
Ordnungszahl  kleiner  als  die  der  vorausgehenden.     /{"  hat  h" 

scheinbare  Doppelpunkte ,   wo  A"  ^ -^ ist.     Das 

Gesagte  ist  klar,  da  jede  Curve  der  Folge  vermehrt  um  eine  ebene 
Schnittcurve  3.  Ord.  der  F,  mit  der  vorausgehenden  äquivalent 
ist,  also  gleich  viele  scheinbare  Doppelpunkte  besitzt;  es  ergiebt 
sich  auch  aus  der  wiederholten  Anwendung  der  Formel  für 
h^h\ 

Schreiten  wir  nun  in  der  Folge  vorwärts,  bis  wir  zur  ersten 
Curve  mit  negativem  Geschlechte  gelangen,  so  wird  jede  Curve 
mit  der  zugehöngen  Zahl  von  scheinbaren  Doppelpunkten  und 
ohne  wirkliche  Doppelpunkte,  die  in  Geraden  und  Kegelschnitte 
oder  in  Geraden  und  eine  rationale  Curve  zerfällt,  als  zweiter 
Rest  einer  Familie  von  Curven  R  zu  betrachten  sein,  wenn  keine 
der  auftretenden  Geraden  eine  Vielfachheit  > |(n  —  n")  zeigt. 
Denn  wäre  die  Yielfachheit  einer  Geraden  grösser  als  diese  Zahl, 
so  würden  die  corresidualen  Curven  n*®'  Ord.  nicht  irreducibel 
sein,  soadem  die  bez.  Gerade  als  Theil  enthalten.  Auch  die 
iweite,  dritte,  u.  s.  w.  Curve  mit  negativem  Geschlecht  in  jener 
Folge  führt  zu  Familien  von  Curven  A,  falls  es  Curven  von  der 
soeben  genannten  Beschaffenheit  giebt ,  die  die  betreffende  Zahl 
von  scheinbaren  Doppelpunkten  aufweisen. 

Setzen  wir  n  —  n"=  3a3 ,  also  x  =  x  —  ju,  so  haben  wir 
hiemach : 

Ä"=  A  —  2(n  —  3)  —  2(?i  —  6) 2(n  —  3cc) 

=  l(n  -  4  -  3(r) (n  -  2  -  3x)  -  p"-|-  ^^:^//<(ft  -  <) , 

lUtk-pkyi.  ClMse.   1894.  g 
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oder  nach  Einführung  des  Werthes  von  p  und  einer  Umformung: 

p-f>"+^:S/tf,'Ä-4)=|(2n-3a;-3}. 
Da  p"  negativ  sein  muss,  so  sind  die  Werthe  von  x  zu  wählen,  für  die 
p^|(2n  — 3cc  — 3)     ist. 

Der  kleinste  Werth  von  cc,  der  diese  Ungleichung  befriedigt, 
führt  uns  zu  den  zweiten  Resten  von  höchster  Ordnung. 

FtLr  die  zweiten  Reste,  die  einen  rationalen  Theil  und  bis 
zu  5  windschiefe  Geraden  enthalten,  ist  p"  =  —  2ß^ ,  also : 

.T(2n-3a:-3)-2/>=2'A(^,+  4). 

i 

Die  ß^  müssen  hierbei  für  jedes  x  ausserdem  nur  noch  den  Un- 
gleichungen: 2ß^'^n  —  3  a?  und  ß^  ^  x  genügen.  Besteht  der 
zweite  Rest  aus  6  windschiefen  Geraden,  so  ist: 

1 
und  n  —  3rr  =  J/t?,-;     ß^'^x. 

Tritt  zu  diesen  6  Geraden  noch  eine  Curve  3.  Ord.  oder 
6.  Ord.  hinzu,  so  wird  die  linke  Seite  der  ersten  Gleichung  um 
2,  die  linke  Seite  der  zweiten  uro  3  resp.  6  kleiner. 

Enthält  endlich  der  zweite  Rest  bis  zu  5  windschiefe  Ge- 
raden und  y  Kegelschnitte y  so  ist: 

1 
und  n—Sx  —  ^y^Sß^]     AS«- 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt: 

(r (2rt  —  3 x)  —  2p  +  2  —  n  =  2/5?,* , 

eine  von  y  unabhängige  Gleichung;  sie  gilt  auch  im  vorausgehen- 
den Fall. 

Durch  die  von  einem  Punkte  ausstrahlenden  Doppelsecanten 
der  Raumcurve  R  gehen  Kegel  von  der  niedrigsten  Ordnung 
(n  —  2  —  x).    Bestimmt  man  aus  dem  zweiten  Rest  den  ersten 
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Rest,  so  hat  man  damit  auch  die  Flächen  niedrigster  Ordnung 
durch  A. 

Wir  wollen  nun  als  Beispiel  die  Raumcurve  30.  Ord.  wHhlen 
und  etwa  fttr  das  Geschlecht  p  =  78  die  verschiedenen  Familien 
aufzahlen.  In  den  folgenden  Tabellen  giebt  die  dritte  Colonne 
die  Zahl  der  linear  unabhängigen  Kegel  niedrigster  Ordnung 
durch  die  Doppelsecanten  und  die  vierte  Colonne  die  Zahl  der 
linear  unabhängigen  Flächen  niedrigster  Ordnung  durch  R.  Als 
kleinster  Werth  von  x  ergiebt  sich  hier  x  =  4 ;  er  bringt  fol- 
gende Familien. 

«  =  30,     p  =  78. 


\. 

R-^Rl^ala.a, 

R' 

=  (a,yb,b\bl 

12A'„ 

*^.. 

i. 

Äj.aJaJ 

R\b,b,blblc„ 

12Ä-„ 

^P,. 

3. 

Rla\a\al 

lilb\b\bt 

11A'„ 

s/'.. 

4. 

JlJ,o»a;a,o,c,, 

Kblbl 

10A-„ 

6^.. 

5. 

Äj,aXa|oI 

Ri'blbl 

10A'„ 

6^» 

6. 

(6,)«a»a,o,o,o, 

6,6,6,6,6» 

7A'„ 

<^M 

7. 

(6,)«a«a,a,o,c„ 

Mb\bt 

7A'„ 

2F„ 

8. 

{fr.)'«J«l 

b^b^b^btc,^ 

8Ä'„ 

<^.. 

Der  Werth  x  =  5  ergiebt  die  weiteren  Familien. 

9. 

fi"  =  flJaJo{a,a, 

R' 

=  Mbtb\btbtc,, 

*A« 

2F,. 

(0. 

Ka\alal 

M*b\blbi 

4isr„ 

3F.. 

H. 

Rla\alala\ 

(a.)6,6|6J6J6; 

3Jir„ 

2f,. 

12. 

{b,)ala\ala\al 

Mblblb\blbl 

2A'« 

2/^« 

13. 

(6.)ofa;oJaicJ. 

{<*,)' blbl 

2A'« 

4f« 

1i. 

(*.)'ajaj 

Mblb\b\blcU 

**« 

2^.. 

15. 

«•olajoja. 

Rlb,b\b\bt 

3  AT« 

Si'.. 

16. 

(6,)oJüJa|a*a, 

ÄS6|6J6»6S 

«AT« 

Si'., 

17. 

(6.)ajaiajalc.. 

B;6.6,6;6|i 

2  AT« 

ii"'.. 

18. 

(6,)»o;«JaJ 

BJ6J6J6» 

3i'« 

♦''.s 

19. 

ojojajojojo» 

b,b\blb\blbl 

<Ar„ 

l''.. 

io. 

öjo'ajojoja. 

6?6i6J6J6J6« 

*K,, 

<^s 

Zu  dieser  Tabelle  ist  noch  zu  bemerken,  dass  es  ftlr  cc  =  5 
auch  Gurven  45.  Ord.  giebt,  die  sechsfache  Geraden  aufweisen, 
I.  B.  Rla^alf  A^a*aja|  etc.;  diese  Curven  geben  jedoch  zu  ir- 
reduciblen,  corresidualen  Gurven  30.  Ord.  keine  Veranlassung, 
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wohl  aber  sind  sie  bei  Aafstellimg  der  irrednblen,  corresidoaleii 
Cunren  33.  Ord.  zn  berflcksichiigeii.  FOr  x  =  6  moss  in  Folge 
der  obigen  GleicboDgen  eine  achtfache  Gerade  in  VT  auftreten, 
so  dass  sie  keine  Conren  30.  Ord.  ergiebt. 

Es  soll  hier  nidit  weiter  aaf  die  Specialschaaren,  die  auf 
den  Gurven  der  einzelnen  Familien  liegen  und  sich  aus  der  sym- 
bolischen Form  von  VT  ergeben,  eingegangen  werden,  nur  für 
die  beiden  ersten  Familien  wollen  wir  sie  anschreiben.  Die 
Ebenen,  Flachen  2.  Ord.  und  die  Flächen  3.  Ord.  schneiden  die 
Curven  der  h.,  resp.  2.  Familie  in  Specialgmppen,  die  Special- 
schaaren von  den  Mannigfaltigkeiten  3  +  4=4.  9  +  3  =  42. 
18  +  6  =  24  resp.  3,  9  +  2  =  14 ,  18  +  6  =  24  angehören. 


S.  TabelleB  der  aaf  eiaer  Flieke  3.  Ordnung  liegenden  BannienrTen 
bis  znr  20.  Ordnung. 

Um  solche  Tabellen  auftustellen  geht  man  am  bequemsten 
von  den  corresidualen  Resten  niedrigster  Ordnung  BT  aus  und 
ordnet  auch  die  Tabellen  nach  diesen  Resten,  wodurch  sie  auf 
einen  kleineren  Raum  zusammengedrängt  werden,  ohne  an  lieber- 
sichtlichkeit  zu  verlieren.  Dabei  stehen  die  Curven  von  gleicher 
Ordnung  in  derselben  Golonne  und  die  zugehörigen  Geschiechts- 
zahlen  sind  in  die  bezOglichen  Colonnen  eingetragen.  Die  mit 
X  (Iberschriebene  Colonne  giebt  die  niedrigste  Ordnung,  die  eine 
Fläche  durch  H  haben  kann;  die  Mannigfaltigkeit  dieser  Flächen 
stimmt  mit  der  von  K  aberein.  Die  letzte  Colonne  zeigt  die 
Ordnung  des  niedrigsten  Kegels  durch  die  Doppelsecanten  der 
R  aus  einem  Punkte  an;  die  Mannigfaltigkeit  dieser  Kegel  ist  zu- 
gleich die  von  /?". 

Die  Zahl  der  Constanten  der  einzelnen  Curvenfamilien  be- 
trägt stets:  n+p  +  18;  nur  fdr  die  wenigen  Curven,  die  auf 
oo"  Flächen  3.  Ord.  liegen,  ist  diese  Zahl  um  a  zu  verkleinem. 
Die  Curven,  deren  Constantenzahl  <I4n  ist,  sind  als  specielle 
Fälle  von  Raumcurven  auf  Flächen  vierter  und  höherer  Ordnung 
anzusehen.  Die  Tabellen  gehen  deshalb  nur  so  weit,  dass  sie 
für  die  Curven  18.,  19.  und  20.  Ord.  die  Familien  mit  4n  oder 
mehr  Constanten  angeben,  sie  können  indess  leicht  weiter  fort- 
gesetzt werden.  Bei  den  anderen  Curven  trennt  ein  horizontaler 
Strich  die  Familien  mit  weniger  als  4  n  Constanten  von  den  ttbrigen. 
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Raumcurven 

,  deren  Ordnung  durch  3  theübar  ist. 

3"^ 

V. 

rr 

■ 

6. 

Ord. 

9. 
Ord. 

42. 

Ord. 

15. 
Ord. 

18. 
Ord. 

X 

Kegel 

1 

4 

3 

10 
9 

19 
18 

31 
30 

46 
45 

1/ 

2v-2 
iv—\ 

ÄJ 

ÄS 

v+i 

a,(6.J 

M«J 

2 

8 

17 

29 

44 

v+i 

2v-1 

o,a,o. 

6,6.6, 

< 

7 

16 

28 

43 

v+i 

2v-1 

a\a^ 

ÄJ 

— 

6 

15 

27 

42 

v+i 

iv 

K 

b,bl 

0 

6 

15 

27 

42 

v+i 

iv 

K 

h 

0 

6 

15 

27 

42 

r+i 

iv 

flj«, 

ÄS6, 

— 

5 

14 

26 

41 

r+i 

iv 

«; 

(«.)' 

— 

— 

13 

25 

40 

p+i 

2j'^1 

flja.a. 

R'Ah 

— 

4 

13 

25 

40 

v+i 

iv 

(ftj' 

bl 

— 

4 

13 

25 

40 

v+^^  iv 

R\a\ 

M*KK 

— 

— 

12 

24 

39 

v+i 

iv 

flja  0,0, 

Rlf>AK 

— 

3 

12 

24 

39 

v+i 

iv 

liV't 

— 

3 

12 

24 

39 

v+i\  iv 

fljaja. 

(a,)6,6  tj/j. 

— 

— 

11 

23 

38 

v+i 

iv 

W«? 

(o:;t>i 

— 

— 

11 

23 

38 

v+i 

iv 

(6,)a,  0,0,0, 

ft'if>,bl 

— 

2 

11 

23 

38 

v+i 

iv 

0,0,0,0,0,0, 

6,6,^6,6.6, 

— 

1 

10 

22 

37 

v+i 

iv 

(6,)o»o,o, 

i<!i^,KK 

— 

— 

10 

22 

37 

v+i 

iv 

ÄJa? 

K 

— 

— 

— 

21 

36 

v+S 

iv 

(fc.)o?oj 

^KK'^tc,, 

— 

— 

9 

21 

36 

v+i 

iv 

a;a,o,o,c.. 

[ajt^ii'l 

— 

— 

9 

21 

36 

v+i 

iv 

aJo,o,a,a, 

6,6,6,6,61 

— 

— 

9 

21 

36 

v+i 

iv 

ÄS 

ÄS6» 

— 

0 

9 

21 

36 

v+i 

iv+i 

Raumcurvenj  deren  Ordnung  congruent  ifmodulo  3)  ist. 


n  +  2 


-=v. 


Ä" 

Ä' 

7. 
Ord. 

10. 

Ord. 

13. 
Ord. 

16. 
Ord. 

49. 
Ord. 

X 

Kegel 

0| 

K) 

rr 

12 

22 

35 

51 

V    ISr— 3 

ÄJ 

f>A 

4 

11 

21 

34 

50 

V    ,ir-i 

Äja, 

ÄJ 

3 

10 

20 

33 

49 

v+\\iv—i 

(«.)* 

«? 

3 

10 

20 

33 

49 

V    .iv—i 

(*.)o.o. 

ÄJ6, 

2 

9 

19 

32  !  48i»'+1 

2»/— 2 

a,o,a,o. 

ÄS&,6. 

1 

8 

18 

31 

47 

v+\ 

ir-i 
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R" 

1  7, 

'''             Ord. 

Ord. 

43. 
Ord. 

16. 
Ord. 

19. 
Ord. 

X 

Kegel 

oJa,a, 

(a.)«'«6.&. 



7 

47    30 

46 

v+\ 

2»'— 2 

Ä? 

«S6J 

0 

7 

17 

30 

46 

v+\ 

iv-i 

oja» 

*j^4^1!*«Clt 

— 

6 

16 

29 

45 

p+\ 

2v-2 

K^i 

K)6.6* 

— 

6 

16 

29 

45 

v+1 

2y— 1 

fli'a. 

6,6,6,6,6, 

— 

6 

16 

29 

45 

1/+I 

iv—i 

o?o. 

nj 

— 

— 

15 

28 

44 

v+i 

2v— 2 

«S«.«* 

6,\*s6? 

— 

5 

15 

28 

44 

v+\ 

2v— 1 

Rjä? 

Ä?«'6 

— 

— 

14 

27 

43 

v+i 

2v— 1 

RJ  0,0,03 

6«*löJ 

— 

4 

14 

27 

43 

v+\ 

iv—i 

(Va, 

(«,)ö2 

— 

4 

14 

27 

43 

v+i 

iv—i 

fljo'a. 

fljt.ft« 

— 

— 

13 

26 

42 

v+i 

iv—\ 

fiS  0,0,0,0« 

R'."*.«'« 

— 

3 

13 

26 

42 

v+i 

iv—i 

(fc,)*  0,0,0, 

\f>,bl 

— 

3 

13 

26 

42 

v+i 

2v— 1 

«J 

K* 

— 

— 

— 

25 

41 

v+i 

2v-2 

flSa?a»Oj 

R?^*6*6 

— 

— 

12 

25 

41 

v+i 

2v— 1 

(öe)*o?a,' 

RÜ^J 

— 

— 

12 

25 

41 

v+i 

2v— 1 

(6,)o,o,o,o,aj 

r;*«»! 

— 

2 

12 

25 

41 

v+i 

iv-K 

(6Ja,a,o,o,C5g 

b\bl 

— 

i 

12 

25 

41    v+i 

iv—\ 

R»o» 

K)*«'.^ 

— 

—  i  — 

24 

40    ^+2 

iv—\ 

(fcjoj  0,0,0, 

RS  6,6* 

— 

_l44 

24 

40    v+i 

iv—K 

«;«?"? 

fl»6,6,6,6„ 

— 

-ii 

24 

40  1^+2 

iv—K 

RJaJo, 

(o.)«6,6,6,6„ 

— 

— 

- 

23 

39 

v+i 

iv—K 

(^)'a? 

(a.)'öj 

— 

— 

— 

23 

39 

v+i 

2v-1 

(bjojojo. 

ÄJ6.6,6*       - 

— 

10 

23 

39 

v+i 

2v— 1 

R?« 

65  öS 

0 

10 

23 

39 

v+i 

iv 

Raumcurverij  deren  Ordnung  congruent  2  (modulo  3)  ist.  — ^  =  v, 


R" 

R' 

8. 
Ord. 

11. 
Ord. 

14. 
Ord. 

17. 
Ord. 

20. 
Ord. 

X 

Kegel 

iK) 

K 

7 

15 

26 

40 

57 

V 

2«'— 2 

o.o. 

K 

6 

14 

25 

39 

56 

v+\ 

2v— 2 

0* 

(«.)* 

5 

13 

24 

38 

55 

v+i 

iv-i 

m 

RS«. 

5 

13 

24 

38 

55 

v+\ 

iv—i 

RJfl, 

*S  *4  *5  K 

4 

12 

23 

37 

54 

v+i 

2r— 1 

RJo.o, 

3 

11 

22 

36  153 

v+i 

2»»— 1 

W«. 

Mbl 

3 

11 

22 

36  153 

v+i 

2V-1 

fl»oJ 

R? 

— 

10 

21 

35 

52 

v+i 

2V-1 
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H- 

«' 

8.       H,  S  H.     <7. 

Ord.jOrd.  Ord.  Oril. 

SD, 
Ord. 

X 

Kegel 

{6,)a,o,o, 

ö,6.fc» 

3 

10 

21 

35 

52 

v+i 

2»'— 1 

(*JafOi 

ftS6, 

— 

9 

20 

:M 

äi 

v+i 

2»'-1 

«I«!«!«««, 

fi«'«'. 

< 

9 

SO 

:M 

51 

v+i 

2v— 1 

0,0, 0,0,  C„ 

öJi-J 

1 

9 

20 

'M 

51 

v+i 

2v— 1 

a>,ö,«i 

ÄJö,''.. 

— 

8 

19 

•■Vi 

50 

*'-f2 

2f-1 

b; 

t.'^ü 

0 

8 

1» 

M 

50 

r+1 

%y 

(6.)«f 

(«J'ö, 

— 

18 

32 

49 

v+2 

2*— 1 

«Jojo, 

«:ö,6,6. 

— 

7 

18 

32 

49 

f+2 

9v— 1 

fi?«. 

ä;*? 

— - 

7 

18 

32 

49 

»'+2 

2v 

0j«l"l 

K>*^'',fe,, 

— 

17 

31 

48 

v+i 

2)'— 1 

fl;<i,o. 

B^si-J 

- — 

6 

17 

31 

48 

"+2 

3v 

«;•«.«, 

Bll>Ju^h 

— 

6 

17 

31 

48 

f+ä 

ar 

ajal 

(0,  6,6,6,^1» 

— 

— 

16 

30 

47 

y+2 

2>'— 1 

fljaj 

(a.)*fr.6| 

— 

— 

16 

30 

47 

v+i 

2p 

C«! 

(a,)b,b,b,b,b. 

— 

— 

16 

30 

47 

v+i 

iv 

ftJo,a,o, 

Rlb,b,bl 

— 

5 

16 

30 

47 

v+i 

2v 

(6.)* 

bt 

— 

5 

16 

30 

47 

v+1 

%v 

fijajo. 

(a.)6,6.6.6» 

— 

— 

15 

29 

46 

v+i 

iv 

(*.)  «««» 

«•6» 

— 

4 

15 

29 

46 

v+i 

2v 

ä;o,o,o,o. 

njoift» 

— 

4 

15 

29 

46 

v+i 

%v 

ojo. 

Ä?o 

— 

—  ■ 

— 

28 

45 

v+3 

2v— 1 

Äta»o,a, 

Mb.blbl 

— 

— 

U 

28 

45 

v+i 

iv 

W«? 

M*K 

— 

— 

U 

28 

45 

v+i 

%v 

fiJa.Oja.a.a, 

^^^^\6| 

— 

3 

14 

28 

45 

r+2 

iv 

^»)*0|0l«»«4 

fiSA,'^; 

— 

3 

14 

28 

45 

v+2 

tv 

BJoJ 

flSÖr, 

— 

— 

— 

27 

44 

v+3 

2i/ 

fltfljo; 

^Kb\blc„ 

— 

— 

13 

27 

44 

v+i 

21/ 

;<•.)*«?«««, 

K)b/.6S 

— 

— 

13 

27 

44 

v+9 

2i/ 

Äja*o,a,a, 

6,6,6, /»Ib« 

— 

— 

13 

27 

44 

v+2 

%v 

Bjaja, 

«S*.''. 

— 

— 

— 

26 

43 

»'+3 

21/ 

BJoJoJo, 

6,616^?.« 

— 

— 

IS 

26 

43 

v+i 

2v 

Wo!«J 

b.Kb.blc, 

— 

— 

12 

26 

43 

v+2 

21/ 

6,)o»o,a,o,Oj 

Kb,b,b,bl 

— 

— 

12 

26 

43 

v+i 

2f 

(6Jo»o,o,o,c,„ 

Mi>\bl 

— 

— 

IS 

26 

43 

v+2 

21/ 

«J0J0.0, 

fll!6,ft,/;„ 

— 

— 

— 

25 

42 

v+3 

2i/ 

(&«)*«?«. 

«S^?. 

— 

— 

— 

25 

42 

v+3 

21/ 

(6,)a*a*o,o« 

b,b,blbi 

— 

— 

11 

25    42 

v+2 

2v 

B?, 

ftlb* 

— 

0 

11 

25 

42 

v+2 

2*/+1 

Es  ist  klar,  dass  jede  a-fache 
Mal  getroffen  wird;  die  ttbrigen 
Curven  B  und  R'  zusammen  in  x 


Gerade  der  W  von  der  fi  x  +  a 
Geraden  von  F,  schneiden  die 
Punkten. 


G.  SchefferSy  Verallgemeinerung  der  Grundlagen  der  gewöhn- 
lieh  complexen  Functionen,  (Zweite  Abhandlung.)  Vorgelegt  von 
Herrn  Lib. 

Während  in  der  ersten  Abhandlung*)  die  grundlegenden 
Definitionen  und  Sätze  für  die  analytischen  Functionen  eines 
Zahlensystems  gewonnen  wurden,  wobei  ich  mich  streng  auf  nur 
functionentheoretische  Erörterungen  beschränkte,  lasse  ich  in 
der  gegenwärtigen  Abhandlung  die  gruppentheoretischen  Gesichts- 
punkte in  den  Vordergrund  treten. 

Wie  das  Problem  der  gewöhnUchen  analytischen  Functionen 
und  das  der  unendlichen  Gruppe  der  conformen  Transformationen 
in  der  Ebene  eng  zusammenhängen,  so  hängen  auch  mit  den  ana- 
lytischen Functionen  eines  Zahlensystems  gewisse  Verallgemeine- 
rungen der  conformen  Transformationen  auf  das  innigste  zusam- 
men ,  die  wieder  in  Lib's  Sinne  eine  unendliche  Gruppe  bilden. 
Diese  Beziehungen  setze  ich  in  den  drei  ersten  Paragraphen  aus- 
einander. Im  letzten  Paragraphen  wird  alsdann  ein  allgemeines 
Uebertragungsprincip  formulirt,  das  gewisse  Sätze  aus  dem  ge- 
wöhnlich complexen  Zahlengebiet  ohne  weiteres  auf  das  Gebiet 
eines  allgemeineren  Zahlensystems  zu  überführen  erlaubt. 

Dies  wird  schliesslich  an  einem  Beispiele  erläutert,  indem 
der  LiB'sche  Satz  über  die  endlichen  continuirlichen  Gruppen 
der  einfachen  Mannigfaltigkeit  auf  das  n-fach  ausgedehnte  Ge- 
biet übertragen  wird,  womit  das  Problem  gelöst  ist,  alle  end- 
lichen continuirlichen  Untergruppen  der  erwähnten  unendlichen 
Gruppe  zu  finden. 


4)  Diese  Berichte  4898,  S.  828—848. 
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Ich  verhehle  mir  nicht,  dass  mit  den  beiden  vorliegenden 
Abhandlungen  das  untersachte  Gebiet  durchaus  noch  nicht  völlig 
erforscht  ist,  doch  muss  ich  weitere  Ausführungen  auf  einen 
späteren  Augenblick  verschieben. 

§6. 
TraisfinBatioiieii  der  Bauelemente  bei  gegebener  TransformatioiL 

Betrachten  wir  irgend  eine  Transformation  des  Raumes  i?^ 
von  n  Dimensionen  mit  den   gewöhnlichen  Punktcoordinaten 

(«3)  x;=f,{x,...x^)     (s  =  4,2.. . n) . 

Hierin  sollen  fi..>fn  gewöhnlich  complexe  analytische  Func- 
tionen der  gewöhnlich  complexen  Veränderlichen  x^...x^  be- 
deuten. Bei  dieser  Transformation  (23)  werden  die  Punkte  der 
Umgebung  der  Stelle  {x^  ...a:J  in  die  Punkte  der  Umgebung  der 
Stelle  (ac/  . .  .a:^')  übergeführt.  Beschränken  wir  uns  dabei  auf 
die  dem  Punkte  (x^...  x^)  unendlich  benachbarten  Punkte ,  so 
werden  die  Umgebungen  der  beiden  Stellen  einander  vermöge 
der  Transformation  punktweis  projectiv  zugeordnet  sein.  Man 
kann  nämlich  die  Incremente  dx^  ...dx^  sowie  die  entsprechen- 
den Incremente  dx^'...dx^  als  Goordinaten  der  Punkte  der 
beiden  Umgebungen  auffassen,  sodass  sich  die  besprochene  Zu- 
ordnung durch  die  /iVi^are  Aomo^ene  Transformation  ausdrückt: 

(24)  dx,' =^2;i^^dx^     (i=1,2...n). 

In  der  Gruppentheorie  wird,  soweit  mir  bekannt,  von  dieser  pro- 
jectiven  Zuordnung  fast  immer  nur  für  die  Umgebungen  inva- 
rianter  Punkte  ^x^.,, x J  Gebrauch  gemacht.  Wir  wollen  aber 
einmal  diese  Zuordnung  für  die  Umgebungen  beliebiger  Punkte 
(Xf . . .  xj  und  der  entsprechenden,  vermöge  (23)  erhaltenen 
Punkte  {x^\..Xn)  ins  Auge  fassen.  Da  es  im  R^  insgesammt 
oo*  solche  Punktepaare  (aj^...^^,  x^...Xn)  bei  der  Trans- 
formation (23)  giebt,  so  erhellt,  dass  wir  zu  einer  Schaar  von 
höchstens  oo**  linearen  homogenen  Transformationen  von  dx^... 
dxj^  gelangen.   Setzen  wir  allgemein 

dXy  dxJ  t       n  I    a  \ 

-5^  =  ^*'    -df-^y^      (A-,s  =  <,2...n), 
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indem  wir  unter  dt  eine  unendlich  kleine  gewöhnliche  Zahl  ver- 
stehen, so  ergiebt  sich  die  Schaar  von  Transformationen: 

;25)  y*'==i^i^yfc    (5  =  1,2...«). 

Mit  einer  vorgelegten  Transformation  (23)  ist  also  eine  solche 
Schaar  (25)  von  linearen  homogenen  Transformationen  verknüpft, 
und  diese  Schaar  hat  im  H^  eine  gewisse  begriSliche  Bedeutung. 

Hierbei  ist  allerdings  zu  bemerken,  dass  diese  Schaar  von 
linearen  homogenen  Transformationen  nicht  —  wenigstens  im 
Allgemeinen  nicht  —  invariant  mit  der  gegebenen  Transformation 
23)  verknüpft  ist,  d.  h.  die  Schaar  (25)  ändert  ihre  Gestalt 
wesentlich  bei  Einführung  neuer  Coordinaten.  Ausserdem  sei 
der  Deutlichkeit  halber  hervorgehoben,  dass  die  Grössen  x^..,x^ 
in  der  Schaar  (25)  die  Rolle  von  Parametern  spielen. 

Im  Allgemeinen  wird  die  Schaar  (25)  keine  Gruppe  sein. 

Die  Betrachtung  iBsst  sich  nun  aber  in  dieser  Weise  um- 
kehren: 

Vorgelegt  sei  eine  etwa  r-gliedrige  lineare  homogene  Gi^ppe  F 
in  den  n  Veränderlichen  y^*.-yn'- 

(25')  ys'=^^VkK'"^r)yk     (Ä  =  ^2...n). 

.  Wir  fragen  nach  allen  Transformationen  in  a:j...ir„: 

(23)  x;  =  f,{x,,,.x^)     (s  =  \,2..,n),^ 


> 


bei  denen  die  in  obiger  Weise  zugeordneten  linearen  homogenen 
Transformationen  von  y^ . . .^n  stets  der  gegebenen  Gruppe  F  an- 
gehören. 

Die  Lösung  dieses  Problems  kommt  darauf  hinaus,  in  all- 
gemeinster Weise  n  von  einander  unabhängige  Functionen 
fi-"fn  ^^^  x^...x^z\l  bestimmen,  derart,  dass  die  Gleichungen 
(25)  sich  mit  den  gegebenen  Gleichungen  (25')  decken ,  sobald 
man  in  letzteren  die  Parameter  a^..,a^  als  passend  zu  wählende 
Functionen  von  x^.,.Xn  auffasst.  Alle  so  zu  findenden  Trans- 
formationen (23)  seien  mit  J, ,  T^., .  bezeichnet. 

Diese  Transformationen  T, ,  T,...  bilden  nun  ebenfalls  eine 
Gruppe. 

Es  erhellt  dies  aus  der  begrifflichen  Auffassung:  Wir  be- 
trachten nämlich  zwei  solche  Transformationen  J^ ,  T,.    Erstere 
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führe  den  Punkt  (cü^.,,Xf^)  in  den  Punkt  (cc,' ...  £C„'),  letztere 
diesen  Punkt  (a?/...a:„')  weiterhin  in  den  Punkt  (aj/'...a?^") 
Ober.  Es  seien  übeYdies  T,  und  T,  die  linearen  homogenen 
Transformationen  von  y»  i..yn  ^ß**  Vi^ '"Hny  ^^®  aussagen,  wie 
die  Umgebung  der  Stelle  (x^...x„)  bez.  (a:/...aj„')  vermöge 
r,  bez.  T^  auf  die  Umgebung  der  Stelle  (o;/...  x^)  bez.  (x^\.,x^'*) 
bezogen  ist.  Nach  Voraussetzung  gehören  TiUndT,  der  Gruppe  JT 
an,  also  auch  ihre  Aufeinanderfolge  T(T,.  Diese  aber  drückt 
aus,  wie  die  Umgebung  der  Stelle  {x^ . .  .a?„)  vermöge  der  Auf- 
einanderfolge T^T^  in  die  Umgebung  der  Stelle  (ar/' . . .  a?„") 
abergeführt  wird.  Die  Transformation  T,  T,  hat  daher  die  Eigen- 
schaft, ebenfalls  zwischen  den  Umgebungen  jeder  ursprünglichen 
Stelle  [x^  ...irj  und  der  transforniirten  Stelle  (a?/' . . . a?„")  eine 
lineare  homogene  Zuordnung  herzustellen,  die  der  Gruppe  F 
angehört.  Also  ist  sie  ebenfalls  eine  der  gesuchten  Transforma- 
tionen T|,  Tj Alle  diese  Transformationen  bilden  demnach 

eine  Gruppe.  Wir  sprechen  daher  den  folgenden  Satz  aus,  indem 
wir  einige  unmittelbar  evidente  Znfügungen  machen: 

Sati  lö:  Alle  Punkttransformationen  des  Raumes  (x^,.,x^)y 
bei  denen  die  Umgebung  eines  beliebigen  Punktes  [x^... x^^)  auf 
die  des  transformirten  Punktes  (£c/...a?„')  stets  vermöge  einer 
Transformation  einer  vorgelegten  linearen  homogenen  Gruppe  F 
bezogen  ist,  bilden  eine  endliche  oder  unendliche  Gruppe  G.  Ent- 
hält F  die  identische  Transformation  oder  enthält  sie  paarweis 
inverse  Transformationen,  so  gilt  dasselbe  von  der  Gruppe  G. 

Die  Gruppe  F  kann  wohlbemerkt  mehr  als  n-gliedrig  sein, 
denn  zu  jeder  Transformation  von  G  gehören  zwar,  wie  gesagt, 
höchstens  n  lineare  homogene  Transformationen,  aber  es  brauchen 
dies  ja  nicht  nothwendig  alle  Transformationen  der  Gruppe  F 
zu  sein. 

YerallgeMeinernng  der  conformen  Transformationen. 
Eines  der  einfachsten  und  zugleich  wichtigsten  Beispiele 
zu  dem  soeben  gewonnenen  Satze  liefern  die  conformen  Trans- 
formationen der  Ebene.  Sie  werden  ja  bekanntlich  durch  die 
Eigenschaft  definirt,  dass  sie  jeden  unendlich  kleinen  Bereich  in 
einen  ihm  ähnlichen  Bereich  überführen.  Alle  linearen  homo- 
genen Aehnlichkeitstransformationen  iny^,  y^  bilden  die  Gruppe 
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Dies  ist  hier  die  Gruppe  F,  während  alle  conformen  Transforma- 
tionen die  zugehörige  unendliche  Gruppe  G  bilden. 

Die  Gruppe  der  conformen  Transformationen  lUsst  sich  nach 
Gauss  in  der  Form  schreiben: 

sobald  man  unter  f  jede  beliebige  analytische  Function  von 
x^  +  ix^  versteht. 

Die  gewöhnlichen  analytischen  Functionen  ergeben  sich  also 
durch  Aufsuchen  der  unendlichen  Gruppe  G  in  cc^ ,  flc, ,  die  zu 
einer  gewissen  einfach  transitiven  linearen  homogenen  Gruppe  F 
von  vertauschbaren  Transformationen  in  yi ,  y, ,  nämlich  zur 
Gi^ppe  (26)  gehören. 

Man  kann  daher,  wenn  man  den  Begriff:  analytische  Func-- 
tion  von  der  gewöhnlich  complexen  Zahlenebene  auf  einen  be- 
liebigen Raum  R^  ausdehnen  will,  auch  so  vorgehen,  dass  man 
an  die  Stelle  der  Gruppe  (26)  eine  lineare  homogene  Gruppe  F 
in  y^ . . .  y„  setzt  und  die  zugehörige  Gruppe  G  aufsucht. 

Dabei  wird  man  natürlich  versuchen,  möglichst  viele  Eigen- 
schaften ,  die  für  die  Gruppe  (26)  charakteristisch  sind,  für  die 
zu  wählende  Gruppe  F  beizubehalten.  Es  bieten  sich  da  ver- 
schiedene Wege  dar.  Die  sonst  benutzte  Methode  der  Ver- 
allgemeinerung der  conformen  Transformationen  besteht,  wenn 
man  dies  auch  nicht  immer  gerade  in  dieser  Weise  ausgedrückt 
hat,  ihrem  inneren  Wesen  nach  darin,  dass  man  die  Gruppe  (26) 
ersetzt  durch  die  Gruppe  i'  in  y^ . .  .y„,  die  aus  allen  Aefanlich- 
keitstransformationen  besteht,  die  den  Anfangspunkt  invariant 
lassen,  also  durch  die  Gruppe  F: 

Sucht  man  die  hierzu  gehörige  Gruppe  G  in  cc^  . . .  a;„,  so  findet 
man  bekanntlich  die  Gruppe  der  reciproken  Radien  im  f?„,  also 
nicht  mehr,  wie  in  der  Ebene,  eine  unendliche,  sondern  eine 
endliche  Gruppe  ^). 


i }  Für  n  :=  3  wurde  dieser  Satz  von  Lioüville  aufgestellt  und  be- 
wiesen. LiE  erkannte  4874,  dass  der  Satz  auch  fürn=  4  besteht,  indem 
die  Bedingung  für  das  Schneiden  unendlich  benachbarter  Geraden  im  R^ 
durch  dx\  +  •  •  •  +  dx^  =»  o  ausgedrückt  werden  kann;  gleichzeitig  gab  er 
an,  dass  der  Satz  auch  für  «>  4  besteht.  Der  Beweis  für  beliebiges  n  wurde, 
wie  es  scheint,  zuerst  gegeben  von  Beez  (1 875)  und  später  auch  von  Darboux. 
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Will  man  jedoch  durch  die  Verallgemeinening  wieder  m 
unendlichen  Gruppen  G  im  R^  gelangen,  so  hat  man  folglich  einen 
anderen  Weg  einzuschlagen.  Ein  solcher  bietet  sich  wohl  in 
naturgemtfssester  Weise  so  dar:  Da  die  Gruppe  (S6)  eine  einfach 
transitive  Gruppe  von  vertauschbaren  Transformationen  ist ,  so 
wird  man  als  die  Gruppe  F  im  R^^  ebenfalls  eine  einfach  transi- 
tive Gruppe  von  vertauschbaren  Transformationen  wählen.  Wir 
werden  sehen ,  dass  dann  in  der  That  die  zugehörige  Gruppe  G 
anendlich  wird. 

Wir  nennen  daher  Verallgemeinerung  der  conformen  Trans- 
formationen  der  Ebene  alle  diejenigen  Punkttransformationen 

^s=fs{^i"'^n)     (5  =  4,2. ..n) 

des  /?,!,  bei  denen  die  Punkte  jedes  unendlich  kleinen  Bereiches 
denen  des  transformirten  Bereiches  stets  durch  irgend  eine  der 
Transformationen  einer  gegebenen  einfach  transitiven  linearen 
homogenen  Gruppe  von  vertauschbaren  Transformationen  zugeord- 
net sind.  Wir  wissen ,  dass  alle  diese  Verallgemeinerungen  der 
conformen  Transformationen  eine  Gruppe  G  bilden  werden. 

Nach  einem  Satze  von  Stidt^)  iSsst  sich  nun  jede  einfach 
transitive  lineare  homogene  Gruppe  F  von^  verlauschbaren 
Transformationen  durch  zweckmässige  lineare  homogene  Um- 
formung als  die  Gruppe  eines  Zahlensystems  darstellen,  in  dem 
die  Multiplication  das  distributive,  associative  und  auch  das  com- 
mutative  Gesetz  erfüllt: 

l...n 

Wählen  wir  diese  Gruppe  als  Gruppe  T,  so  haben  wir,  um  die 
zugehörige  Gruppe  G  zu  6nden ,  alle  solchen  Transformationen 

(23)  x^=r.f^{x,...x^)     (s  =  'l,2...;2) 

zu  suchen,  für  welche  die  Gleichungen: 

(25)  j,,'=J>^yfc     (s  =  1,2...«) 

Stets  eine  infinitesimale  Transformation   der  Gruppe  (27)  dar- 


0  Siehe  diese  Berichte  4  889,  S.  202. 
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Stellen,  sobald  man  hierin  x^,.,x„  als  willkürliche  Constanten 
auffasst. 

Es  mtLssen  sich  also  a^...a^j  die  Parameter  der  gebenen 
Gruppe  (27),  so  als  Functionen  von  x^.„Xf^  wählen  lassen,  dass 
allgemein  identisch 

wird.  Multipllciren  wir  diese  Gleichung  mit  s^  und  summiren 
wir  über  k,  so  kommt  nach  Formel  (1 0)  des  §  2  sofort  r 

oder 

(29)  «*=-i^|f^y    0  =  ^2. ..n). 

1     ^^J 

Wenn  dieser  Werth  in  (28)  eingesetzt  wird ,  so  kommt : 

Dies  aber  sind  die  Formeln  des  Satzes  3  des  §  2.  Sie  sagen  aus, 
dass  /*4 . . .  /*n  die  Componenten  einer  sogenannten  analytischen 

Function   f^e^-f- h /n^n  ^^^   ^{^i  +  '"  +^n^n  ^^   dem 

Zahlensystem  (e^. .,  e^)  mit  den  Multiplicationsregeln 

ft 

(3^)  «•«fc=^-njfc,«5      (i,A  =  1,2...n) 

1 

sind.  Sind  umgekehrt  die  Relationen  (30)  erfüllt,  so  geben  die 
Relationen  (29)  die  fraglichen  Werthe  von  a, . . .  a„  an  als  Func- 
tionen von  x^,..Xf^,  sodass  die  Transformation  (27)  mit  (25)  für 
alle  Werthe  von  x^. ,  .Xf^  übereinstimmt. 

Wir  werden  also  auch  auf  diesem  Wege  der  Verall- 
gemeinerung genau  wieder  zu  den   analytischen  Functionen 

f^f^  e^  -t- h/it^fi   eines   Zahlensystems   (e^  ...e„)    geführt. 

Wenn  wir  die  analytische  Function  f  allgemein  mit  x'^x^'e^-^ — 
+  a7„'  e„  bezeichnen,  so  stellt  die  Gleichung 

x'=nx) 
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die  unendliche  Gruppe  G  aller  verallgemeinerten  conformen 
Transformationen  im  Räume  R^  dar.  Die  in  der  ersten  Abhand- 
lung durchgeftthrte  Begriffsbestimmung  der  analytischen  Func- 
tionen setzt  uns  also  in  den  Stand,  diese  unendliche  Gruppe  in 
n  Yeränderlichen  cc^  ...ac^: 

durch  eine  einzige  Gleichung  x'  =  f[x)  auszudrtlcken.  Aus  dieser 
wichtigen  Bemerkung  werden  wir  weiter  unten  Schlüsse  ziehen. 
Noch  bemerken  wir,  dass  die  gefundene  Gruppe  (31)  eine 
solche  unendüche  Gruppe  ist,  die  durch  ein  System  von  Diffe- 
rentialgleichungen, nämlich  durch  das  System  [30] ,  definirt  ist. 

§8. 

Beziehnngen  zu  einem  von  Picard  behandelten  Problem  der  Lie  sehen 

Gmppentheorie. 

Wir  haben,  den  Zielen  dieser  Abhandlung  entsprechend, 
in  vorigen  Paragraphen  das  allgemeine  in  §  6  behandelte  Problem 
insofern  eingeschränkt,  als  wir  die  lineare  homogene  Gruppe  F 
in  besonderer  Weise  wählten,  wodurch  wir  wieder  zu  den  ana- 
lytischen Functionen  eines  Zahlensystems  gelangten.  Wegen 
der  Beziehungen  aber ,  in  denen  die  Betrachtung  des  §  6  zu  ge- 
wissen anderen  Untersuchungen  steht,  wollen  wir  das  in  §  6 
behandelte  Problem  nochmals  in  voller  Allgemeinheit  aufnehmen. 
Erst  im  nächsten  Paragraphen  kehren  wir  zu  unserem  eigent- 
lichen Thema  zurück.  Der  gegenwärtige  Paragraph  kann  ohne 
Beeinträchtigung  des  Späteren  überschlagen  werden. 

Vorgelegt  sei  eine  lineare  homogene  Gruppe  F  in  ^^ . . .  f/„ 
mit  paarweis  inversen  Transformationen.  Sie  kann  höchstens 
n*-gliedrig  sein;  sie  sei  (n*  —  in]-gliedrig.  Alsdann  sind  die 
Coefficienten  a^i  in  den  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe 

(32)  ys=2*''siyi  («  =  1,2...«) 

1 

durch  gerade  m  von  einander  unabhängige  Relationen  mit  ein- 
ander verknüpft: 

(33)      9?jk(a,,...a,„,  a„ «„«;  =  0     (/r  =  1,  2  ...w) . 

Suchen  wir  die  nach  Satz  \  5  des  §  6  zugeordnete  Gruppe  G : 
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(34)  ^s=fs[Xi'"^n)     («  =  <,2...n). 

Die  TraDsformationen 

soUeQ  der  Gruppe  (38)  angehören.    Hier  aber  sind  die  Coeffi- 

cienten  a,,-  die  Grossen  ^r~-  •    Die  Forderungen.,  die  wir  an  die 

gesuchte  Gruppe  (34)  zu  stellen  haben,  werden  also  durch  die 
m  Relationen  ausgedrückt 

(•«)  ^'(l§;-^.  II ^)-«  ('=<.«•••-.)• 

Dies  System  von  partiellen  Differentialgleichungen  ist  daher 
das  System  der  Definitionsgleichungen  der  gesuchten  Gruppe  G. 
Infolgedessen  hat  es  besondere  Eigenschaften ,  die  wir  genau  so 
formuliren  wollen ,  dass  wir  gerade  zu  gewissen  von  Pigard  be- 
bandelten Systemen  von  Differentialgleichungen  geführt  werden. 

Zunächst  enthält  die  gesuchte  Gruppe  G  die  identische 
Transformation.  Also  wird  das  System  (35)  durch  die  Annahme 
/;=X4,.../;  =  (r«erftlllt. 

Sind  ferner 

zwei  Transformationen  T^ ,  T^  der  Gruppe  G,  d.  h.  erfüllen  die 
fg  und  fg  die  Gleichungen  (35),  so  ist  auch  T^"*  T,  eine  Trans- 
formation der  Gruppe  G.  Sie  erfüllt  demnach  auch  die  Glei- 
chungen (35).  Nun  erhalten  wir  die  Gleichungen  dieser  Trans- 
formation r^~*  r,,  wenn  wir  aus  den  vorstehenden  Gleichungen 
x^..  .x^  eliminiren,  etwa  in  der  Form : 

x,  =  F,[x,'.,.x^)     (s  =  1,2...n), 
und  es  ist  also 

wenn  wir  eben  £c,'...a;„'  statt  o;, ...a;„  als  unabhängi(;e  Ver- 
änderliche auffassen.  Mithin  folgt,  dass  auch  die  Gleichungen 
bestehen 


(36) 
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PiCABD  hat  nun  im  Jahre  1894  4as  Problem  gestellt  und  ge- 
löst ^1,  alle  Systwie  von  partiellen  Differentialgleichungen  (35) 
aufsusteUen,  weld^ie  die  soeben  angegebenen  Eigenschaften  be- 
sitzen: Es  soll,  sobald  zwei  Reihen  von  je  n  von  einander  un- 
abhängigen Functionen  t\  "'fn  und  fi-.'fn  von  a;^ . . .  x„  die  Glei- 
ehiingen  (35)  erfttUen,  auch  die  Gleichungen  (36)  bestehen,  und 
ttberdies  sollen  sich  die  Gleichungen  (35)  durch  die  Annahme 
Z*^  =  a;^ ,  .,.  f^=^x^  befriedigen  lassen. 

Man  kann  umgekehrt,  vom  PiCARD^schen  Problem  ausgehend, 
Dachweisen,  dass  alle  durch  die  Gleichungen  (35)  definirten 
Transformationen 

^i=fi{^,'-^n)     (Ä  =  4,«...n) 

eine  Gruppe  G  von  paarweis  inversen  Transformationen  bilden 
werden,  die  in  der  in  Satz  45  des  §  6  aufgestellten  Beziehung 
zu  einer  linearen  homogenen  Gruppe  F  in  y^ ..  .^„  steht,  nämlich 
zu  der,  deren  GoefGcienten  a^^  in  ihren  endlichen  Gleichungen 
(32)  gerade  und  nur  den  Relationen  (33)  unterworfen  sind.  In 
der  That  zeigte  Pigabd,  dass  die  Aufstellung  der  von  ihm  ge- 
wünschten Systeme  (35)  von  partiellen  Differentialgleichungen 
lurückkommt  auf  die  Aufstellung  aller  Relationen  (33)  zwischen 
den  GoefBcienten  a^-  einer  beliebigen  Gruppe  von  linearen  homo- 
genen Transformationen. 

Dagegen  sagte  Pigard  in  seinen  Abhandlungen  nicht,  dass 
die  von  ihm  bestimmten  Systeme  von  partiellen  Differential- 
gleichungen die  Definitionsgleichungen  von  Gruppen  G,  und  zwar 
im  Allgemeinen  von  unendlichen  Gruppen,  sind.  Auf  diesen 
Umstand  machte  aber  Lie  aufmerksam  ^j . 

Durch  die  von  uns  in  §  6  entwickelte  Beziehung  zwischen 
den  Gruppen  G  und  F  erhält  das  PiCAia>'sche  Problem  anderer- 
seits eine  begriffliche  Deutung  im  Räume  von  n  Dimensionen, 


4 }  Siehe  die  AbhandlungeD  von  Picakd  :  »Sur  une  g6n6raIisation  des 
^quations  de  la  thöorie  des  fonctions  d'une  variable  cpmplexe«,  Comptes 
RendasBd.  143  (4894),  S.  4  399—4  408;  »Sur  certains  syst^mes  d'öquations 
anx  d^riv^es  partielles«,  ebenda  Bd.  444  (4893),  S.iSK^S—SOT,  sowie:  »Sar 
certains  syst^mes  d'öquations  aux  dörivöes  partielles  gönöralisant  les 
^qnations  de  la  thöorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe«,  Journ.  d. 
MalMm.  pares  et  appl.,  4.  Serie,  Bd.  8  (4^98),  S.  347— a82. 

3)  8i«he  in  seiner  unter  Milwirbung  von  Engbl  bearb.  »Theorie  der 
Transformationsgrappen«  Bd.  3  (4898),i$.  M2. 

Hfttb.-pbyii.  CUtM  1894.  9 
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die,  wie  mir  scheint,  das  Wesen  des  Problems  klarer  hervor- 
treten lässt  als  die  bloss  analytische  Fonnulining. 

LiB  bemerkte  noch,  dass  die  PicARn'schen  Ergebm'sse  des- 
halb besonders  tLberraschend  sind ,  weil  durch  sie  die  Bestim- 
mung einer  ausgedehnten  Kategorie  von  unendlichen  Gruppen 
auf  die  Bestimmung  gewisser  endlicher  Gruppen  zurttckgeftthrt 
wird.  — 

Wir  kehren  nunmehr  zu  unserem  Zahlensystem  zurück. 

§9. 
Ein  Uebertragnngsprineip. 

Wir  haben  insbesondere  in  den  Paragraphen  3  und  5  der 
ersten  Abhandlung  eine  Reihe  von  Sätzen  über  die  analytischen 
Functionen  einer  Veränderlichen  in  unserem  Zahlensystem  (e^...«^) 
aufgestellt.  Jene  Betrachtungen  lassen  sich  nun  insofern  noch 
verallgemeinern ,  als  man  analytische  Functionen  mehrerer  Ver- 
änderlicher aufstellen  und  für  sie  analoge  Sätze  entwickeln 
kann.  Es  bietet  dies  nirgends  theoretische  Schwierigkeiten, 
wenn  auch  der  Formelapparat  beträchtlich  umfangreicher  wird. 
Wir  dürfen  wohl  daher  und  auch,  um  ermüdende  Wieder- 
holungen zu  vermeiden ,  von  der  Wiedergabe  dieser  Entwicke- 
lungen  absehen.  Der  Leser  wird  sie  sich  selbst  construiren 
können. 

Insbesondere  lässt  sich  der  Satz  4  4  des  §  5  verallgemeinem : 
Ist  f{x,  y,  z,,.)  eine  gewöhnliche  analytische  Function  mehrerer 
gewöhnlich  complexer  Veränderlicher,  so  wird  sie  eine  ana- 
lytische Function  mehrerer  Veränderlicher  in  unserem  Zahlen- 
system, sobald  man  in  ihr  x,  y,  z  ...  als  allgemeine  Zahlen  d^s 
Systems  auffasst. 

Femer  wollen  wir  noch  hervorheben : 

Satz  16 :  Ist  f[x)  eine  analytische  Function  im  Zahlensystem 
und  hat  sie  längs  einer  Curve  den  Werth  Null^  so  ist  sie  identisch 
Null. 

Da  sich  nämlich /^(a;)  nach  Satz  42  des  §  5  in  der  Umgebung 
einer  Stelle  x*  =  acje,  -j 1-  oj^c^  in  der  Form 

f(x)  =  a^  +  a^  (x  —  x^)  +a^[x^  x^)*  -j 

darsteilen  lässt,  so  wird  der  Satz  4  6  genau  so  zu  beweisen  sein, 
wie  der  analoge  Satz  für  die  gewöhnlichen  analytischen  Func- 
tionen bewiesen  zu  werden  pflegt. 
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Wir  schliessen  ganz  entsprechend  weiter,  dass  der  Satz  i  6 
auch  für  analytische  Functionen  f{x,  y  ..,)  mehrerer  Veränder- 
licher im  Zahlensystem  gilt,  dass  also  eine  solche  Function  iden- 
tisch Null  ist,  sobald  sie  Null  wird,  wenn  x  an  eine  Curve,  y  an 
eine  Gurve  u.  s.  w.  gebunden  ist. 

Ueberhaupt  folgt  daraus,  dass  erstens  in  unserem  Zahlen- 
system bis  auf  eine  gleich  zu  erwähnende  Ausnahme  alle  ge- 
wöhnlichen Rechenregeln  gelten,  sowie  dass  es  zweitens  möglich 
war,  den  Begriff  der  analytischen  Function  so  zu  verallgemeinern, 
dass  die  grundlegenden  Sätze  der  Functionentheorie  auch  hier 
gelten,  ohne  weiteres,  dass  sich  viele  Theorien  aus  dem  gewöhn- 
lich complexen  Zahlengebiet  auf  das  Gebiet  unseres  Zahlen- 
systems tibertragen  lassen.  Die  einzige  Ausnahme  ist  die^  dass 
in  unserem  Systeme  ein  Product  verschwinden  kann,  ohne  dass 
einer  den  Factoren  Null  ist.  Da  aber  im  Systeme  ein  Product  ab 
nicht  Null  ist ,  sobald  a  oder  6  eine  allgemeine  Zahl  des  Systems 
ist ,  so  hat  diese  Ausnahme  in  vielen  Fällen  keine  Wichtigkeit. 
Hat  man  nämlich  im  gewöhnlich  complexen  Gebiet  irgend  eine 
Betrachtung  in  Betreff  einer  Reihe  Veränderlicher  angestellt  und 
dabei  jenen  Satz  vom  Verschwinden  des  Products  nur  in  der 
Form  angewandt,  dass,  wenn  a  eine  allgemein  gewählte  Zahl  be- 
deutet, aus  a6  =  0  stets  6  =  0  folgt,  so  gilt  die  ganze  Betrachtung 
auch  dann  noch ,  wenn  man  jene  Reihe  Veränderlicher  als  all- 
gemeine Zahlen  des  Systems  (e^ . . .  e^  auffasst. 

Das  hiermit  gewonnene  Uebertragungsfrincip  soll  an  einem 
interessanten  Beispiel  erläutert  werden: 

Wir  wissen,  dass  die  Gleichung 

sobald  darin  f[x)  irgend  eine  analytische  Function  von  ir^a;^e^+ 
h  ^n^n  darstellt,  eine  unendliche  Gruppe,  die  Verallgemeine- 
rung der  conformen  Grappe  der  Ebene,  ausdrückt.  Wir  wollen 
die  in  ihr  enthaltenen  endlichen  continuirlichen  Untergruppen 
aufsuchen.  Eine  solche  muss  sich  in  der  Form  darstellen : 

x'  =  f(x,  a,...a^), 

wo  wieder  /'  eine  analytische  Function  von  x  bedeutet,  deren 
Gestalt  aber  bestimmt,  wenn  auch  noch  unbekannt  ist,  und  die 
r  gewöhnlich  complexe  Parameter  a^,,,af.  enthält,  denn  diese 
Gleichung  ist  ja  nun  die  Zusammenfassung  der  n  einzelnen  end- 
lichen Gleichungen 

9* 
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<^s'  =  fs{Xi'--Xn,  a^...ar)     (s  =  4,2 . ..  n) 
der  gesuchten  Gruppe.    Es  müssen  bekanntlich  Relationen  be- 
stehen von  der  Form : 

(37)  /, (/, {x, a) . . .f„{x, a),b^.. .b^)  —  /"»(a;, . . .x-„ ,  c, . . . c^)  =  0 

(«  =  4,2...n), 

in  denen  c^ .  .,0^  gewöhnliche  Functionen  von  a^ . . .a^ ,  b^..,b^ 
sind : 

(38)  Cfc  =  yfe(a,...a^,6,,..6^). 

Wenn  wir  nun  in  diesen  Gleichungen  (37)  und  (38)  a^...«^ 
und  b^.,.b^  nicht  mehr  als  gewöhnlich  complexe  Zahlen,  sondern 
als  Zahlen  des  Systems  {e^..,e^)  auffassen,  so  behalten  sie  einen 
bestimmten  Sinn.  Nämlich  die  7^  letzten  (38)  definiren  zunächst 
c^,.. cy  als  analytische  Functionen  von  a^.,.a^  und  6^ . . . 6^  im 
System.  Denkt  man  sich  diese  in  die  n  ersten  (37)  eingesetzt, 
so  werden  die  linken  Seiten  analytische  Functionen  von  a|...a^, 
b^.,  ,br  im  System.  Diese  analytischen  Functionen  sind  nun 
Null ,  sobald  a^...ar  und  b^...b^  gewöhnlich  complexe  Zahlen 
sind,  d.  h.  durch  Punkte  der  Geraden  vom  Nullpunkt  zum  Mo- 
dul £  dargestellt  werden.  Nach  einem  oben  erwähnten  Satze 
sind  sie  daher  überhaupt  Null,  so  dass  die  Gleichungen  (37)  auch 
jetzt  bestehen. 

Daraus  schliessen  wir:  Die  Gleichungen  der  gesuchten 
Gruppe : 

(»=»/' (05,  a,...a^) 

bleiben  auch  dann  die  Gleichungen  einer  (und  zwar  höchstens 
rn- gliedrigen)  Gruppe,  wenn  man  in  ihnen  a^...ar  als  Zahlen 
des  Systems  auffasst. 

Wir  werden  also  unser  Problem  so  stellen:  Wir  suchen  alle 
endlichen  Gruppen,  die  sich  in  der  Weise  schreiben  lassen : 

(39)  x'^f(x,a,...ar), 

dass  /'  eine  analytische  Function  der  r+\  Zahlen  x,  a^ . . .  a^ 
des  Systems  wird.   Es  sind  dann,  sobald 

"fc  =  aifc|eiH \-^kn^n 

ist,  die  rn  Grössen  Uj^^  die  Parameter  der  Gruppe,  die  aber  nicht 
nothwendig  sämmtlich  wesentlich  zu  sein  brauchen. 

Nun  aber  liegt  genau  dds  Problem  vor,  das  Lib  für  die 
Gruppen  der  einfachen  Mannigfaltigkeit  langst  gelöst  hat,  nämlich 
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alle  endlichen  Gruppen  in  einer  Veränderlichen  zn  finden,  mit 
dem  einzigen  Unterschiede,  dass  hier  die  Veränderliche  und  die 
Parameter  dem  Zahlensystem  {e^.,.  e^^)  angehören.  Unser  Ueber- 
tragungsprincip  erlaubt  uns  daher  sofort,  das  bekannte  LiB'sche 
Theorem  hertlberzunehmen  ^). 

Jede  Gruppe  der  gesuchten  Art  lässt  sich  auf  die  Form 
bringen^) : 

^,  _  ax  +  b 

cx  +  d^ 

in  der  a,  6,  c,  (/  entweder  völlig  willkttrlich  oder  durch  Relationen 
gebunden  sind.  Natürlich  haben  wir  a,  b,  c,  d  ebenso  wie  x  und 
x'  als  Zahlen  des  Systems  aufzufassen.  Wollen  wir  die  Gruppe 
inx^,..Xn  schreiben,  so  haben  wir  die  Multiplicationsprocesse  in 

x'  {ex  +  rf)  =  acc  +  6 

wirklich  auszuführen,  wodurch  wir  zu  n  in  x[,..Xn  linearen 
Gleichungen  gelangen.  Auflösung  nach  x^,.,xi^  giebt  diese 
transformirten  Veränderlichen  ausgedrückt  als  Functionen  von 
Xj...a;„,  a^.,.a^f  b^.,,b^j  c^...Cn^  d^..,d^.  Allerdings  sind  sie 
in  den  \n  Gonstanten  derart  beschaffen,  dass  nur  3n  derselben 
wesentlich  sein  können. 

Um  die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppe  zu 
bestimmen,  wird  man 

setzen,  indem  man  unter  a,  6 ,  c,  b  allgemeine  Zahlen  des  Systems 
versteht.  Eine  einfache  Rechnung  liefert  die  infinitesimalen 
Transformationen  in  der  Form: 

l...n  l...n 

Pi  y      ^yiks^kPs  »     J^YklmYims^k^lPs      (t=  <,2...n) . 
sk  aklm 

Hierin  genügen  die  y^j^g  als  Goefficienten  im  Zahlensystem  ge- 
wissen in  der  ersten  Abhandlung  erwähnten  Relationen. 

Jede  endliche  continuirliche  Gruppe  inx^...Xn  cUso^  bei  deren 
TransformcUionen  jeder  unendlich  kleine  Bereich  auf  den  Irans- 


4)  In  dem  citirten  Werke  von  Lie,  Bd.  8,  Theorem  4,  S.  6. 

3)  Diese  Gruppe  kommt  zwar  bei  Study,  Complexe  Zahlen  und  Trans- 
formationsgruppen, diese  Berichte  4  889,  S.  942  vor,  aber  nicht  in  der  be- 
sonderen Bedeutung,  die  ihr  die  obigen  Entwickelungen  verleihen. 
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formirten  Bereich  durch  Transformationen  einer  vorgelegten  ein^ 
fach  transitiven  linearen  homogenen  Gruppe  F  von  vertauschbaren 
Transformationen  bezogen  wirdy  ist  entweder  die  vorstehende 
Zn^gliedrige  Gruppe  oder  aber  eine  Untergruppe  derselben.  Die 
gegd>ene  Gruppe  F  denken  wir  uns  dabei  als  Gruppe  des  assodor 
tiven  und  conmtUaJiven  Zahlensystems  (e^*..en]  geschriebenf  in  dem 

n 

1 

ist. 

Hiermit  will  ich  vorläufig  die  UntersuchuDgen  ttber  die 
Grundlagen  der  verallgemeinerten  analytischen  Functionen  ab- 
sehliessen. 

Leipzig,  im  Februar  4893. 
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4.  Herr  Sophiu  Lie,  o.  M. :  Bemerkungen  zu  Ostwald's  Princip  de  aus- 
gezeichneten Falles. 

3.  Herr  eugtay  Wiademaim,  o.  M. :  Ueber  die  Neuberechnung  der  Wiede- 
MARR'schen  Ohmbestimmung  durch  Abhold  Peter. 

3.  Herr  Karl  Bohn,  o.  M.:  Ueber  die  Construction  der  Flttche  2.  Grades 
durch  neun  gegebene  Pankte. 

4.  Herr  Paul  neehaig,  o.  M.:  Zur  Entwickeln ngsgeschichte  der  Associations- 
Systeme  im  menschlichen  Gehirn. 

Sophiu  LiOi  Bemerkungen  zu  Ostwald^s  Princip  des  aus- 
gezeichneten Falles. 

In  einer  Note  »Ueber  das  Princip  des  ausgezeichneten 
Fallest  1)  hat  Herr  Ostwald  versucht,  in  mathematischer  Form 
ein  allgemeines  Princip  aufzustellen,  welches  für  alle  Natur- 
phänomene Geltung  haben  soll,  welches  insbesondere  die  von 
Maupertdis,  Gauss  und  Anderen  formulirten  Principien  der 
Dynamik  umfassen  soll. 

Leider  scheint  der  Verfasser  geglaubt  zu  haben,  bei  seinen 
Lesern  keine  grösseren  mathematischen  Kenntnisse  voraussetzen 
zu  dürfen.  Die  Folge  ist,  wie  es  denn  so  leicht  vorkommen 
kann,  dass  seine  Darstellung  zwar  bei  den  Nicht-Mathematikern 
mehr  oder  minder  bestimmte  Vorstellungen  erwecken  kann, 
der  Mathematiker  jedoch  nicht  recht  weisSj  wie  die  Sache  zu  ver- 
stehen ist. 

Da  es  sich  nun  hier  um  Dinge  von  der  grössten  Tragweite 
handelt  und  da  ich  nicht  bezweifeln  darf,  dass  der  Verfasser 
dazu  im  Stande  ist,  seinen  gewiss  werthvoUen  Gedanken  eine 
exacte  mathematische  Form  zu  geben,  so  glaube  ich,  dass  es 
für  die  Wissenschaft  nur  förderlich  sein  kann,  wenn  ich  meine 
obigen  Aeusserungen  etwas  naher  begründe.   Dabei  beschränke 


4)  Diese  Berichte  October  1898. 
Hftth.-phji.  CUsM.     1894.  ^0 
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ich  mich  auf  diejenigen  Phänomene,  deren  mathematische  Theorie 
wir  am  besten  kennen,  d.  h.  auf  die  mechanischen. 

Galilei  fand,  dass  bei  der  geradlinigen  Fallbewegung  unter 
der  Wirkung  der  Schwerkraft  die  Fallstrecken  mit  den  Quadra- 
ten der  Zeit  proportional  sind.  Betrachtet  man  nun  die  Zeit  als 
Abscisse,  die  Fallstrecke  als  Ordinate  eines  Carte^tschen  Coor- 
dinatensystems,  so  giebt  eine  Parabel  ein  exactes  und  vollstän- 
diges Bild  des  Phänomens.  Hier  genügt  also  die  Gartesische 
Geometrie  der  Ebene  zur  mathematischen  Darstellung  des  Phä- 
nomens. 

So  ist  es  aber  keineswegs  immer  der  Fall.  Schon  wenn 
wir  die  allgemeine  Falibewegung  eines  Punktes  betrachten, 
müssen  wir  zur  vollständigen  mathematischen  Darstellung  drei 
Grössen,  oder  geometrisch  ausgesprochen  den  Raum  benutzen. 
Denn  die  Lage  eines  Punktes  in  einer  gegebenen  Yerticalebene 
wird  erst  durch  zwei  Grossen  bestimmt,  welche  selbst  Functio- 
nen der  Zeit  sind. 

Um  endlich  die  Fallbewegung  eines  starren  Körpers  mathe- 
matisch darzustellen,  müssen  wir  sechs  Grössen  als  Functionen 
der  Zeit  angeben.  Wollen  wir  somit  dieses  Phänomen  durch 
eine  einzige  Curve  vollständig  darstellen,  so  brauchen  wir  dazu 
einen  Raum  mit  sieben  Dimensionen. 

Hier  kommt  aber  ein  anderer  sehr  wesentlicher  Umstand  in 
Betracht. 

Wenn  wir  sagen,  dass  wir  gewisse  Phänomene  durch  eine 
einzige  Curve  in  einem  passenden  Räume  vollständig  darstellen 
können,  so  liegt  die  Voraussetzung  vor,  dass  nicht  allein  die 
Differentialgleichungen  des  betreffenden  Problems,  sondern  zu- 
gleich die  zugehörigen  Integralgleichungen  und  überdies  noch  ein 
bestimmter  Anfangszustand  gegeben  sind. 

Nun  aber  geben  z.  B.  das  MxuPERTUis'sche  »principe  de  la 
moindre  action«  oder  das  Gxuss'sche  »Princip  des  kleinsten 
Zwanges«  wohl  die  Differentialgleichungen,  keineswegs  aber  die 
Integralgleichungen  der  betreffenden  Phänomene. 

Wie  man  dazu  im  Stande  sein  sollte,  diesen  Principien  eine 
Forin  zu  geben,  die  sich  allein  auf  eine  vorgelegte  (und  sogar  ebene) 
Curve  bezieht j  das  ist  mir  und  gewiss  auch  anderen  Mathematikern 
nicht  klar. 
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Ich  mass  daher  annehmen,  dass  Herrn  OsTWALD^s'Note  keine 
exacte  Darstellung  seiner  Ideen  giebt.  Vielleicht  wäre  es  mir 
möglich,  seinen  Gedanken  einen  etwas  präciseren  Ausdruck  zu 
geben.  Es  erscheint  mir  aber  unzweckmässig,  einen  Versuch  in 
dieser  Richtung  anzustellen,  denn  hier  kommen  andere  Umstände 
in  Betracht,  auf  welche  Jjlcobi  hingewiesen  hat,  die  dem  Ver- 
fasser vielleicht  nicht  gegenwärtig  sind  ^).  (Diese  Berichte  \  893, 
Seite  602  unten.) 

Die  früher  besprochenen  mechanischen  Principien  kommen 
im  Grunde  darauf  hinaus,  dass  sie  zeigen,  dass  man  das  simul- 
tane System  von  Differentialgleichungen,  welche  das  betreffende 
Problem  definiren,  auf  eine  gewisse  kanonische  Form  bringen 
kaun.  Jagobi  betont  hier  mit  Grund,  dass  die  Bedeutung  der 
betreffenden  Principien  darauf  beruht,  dass  sie  die  Reduction 
auf  jene  kanonische  Form  wirklich  leisten,  und  nicht  darin,  dass 
sie  eine  solche  Reduction  als  möglich  darthun.  Die  Möglichkeit 
dieser  Reduction  ist  für  Mathematiker  eine  geradezu  triviale 
Wahrheit,  deren  Tragweite  in  keiner  Weise  durch  die  zufällige 
Form  beschränkt  ist,  in  welcher  das  betreffende  simultane  System 
vorliegt. 


i)  Yergl.  Jacobi,  Vorlesungen  über  Dynamik,  herausgegeben  von 
Clebscb,  S.  48.  Sechste  Vorlesung.  Jacobi  drückt  sich  etwas  specieller  aus 
als  im  Texte. 
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Arnold  Peter,  Die  Neuberechnung  der  Wiedemann'schen  Ohm- 
hestimmung.  Vorgelegt  von  Herrn  Wibduann. 

Veranlasst  durch  Herrn  £.  Dorn  in  Halle  hat  sich  Herr 
6.  WiBBEHA^NN  ZU  einer  vollständigen  Neubearbeitung  seiner  Be- 
obachtungen, die  Bestimmung  des  Ohm  betreffend,  entschlossen. 
Diese  Neuberechnung  ist  von  mir  im  Ansehluss  an  die  Original- 
beobachtungen der  zweiten  Bestimmung,  die  in  den  Annalen  der 
Physik  und  Chemie  Bd.  42,  p.  227,  425,  4894  veröffentlicht  ist, 
von  Neuem  durchgeführt  worden.  Die  dabei  von  mir  benutzten 
Formeln  hat  in  der  Hauptsache  Herr  Dorn  entwickelt,  der  auch 
einen  Theil  meiner  Rechnungen  mit  dankenswerther  Bereit- 
willigkeit nachgerechnet  hat.  Die  Formeln  habe  ich  nochmals 
genau  controlirt.  Auch  habe  ich  nicht  versäumt,  mich  durch 
Rechenproben  von  der  Richtigkeit  meiner  Zahlen  zu  Überzeugen. 

Obwohl  nun  die  Resultate  der  vier  einzelnen  Abtheilungen 
ziemlich  grosse  Unterschiede  von  einander  aufweisen,  haben 
sich  doch  sowohl  Herr  Wiedbhann,  wie  Herr  Dorn  für  eine  Ver- 
öffentlichung der  Neuberechnung  ausgesprochen,  die  sich  denn 
auch  dadurch  vollständig  rechtfertigen  lässt,  dass  der  Mittelwerth 
aus  allen  vier  Reihen  dem  von  Herrn  Dorn  aufgestellten  wahr- 
scheinlichsten Werthe  für  das  Ohm  sehr  nahe  kommt. 

Es  sei  mir  gestattet,  mit  einer  kurzen  Darstellung  der  ganzen 
Methode  zu  beginnen. 

Ein  Inductor  und  ein  Galvanometer,  bestehend  aus  zwei 
sich  in  festen  Stativen  drehbaren  Drahtspiralen,  waren  so  auf- 
gestellt, dass  letzterer  in  der  Ebene  des  erdmagnetischen  Me- 
ridians, ersterer  senkrecht  zu  ihr  stand.  In  der  Galvanometer- 
rollo hinfi;  das  durrh  die  Ströme  abzulenkende  Magnetsystem. 
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An  seinem  Rahmen  war  unten  ein  horizontaler  Messingstab  be- 
festigt, auf  dem  zwei  57  g  schwere  Gewichte  zur  Veränderung 
des  Trägheitsmomentes  aufgeschoben  werden  konnten.  Ein 
Ueiner  Glasspiegel  ermöglichte  die  Ablesung  des  Drehungs- 
winkels durch  ein  Fernrohr,  zu  dessen  Axe  die  zu  dieser  Spiegel- 
ablesung gehörende  Scala  senkrecht  gestellt  war. 

Nachdem  das  Magnetsystem  möglichst  beruhigt  war,  wurde 
die  mit  der  GalvanometerroUe  in  den  Schliessungskreis  einge- 
schaltete Inductorrolle  möglichst  schnell  um  \  80^  gedreht  und 
ein  Inductionsätrom  durch  das  Galvanometer  geschickt.  Beim 
Durchgang  des  Systems  durch  die  Nulllage  wurde  die  Inductor- 
rolle zurückgedreht,  und  so  wurde  fortgefahren,  bis  die  Aus- 
schlage die  Grenzen  der  Scala  erreicht  hatten.  Sie  wurden  von 
Anfang  an  notirt.  Einmal  waren  Inductor  und  Galvanometer 
allein  in  der  Schliessung,  dann  wurde  noch  ein  Widerstand  von 
40  S.-K  mit  eingeschaltet. 

Soviel  über  die  angewandte  Beobachtungsmethode.  Das 
Gesagte  wird  zum  Verstdndniss  des  Folgenden  genügen.  Die 
Apparate  und  ihre  Aufstellung  finden  sich  ausführlicher  be- 
schrieben in  der  bereits  angeftüirten  Originalabhandlung  Bd.  42 
der  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  sowie  in  den  Abhandlungen 
der  Königl.  Preuss.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  vom 
Jahre  1884. 

Was  nun  die  vorliegende  Neuberechnung  selbst  anbetrifiEl,  so 
knüpfen  wir  an  an  die  in  den  WiBOBH^NN^schen  Annalen  Bd.  47 
Seite  66S  von  Herrn  Dorn  entwickelte  Formel: 

Hier  ist  v^  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  der  Magnet 
die  Ruhelage  erreichte,  y  diejenige,  welche  der  Inductionsstoss, 
auf  die  Nadel  in  der  Ruhelage  wirkend,  ihr  ertheiien  würde. 
Der  Magnet  bewegt  sich  dann  nach  Ablauf  der  Inductordrehung 
so,  wie  wenn  er  von  der  Ruhelage  mit  der  Geschwindigkeit  \\ 
ausgegangen  wttre.  Wahrend  der  Zeit  ^  —  |ir  bis  ^  -|-  ^^  ist 
der  Inductor  mit  gleichmflssiger  Geschwindigkeit  um  einen  Winkel 
von  480^  gedreht  worden,  die  Zeiten  von  dem  Augenblick  an 
gerechnet,  wo  der  Magnet  durch  die  Ruhelage  geht.  Tg  ist  die 
Schwingnngsdauer  des  Magnetsystems  ohneDfimpfung  beim  Ein- 
bringen in  das  Galvanometer. 
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Nun  wurde  mit  der  Drehung  begonnen,  als  der  Magnet  die 
Ruhelage  erreichte.   Es  ist  also  zu  setzen: 

^  — ir  =  0,     ir  =  2^. 

Dadurch  geht  Formel  (\)  ttber  in: 

Da  —  eine  sehr  kleine  Grösse  ist,  erhält  man  mit  Vernach- 
Iftssigung  der  Glieder  vierter  Ordnung: 

Ist  Xf^  die  in  der  Länge  eines  Bogens  fttr  den  Radius  1  ge- 
messene Ablenkung  aus  der  Ruhelage  und  l  das  logarithmische 
Decrement,  so  erhält  man  für  die  dem  Induotionsstoss  vorher- 
gehende und  die  ihm  folgende  Elongation : 

wo: 

1         ^     n 
TT     ;^  »«  *8  j 

^9 

Ist  nun  die  anfängliche  Elongation  Xg,  so  erfolgt  die  Rück- 
kehr zur  Ruhelage  mit  der  Geschwindigkeit: 

und  es  wird  sich  der  Magnet  nach  dem  Inductionsstoss  so  be- 
wegen, als  wäre  die  ßctive  Geschwindigkeit: 

y,i  =  %.  +  r{^-^i) 

gewesen.   FOr  die  Elongation  x^  ergiebt  sich  also: 

und  die  Rückkehr  zur  Ruhelage  erfolgt  jetzt  mit  der  Geschwin- 
digkeit: 
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Der  neue  Inductionsstoss  hat  zur  Folge  die  fictive  Anfangs- 
geschwindigkeit : 

Die  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  führt  zu: 

x,  =  (-l)'^{x.e-W_Zi^V^i'«^«e-(»-«)A}. 

Aus  dieser  allgemeinen  Formel  folgt  für  den  Bogen 

^Ahk.  =  (-  <)*** (xh  -  x^^,)  =  -  cco {e-^^  +  e'^^^OX)  + 

WO         (A  —  a,  A  —  o  +  1)  =  e-C»-»)*  +  c-{A-«+i)A  ist. 
Für  /  erhalt  man  hiemach : 


(3)y='? 


Sh+t-^\(h,h  +  {) 


i  — 


Es  sei  nun: 

D  das  Drehungsmoment ,  welches  auf  das  in  der  Nulllage 
befindliche  Magnetsystem  im  Galvanometer  durch  einen  Strom 
von  der  Intensität  \  ausgeübt  wird, 

Vy  die  Radien  der  einzelnen  Schichten  des  Galvanometers, 

Zy  die  zugehörigen  Windungszahlen, 

b  die  halbe  Drahtdicke, 

G  =^  g^  =^y  ^    1  das  gesammte  Drehungsmo- 

ment des  Multiplicators, 

K  das  Trägheitsmoment  des  Systems^ 

M  sein  magnetisches  Moment, 

//|  und  Hg  die  Grösse  der  Horizontalcomponente  des  Erd- 
magnetismus an  der  Stelle  des  Inductors  und  an  der  des  Gal- 
vanometers, 

Tj  und  Tg  die  Schwinguttgsdauer  des  Magnetsystems  beim 
Einbringen  in  den  Inductor  und  in  das  Galvanometer  bei  ge- 
öffneter Kette, 
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C  die  TorsioDSoonstante  der  Aufhangenden  des  Systems, 
J  die  Intensität  des  durch  Umdrehung  des  Inductors  um 
\  80"  erzeugten  und  durch  das  Galvanometer  fliessenden  Stromes, 
F  die  von  dem  Draht  des  Inductors  umspannte  Flache  und 
W  der  Gesammtwiderstand  der  den  Inductor  und  das  Gal- 
vanometer enthaltenden  Schliessung. 
Dann  gelten  die  Formeln: 

wenn  der  Inductor  aus  der  Lage,  in  welcher  die  Ebene  seiner 
Windungen  auf  dem  erdmagnetischen  Meridian  senkrecht  steht, 
um  \  80"  gedreht  wird. 

Ferner  erhalt  man  für  die  Geschwindigkeit  y : 

oder,  wenn  wir  aus  den  letzten  Formeln  ftlr  /,  D^  K  und  dann  für 
T^  ihre  Werthe  einsetzen : 

Für  den  Widerstand  W  findet  man  also: 


(4)  W  = 


2  TT«      FG     ff. 


H' 
Es  handelt  sich  hiemach  um  die  Berechnung  von  F,  G^l^yj^^  Tg 

und  y,  für  letzteres  gilt  die  Formel  (3).  s 

F,  G  und  C  haben  für  alle  Beobachtungen  den  gleichen 

Werth,  jY"  variirt  von  Reihe  zu  Reihe,  für  Tg  (und  das  logarith- 

uiische  Decrement  l)  erhält  man  auch  verschiedene  Werthe,  je 
nachdem  man  nur  Inductor  und  Galvanometer  oder  auch  noch 
die  40  S.-E.  in  der  Schliessung  hat,  und  y  ist  von  Schwingung 
zu  Schwingung  zu  bestimmen  in  Folge  des  Werthes  von  s^i^f. 
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I.  Berechnung  von  P  und  G. 

Es  seien  zunächst  kurz  die  direct  gemessenen  Dimensionen 
des  Inductors  und  des  Galvanometers  zusammengestellt. 

Dicke  des  Eupferdrahtes :     d=    0,327  cm 
Breite  der  Windungen:       ib  =  25,4        » 

Aeusserer  }  ,,    -       j     »  j     .        (  326,453  cm  im  Mittel 

_  }  Umfang  des  Inductors  }  oaj  \xi.A 

Innerer       )  °  (  304,960   »     »       » 

Aeusserer  )  ^      ^  (  103,9133  cm 

_  >  Durchmesser  <     /v«  ,,i.o 

Innerer       )  i     96,4  468  9 

Aeusserer  )  „    -        ,  ^  ,  (  327,280  cm  im  Mittel 

Innerer      r™'"»«  d.  Galvanom.    j  3^,^  ^^^  ^    ^      ^ 

Aeusserer  )  ^      ,  (  404,476  cm 

-  J  Durchmesser  {     ac  laj 

Innerer      )  (     96,424    9 

Bezeichnet  man  die  beiden  Durchmesser  des  Galvanometers 
wie  oben  durch  2  A  und  2r,  die  des  Inductors  mit  2P  und  2^ 
und  die  Anzahl  der  Windungen  einer  Schicht  mit  z^  bez.  mit  a^ , 
so  erhält  man  die  Formeln : 


fy — ^T^2**"r   ^1    v""-"'—" 

h  Hy  —  ^T^g"  '      4i|    V*^      f 

11             12       2^^ 

n            12 

F=2^U=^.t7tq,U, 

Wir  beginnen  mit  dem  Induotor.     Es  wird  ftlr  ihn : 

"               *» 

e,                 f. 

1             66,7S8 

48,8219            487  469 

%            67,000 

48,5465            496  067 

3            67,000 

48,8718            508  785 

4            67,000 

49,1958            509  426 

5            67,000 

49,5805            516172 

6            67,000 

49,8451             528  961 

7            67,000 

50,1698            589  797 

8            66,883 

50,4944            535  737 

9            67,039 

50,8191             543  915 

10            67,056 

51,1437            551086 

H             66,989 

51,4684             557  487 

<«            67,039 

51,7931             564  964 

803,734 

6  317  746qom 
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Hierzu  kommt  noch  dec  Flächenraum  zwischen  den  Radien 
des  vom  Ende  der  obersten  Windung  bis  zum  Ausgangspunkt 
der  Windungen  reichenden,  0,866  des  Umfangs  der  Rolle  um- 
fassenden Drahtstücks,  so  dass  die  Gesammtzahl  der  Windungen 
804  ist.    Dieser  Flächenraum  ist  zu  berechnen  nach  der  Formel 

Er  beträgt  8270  qcm,  so  dass  wir  schliesslich  erhalten 
(5)  F^  =  6  320  016qcm. 

Für  G  erhält  man : 


y 

a» 

ry 

ff,- 10' 

4 

66,872 

48,2240 

842  558 

2 

67,147 

48,5604 

840164 

3 

66,794 

48,8969 

830  730 

4 

66,978 

49,2333 

827  685 

5 

66,995 

49,5698 

822  622 

6 

67,016 

49,9062 

817  672 

7 

67,117 

50,2427 

813  750 

8 

66,939 

50,6791 

806  514 

9 

67,077 

50,9156 

803150 

40 

67,039 

51,2520 

797  732 

41 

66,845 

51,5885 

790  533 

12 

67,000 

51,9249 

787522 

'803,7'89 

9  780  632 

Das  Drehungsmoment  des  0,81 4  des  Umfangs  umfassenden, 
über  der  obersten  Drahtschicht  liegenden  Drahtstückes,  welches 
die  Windungszahl  zu  804  ergänzt,  berechnet  sich  aus  der  Formel: 

^       360>(fi  +  |cf)«  +  i(? 

zu  0,08543,  so  dass  man  erhält: 

G  =  97,83175. 

An  diesem  Werthe  von  G  ist  aber  noch  eine  Gorrection,  den 
Polabstand  betreffend ,  anzubringen.  Dieser  Abstand  wurde  in 
der  üblichen  Weise  bestimmt ,  indem  die  Magnetnadel  in  ost- 
westlicher Richtung  in  verschiedenen  Entfernungen  e  vor  dem 
in  einer  dämpfenden  Eupferhttlse  schwingenden  Magnetspiegei 
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eines  Galvanometers  in  horizontaler  Lage  hingelegt  wurde.  Aus 
den  Ablenkungen  ip  des  Magnetspiegels ,  dem  Abstände  r  der 
Scala  von  ihm  und  der  Höhe  h  der  Spiegelmitte  über  der  mitt- 
leren Horizontalebene  des  Magneten  ist  der  Polabstand  /  zu  be- 
stinunen.  Die  zu  der  von  der  Mitte  des  Magnets  gerechneten 
Horizontalentfemung  e  und  zu  der  Höhe  h  gehörende  Hypotenuse 
sei  ^.  h^  sei  die  (horizontale)  Richtung  von  e ,  h^  die  Richtung 
der  Spiegelablesung.   Dann  gilt  die  Formel: 

M 

y  =  r  tg(jp  =  —  {3  cos(A,^)  cos(A,e)  -  cos(A,  A,)}  . 

T  ist  die  Horizontalintensität  des  Erdmagnetismus.  Ffitr  die 
Ablenkung  q>'j  die  eingetreten  wäre,  v^enn  der  Hilfsmagnet  sich 
in  gleicher  Höhe  mit  dem  untersuchten  Magneten  befunden  hatte, 
gilt: 

,      iM 
Ti%9'  =  ^  ■ 

Es  wird  hiernach: 


tg  9  ^  tg  ijp' ~  {3  cos  (M  «« (A»  ?)  -  c«8  (A.  A»)}  • 
Nun  ist: 
J \_  K         _  <  /.        3  A*       15  A«       35  A» 


cos  (A,  A,)  s=  4 ,   cos(A,^)  =  cos(A,^)  =  — =  ; 


9       Vc«  +  A« 
3co8(A,^)co8(A,^)-<  =  3-L.-4=2-3^4-3^-3*.°  +  " 

Für  tg  9>  findet  man  also: 

^      '/i      3AV<5A«      35A«         w       „A«     ,A«     ,A«         \ 

.      '  /i      ,  A*       *5  Ä«       35  A»  \       ,      , 


Da  —  stets  kleiner  als  0,07  ist,  so  können  die  Glieder  mit 


|~l  etc.  weggelassen  werden.  FOr  (p'  erhalten  wir  aus  unserer 
letzten  Formel,  in  der  wir  nach  einander  einzusetzen  haben : 
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6=270,79  mm  300,41  mm  450,87  mm  500,65  mm 
2(p=464,55        336,47  98,46  74,70  (in Scalentheilen) 

und  in  der  A  =  47,5  mm  wird,  die  folgenden  Werthe: 
%(p'  =  470,60        339,97        98,94         71,96  (in  Scalentheilen). 
Für  den  bei  der  Berechnung  benutzten  Abstand  r  gilt : 
r  =  4765  mm. 

Zur  Berechnung  des  Polabstandes  il  selbst  wurde  die  von 
Herrn  Kohlrausgh  Wied.  Ann.  Bd.  34  S.  644  angegebene  Formel: 

4/«  —  ir  =  4  YK^Kzl!^:^^^ 

benutzt.   Hier  ist:  *  ' 

r  =  —  •  0,3  cm  =  8,5  mm  . 

Fttr  l  erhält  man  aus  unserer  Formel  durch  die  Gombinationen 

4  und  4  i  und  4  4  und  3 

Z  =  S9,826  28,660  88,046. 

Dies  ergiebt  für  den  halben  Polabstand  im  Mittel: 

1  =  88,844  mm. 

Es  sei  weiter  ib  die  Breite,  8a  die  radiale  Höhe  der  Win- 
dungen, femer  ifi  der  mittlere  Durchmesser  des  Ringes.  Be- 
zeichnet ferner/  die  ganze  Strommenge,  so  ist  das  Drehungs- 
moment fCLr  ein  Element  dx  -  dy  gegeben  durch: 

dx    dy    9i7tMJ{^i  +  x)^  j    __  34/^    iyt^[fi  +  x)\ 
8a'86'[(^  +  aj)t+ytj|\  16    '  [{^  +  x)^  +  y^]V  ' 

Um  das  gesammte  Drehungsmoment  zu  erhalten,  hat  man 
diesen  Ausdruck  zu  integriren ,  in  Bezug  auf  dx  zwischen  den 
Grenzen  —  a  und  -|-  a  und  in  Bezug  auf  dy  zwischen  —  6  und 
-|-  6.  Die  Glieder,  welche  vor  der  Integration  ungerade  Potenzen 
enthalten,  fallen  fort.    Zur  Abkürzung  setzen  wir: 


—  S=5^~  Idarldy 


Dn  NBUBBRBCHIfUIfO  DBB  WtlDBMANN'SCBBN  OHIBBSTIHHUIfG.      147 

Behalt  man  nur  die  Glieder  mit  x*,  y*,  x*,x*y*,y*,y*  bei,  so  er- 
halt man: 

tt^~  fi\    ^        fi*        "^  n*  16^»/ 

Das  Drehungsmoment  hat  also  jetzt  die  Form : 

Der  obige  uncorrigirte  Werth  G  geht  hieraus  hervor,  wenn 
wir  setzen  /  ==  0.   Sonach  wird  der  corrigirte  Werth: 


«■=«('+*^t) 


Setzt  man  für  S  und  T  ihre  Werthe  ein,  so  findet  man : 

Da  ^  =  0,004  61 77  und  -^  =  0,0643255  ist,  können  in  der 

That  die  Übrigen  Glieder  vemachidssigt  werden. 
Es  ist  jetzt: 

fi  =  50,074  cm  /=    2,8844  cm 

a=    2,0Ucm  ö=  12,7  cm. 

Hieraus  erhSit  man  für  den  Factor 

/?       i   .    3^ii   .  *«'  — 26»  ^  *,Vö*  — ^^»•'^'  +  36*       4M 
/*=^  +  4-tr  +  — ^;?r— + p ~e|, 

mit  dem  der  obige  uncorrigirte  Werth  für  G  noch  zu  multipli- 
ciren  ist: 

/9=:  1,00220. 

Der  endgiltige  Werth  von  G  ist  hiemach  : 
G  =  98,0470. 
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II.  Berechnung  von  L  und  t . 

L  sei  der  Abstand  der  Scala  vom  Spiegel  des  Magnetsystems. 
Bei  der  Bestimmung  von  L  sind  nur  die  Messungen  mittelst  des 
Bandmaasses,  aber  nicht  die  mittelst  des  Theodoliten  verwendet 
worden.  Es  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung  der  Spiegel- 
dicke und  der  Dicke  des  Deckglases : 

L  =  432,222  cm . 

Die  zwei  Reihen  von  Torsionsbeobachtungen  ergeben  ferner 
für  die  Torsionsconstante  ^  die  Werthe: 

0,01212         und         0,01235, 

so  dass  man  also  im  Mittel  findet: 

1+C=  1,01223  . 

III.  Berechnung  von  ^  ,  Tg  und  X. 
"g 

u 

Ftlr  j^  wurden  die  Werthe  genommen,  die  sich  mittelst  des 

Variometers  von  Herrn  Kohlrausgh  ergaben.    Es  waren  dies  für 
die  vier  Beobachtungsreihen: 

^  =  1,011104  ,      1,011375  ,      1,010095  ,      1,010563  . 

Die  Widerstände  der  ersten  drei  Reiheü  sind  zunächst  mit 
denjenigen  Werthen  von  Tg  berechnet,  die  sich  in  den  Rechen- 
bogen der  früheren  Bearbeitung  fanden.  Herr  Dorn  machte 
mich  aber  darauf  aufmerksam,  dass  bei  der  dortigen  Methode 
der  Berechnung  thatsächlich  nur  die  erste  und  letzte  Beobachtung 
in  Betracht  gezogen  sind.  Deshalb  wurden  die  Werihe  von  Tg 
nochmals  genau  berechnet  und  zwar  mit  Anwendung  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  nach  der  bekannten  Formel,  die 
sich  in  der  4.  Aufl.  von  Kohlrausgh's  Prakt.  Physik  Seite  1 6  findet. 
Alle  Werthe  für  Tg  sind  durch  1,000185  dividirt  worden,  eine 
Correction,  die  für  den  Gang  der  Uhr  anzubringen  war.  Endlich 
ist  auch  die  Reduction  auf  unendlich  kleine  Schwingungen  nach 
der  Formel: 

T^  =  T(\  —  ^8in»|a) 

sowie  der  Einfluss  der  Dämpfung  nach  der  Formel: 
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in  der  A  das  logaritbmiscbe  Decrement  bedeutet,  mit  berück- 
sichtigt worden  (bei  den  ersten  drei  Reihen  erst  in  den  corrigirten 
Wertben).  Wir  wollen  nun  die  Wertbe  für  Tg  zusammenstellen : 


I. 

II. 
III. 
IV. 


uncorrig.  corrigirt 

Ind.  u.  Galv.  55,430  55,419 

Ind.,  Galv.  u.  \  0  S.-E.  55,440  55,433 

Ind.  u.  Galv.  57,765  57,746 

Ind.,  Galv.  u.  1 0  S.-E.  57,761  57,758 

Ind.  u.  Galv.  60,041  60,030 

Ind.,  Galv.  u.  1 0  S.-E.  60,050  60,036 

Ind.  u.  Galv.  —  64,665 

Ind.,  Galv.  u.  1 0  S.-E.        —  64,641 


II. 

in. 

IV. 


Bei  den  ersten  drei  Reihen  sind  die  corrigirten  Werthe  erst 
in  den  Mittelwerthen  der  W  verwendet  worden,  und  zwar  durch 
Anbringung  der  entsprechenden  Correction. 

Endlich  ergiebt  für  die  logarithmischen  Decremente  eine 
genaue  Berechnung: 

Ind.  u.  Galv.  l  =  0,007 1 25     log  Br.  l  =  0,003  094 

Ind.,  Galv.  u.  1 0  S.-E.  0,007  037  0,003  056 

Ind.  u.  Galv.  0,007  332  0,003  1 84 

Ind.,  Galv.  u.  1 0  S.-E.  0,007  1 36  0,003  099 

Ind.  u.  Galv.  0,007  204  0,003 1 29 

Ind.,  Galv.  u.  10  S.-E.  0,007265  0,003  165 

Ind.  u.  Galv.  0,007  753  0,003  367 

Ind.,  Galv.  u.  1 0  S.-E.  0,007  627  0,003  31 3 

IV.  Berechnung  von  y  und  W. 
In  der  Formel  (3)  für  y: 


y  =  ij 


'";^l^^t'^--{^-^«(^--«>^-^+^)+-^^^^} 
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^    — •  arc  tg  -y- 
ist  der  Factor  rjz=z  —  e  für  die  ersten  drei  Reihen  mit 

dem  alten  uncorrigirten  Werthe  von  Tg  berechnet  worden.  Dann 
wurden  die  Ausschlage  Xf^JX^JX^  . . .  bestimmt  und  hieraus  die 
Bogen  5^,5,  ...  .  Bei  der  Berechnung  der  J^  wurde  berück- 
sichtigt, dass  die  Geschwindigkeit  nicht  direct  dem  Ausschlags- 
winkel x^  proportional  ist,  sondern  der  Grösse  3  sin-^a;^.   Die 

in  den  J^  auftretenden  Quotienten  ^^  wurden  also  aus  der 
Formel:  •«** 

_         sin|a?^       . 


berechnet.  S',  die  Zeit  des  Umschlagens,  wurde  nach  der  Angabe 
der  früheren  Abhandlung  gleich  Sl  See.  gesetzt.  Der  erste  Sum- 
mand des  Nenners  wurde  als  Summe  berechnet.   Es  ist  ja: 

2_e-a_e-(A*.)i      ^"^        ,    ,     _^ 
__j =  2^,e-«i  +  e  U. 

So  wurden  die  einzelnen  Werthe  von  y  berechnet,  wobei 
der  beobachtete  Werth  für  x^  zu  Grunde  gelegt  wurde. 

Alle  Werthe  der  y  konnten  aber  nicht  benutzt  werden.  Der 
erste  musste  schon  deshalb  ausgeschlossen  werden,  weil  die 
Ruhelage  unsicher  ist.  Es  erwies  sich  aber  als  vortheilhaft,  auch 
die  nächsten  beiden  noch  ausser  Acht  zu  lassen,  da  im  Anfang 
grössere  Beobachtungsfehler  angenommen  werden  müssen.  In- 
dess  geben  auch  alle  Werthe  (ausschliesslich  des  ersten)  einen 
brauchbaren  Mittelwerth,  wie  wir  sehen  werden. 

Die  Bestimmung  der  Widerstände  geschah  nach  der  eben- 
falls bereits  angegebenen  Formel  (4) : 

Es  sollen  die  einzelnen  Werthe  von  W  nun  aufgeführt 
werden. 
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Inductor  und  Galvanometer  allein  in  der  Schliessung 

Reihe  I. 

4. 

2. 

3. 

40,0295 

40,1093 

40,0972 

0588 

4067 

4  028 

0746 

4079 

4056 

0863 

4479 

4065 

095\ 

4202 

4  405 

0933 

1477 

4439 

09S6 

4488 

4428 

0944 

4477 

4453 

<0,0777  40,4U5  10,1081 

Das  Gesammtmittel  ist: 

10,1001. 

Hierin  ist  noch  die  Correction  wegen  Tg  anzubringeD.   Man  er- 
hält dann: 

1^=10,1021     bei    5,65°  C. 

Berücksichtigt  man  nur  die  letzten  sechs  Werthe  einer  jeden 
Reihe,  so  folgt  für  diesen  corrigirten  Werth: 

1^=10,1074     bei    5,65°C. 

Reihe  II. 

1.  2.  3.  4. 

10,1077  10,0775  10,1258  10,1255 

1619  0677  1072  1170 

1309  0710  0968  0812 

0986  0786  1047  0684 

1007  0815  0914  0779 

1019  0786  0893  0923 

1021  0815  0935  0935 

1033  0823  0979  0968 


10,1134  10,0773  10,1008  10,0941 

Gesammtmittel :  1 0,0964 . 
Gesammtmittel  corrigirt  wegen  Tg : 

H^=  10,0996     bei    5,90°  C. 

Corrigirter  Mittelwerth  aus  den  letzten  sechs  Zahlen  jeder  Reihe : 

W^=  10,0941     bei    5,90°  C. 

lliitk.-plijs.  CUsie.    1894.  \  \ 
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Reihe  IH. 

<. 

2. 

3. 

4. 

40,0786 

40,0719 

40,0965 

40,0295 

0786 

0707 

0774 

0572 

08S3 

0686 

0837 

0644 

0833 

0846 

0874 

0765 

0893 

0888 

0884 

0847 

0856 

0942 

0794 

0851 

0860 

0956 

0946  , 

0805 

0884 

0988 

0930 

0823 

0947 

0942 

0960 

0872 

10,0854 

40,0849 

40,0884 

40,0749 

Gesammtmittel:  10,0825. 

Gesammtmittel,  corrigirt  wegen  Tg\ 

W=  10,0844     bei    5,75° C. 

Gorrigirter  Mittelwerth  aus  den  letzten  sieben  Zahlen  einer  jeden 

Reihe: 

W=  10,0880     bei    5,75°  C. 

Reihe  IV. 


4. 

2. 

3. 

4. 

10,0523 

10,0595 

10,0409 

10,0665 

0586 

0951 

0519 

0753 

0712 

0914 

0637 

0772 

0609 

0840 

0714 

0726 

0726 

0807 

0686 

0751 

0766 

0814 

0714 

0786 

0781 

0893 

0698 

0853 

0779 

0893 

0728 

0821 

0840 

0921 

0767 

0807 

0853 

0900 

0786 

0781 

10,0717  10,0853  10,0666  10,0772 

Gesammtmittel : 
1^=10,0752     bei    5.90°  C. 
Mittelwerth  aus  den  letzten  acht  Zahlen  einer  jeden  Reihe: 

W=  10,0784     bei    5,90°  C. 
Die  Reihen  unterscheiden  sich  dadurch,  dass  bei  den  Be- 
obachtungen fttr  Reihe  I  die  Gewichte  am  Magneten  2  cm ,  bei 
Reihe  II  1,5  cm,  bei  Reihe  III  1  cm  vom  Ende  des  Stabes  und 
bei  Reihe  IV  am  Ende  sich  befanden. 
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Inductor,  Galvanom.  u.  4  0  S.-E.  in  der  Schliessung. 


Reihe  I. 

Reihe  II. 

i. 

S. 

1. 

2. 

49,4745 

19,4786 

19,5078 

19,4455 

4718 

4495 

4900 

4541 

4895 

4836 

4718 

4855 

5004 

5096 

5004 

4527 

4900 

5039 

4924 

4582 

4936 

5109 

4791 

4573 

4850 

5223 

4782 

4630 

4805 

5087 

4855 

4696 

S0SI2 

5250 

4841 

4750 

5057 

5177 

4814 

4622 

49,4893 

19,5010 

19,4871 

19,4623 

Mittel: 

19,4951 

Mittel: 

19,4747 

An  diesen  Werthen  sind  noch  die  Correctionen  wegen  Tg 
anzubringen.  Man  erhält: 

für  Reihe   I:     T^=  49,4976     bei  5,85*'C. 
für  Reihe  II:     W  =  49,4759     bei  6,40°  C. 

Die  corrigirten  Mittelwerthe  unter  Weglassung  der  ersten 
z^w^ei  Zahlen  jeder  Reihe  sind : 

fttr  Reihe  I:     W^=  19,5047     bei  5,85^  C. 
fttr  Reihen:     1^=19,4760     bei  6,10°C. 


Reihe  III. 

1. 

2. 

3. 

4. 

19,3468 

19,5555 

19,5991 

19,3691 

4441 

5859 

5395 

3614 

4477 

5083 

5452 

4282 

4727 

5305 

5186 

4352 

4464 

5195 

5282 

4477 

4691 

5268 

4959 

4374 

4595 

4755 

4809 

4559 

4736 

4982 

4936 

4500 

4855 

4764 

4945 

4559 

4795 

4786 

4982 

4595 

4795 

4786 

4832 

4670 

4868 

4982 

4945 

4639 

19,4576  19,5110  19,5143  19,4359 

Gesammtmittel:    19,4797 
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Gesammtmittel  corrigirt  wegen  Tgi 

W^=  49,4845     bei     5,75<>C. 

Corrigirter  Mittelwerih  aus  den  letzten  zehn  Zahlen  einer 
jeden  Reihe: 

1^=19,4854     bei     5,75°  C. 

Reihe  IV. 


1. 

2. 

<9,27n 

19,3388 

3468 

4001 

3816 

4612 

4498 

4391 

4530 

4334 

4383 

4502 

4247 

4493 

4301 

4515 

4441 

4469 

4437 

4494 

4429 

4508 

4530 

4507 

19,4124  19,4351 

Das  Gesammtmittel  ist  also: 

W^=  19,4238     bei     5,90°  C. 
Mittelwerth  aus  den  letzten  zehn  Zahlen  einer  jeden  Reihe: 

H^=  19,4407     bei     5,90°  C. 

Eine  Correction  die  Temperatur  betreffend  kommt  nur  für 
die  Reihen  I  und  II  in  Betracht.  Der  Temperaturcoefficient  des 
Kupferdrahtes  ist  in  der  folgenden  Weise  bestimmt  worden. 
Zwei  etwa  10  m  lange  Stttcke  i\  und  r,  wurden  in  zwei  mit 
Petroleum  gefüllte  Glaskästen  gelegt.  Der  eine  Kasten  blieb  auf 
der  Temperatur  der  Umgebung,  der  andere  wurde  auf  35°  er- 
wärmt und  erkaltete  unter  beständigem  UmrOhren.    Zur  Be- 

T 

Stimmung  des  Verhältnisses  der  Widerstände  —  wurde  eine 
Wbbatstonb  sehe  Brückenvorrichtung  benutzt.   Es  ergab  sich : 
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Temperatur 


% 


r,  r,  uncorrigirt  corrigirt 

4,20  34 ,60  535,25  :  590,50  532,35  :  587,60 

4,40  29,25  538,45  :  589,20  535,55  :  586,30 

4,60  27,55  539,60:586,90  536,70:584,00 

5,05  4  9,70  548,75  :  577,85  545,85  :  574,95 

5,24  4  8,20  550,40  :  577,50  547,50  :  574,60 

r 
Die  uncorrigirten  Werthe  von  —  entsprechen  den  directen 

Ablesungen,  die  corrigirten  den  Resultaten  nach  der  Correction 
in  Folge  der  Graduirung  der  Rheostaten.  Hieraus  ergiebt  sich 
die  Zunahme  des  Widerstandes  des  Kupferdrahtes  für  4^C.  eu: 

0,00385 . 

Man  erhalt  hiernach  die  folgenden  Werthe  ftlr  die  Widerstände 
in  Reihe  I  und  II: 


Reihe  I. 

statt: 

10,1081     bei 

5,65°  C. 

W  = 

10,1097    bei 

6,85" C. 

Statt: 

10,1074     bei 

5,65"  C. 

W  = 

10,1150    bei 
Reihe  II. 

5,86° C. 

Statt: 

10,0996     bei 

6,90° G. 

W  = 

10,107S    bei 

6,10°C. 

Statt: 

10,0941     bei 

5,90°  C. 

W  = 

10,1017    bei 

^10°C. 

V.  Schlussrechnung. 

Es  ergeben  sich  aus  dem  Vorangegangenen  ftlr  die  4  0  S.-E. 
die  folgenden  Werthe  in  Ohm : 

4)  9,3879  bei  5,85^  C. 

2)  9,3687  bei  6,4  0°C. 

3)  9,4004  bei  5,75°  C. 
4}  9,3486  bei  5,90''C. 

bex.  ohne  die  zwei  ersten  Werthe  einer  jeden  Beobachtungs* 
reibe : 


156  Arnold  Pbtbr, 

1)  9,3897    bei     5,85°  C. 
2)*   9,3743     bei     6,1 0°C. 

3)  9,3974     bei    5,75°  C. 

4)  9,3623     bei     5,90°  C. 

In  S.-E.  dagegen  erhält  man  fttr  die  \  0  S.-E.,  die  bei  \  6,90°  G. 
richtig  ist  und  deren  Temperaturcoefficient  für  1°  G.  gleich 
0,000301  ist,  die  Werthe: 

4)  9,96691  bei  5,85°  C. 

2)  9,96765  bei  6,1 0°C. 

3)  9,96661  bei  5,75°  C. 

4)  9,96708  bei  5,90°  C. 

Hieraus  findet  man  die  folgenden  Werthe  fttr  das  Ohm : 

A)  aus  allen  Zahlen : 

1,06168         1,06393         1,06027         1,06616. 
Der  Mittel werth  ist: 

1  Ohm  =  1,06301  S.-E. 

B)  ohne  die  beiden  ersten  Zahlen  einer  jeden  Reihe : 
1,06147         1,06330         1,06057         1,06460. 

Der  Mittelwerth  ist : 

1  Ohm  =  1,06249  S.-E. 

Herr  WiBDEHAifN  hatte  als  Mittelwerth  1  Ohm =1 ,06265  S.-E. 
gefunden. 

VI.  Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

Es  sind  femer  noch  auf  eine  andere  Weise  innerhalb  einer 
jeden  Reihe  MittelwertBe  fttr  y  berechnet  worden.  Dabei  wurde 
zugleich  in  der  Formel  (3)  fttr  y  cc^  als  unbekannt  angesehen, 
und  diese  Formel  als  lineare  Gleichung  in  y  und  x^  aufgefasst. 
Denn  im  Nenner  konnte  fttr  x^  der  beobachtete  Werth  eingesetzt 
werden,  von  dem  der  zu  berechnende  ja  nur  wenig  verschieden 
sein  musste.    Setzt  man : 

_     'rj(h,h  +  i)  _VIh±l 


^^=^  /2';-r''--{^"^«(^-"^>*^^+^)+^ft^*}> 


2-(A,A  +  <) 
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so  erhalten  die  n  Formeln  für  eine  Golonne  die  Fonn : 

Nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  bestimmen  sich 
dann  y  und  x^  aus  den  Gleichungen: 

w  n 

1  1 

»  n 

y^»  o*  +  a;^»  Oft»  =2V  aftfcft . 
1  1  1 

Bei  dieser  Berechnung  sind  alle  Zahlen  (ansschliesslich  des 
allerersten  Werthes)  mitgenommen  worden.  Die  Gorrection  für 
Fj  in  den  ersten  drei  Reihen  (s.  o.)  wurde  vor  der  Berechnung 

H  n  w  « 

Ton y  und x,  an  ^>  o^,^»  6;^,  ^»  a^*,  ^i  o/^fe/^  angebracht. 
111  1 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  beobachteten  und  berechneten 
Werthe  für  (e,  susammenstellen. 

Inductor  und  Galranometer  in  der  Schliessung. 

x,  beob.  57,85  58,60  58,60 

berech.  58,62  58,73  58,78 

a;,  beob.  56,50  56,30  56,40  56,40 

berech.  56,25  56,37  56,07  55,98 

(C,  beob.  53,70  54,10  54,50  53,40 

berech.  53,82  54,37  54,50  53,65 

a;,  beob.  54,00  50,80  50,10  50,60 

berech.  51,27  50,99  50,42  50,72 

Ind.,  Galvanom.  u.  10  S.-E.  in  der  Schliessung. 

iE,  beob.  30,70  30,20 

berech.  30,77  30,36 

X,  beob.  29,50  28,50 

berech.  29,44  28,55 

(  x,  beob.  28,50        28,10  28,90        28,40 

I       berech.  28,80        27,88  28,63        28,67 

er,  beob.  25,40  26,50 

berech.  25,82  26,75 


in. 

IV. 


111. 
IV. 
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Da  wir  fttr  jede  Golonne  einen  Werth  fttr  /  und  nicht  ftlr 
W  erhalten,  erschien  es  mir  hier  rationeller,  innerhalb  der  ein- 
zelnen Reihen  einen  Mittelwerth  aus  den  y  zu  bilden ,  und  erst 
mit  diesem  Werthe  W  zu  berechnen.    Es  ergab  sich: 

Inductor  u.  Galvanom.  allein  in  der  Schliessung. 

Reihe  I. 

y:      0,0,384676         0,0,384413         0,0,384568 

Mittelwerth:     0,0,384552 

W  =  10,4188     bei     5,65"  C. 

1^=10,1264     bei     5,85^  C. 


Reihe  II. 

0,0,354596        0,0,355324        0,0,355155 

Mittelwerth:     0,0,355157 

1^=10,0884     bei    5,90«  C. 

»^=10,0960     bei     6,10°C. 


0,0,355552 


Reihe  III. 

y:     0,0,328930        0,0,328697        0,0,328975        0,0,328718 

Mittelwerth:     0,0,328830 

1^=10,0965     bei     5,75«C. 

Reihe  IV. 

y:     0,0,283789        0,0,283510        0,0,283865        0,0,283830 

Mittelwerth:     0,0,283749 

T^=  10,0858     bei     5,90«  C. 

Ind.,  Galvanom.  u.  10  S.-E.  in  der  Schliessung. 

Reihe  I. 

y:  0,0,199430  0,0,199178 

Mittelwerth:     0,0,199304 

1F=  19,5144     bei     5,85°  C. 

Reihe  II. 

/:  0,0,183857  0,0,183931 

Mittelwerth:     0,0,183894 

1^=19,4760     bei     6,1 0°C. 
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Reihe  III. 

y:      0,03170168        0,03170361         0,0,170391         0,0,170392 

Mittelwerth:     0,0,170328 

t^==  19,4870     bei     5,75°  C 

Reihe  IV. 

y:  0,0,146926  0,0,146954 

Mittelwerth:     0,0,146940 

TF=  19,4749     bei     5,90°  C. 

Fttr  die  10  S.-E.  in  Ohm  erhalt  man  also  die  Werthe: 

1)  9,3880  bei  4,85" 

2)  9,3800  bei  6,10° 

3)  9,3915  bei  5,75° 

4)  9,3891  bei  5,90°. 

Hieraus  erhält  man  endlich  die  folgenden  vier  Werthe  für 
das  Ohm  : 

1 ,061 66  ,         1 ,06265  ,         1 ,061 24  ,         1 ,061 56  . 
Hieraus  ergiebt  sich  im  Mittel: 

1  Ohm  =  1,06178  S.-K. 

Diese  Methode  giebt  also  bedeutend  näher  an  einander 
liegende  Werthe  für  die  einzelnen  Reihen.  Dagegen  ist  der  sich 
ergebende  Mittelwerth  kleiner  als  der  von  Herrn  Dorn  angege- 
bene wahrscheinlichste  Werth  fttr  das  Ohm.  Schon  deshalb 
möchte  ich  mit  Herrn  Dorn  einen  der  direct  berechneten  Werthe 
bevorzugen  trotz  der  grösseren  Abweichungen  in  den  einzelnen 
Reihen.  Aber  auch  aus  inneren  Gründen  würde  der  mit  Hülfe 
der  beobachteten  Anfangselongationen  erhaltene  Werth: 

1  Ohm  =  1,06249  8.-E. 

vorzuziehen  sein.  Läge  z.  B.  ein  kleiner  Irrthum  über  die  Dauer 
des  Umlegens  des  Erdinductors  vor ,  so  würde  in  Folge  davon 
die  berechnete  Anfangselongation  mit  einem  systematischen  in 
allen  Beobachtungsreihen  nahezu  gleichen  Fehler  behaftet  sein. 
Zudem  wächst  ja  die  Unsicherheit,  wenn  man  statt  einer  Unbe- 
kannten aus  denselben  Gleichungen  zwei  bestimmen  will.  Es 
wiederholt  sich  hier  die  schon  oft  gemachte  Erfahrung,  dass  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  nicht  immer  zu  den  wahrschein- 
lichsten Ergebnissen  führt. 


K.  Bohn,  Die  Consiruction  der  Fläche  3.  Grades  durch  neun 
gegebene  Punkte, 

Obgleich  dieses  Problem  schon  mehrfach  behandelt  worden 
ist,  ist  es  doch,  sowohl  was  die  bei  der  Behandlung  aufgewen- 
deten Sätze  betrifft,  als  auch  bezüglich  der  daraus  resultirenden 
Construction  noch  ziemlich  complicirt.  Verschiedene  dieser  Con- 
structionen  beruhen  nur  auf  dem  Ziehen  von  Geraden  durch 
zwei  Punkte  und  dem  Legen  von  Ebenen  durch  drei  Punkte, 
oder  können  doch  dahin  abgeändert  werden.  Ohne  auf  die  ein- 
zelnen Arbeiten  einzugehen,  will  ich  nur  eine  Lösung  des  Pro- 
blems erwähnen,  die  von  Stbinbr  und  Chasles  ausgeht,  und 
später  von  verschiedener  Seite  unwesentlich  abgeändert  und 
vereinfacht  wurde.  Es  werden  die  9  Punkte  in  3  Gruppen  von 
je  3  Punkten  getheilt  und  durch  jede  Gruppe  eine  Ebene  gelegt. 
Sei  etwa  A  die  Ebene  durch  die  Gruppe  1,2,3,  femer  B  die 
Ebene  durch  4,  5,  6  und  F  die  Ebene  durch  7,  8,  9;  sind  dann 
kf  /,  m  drei  Kegelschnitte  durch  die  Gruppen  1,2,3  resp.  4, 5, 6 
resp.  7,  8,  9,  und  schneiden  sie  sich  zu  zwei  und  zwei  in  zwei 
Punkten,  so  liegen  sie  auf  einer  Fläche  3.  Grades,  die  dadurch 
völlig  bestimmt  ist.  Um  diese  Kegelschnitte  k,  ly  m  in  den  Ebenen 
A,  B,  r  zu  construiren,  werden  zunächst  drei  Kegelschnitte  in 
diesen  Ebenen  aufgesucht,  die  sich  auch  zu  zwei  und  zwei  in 
zwei  Punkten  treffen,  die  aber  nur  die  acht  Punkte  4,  2,  .  .  .,  8 
enthalten,  also  mit  anderen  Worten  es  wird  eine  Fläche  S.Grades 
durch  acht  von  den  gegebenen  Punkten  bestimmt.  In  gleicher 
Weise  ermittelt  man  eine  zweite  Fläche  2.  Grades  durch  die 
nämlichen  acht  Punkte;  durch  die  Schnittcurve  beider  Flächen 
geht  ein  Flächenbttschel ,  der  die  Ebenen  A,  B,  T  in  Kegel- 
schnittbüscheln schneidet,  und  es  ist  in  dem  Büschel  der  Ebene  F 
derjenige  Kegelschnitt  auszuwählen,  der  auch  den  Punkt  9  ent- 
hält. Damit  ist  dann  m  gefunden  und  es  ergeben  sich  dann  leicht 
k  und  /. 
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Es  ist  indessen  durchaus  nicht  nöthig,  zunächst  Kegel- 
schnitte in  A,  B,  r  zu  construiren,  die  nur  acht  der  gegebenen 
Punkte  enthalten ;  vielmehr  gelingt  es  in  der  einfachsten  Weise 
die  Polaren  des  Punktes  S,  der  den  Ebenen  A,  B,  F  gemeinsam 
ist,  in  Bezug  auf  die  gesuchten  Kegelschnitte  k,  Ij  m  zu  zeichnen. 
Damit  ist  dann  das  Problem  gelöst,  da  sich  jeder  Kegelschnitt 
leicht  punktweise  zeichnen  ISisst,  wenn  man  von  ihm  drei  Punkte 
und  zu  einem  Punkt  seiner  Ebene  die  Polare  kennt.  Zur  Dar- 
legung der  Gonstruction  bedürfen  wir  keiner  Sätze  über  die 
Flächen  S.  Grades,  die  perspective  Lage  zweier  Ebenen  wird 
uns  zum  Ziele  führen.  Wir  betrachten  zunächst  nur  die  beiden 
Ebenen  A  und  B  mit  den  Gruppen  4 ,  2,  3  und  4,  5,  6.  Je  zwei 
Punkte  von  c,  der  Schnittlinie  von  A  und  B,  bestimmen  mit 
jeder  der  beiden  Gruppen  einen  Kegelschnitt;  zwei  solche  Kegel- 
schnitte sollen  kurz  entsprechende  genannt  werden.  Ganz  analog 
sagen  wir,  dass  zwei  Geraden  von  A  und  B  sich  entsprechen^ 
wenn  sie  die  Polaren  von  S  in  Bezug  auf  zwei  entsprechende 
Kegelschnitte  sind.  Die  entsprechenden  Geraden  in  A  und  B 
liegen  perspectiv,  d.  h.  sie  liegen  in  Ebenen,  die  sich  in  einem 
Punkte,  dem  Gentrum  der  Perspective,  schneiden.  Denn  erstens 
entspricht  jeder  Geraden  der  einen  Ebene  eine  Gerade  der 
anderen  Ebene,  da  die  erste  Gerade  als  Polare  von  S  mit  der 
Gruppe  der  Ebene  einen  Kegelschnitt  bestimmt,  dem  ein  ein- 
ziger Kegelschnitt  der  zweiten  Ebene  entspricht,  und  ihm  gehört 
eine  bestimmte  Gerade  als  Polare  von  S  zu.  Zweitens  schneiden 
sich  entsprechende  Geraden  auf  c,  und  drittens  entspricht  einem 
Strahlbüschel  in  A  ein  solches  in  B  und  umgekehrt.  Ein  Kegel- 
sohnittbüschel  in  A  schneidet  nämlich  c  in  den  Punktepaaren 
einer  Involution,  und  diese  liegen  mit  der  Gruppe  4,  o,  6  auf 
Kegelschnitten,  die  einen  Büschel  in  B  bilden.  Die  Polaren  von 
8  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  jenes  Büschels  in  A  bilden  ein 
Strahlbüschel,  ebenso  die  Polaren  von  S  in  Bezug  auf  die  Kegel- 
schnitte des  Büschels  in  B,  und  die  Strahlen  des  einen  Büschels 
entsprechen  denen  des  andern.  Ist  also  O3  das  Centrum  der 
Perspective,  so  schneidet  jede  Ebene  durch  O3  die  Ebenen  A 
und  B  in  Geraden,  die  als  Polaren  von  S  zwei  entsprechenden 
Kegelschnitten  zugehören,  d.  h.  diese  Kegelschnitte  gehen  durch 
die  Gruppen  1 ,  2, 3  respective  4,5, 6  und  treffen  c  in  dem  näm- 
lichen Punktepaar.  In  gleicher  Weise  liegen  die  Polaren  von  S 
in  Bezug  auf  entsprechende  Kegelschnitte  der  Ebenen  B  und  F 
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in  Ebenen,  die  sich  in  einem  Punkte  0^  schneiden,  und  eine 
gleiche  Rolle  spielt  0,  ftlr  die  Ebenen  F  und  A. 

Die  Ebene  0^0^0^  schneide  die  Gerade  c  in  C,  die  Geraden 
a  und  b  in  A  und  B,  dabei  sei  a  die  Schnittlinie  von  B  und  F 
und  6  die  von  F  und  A.  Ist  nun  k  der  Kegelschnitt  durch  1 , 2, 3 
mit  iS  und  BC  als  Pol  und  Polare,  und  sind  ebenso  /  und  m  die 
Regelschnitte  durch  4,  5,  6  resp.  7,  8,  9  mit  S  und  CA  resp.  S 
und  AB  als  Pol  und  Polare,  so  schneiden  sich  A,  /,  m  zu  zwei  und 
zwei  in  zwei  Punkten  und  bestimmen  so  die  Fläche  8.  Grades 
durch  die  9  gegebenen  Punkte.  S  und  0,  sind  conjugirte  Punkte 
in  Bezug  auf  die  dreifach  unendlich  vielen  Flächen  durch  die 
sechs  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6;  in  der  That  muss  es  zu  S  einen 
solchen  conjugirten  Punkt  geben,  da  eine  dieser  Flächen,  näm- 
lich das  Ebenenpaar  1  3  3,  4  5  6,  in  S  einen  Knotenpunkt  hat. 

Um  die  Punkte  0^ ,  0,,  O3  in  möglichst  einfacher  Weise  zu 
zeichnen,  verfahre  man  folgendermassen.  In  der  Ebene  A  wählen 
wir  die  Geraden  S\  und  S2  und  suchen  die  entsprechenden 
Geraden  in  B.  Zu  jener  Geraden  gehören  in  A  als  Kegelschnitte 
die  Geradenpaare  S1, 2  3  und  82, 4  3,  denen  in  B  zwei  Kegel- 
schnitte durch  4,5, 6,  S  entsprechen;  der  eine  von  ihnen  ent- 
hält noch  P,  den  Schnittpunkt  von  c  und  2  3,  der  andere  noch  Q, 
den  Schnittpunkt  von  c  und  4  3.  Den  Geraden  Si  und  S  2  ent- 
sprechen in  B  die  Tangenten  SU  und  SFder  bezüglichen  Kegel- 
schnitte im  Punkte  S ;  diese  ergeben  sich  aus  den  PASCAi'schen 
Sechsecken  4, 5,  6,  S,  S,  P  resp.  4, 5, 6,  S,  S,  Q.  Als  ein  weiteres 
Paar  entsprechender  Kegelschnitte  in  A  und  B  nehmen  wir  die 
Geradenpaare  2  3, AI  und  5  6,  P 4,  wobei  sich  5  6  und  c  in  A 
schneiden ;  es  entsprechen  sich  dann  die  Polaren  p^  und  p,  von 
8  in  Bezug  auf  diese  Geradenpaare.  Verbindet  man  die  Schnitt- 
punkte von  p^  und  Si  resp.  82  mit  denen  von  p,  und  SU  resp. 
SV,  so  schneiden  sich  diese  beiden  Geraden  in  0,.  Analog  finden 
sich  0^  und  0,. 

Um  die  Schnittgeraden  BC,  CA,  AB  der  Ebene  O^O^O^  mit 
den  Ebenen  A,  B,  F  zu  zeichnen,  suche  man  die  auf  ihnen  lie- 
genden Durchstosspunkte  der  Geraden  0^0^  und  0^0^  mit  diesen 
Ebenen.  So  schneidet  die  Ebene  S0^0^  die  Ebenen  A,  B,  F  in 
Geraden,  deren  Schnittpunkte  mit  0^  0,  die  gesuchten  Durch- 
stosspunkte sind.  Nun  ist  aber  SO^  die  Schnittlinie  von  SiU 
und  S%V,  und  analog  ist  SO,  definirt.  Sind  demnach  A^,B^,C^ 
drei  beliebige  Punkte  von  a,  b  und  c,  und  verbindet  man  die 
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Schnittpunkte  von  B^C^  und  S1  resp.  S2  mit  denen  von  C^A^ 
und  SU  resp.  SV,  so  gehen  beide  Geraden  durch  den  Schnitt- 
punkt von  SO,  mit  der  Ebene  A^B^  C^;  analog  findet  sich  der 
Schnittpunkt  von  SO^  mit  dieser  Ebene.  Ihre  Verbindungslinie 
triffl  die  Geraden  B^C^ ,  C^A^^  A^  B^  in  Punkten,  durch  die  die 
Schnittlinien  der  Ebene  S  0^  0,  mit  den  Ebenen  A,  B,  F  ver- 
laufen. 

Aus  der  dargelegten  Gonstruction  erkennt  man  zugleich, 
dass  eine  Projection  des  Dreikantes  abc  und  der  9  Punkte  in 
seinen  Seitenflächen  genügt,  um  sie  durchzuführen.  Sie  deckt 
sich  mit  der  Lösung  der  Aufgabe:  Durch  drei  Mal  drei  Punkte 
einer  Ebene  drei  Kegelschnitte  der  Art  zu  legen,  dass  sie  sich 
paarweise  in  zwei  Punkten  schneiden,  die  auf  drei  festen,  durch 
einen  Punkt  gehenden  Geraden  liegen. 


P.  Flechsig,  Zur  Entwickelungsgeschichte  der  Associations- 
sys lerne  im  menschlichen  Gehirn. 

Ich  habe  bereits  in  meinem  Werk  »Die  Leitungsbahnen  im 
Gehirn  und  Rückenmark  des  Menschen a  darauf  hingewiesen, 
dass  die  Faserzttge,  welche  in  die  Zusammensetzung  der  Gross- 
hirnlappen eingehen,  nicht  gleichzeitig  in  das  Endstadium  der 
Entwicklung,  dasjenige  der  Markscheidenbildung  eintreten,  son- 
dern dass  hier  grosse  zeitliche  Differenzen  (von  ^  Jahr  und 
mehr;  bestehen.  Zuerst  sind  es  gewisse  Elemente  des  Stab- 
kranzes, welche  zur  Reife  gelangen,  insbesondere  sensible  Lei- 
tungen und  hier  vor  Allem  die  indirecten  Fortsetzungen  der 
Hinterstränge,  welche  dem  Lobulus  paracentralis  bezw.  den 
Centralwindungen  zustreben.  Der  Stabkranz  entwickelt  sich  so 
successiv  in  zahlreichen  Absatzen.  Dasselbe  gilt  auch  für  jene 
Faserzüge,  welche  man  nach  Mbtnbrt  als  »Associationssysteme« 
bezeichnet.  Man  findet  sie  an  einzelnen  Stellen  der  Rinde  schon 
voll  entwickelt  bezw.  markhaltig ,  während  sie  in  anderen  Ge- 
bieten noch  vollständig  fehlen.  Hieraus  folgt,  dass  die  verschie- 
denen bezw.  verschiedenwerthigen  Rindengebiete  successiv  in 
(eilende  Verbindung  treten,  und  zwar  ist  die  Reihenfolge,  in 
welcher  dies  geschieht,  eine  durchaus  gesetzmässige.  Obwohl 
nun  die  Feststellung  der  Gesetze,  welche  hier  zu  Grunde  liegen, 
zweifellos  nach  den  verschiedensten  Richtungen  hin  und  nicht 
zum  wenigsten  psychologisch  von  hohem  Interesse  erscheinen 
muss,  hat  sich  bisher  die  Forschung  noch  nicht  diesem  Problem 
eingehender  gewidmet;  ich  habe  deshalb  Herrn  cand.  med. 
M;iDLBR  hier  veranlasst,  mittelst  der  neueren  Markscheiden-Fär- 
bungen die  Reihenfolge,  in  welcher  die  Associations-Systeme 
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markhakig  werden,  festzustelleD,  und  halte  ich  es  für  zweck- 
mässig, bereits  jetzt  einige  der  so  gewonnenen  Resultate  mitzu- 
theilen. 

Meine  eigenen  früheren  Befunde  betreffen  im  Wesentlichen 
Makroskopisches  und  sind  insofern  selbstverständlich  zunächst 
mit  Reserve  aufzunehmen.  Immerhin  sind  die  makroskopischen 
Bilder  so  scharf  und  klar,  dass  sie  bis  zu  einem  gewissen  Grad 
volles  Vertrauen  verdienen.  Ich  hatte  gefunden,  dass  mark- 
weisse  also  reichlich  markhaltige  Associationssysteme  zuerst 
nachweisbar  sind  im  Gehirn  des  völlig  reif  geborenen  Kindes 
von  52 — 54  cm  Körperlänge.  Bei  weniger  langen  habe  ich  sie 
ausnahmslos  vermisst.  Die  obengenannten  Rinden-Abschnitte, 
in  welche  sich  der  Haupttheil  der  Schleifenschicht  und  die 
oberen  Kleinhirnstiele  verfolgen  lassen,  bilden  die  erste  Fund- 
stätte markhaltiger  Associationssysteme  und  zwar  kurzer,  bogen- 
förmig verlaufender  Faserzüge,  welche  anscheinend  nirgends 
über  den  Bereich  der  Centralwindungen  hinausgehen  und  in 
deren  obersten  Abschnitten  noch  deutlicher  hervortreten,  als  in 
den  unteren.  Die  mikroskopische  Untersuchung  nach  Wbigbrt- 
Pal  gefärbter  Schnitte  aus  dem  Gehirn  Neugeborener  hat  bezüg- 
lich der  Centralwindungen  wesentlich  neue  Aufschlüsse  nicht 
gegeben,  abgesehen  etwa  von  der  Thatsache,  dass  die  hier  zu- 
erst auftretenden  Associationssysteme  unterhalb  der  eigentlichen 
Rinde  liegen  und  dass  innerhalb  der  Rinde  selbst  der  Ober- 
fläche parallel  laufende  markhaltige  Fasern  erst  später  zahl- 
reicher nachweisbar  sind.  Wohl  aber  hat  die  genaue  mikros- 
kopische Durchforschung  des  gesammten  Gehirns  eines  circa 
4  Wochen  alt  gewordenen,  angeblich  völlig  ausgetragen  zur 
Welt  gekommenen  Kindes  ergeben ,  dass  ausser  den  Central- 
windungen noch  ein  zweites  Rindengebiet  existirt,  welches 
durch  frühzeitiges  reichliches  Vorkommen  markhaltiger  Associa- 
tionssysteme ausgezeichnet  ist.  Dasselbe  hat  gewissermassen 
sein  Centnim  in  der  Lamina  perforata  anterior  und  der  inneren 
Riechwindung.  Von  hier  gehen  einestheils  markhaltige  Bündel 
aus  zum  Thalamus  und  basalen  StreifenhUgel  (welche  wohl  als 
Stabkranzfasem  gleichwerthig  zu  betrachten  sind),  andemtheils 
zu  Rindengebieten  bezw.  denselben  gleichwerthigen  grauen 
Massen.  Vor  Allem  fallen  zahlreiche  markhaltige  Züge  im  Septum 
pellucidum  auf,  femer  die  Striae  I^ncisi,  welche  in  den  kleinen 
grauen  Massen  auf  der  Balkenoberfläche  enden,   und  endlich 
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FaserzOge  zur  Hakenwindang.  Am  augenfolligsten  durch  zahl- 
reiche markreiche  Fasern  erscheint  aber  ein  innerhalb  des  Gyrus 
hippocampi  verlaufendes  starkes  Faserbttndel,  welches  vorn  in 
Form  von  Radiärfasem  aus  der  Rinde  der  Hakenwindung  her- 
vorgeht und  nach  hinten  in  die  Rinde  des  Gyrus  hippocampi  ein- 
dringend, parallel  zur  Oberfläche  verläuft  und  in  der  Rinde 
verschwindet.  Einzelne  Fasern  sind  bis  zur  Gegend  des  Ralken- 
Wulstes  zu  verfolgen,  laufen  unter  dem  Ventrikel  nach  aussen 
und  gelangen  so  in  die  Nahe  der  rudimentär  entwickelten  (mark- 
armen) Sebstrahlung,  mit  welcher  sie  möglicherweise  bis  zum 
Sehhügel  vordringen.  Dieses  Bttndel  ist  besonders  mächtig  in 
jener  Region  des  Gyrus  hippocampi,  welche  auf  Grund  insbe- 
sondere vergleichend -anatomischer  Befunde  zur  Riechsphäre 
gerechnet  werden  muss,  und  es  findet  sich  im  ganzen  übrigen 
Gehirn  kein  Associationssystem ,  welches  an  Mächtigkeit  sich 
auch  nur  entfernt  mit  ihm  vergleichen  Hesse.  Hiemach  muss 
man  annehmen,  dass  die  Associationssysteme  der  Riechsphäre 
in  ihrer  Entwickelung  allen  anderen  vorauseilen,  ausgenommen 
etwa  die  des  Lobulus  paracentralis  und  der  Central  Windungen, 
bezüglich  deren  es  vorläufig  unentschieden  bleiben  muss,  ob  sie 
noch  erheblich  früher  in  das  Stadium  der  Reife  eintreten. 

Suche  ich  die  allgemeine  Bedeutung  dieser  Thatsachen  näher 
zu  würdigen,  so  ist  von  hohem  Interesse,  dass  es  gewisser- 
massen  distincte  Gentren  für  die  Entwickelung  der  Associations- 
systeme giebt  und  dass  diese  mit  Sinnessphären  sich  decken, 
einestheils  mit  der  Riechsphäre,  andemtheils  mit  den  Endstätten 
sensibler  Muskel-  und  Hautnerven.  Erst  wenn  die  Markumhül- 
lung in  den  betreffenden  sensiblen  Leitungen  bis  zur  Rinde  vor- 
gedrungen, treten  hier  markhaltige  Associationssysteme  hervor. 
Fast  möchte  es  scheinen,  als  ob  in  diesem  Entwickelungsgang 
auch  die  Grundlinien  ft^r  den  Aufbau  des  Psychischen  gegeben 
seien,  und  insbesondere  dürfte  wohl  das  Vorauseilen  der  Riech- 
sphäre darauf  hinweisen,  dass  dem  Geruchsinn  in  dem  geistigen 
Leben  des  Neugeborenen  eine  besonders  hervorragende  Stelle 
zukommt. 

Parallel  der  Entwickelung  der  Associationssysteme  geht  die 
der  Thalamus-Stiele.  Die  Stabkranzbündel  des  Sehhügels  erhalten 
gleichfalls  successiv  ihre  Markscheiden  dergestalt,  dass  die  Rin- 
denabschnitte, in  welchen  markhaltige  Associationssysteme  sicht- 
bar werden,  frühzeitig  durch  markhaltige  Leitungen  mit  dem 
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Thalamus  verknttpft  werden.  Auf  eine  Würdigung  dieser  höchst 
interessanten  Thatsache  soll  bei  einer  anderen  Gelegenheit  naher 
eingegangen  werden.  Hier  möge  nur  darauf  hingewiesen  sein, 
dass  der  Thalamus  mit  seinen  Stielen  einen  Apparat  darstellt, 
welcher  u.  a.  geeignet  erscheint,  die  Einwirkung  gewisser  Rin- 
dentheile  auf  gewisse  andere  zu  vermitteln.  Insofern  beim  Neu- 
geborenen deutlich  nachweisbar  ist,  dass  die  StabkranzbUndel 
des  Thalamus  vornehmlich  mit  den  Sinnessphären  der  Gross- 
himrinde  zusammenhangen,  ist  in  der  Verbindung  mit  letzteren 
der  Schlttssel  fttr  die  Bedeutung  des  Sehhügels  überhaupt  ge- 
geben. 
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SITZUNG  VOM  2.  JULI  1894. 

Vorträge  hielten : 
4 .  Herr  WUhelm  Pfeffer :  Ueber  die  geotropische  Sensibilität  der  Wurzel- 
spitze  nach  Untersuchungen  von  Dr.  Ompek  im  botanischen  Institute 
der  Universität. 

2 .  Herr  Hermann  Ambronn :  Ueber  die  Ergebnisse  einer  mit  Dr.  X.  Le  Blanc 
ausgeführten  Untersuchung  isomorpher  Mischkrystalle. 

3.  Herr  Kaz  von  Frey:  Beiträge  zur  Physiologie  des  Schmerzsinns. 

4.  Herr  Adolf  Xayer:  Vorlegung  einer  Abhandlung  von  Dr.  Paul  Stäckel  in 
Halle  a/S. :  Ueber  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  einer 
rauhen  Oberfläche. 

5.  Herr  Sophui  Lie :  Untersuchungen  über  unendliche  continuirltche  Grup- 
pen (siehe  Abhandlungen  der  mathem.-phys.  Klasse). 

6.  Herr  L.  Kanrer:  Ueber  die  lineare  homogene  Gruppe.  Angekündigt  von 
dem  o.  Mitgliede  SophnsLie  am  2.  Juli  und  eingereicht  am  4  4.  Juli  4  894. 

W.  Pfeffer,  Ueber  die  geotropische  Sensibilität  der  Wurzel- 
spitze,  nach  dem  von  Dr.  Czapek  im  Leipziger  botanischen  Institut 
angestellten  Untersuchungen. 

Eine  horizontal  gelegte  Keimwurzel  krümmt  sich  bekannt- 
lich so  lange  geotropische  bis  die  Spitze  vertical  abwärts  ge- 
richtet, also  in  ihre  normale  Lage  gebracht  ist.  Die  mechanische 
Ausführung  muss  natürlich,  wie  stets,  von  der  Perception  des 
Reizes  unterschieden  werden  und  in  der  Wurzel  liegt  der  in  der 
Pflanze  nicht  seltene  Fall  vor,  dass  der  Ort  der  Perception  von 
der  Actionszone  räumlich  getrennt  ist. 

Es  war  nun  Ch.  Darwin  ^),  welcher  zu  der  Ansicht  kam,  dass 
die  geotropische  Sensibilität  der  Wurzel  nur  in  der  Spitze  liege. 
Ein  strenger  Beweis  hierfür  ist  freilich  weder  durch  Darwiit,  noch 
durch  spätere  Forschungen  erbracht;  die  Annahme  Darwin's  ist 
aber  in  der  That  richtig,  wie  unwiderleglich  aus  den  hier  mitzu- 
theilenden  Untersuchungen  hervorgeht. 

An  dieser  Stelle  sollen  nicht  discutirt  werden  die  ziemlich 
zahlreichen  Untersuchungen  verschiedener  Forscher,  welche  sich 

4)  Bewegungsvermögen  der  Pflanzen  4881,  p.  448. 
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zum  Theil  für,  zum  Theil  gegen  Darwin's  Annahme  erklarten  i). 
Betont  aber  muss  werden,  dass  Ch.  Darwin,  wie  alle  seine  Nach- 
folger, ihre  Schlussfolgerungen  aus  Erfahrungen  ableiteten, 
welche  nach  Abschneiden  der  Wurzelspitze  gewonnen  wurden. 
Und  eben  deshalb  ist  ihre  Argumentation  nicht  streng  beweisend, 
weil  thatsächlich  in  der  Reaction  der  Pflanzen  gegen  Verwun- 
dungen neue  Thfltigkeiten  erweckt  und  Reactionsfähigkeiten  ver- 
schoben werden  können. 

Für  unsere  Zwecke  sind  besonders  instructiv  die  Erfahrun- 
gen, welche  Untersuchungen  über  die  heliotropische  Empfindlich- 
keit lieferten,  die  Herr  Dr.  Rothert^)  im  Leipziger  Institut  aus- 
fohrte.  Es  ergab  sich  u.  a.,  dass  das  jugendliche  intacte  Keimblatt 
von  Avena  sativa  zwar  an  seiner  Spitze  hervorragend,  jedoch 
auch  an  jeder  anderen  Stelle  heliotropisch  sensibel  ist.  Wahrend 
demgemass  das  intacte  Blatt  auch  dann  heliotropisch  reagirt, 
wenn  ganz  allein  seine  Mitte  vom  Licht  getroffen  wird,  verhalt 
es  sich  indifferent,  wenn  zuvor  die  Spitze  abgeschnitten  wurde. 
Diese  Verwundung  sistirt  also  hier  (und  zwar  ftlr  4  bis  2  Tage) 
die  heliotropische  Sensibilität  und  man  kann  schlechterdings 
nicht  wissen,  ob  nicht  auch  ein  analoger  Einfluss  es  mit  sich 
bringt,  dass  die  Wurzel  nach  dem  Decapitiren  ihre  geotropische 
Reactionsfahigkeit  verliert. 

Aber  auch  die  Nachwirkungen  sind  nicht  entscheidend, 
welche,  wie  Ch.  Darwin  (und  vor  ihm  schon  Cibsielski)  erkannte, 
auch  dann  eintreten,  wenn  eine  Wurzel  einige  Zeit  in  horizontaler 
Lage  gehalten  und,  ehe  geotropische  Krümmung  merklich  ist, 
decapitirt  wird.  Denn  dieser  Erfolg  kommt  auch  heraus,  wenn 
durch  die  Wundreaction  zwar  die  Sensibilität,  nicht  aber  die 
Ausfuhrung  eines  genügend  percipirten  Reizvorganges  sistirt 
wird  und  ein  solches  Verhaltniss  ist  in  der  That  für  das  analoge 
heliotropische  Verhalten  des  Keimblattes  von  Avena  bestimmend. 
Auch  dieses  ergiebt  Nachwirkung  nach  Decapitiren  der  Spitze, 
gleichviel  ob  das  heliotropisch  (zunächst  latente)  Bestreben  durch 
Beleuchtung  der  Spitze  oder  der  Mitte  des  Blattes  inducirt  wurde. 

In  Bezug  auf  den  Heliotropismus  ist  es  leicht,  die  Sache 
klarzustellen,  da  man  eben  die  auslösende  Beleuchtung  in  be- 

4)  Detlepsek,  WiESKER,  Fr.  Dahwin,  Kirchner,  Krabbe,  Brunchorst 
o.  s.  w.  Bei  letzterem  (Bericht  der  botanisch.  Gesellschaft  4884,  p.  79)  ist 
die  Literatur  citirt. 

5)  Berichte  der  botanisch.  Gesellschaft  4898,  p.  887. 
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liebiger  Weise  localisirt  wirken  lassen  kann.  Dagegen  dürfte  es 
praktisch  nicht  leicht  ausführbar  sein,  die  auslösende  Wirkung 
der  Schwerkraft  oder  an  deren  Stelle  der  Centrifugalkraft,  etwa 
auf  die  Wurzelspitze  zu  localisiren.  Wohl  aber  ist  es  möglich, 
wahrend  z.  B.  die  übrige  Wurzel  honzontal  steht,  den  Spitzen- 
theil in  einer  verticalen  Stellung  zu  erhalten  und  auf  diesem 
Princip  beruht  unsere  Methode,  mittelst  deren  sich  die  geotropi- 
sche  Sensibilität  der  intacten  und  mit  normaler  Schnelligkeit 
wachsenden  Wurzel  erweisen  lässt. 

\yir  Hessen  zu  dem  Zwecke  Wurzelspitzen  in  rechtwinkelig 
umgebogene  kurze  Röhrchen  aus  dünnem  Glase  einwachsen. 
Vermöge  ihrer  Plasticität  folgt  die  eindringende  Wurzel  leicht 
der  Krümmung  des  Böhrchens  und  gelangt  so  mit  ihrer  Spitze 
bis  an  das  andere  abgeschmolzene  Ende.  Nunmehr  ist  ein  un- 
gefähr 1 ,5  bis  2  mm  langer  Spitzentheii  rechtwinkelig  gegen  die 
übrige  Wurzel  gerichtet,  von  der  etwa  1,5  bis  2  mm  in  dem 
anderen  Schenkel  des  Röhrchens  stecken.  Der  jüngere  Spitzen- 
theii bleibt  also  dauernd  in  diesem  die  Form  aufdrängenden 
Röhrchen,  denn  mit  dem  Zuwachs  werden  die  älter  werdenden 
Partien  der  Wurzel  herausgedrängt  und  naturgemäss  als  gerad- 
liniger Zuwachs  der  übrigen  Wurzel  zugefügt.  Die  hohe  Energie, 
mit  der  Wurzeln  gegen  Widerstände  arbeiten  ^),  bringt  es  auch 
mit  sich,  dass  die  in  dieser  Zwangslage  befindlichen  Wurzeln 
ungefähr  gleich  schnell  wachsen,  wie  freie  Wurzeln.  Mit  diesen 
stimmt  auch,  von  der  rechtwinkeligen  Krümmung  abgesehen, 
die  Gestalt  der  in  die  Käppchen  gelenkten  Wurzelspitze  ziemlich 
überein,  wenn,  wie  es  geschah,  den  Glaskäppchen  die  entspre- 
chende Form  gegeben  wurde. 

Zur  Verhinderung  geotropischer  Wirkung  befanden  sich  die 
Wurzeln  während  des  Hineinwachsens  in  die  Käppchen  am 
Klinostaten.  Von  den  so  gewonnenen  Präparaten  wurde  dann  ein 
Theil  so  aufgestellt,  dass  der  vorderste  Spitzentheil  der  Wurzel 
vertical  abwärts,  die  übrige  Wurzel  also  horizontal  stand,  wäh- 
rend bei  einem  andern  Theil  der  Spitzentheil  z.  B.  in  horizontale 
Lage  kam.  In  diesem  Falle,  überhaupt  stets,  wenn  der  Spitzen- 
theil sich  nicht  in  normaler  Lage  befand,  erfolgte  in  dem  nicht 
von  dem  Glasröhrchen  umhüllten  Theile  geotropische  Krüm- 
mung, die  sich  zudem  ungefähr  gleich  schnell  wie  an  horizontal 


4)  Vgl.  Pfeffer,  Druck-  und  Arbeitsleistung,  4893. 
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gelegten,  freien  Wnrzeln  einstellte.  Dagegen  unterblieb  jede 
Krttmmung  in  denjenigen  Wurzeln,  deren  Spitzentheii  vertical 
abwärts  gerichtet  war,  sich  also  in  der  normalen  Gleichgewichts- 
lage befand. 

Irgend  eine  Verletzung  erfuhren  die  Wurzeln  in  unseren 
Versuchen  nicht.  Die  aufgedrängte  Krttmmung  der  Wurzelspitze, 
welche  gelegentlich  auch  in  natttrlichen  Wachsthumsverhält- 
nissen  vorkommt,  beeinträchtigt  aber  die  geotropische  Reaottons- 
tehigkeit  nicht,  wie  direct  aus  den  obigen  Versuchen  hervorgeht. 
Und  da  bei  einiger  Länge  der  wachsenden  Region  (Wurzeln  von 
Faba,  Lupinus  etc.)  die  Zone  stärkster  Streckung  und  Krttmmung 
ausserhalb  der  Glashttlse  liegt,  so  ist  auch  verständlich,  dass  der 
Beginn  der  geotropischen  Krttmmung  durch  die  Glaskäppchen 
nicht  merklich  verschoben  wird. 

Durch  die  Thatsache,  dass  geotropische  Reaction  stets  er- 
folgt, sobald  der  Spitzentheil  sich  nicht  in  verticaler  Normalstel- 
lung befindet,  dass  aber  bei  solcher  Normalstellung  des  Spitzen- 
theiles  der  ttbrige  wachsende  und  nicht  wachsende  Theil  der 
Wurzel  in  jeden  beliebigen  Stellung  gegen  die  Lothlinie  eine 
geotropische  Reaction  nicht  erfahrt,  ist  also  streng  erwiesen, 
dass  nur  der  Spitzentheil  den  geotropischen  Reiz  percipirt. 

Ob  der  ganze  abgebogene  Spitzentheil  oder  nur  ein  Theil 
dieses  geotropisch  sensibel  ist,  das  Hessen  unsere  Versuche  un- 
entschieden. Da  aber  bei  Wurzeln  von  Lupinus  und  Faba  4 ,5 
bis  2  mm  vom  Wurzelkörper  (also  excl.  Haube)  abgeschnitten 
werden  mttssen,  um  die  geotropische  Reactionsfähigkeit  aufzu- 
heben, so  kann  nicht  nur  die  äusserste  Galyptrogenschicht  sen- 
sibel sein,  wie  es  Firtsgh  ^)  annimmt. 

Beachtet  man,  dass  die  jugendlichen  Zellen  der  Wurzelspitze 
mit  der  ferneren  Ausbildung  und  dem  Fortrttcken  vom  Scheitel- 
punkt ihre  Sensibilität  verlieren,  so  kann  man  nicht  zweifeln, 
dass  auch  die  geotropische  Perceptionsfähigkeit  nur  allmählich 
ausklingt.  Eine  ganz  scharfe  Grenze  zwischen  sensibeln  und 
nicht  sensibeln  Zellen  oder  Zellgruppen  ist  deshalb  auch  nicht 
zu  erwarten  und  in  Hinsicht  auf  die  allgemein  verbreiteten  spe- 
cifischen  Differenzen  ist  es  wohl  möglich,  dass  es  Wurzeln  giebt, 
in  denen  sich  die  geotropische  Sensibilität  bis  in  die  actions- 
fahige  Zone  erstreckt.    Ein  Zusammenfallen  von  Perceptions- 


0  Berichte  der  botan.  Gesellschaft  4884,  p.  254. 
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und  Actionsfähigkeit  ist  ja  in  Stengeln  u.  s.  w.  verbreitet  und  in 
vielen  Fallen  kommt,  gerade  umgekehrt  wie  in  Wurzeln,  den 
älteren,  nicht  aber  den  jugendlichsten  Zellen  die  Perceptions- 
fahigkeit  zu,  die  in  manchen  Fällen  nachweislich  auch  dann  noch 
fortbesteht,  wenn  die  Möglichkeit  zu  einer  sichtbaren  Action 
durch  Erlöschen  der  Wachsthumsfähigkeit  aufgehoben  ist. 

lieber  anderweitige  Studien  wird  die  ausführliche  Arbeit 
berichten.  Erwähnt  mag  hier  noch  werden,  dass  die  intensivste 
geotropische  Auslösungsbedingung  dann  erreicht  ist,  wenn  die 
Wurzel  schief  aufwärts  gerichtet  ist,  so  dass  sie  einen  Winkel 
von  60—70°  mit  der  Horizontalen  macht,  also  450—460°  von 
ihrer  Gleichgewichtslage  abweicht.  Doch  kommt  eine  Reizung 
auch  schon  dann  zu  Wege,  wenn  die  Wurzel  etwa  2 — 3°  aus 
der  Normalstellung  abgelenkt  ist,  und  thatsächlich  wird  durch 
weitergehende  Schiefstellung  der  zeitliche  Beginn,  sowie  die  In- 
tensität der  geotropischen  Induction  nur  im  massigen  Grade  ge- 
steigert. 

Ist  die  Hauptwurzel  umgekehrt,  aber  dauernd  ganz  genau 
vertical  gerichtet,  so  erfolgt  keine  geotropische  Reizung.  Doch 
wird  eine  solche  auch  in  dieser  Lage  schon  durch  eine  sehr 
geringe  Neigung  gegen  die  Lothlinie  hervorgerufen  und  da  die 
freie  Wurzel  stets  Nutationsbewegungen  macht,  so  kommt  nor- 
malerweise bei  inverser  Aufstellung  geotropische  Krümmung 
stets  zu  Stande. 


H.  Ambronn  und  H.  Le  Blanc,  Einige  Beiträge  zur  Kennt- 
niss  der  isomorphen  Mischkrystalk.     Mit  3  Figuren. 

I. 
Wean  man  zwei  Flüssigkeiten,  deren  Brechungsexponenten 
verschieden  sind,  in  bestimmten  Verhältnissen  mit  einander  ver- 
mischt, so  kann  man  aus  diesen  Verhältnissen  und  den  Brechungs- 
exponenten der  reinen  Substanzen  nach  der  sog.  Mischungsregei 
die  Brechunggexponenten  der  Mischungen  annähernd  berechnen. 
Die  experimentelle  Untersuchung  der  Brechungsexponenten 
bestätigt  die  Bichtigkeit  der  Bechnung,  vorausgesetzt,  dass  in 
der  That  nur  eine  Mischung  und  keine  chemische  Veränderung 
stattgefunden  hat.  Es  lag  nun  die  Frage  nahe,  ob  auch  bei 
den  isomorphen  Mischkrystallen  ein  ähnliches  Gesetz  für  ihre 
Brechungsexponenten  Geltung  hat.  Es  liegen  allerdings  hierüber 
sdion  Untersuchungen  vor,  nach  denen  eine  weitgehende  Ana- 
logie mit  den  Mischungen  von  Flüssigkeiten  vorhanden  sein  soll. 
Diese  Untersuchungen  sind  an  den  Mischkrystallen  verschiedener 
Alaune  angestellt  worden,  deren  Brechungsexponenten  jedoch 
nur  wenig  von  einander  abweichen.  Ob  die  Besultate  dieser 
Versuche  wirklich  als  einwurfsfrei  zu  betrachten  sind,  soll  hier 
nicht  weiter  erörtert  werden;  in  einer  späteren  Mittheilung 
werden  wir  Gelegenheit  haben,  darauf  zurückzukommen.  Zu 
unseren  eigenen  Versuchen  hatten  wir  zwei  isomorphe  Nitrate, 
die  des  Baryum  und  des  Blei,  gewählt,  deren  Brechungsexponenten 
sehr  weit  auseinander  liegen  (Baryumnitrat  hd  =  1 ,5724 ,  Blei- 
nitrat nj)  =:  4,78S0).  Wir  hatten. gehoflt,  dass  bei  einer  abge- 
stuften Beihe  von  Mischkrystallen  aus  beiden  Körpern  die 
Bestimmung  der  Brechungsexponenten  für  die  verschiedenen 
Mischungsverhältnisse   eine  Entscheidung  jener  Frage  geben 
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würde.  AlsMethode  für  die  Bestimmung  derBrechungsexponenten 
wählten  wir  die  von  Ls  Blang  ^)  angegebene,  die  im  Wesentlichen 
darin  besteht,  dass  ftLr  die  fein  pulverisirten  Krystalle  eine 
Flüssigkeit  von  gleichem  Brechungsvermögen  gesucht  wird. 

Um  eine  möglichst  gleichmassige  Ausbildung  der  Misch- 
krystalle  zu  erzielen,  Hessen  wir  grosse  Mengen  der  Lösungen,  je 
5  Liter,  in  einem  Räume,  der  eine  constante  Temperatur  von 
25^  C.  hatte,  längere  Zeit  ganz  ruhig  stehen.  Es  konnte  unter 
diesen  Umständen  eine  wesentliche  Aenderung  des  Mischungs- 
verhältnisses kaum  eintreten.  Die  erhaltenen  Krystalle  waren  gut 
ausgebildet,  nur  waren  die  Flächen  nie  ganz  eben ;  sie  hatten  octae- 
drische  Form  und  zeigten  manchmal  eine  Abstumpfung  der  Ecken 
durch  Wttrfelflächen.  In  ähnlicher  Weise  hatten  wir  von  den 
reinen  Substanzen  Krystalle  hergestellt,  die  in  der  Form  mit  den 
Mischkrystallen  Obereinstimmten,  nur  waren  hierbei  die  Flächen 
meist  vollständig  eben. 

Bei  Untersuchung  im  Mikroskope  zeigte  sich  zunächst,  dass 
die  reinen  Salze  optisch  isotrope  Krystalle  lieferten,  dass  hin- 
gegen schon  geringe  Beimischungen  von  Bleinitrat  zum  Baryum- 
nitrat  deutlich  anomale  Doppelbrechung  mit  Feldertheilung 
erzeugten,  wie  dies  ja  auch  schon  fttr  andere  reguläre  Misch- 
krystalle  bekannt  ist^). 

Bei  Beobachtung  über  einem  Gypsplättchen  ergab  sich  auf 
jeder  Octaederfläche  der  Charakter  der  Doppelbrechung,  wie  er 
in  beistehender  Fig.  4  angegeben  ist.  Die 
Elasticitätsellipsen  sind  dabei  in  der  Weise 


S^'      '''/^\    ^^^8^^®*^****®*?  däss  die  längere  Achse  im 
_      *\  /  ^   \  Vergleich  mit  gespanntem  Glase  die  Zug- 
*^    T\  1^    /  richtung  oder  mit  positiven   einachsigen 
^  /  /n  \^  /    Krystallen  die  Richtung  der  optischen  Achse 
/    ^   \/        aiigiebt.   Auf  den  Würfelflächen  waren  nur 
"^     j^j — j —  vier  solcher  Sectoren  von  demselben  op- 

tischen Charakter  zu  erkennen. 
Als  wir  nun  die  Brechungsexponenten  in  der  angegebenen 
Weise  bestimmen  wollten,  ergab  sich  das  überraschende  Resul- 
tat, dass  zwar  bei  reinem  Baryumnitrat  eine  sehr  scharfe  Grenze 
der  Totalreflexion  sich  feststellen  liess,  dass  aber  schon  bei  sehr 


\)  Zeitschr.  f.  physik.  Chem.  X,  433. 

J)  Brauns,  Die  optischen  Anomalieen  der  Krystalle.    Leipzig  4894. 
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geringer  Beimischung  von  Bieinitrat  diese  Grenee  verschwomioen 
wurde  und  keine  genaue  Bestimmung  des  Brechungsexponenten 
mehr  möglich  war.  Wurden  Krystalie  mit  etwa  3^  Beimischung 
von  Bleinitrat  zur  Untersuchung  gewählt,  so  Hess  sich  nicht 
einmal  eine  Andeutung  einer  Grenze  der  Totalreflexion  imRefrac- 
tometer  mehr  beobachten. 

Somit  war  auf  diesem  Wege  eine  Reihe  von  Brechungsexpo- 
nenten für  die  abgestuften  Mischungsverhältnisse  überhaupt  nicht 
zu  erhalten,  und  damit  fiel  auch  die  Möglichkeit  weg,  zu  ent- 
scheiden, ob  in  den  Mischkrystallen  das  Brechungsvermögen 
einer  bestimmten  Regel  folgt. 

IL 

Es  entstand  nun  die  weitere  Frage,  durch  welche  Umstände 
die  Bestimmung  der  Brechungsexponenten  vereitelt  wurde.  Wir 
stellten  zunächst  Krystallisationsversuche  bei  anderen  Mischungs- 
verhältnissen an.  Es  wurden  Lösungen  bereitet,  in  denen  die 
Gewichtsverhältnisse  beider  Salze  gleich  waren  und  solche,  in 
denen  mehr  Bleinitrat  als  Baryumnitrat  zugesetzt  vsrurde.  Der 
höchste  Procentsatz  von  Bleinitrat  im  Mischkrystall  hatte  bei  den 
froheren  Yersuchen  nur  etwa  3^  betragen. 

Die  Krystalie,  die  sich  in  den  neuen  Lösungen  bildeten, 
zeigten  eine  viel  stärkere  Doppelbrechung  und  sehr  unebene 
Flächen,  sonst  aber  dieselben  Formen.  Bei  einer  Dicke  von  etwa 
\  mm  zeigten  sich  zwischen  gekreuzten  Nicols  bereits  die  Inter- 
ferenzfarben der  zweiten  und  dritten  Ordnung  der  Newton'sohen 
Farbenscala.  Der  Charakter  der  Doppelbrechung  war  derselbe, 
wie  bei  den  Krystallen  der  ersten  Versuchsreihe.  Die  Be- 
stimmung der  Brechungsexponenten  war  auch  hier  vollständig 
unmöglich. 

Die  chemische  Analyse  (durch  Bestimmung  des  Bleies  als 
fileisuperoxyd  auf  elektrolytischem  Wege)  ergab  ftlr  einen  be- 
stimmten Fall: 

Baryumnitrat  ca.  88^, 
Bleinitrat  .  .  ca.  72^. 

Wir  versuchten  nun  aus  diesen  stark  doppelbrechenden 
Krystallen  das  eine  Salz  heraus  zu  schaffen,  und  dies  gelang  auch 
in  ganz  einfacher  Weise.  Wurden  nämlich  die  Mischkrystalle  in 
eine  gesättigte  Lösung  von  Baryumnitrat  gebracht  und  längere  Zeit, 
etwa  24  Stunden,  bei  ganz  constanter  Temperatur  in  der  Lösung 
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gelassen,  so  ergab  sich  das  eigenthttmliche  Resultat,  dass  das 
Bleinitrat  heransgelöst  war.  Dabei  blieb  ein  festes  Gerüst  von 
BaryuDinitrat  zurttck,  das  die  octaedrische  Form  der  Misohkrystalle 
behalten  hatte,  dabei  aber  optisch  voUkommen  isotrop  geworden 
war.  Anscheinend  ganz  gleichmtlssig  vertheilte  Löcher  und  Gänge 
von  etwa  0,03  mm  Durchmesser  durchsetzten  den  Krystall  und 
gaben  ihm  das  Aussehen  eines  stark  porOsen  Körpers.  Wenn 
dieses  Gerüst  mit  einer  Flüssigkeit,  die  annähernd  den  Brechungs- 
exponenten des  Baryumnitrats  hatte,  durchtränkt  wurde,  so  er- 
schien es  vollkommen  durchsichtig  und  seine  Umrisse  waren 
unter  dem  Mikroskop  bei  Beobachtung  mit  weit  geöffnetem  Be- 
leuchtungskegel nur  schwer  sichtbar. 

Dieses  auffallende  Verhalten  lässt  darauf  schliessen,  dass 
die  Mischung  der  zwei  isomorphen  Substanzen  in  dem  Misoh- 
krystalle nicht  eine  »molekularec  ist,  wie  man  bisher  allgemein 
anzunehmen  geneigt  war,  sondern  dass  ein  verhältnissmässig 
grobes  Gemenge  vorliegt.  Und  hieraus  erklärt  sich  nun  auch 
sofort,  warum  es  nicht  möglich  ist,  einen  einheitlichen  Brechungs- 
exponenten fttrden  Mischkry stall  zu  finden.  Bei  einem  mechanisch 
hergestellten  Gemenge  von  fein  vertheiltem  Baryumnitrat  und 
Bleinitrat  lässt  sich  bei  dieser  Methode  ebensowenig  eine  Grenze 
der  Totalreflexion  beobachten. 

Femer  geht  daraus  hervor,  dass  die  anomale  Doppel- 
brechung in  der  That  nur  eine  Folge  der  Mischung  ist,  da 
sie  nach  dem  Wegschaffen  des  einen  Salzes  vollkommen  ver- 
schwindet. Man  könnte  zunächst  wohl  daran  denken,  dass  durch 
das  Herauslösen  der  einen  Gomponente  gewisse  Spannungen, 
die  durch  das  Zusammenlagem  der  beiden  Salze  entstanden 
wären,  aufgehört  hätten  und  in  Folge  dessen  das  übrig  bleibende 
Gerüst  wieder  isotrop  geworden  wäre.  Ob  unsere  Versuchs- 
resultate  der  oft  geäusserten  Ansicht,  dass  die  anomale  Doppel- 
brechung in  regulären  Mischkrystallen  auf  Spannungen  zurück- 
zuführen sei,  günstig  oder  ungünstig  sind,  kann  hier  nicht  weiter 
erörtert  werden;  jedenfalls  ist  eine  klare  Vorstellung  von  dem 
Zustandekommen  dieser  Spannungen  bisher  noch  nicht  gegeben 
worden.  Es  dürfte  jedoch  die  Vermuthung  nicht  ungerechtfertigt 
sein,  dass  gerade  aus  den  geschilderten  Resultaten  eine  Möglich- 
keit sich  ergeben  wird,  solche  Spannungen,  wenn  sie  überhaupt 
vorhanden  sein  sollten,  mathematisch  etwas  genauer  zu  unter- 
suchen. 
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Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  beim  Pulverisiren  der 
stark  doppelbrechenden  Mischkrystalle  von  Baryumnitral  und 
Bleinitrat  selbst  kleine  Splitter,  die  nicht  grösser  sind,  wie  die 
beim  Herauslösen  des  Bleinitrats  entstehenden  Löcher,  noch  deut- 
liche Doppelbrechung  zeigen^  während  z.  B.  schlecht  gekühlte 
Glaser  mit  starker  Doppelbrechung  nach  dem  Pulverisiren  an 
so  kleinen  Theilchen  keine  Doppelbrechung  mehr  erkennen 
lassen. 

Die  beschriebenen  Versuche  mitMischkrystallen  von  Baryum- 
nitrat  und  Bleinitrat  gelingen  immer  ganz  gut,  wenn  nicht  zu 
geringe  Mengen  des  einen  Körpers  in  den  Mischkrystallen  vor- 
banden sind.  Nimmt  man  dagegen  Krystalle,  in  denen  nur  etwa 
3^  Bleinitrat  eingelagert  ist,  so  dauert  das  Herauslösen  jedenfalls 
viel  langer.  Nach  mehrtägigem  Verweilen  in  Baryumnitratlösung 
findet  man  erst  die  äussersten  Schichten  von  engen  Löchern 
durchsetzt,  was  bei  der  in  diesem  Falle  erschwerten  Difilusion 
leicht  verständlich  ist. 

Verfährt  man  in  der  Weise,  dass  man  die  Mischkrystalle  in 
eine  gesättigte  Lösung  von  Bleinitrat  bringt,  so  ergiebt  sich  ein 
etwas  anderes  Besultat.  Lässt  man  Krystalle  mit  einem  Durch- 
messer von  etwa  \ — 4  mm  mehrere  Tage  in  der  Lösung  liegen, 
so  serfallen  sie  vollständig.  Unterbricht  man  den  Versuch  aber 
nach  kürzerer  Zeit,  etwa  nach  24  Stunden»  so  sieht  man,  dass 
die  Krystalle  schon  kleiner  geworden  sind,  aber  im  Innern  noch 
einen  stark  doppelbrechenden  Kern  haben.  Auf  der  Oberfläche 
dagegen  findet  man  eine  ähnliche  Structur  wie  bei  den  eben 
besprochenen  Gerüsten;  aber  die  einzelnen  vollkommen  iso- 
tropen Theilchen  stehen  nur  in  einem  losen  Verbände  und  lassen 
sich  durch  eine  Nadel  leicht  abstossen.  Es  scheint  demnach  bei 
der  Zusammensetzung  der  Mischkrystalle,  die  wir  zu  unseren 
Versuchen  verwendeten,  wohl  ein  festes  Gerüst  des  schwerer 
löslichen  Salzes,  des  Baryumnitrats,  nicht  aber  ein  solches  des 
leichter  löslichen  Bleinitrats  vorhanden  zu  sein,  trotzdem  der 
Gehalt  an  Bleinitrat  grösser  als  der  an  Baryumnitrat  war. 

Es  wurden  dann  femer  die  Mischkrystalle  des  Bleinitrats 
and  Strontiumnitrats  untersucht.  Die  Krystalle  aus  Lösungen, 
in  denen  das  Verhältniss  wie  4 :  i  war,  zeigten  dieselben  regu- 
lären Formen,  wie  die  Mischkrystalle  von  Baryumnitrat  und  Blei- 
nitrat. Sie  waren  ebenfalls,  aber  nicht  so  stark,  doppelbrechend, 
sie  gaben  bei  einer  Dicke  von  etwa  ^  mm  nur  Interferenzfarben 
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erster  Ordnung,  meist  nur  weiss  oder  gelb,  während  die  regulären 
Rrystalle  des  reinen  Strontiumnitrates  eben  so  wie  die  deranderen 
beiden  Nitrate  isotrop  sind.  Der  Charakter 
der  Doppelbrechung  war  aber  der  entgegen- 
gesetzte. Die  Einzeichnung  der  Elasticitäts- 
ellipsen  in  der  oben  angegebenen  Weise 
wttrde  demnach  wie  in  Fig.  8  sich  gestal- 
ten. Die  Zusammensetzung  der  Krystalie 
war  nach  der  chemischen  Analyse: 
P5    2  Strontiumnitrat  ca.  48^, 

Bleinitrat  .  .  .  ca.  82^. 
Versuchte  man  nun  auch  an  diesen  ELrystallen  zunächst 
wieder  den  leichter  löslichen  Körper,  das  Strontiumnitrat,  in 
einer  gesättigten  Lösung  von  Bleinitrat  zu  entfernen,  so  ergab 
sich  ganz  dasselbe  Resultat  wie  frtther.  Es  blieb  wieder  ein 
festes  Gerüst  zurück,  das  die  octaedrische  Form  vollständig  bei- 
behalten hatte,  aber  optisch  ganz  isotrop  geworden  war.  Die 
Structur  dieses  Gerüstes  war  dieselbe  wie  die  bereits  be- 
schriebene des  Baryumnitrats  nach  dem  Herauslösen  des  Blei- 
nitrats. 

Wurden  dagegen  die  Krystalie  in  eine  gesättigte  Lösung  von 
Strontiumnitrat  gebracht,  so  zerfielen  sie  nach  längerer  Zeit  voll- 
ständig. Wurde  der  Versuch  nach  kürzerer  Zeit  unterbrochen, 
so  waren  die  Krystalie  etwas  kleiner  geworden  und  zeigten 
ebenso  wie  bei  dem  entsprechenden  Versudi  mit  den  Baryum- 
und  Bleinitratkrystallen  einen  doppelbrechenden  Kern  und  um 
diesen  herum  eine  schmale  Zone  lose  anhängender  isotroper 
Theilchen. 

Wenn  die  Lösungen,  aus  denen  die  Mischkrystalle  gewonnen 
wurden,  längere  Zeit  gestanden  hatten,  so  wurde  schliesslich 
das  Mischungsverhältniss  doch  wesentlich  geändert  und  es  trat 
ein  Zeitpunkt  ein,  von  dem  ab  überhaupt  keine  regulären  Kry- 
stalie mehr  gebildet  wurden.  Die  nunmehr  entstehenden  Kry- 
stalie waren  monoklin,  hatten  also  die  Form  der  wasserhaltigen 
Modification  des  Strontiumnitrats.  Diese  monoklinen  Krystalie 
erwiesen  sich  ebenfalls  als  Mischkrystalle  und  enthielten  beträcht- 
liche Mengen  von  Bleinitrat  —  nach  einer  Analyse  28)|^,  bezogen 
auf  wasserfreies  Salz  —  das  in  der  monoklinen  Modification  bis- 
her überhaupt  nicht  bekannt  ist. 

Es  wurde  nun  auch  bei  diesen  Krystallen  versucht,  je  eine 
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der  Componenten  durch  gesättigte  Lösungen  der  anderen  her- 
auszulösen. Wenn  die  monoklinen  Mischkrystalle  in  eine  ge- 
sättigte Lösung  von  Bleinitrat  gebracht  wurden,  so  zerfielen  sie 
in  kurzer  Zeit  gänzlich.  Das  Strontiumnitrat  wurde  gelöst  und 
die  monoklineModification,  in  der  das  Bleinitrat  doch  wahrschein- 
lich (s.  weiter  unten)  in  den  Mischkrystallen  enthalten  ist,  konnte 
fttr  sich  nicht  bestehen,  nachdem  das  Strontiumnitrat  entfernt 
worden  war.  Wurden  die  Krystalle  dagegen  in  eine  gesättigte 
Lösung  von  Strontiumnitrat  gebracht,  so  blieb  ein  Gerüst  von 
Strontiumnitrat  zurück,  das  von  eigen thttmlichen  länglichen 
paraUel  liegenden  Löchern  durchsetzt  war;  die  Auslöschungs- 
richtungen schienen  dieselben  geblieben  zu  sein,  wie  bei  den 
intacten  Mischkrystallen. 

Mischkrystalle  von  Baryumnitrat  und  Strontiumnitrat  wurden 
gleichfalls  hergestellt,  sie  waren,  wenn  nicht  zuviel  Strontiumnitrat 
den  Lösungen  zugesetzt  wurde,  regulär  und  zeigten  anomale 
Doppelbrechung  in  demselben  Sinne  wie  die  Mischkrystalle  von 
Bleinitrat  und  Strontiumnitrat.  Versuche,  je  eine  der  Componenten 
herauszulösen,  wurden  noch  nicht  angestellt,  doch  werden  sich 
vermuthlich  dabei  ganz  ähnliche  Resultate  ergeben. 

Ein  weiterer  Versuch  wurde  in  folgender  Weise  gemacht : 
alle  drei  Nitrate  wurden  in  ungefähr  gleichen  Mengen  in  einer 
Losung  zusammengebracht  und  diese  längere  Zeit  hindurch  der 
Krystallisation  überlassen.  Bis  kurze  Zeit  vor  dem  Austrocknen 
bildeten  sich  nur  reguläre  Krystalle,  an  denen  wie  in  den 
früheren  Versuchen  Octaeder-  und  Würfelflächen  auftraten,  so- 
dann entstanden  monokline  Krystalle  von  der  Form,  wie  sie  das 
wasserhaltige  Strontiumnitrat  zeigt.  Diese  monoklinen  Krystalle 
wurden  nicht  weiter  untersucht,  dagegen  zeigten  die  regulären 
Krystalle  ein  sehr  bemerkenswerthes  optisches  Verhalten.  Die 
Zusammensetzung  der  Krystalle  ist  unter  diesen  Umständen  jeden- 
falls nicht  überall  die  gleiche,  sondern  sie  ändert  sich  allmählich 
nach  aussen.  Es  wurde  bereits  erwähnt,  dass  der  Charakter 
der  Doppelbrechung  in  den  Krystallen  Baryumnitrat  -f-  Bleinitrat 
demjenigen  der  Krystalle  Bleinitrat  +  Strontiumnitrat  und 
BaryuBinitrat  -j-  Strontiumnitrat  entgegengesetzt  ist.  Demnach 
war  von  vornherein  zu  erwarten,  dass  der  Charakter  der  Doppel- 
brechung dieser  dreifachen  Mischkrystalle  von  innen  nach  aussen 
sich  verändern  und  in  Folge  dessen  eine  Zone  nachweisbar 
sein  würde,  die  optisch  neutral  d.  h.  isotrop  blieb. 
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Die  optische  Untersuchung  dieser  dreifachen  Mischkrystalle 
bestStigte  nun  in  der  That  diese  Erwartung  und  die  Fig.  3  ver- 
anschaulicht das  optische  Ver- 


^ 


W A 


Fig.  3. 


halten  durch  die  eiDgezeich- 
neten  Elasticitätsfiguren,  wo- 
bei darch  den  Kreis  die  neu- 
trale Zone  charakterisirt  wird. 
Es  ist  somit  der  Beweis 
geliefert,  dass  ein  bestimmtes 
Mischungsverhältniss  existirt, 
bei  dem  durch  Zusammen- 
lagern der  drei  Nitrate  des 
Baryum ,  Blei  und  Strontium 
optisch  isotrope  Mischkrystalle 
entstehen.  Dieses  Verhaltniss 
lässt  sich  auf  Grund  unseres  Versuchs  allerdings  nicht  angeben, 
jedoch  könnte  es  nöthigenfalls  durch  eine  systematisch  angelegte 
Versuchsreihe  leicht  gefunden  werden. 

III. 

Es  war  nun  noch  zu  prüfen,  ob  das  Entwässern  wasserhaltiger 
Rrystalie  etwa  unter  ähnlichen  Erscheinungen  vor  sich  gehen 
würde,  wie  das  Herauslösen  der  einen  Componente  aus  den  Misch- 
krystallen,  oder  ob  sich  hierbei  eine  wesentliche  Verschiedenheit 
zeigen  würde.  Da  von  einem  Herauslösen  des  Wassers  wohl  kaum 
die  Rede  sein  konnte,  so  war  zu  erwarten,  dass  ein  vollständiger 
Zerfall  der  Rrystalie  und  ein  Umkrystallisiren  eintreten  würde. 

Monokline  Rrystalie  von  reinem  Strontiumnitrat  wurden 
unter  dem  Mikroskop  mit  absolutem  Alkohol  in  Berührung  ge- 
bracht; darauf  trat  sofort  ein  Umkrystallisiren  in  die  wasserfreie 
reguläre  Modification  ein.  Sobald  der  Alkohol  den  Krystall  be- 
rührte, schössen  zahlreiche  in  Gestalt  und  Orientirung  verschie- 
dene reguläre  und  vollkommen  isotrope  Kryställchen  hervor. 

Ein  ähnliches  Verhalten  zeigt  nach  früheren  *)  Untersuchungen 
das  Chlomatrium.  Unter  —  1 0°  existirt  eine  monokline  wasser- 
haltige Modification  ;  werden  Rrystalie  hiervon  einer  höheren  Tem- 
peratur ausgesetzt,  so  zerfallen  sie  in  eine  grosse  Anzahl  kleiner 
isotroper  Würfel  der  wasserfreien  gewöhnlichen  Modification. 


4)  Vgl.  Grabam-Otto,  Bd.  II.  Abth.  3,  S.  207. 
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Beim  Bromnatrinm  sind  beide  Modificationen  bei  gewöhn- 
licher Temperatur  bekannt.  Bringt  man  die  wasserhaltige  eben- 
falls monokline  Modification  in  absoluten  Alkohol,  so  erfolgt  ein 
sofortiges  Umkrystallisiren  in  zahlreiche  kleine  isotrope  Kry- 
staUchen. 

Aehnlich  verhalten  sich'llie  Alaune.  Bei  Behandlung  mit 
absolutem  Alkohol  tritt  in  kurzer  Zeit  keine  Veränderung  ein. 
Lässt  man  aber  concentrirte  Schwefelsäure  zufliessen^  so  wan- 
delt sich  z.  B.  ein  Kaliumalaunkrystall  sofort  in  ein  Conglomerat 
von  kleinen  doppelbrechenden  nadeiförmigen  oder  anders  ge- 
stalteten Krystallen  um ,  das  die  äusseren  Formen  des  früheren 
Alaunkrystalles  wenigstens  eine  Zeit  lang  beibehält.  Es  tritt  hier 
jedenfalls  ein  Zerfall  in  die  beiden  den  Alaun  zusammensetzenden 
Sulfate  ein,  die  in  concentrirter  Schwefelsäure  nach  Entweichung 
des  Wassers  aus  dem  Krystall  auskrystallisiren. 

Diese  Beobachtungen  sind  unter  dem  Mikroskop  sehr  leicht 
auszuführen;  man  stellt  einen  kleinen  Alaunkrystall  zwischen 
gekreuzten  Nicols  ein,  wobei  jede  Aufhellung  des  Gesichtsfeldes 
unterbleibt,  wenn  der  Krystall  keine  Beimischung  eines  anderen 
Alauns  enthält.  Lässt  man  einen  Tropfen  concentrirter  Schwefel- 
säure von  dem  Rande  des  Deckgläschens  aus  zufliessen,  so  tritt., 
sobald  die  Schwefelsäure  den  Krystall  berührt,  sofort  ein  leb- 
haftes Aufleuchten  ein  und  man  sieht  innerhalb  der  Grenzen 
des  früheren  Alaunkrystalls  zahlreiche  Einzelkrystalle  in  der 
verschiedensten  Orientirung. 

Von  Interesse  dürfte  noch  ein  Versuch  sein ,  der  mit  den 
monoklinen  Mischkrystallen  von  Bleinitrat  und  Strontiumnitrat 
angestellt  wurde.  Diese  Krystalle  wurden  ebenso  wie  die  mono- 
klinen Krystalle  des  reinen  Strontiumnitrats  durch  absoluten 
Alkohol  entwässert ;  es  trat  dabei  gleichfalls  ein  sofortiges  Um- 
krystallisiren ein,  aber  die  neu  entstehenden  regulären  Krystalle 
waren  nicht  isotrop ,  sondern  zeigten  deutlich  anomale  Doppel- 
brechung von  demselben  Charakter,  wie  die  auf  anderem  Wege 
aus  Lösungen  dargestellten  Mischkrystalle  aus  Bleinitrat  und 
Strontiumnitrat. 

IV. 

Aufmerksam  gemacht  durch  eine  Angabe  von  Retgers  ^], 
dass  aus  den  »bekannten  Hischwürfeln«  von  Chlomatrium  und 


i)  Zeitschr.  t  physik.  Chem.  XIV,  48. 
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Chlörsilber  bei  Behandlung  mit  Wasser  das  Ghlorsilber  zurttck- 
bliebe,  untersuchten  wir  diese  Krystalle  in  ähnlicher  Weise.  Es 
stellte  sich  dabei  heraus ,  wie  dies  auch  gewöhnlich  von  den 
Chemikern  angenommen  wird,  dass  hier  nicht  ein  Mischkrystall, 
sondern  ein  Doppelsalz,  also  eine  chemische  Verbindung  vorliegt. 
Beim  Zusetzen  von  Wasser  zerfallen  die  vollkommen  isotropen 
Krystalle  sofort  jp  sehr  zahlreiche  kleine  Theilchen  Ghlorsilber; 
es  tritt  also  eine  vollständige  Zersetzung  des  Krystalls  ein,  ebenso 
wie  beim  Entwässern  wasserhaltiger  Krystalle. 

Versucht  man  hingegen  das  Chlorsilber  herauszulösen  durch 
eine  gesättigte  Lösung  von  Chlornatrium  in  starkem  Ammoniak,  so 
tritt  selbst  nach  mehreren  Tagen  nicht  die  geringste  Veränderung 
an  den  Krystallen  ein.  Von  einem  Herauslösen  des  Chlorsilbers 
kann  also  keine  Rede  sein,  und  da  dieser  Körper  von  Ammoniak 
sehr  rasch  gelöst  wird,  so  wäre  doch  anzunehmen,  dass  wenigstens 
auf  der  Oberfläche  irgend  eine  Aenderung  eintreten  mttsste, 
wenn  wir  es  hier  wirklich  mit  einem  isomorphen  Mischkrystalle 
zu  thun  hätten. 


Von  entscheidender  Bedeutung  sind  schliesslich  noch  die 
Versuche,  die  mit  den  Mischkrystallen  von  Natriumnitrat  und 
Silbernitrat  angestellt  wurden.  Sie  enthielten  etwa  50%  Silber- 
nitrat, was  mit  den  Angaben  von  Bstgbrs  übereinstimmt,  und 
zeigten  schön  ausgebildete  Rhomboeder  wie  das  reine  Natrium- 
nitrat. Ob  anomale  Doppelbrechung  vorhanden  ist  oder  nicht, 
würde  sich  nur  an  einer  genau  senkrecht  zur  optischen  Achse 
geschliflenen  Platte  bei  Beobachtung  im  parallelen  Lichte  ent- 
scheiden lassen. 

Bringt  man  die  Krystalle  in  gesättigte  Natriumnitratlösung, 
so  wird  sehr  bald  das  Silbernitrat  herausgelöst  und  es  bleibt 
ein  festes  Gerüst  mit  regelmässigen  Löchern  und  Gängen  zurück, 
das  die  Form  des  Mischkrystalles  und  ebenso  die  Auslösohungs- 
richtungen  vollständig  beibehält. 

Wird  dagegen  ein  solcher  Mischkrystall  in  eine  gesättigte 
Lösung  von  Silbernitrat  gebracht,  so  geht  zwar  das  Natrium- 
nitrat in  Lösung,  aber  es  bleibt  kein  festes  Gerüst  von  Silber- 
nitrat übrig,  sondern  es  tritt  sofort  bei  der  Berührung  der  Lösung 
mit  dem  Krystalle  ein  Zerfall  ein.  Dieser  Zerfall  erfolgt  in  der 
Weise,  dass  ein  ümkrystallisiren  des  zurückbleibenden  Silber- 
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nitrats  in  die  stabile  rhombische  Modification  stattfindet.  Dies 
erklärt  sich  wohl  ohne  Schwierigkeit  daraus,  dass  das  im  Misch- 
krystalle  enthaltene  Silbernitrat  eine  labile  hexagonale  Modi- 
fication darstellt  und  fttr  sich  allein,  wenn  das  Natriumnitrat 
herausgelöst  wird,  nicht  bestehen  kann.  Es  muss  deshalb  in 
die  rhombische  Modification  umkrystallisiren  und  es  bleibt  dann 
bei  längerer  Einwirkung  der  gesättigten  Silbemitratldsung  ein 
Haufen  von  verschieden  gestalteten  und  verschieden  orientirten 
rhombischen  Kryställchen  übrig,  die  in  ihrer  Gesammtanordnung 
nichts  mehr  von  der  rhomboödrischen  Gestalt  des  früheren  Misch- 
krystalls  erkennen  lassen. 

Wir  haben  also  hier  denselben  Fall ,  wie  bei  den  oben  er- 
wähnten monoklinenMischkrystallen  aus  Bleinitrat  und  Strontium- 
nitrat, und  die  beobachteten  Erscheinungen  können  auchalsSttttze 
für  die  Annahme  labiler  im  freien  Zustande  noch  nicht  bekannter 
Modificationen  dienen.  Es  erscheint  nicht  ausgeschlossen,  dass  bei 
geeigneten  Yersuchsbedingungen  die  fttr  gewöhnlich  labile  Modi- 
fication gerade  auf  diesem  Wege  bleibend  erhalten  werden  kann. 

VI. 

Ueberblicken  wir  die  gewonnenen  Resultate,  so  können  wir 
einen  scharfen  Unterschied  zwischen  Mischkrystallen  und  chemi- 
schen Verbindungen,  soweit  sich  unsere  Untersuchungen  er- 
strecken, durchweg  feststellen.  Bei  den  Mischkrystallen  haben 
wir  stets  die  Erscheinung  wahrgenommen,  dass  bei  unverändertem 
Zarttokbleiben  der  einen  Gomponente  die  andere  herausgelöst 
wird.  Dass  mitunter  das  Gerüst  mehr  oder  weniger  fest  war, 
scheint  uns  fttr  die  Gesammtauffassung  nebensächlich  zu  sein. 

Der  zurückbleibende  Theil  hatte  das  beschriebene  eigen- 
artige durchlöcherte  Aussehen.  Speciell  das  Gerüst  des  Baryum- 
nitrats  wurde  genauer  untersucht.  Verschiedene  kleine  Krystalle 
imGesammtgewichte  von  etwa  50  mgr  wurden  unter  zweimaligem 
Wechsel  der  Baryumnitratlösung  ausgelaugt.  Der  feste  Rückstand 
gab  nach  Lösung  in  Wasser  mit  Schwefelwasserstoff  eine  schwache 
Färbung.  Durch  passenden  Vergleich  mit  der  in  einer  reinen  Blei- 
nitratlösung von'bekanntem  Gehalt  entstehenden  Färbung  wurde 
die  noch  vorhandene  Menge  Bleinitrat  auf  einige  Zehntel  Procent 
der  genannten  ursprünglich  vorhandenen  geschätzt.  Es  liegt  also 
nahezu  reines  Baryumnitrat  vor,  was  ja  schon  aus  dem  isotropen 
Verhalten  unter  dem  Mikroskope  zu  erwarten  war. 
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Es  scheint  uns  demnach  nicht  mehr  berechtigt  zu  sein,  von 
isomorphen  Mischungen  zu  sprechen,  insofern  man  mit  dem 
Worte  Mischung  eine  molekulare  Durchdringung,  ähnlich  wie 
wir  sie  bei  den  Flttssigkeitsmischungen  annehmen,  andeuten  will. 
Wir  halten  es  deshalb  für  angebracht,  fortan  von  isomorphen 
Gemengen  zu  sprechen.  Weitere  Erörterungen  ttber  diesen  Punkt 
mögen  einer  späteren  Mittheilung  vorbehalten  bleiben. 

Bei  den  chemischen  Verbindungen,  wozu  wir  die  krystall- 
wasserhaltigen  Körper  und  die  Doppelsalze  rechnen,  findet  beim 
Entziehen  des  einen  Bestandtheils  niemals  ein  unverändertes 
Zurttckbleiben  des  anderen,  sondern  stets  ein  Umkrystallisiren 
statt.  Von  einem  zurückbleibenden  Gerüste,  wie  wir  es  bei  den 
Mischkrystallen  der  untersuchten  Nitrate  beobachtet  haben,  kann 
hier  auch  nicht  im  Entferntesten  die  Rede  sein. 

Das  gleicheVerhalten  wie  eine  chemischeVerbindung  mussten 
solche  isodimorphe  Gemenge  zeigen,  in  denen  der  zurückbleibende 
Bestandtheil  labil  ist,  wenn  man  den  stabilen  Bestandtheil  heraus- 
löst. Dagegen  war  zu  erwarten,  dass  beim  Herauslösen  der 
labilen  Modification  ganz  wie  bei  den  isomorphen  Gemengen  feste 
Gerüste  der  stabilen  Gomponenten  übrig  bleiben.  Charak- 
teristische Beispiele  hierfür  bieten  die  Versuche  mit  den  mono- 
klinen  Mischkrystallen  von  Strontiumnitrat  und  Bleinitrat  und 
den  hexagonalen  von  Natriumnitrat  und  Silbemitrat. 

Es  möge  schliesslich  noch  gestattet  sein,  daraufhinzuweisen, 
dass  unsere  Ergebnisse  vielleicht  ein  Licht  werfen  könnten  auf 
zwei  Fragen,  die  nicht  in  directem  Zusammenhange  damit  zu 
stehen  scheinen.  Wir  meinen  die  Fragen:  wie  entstehen  die 
optischen  Anisotropieen  in  den  anomalen  in  der  Natur  vor- 
kommenden Krystallen,  z.B.  des  Leucits,  Ghabasitsu.  a.,  und  was 
sind  die  Ursachen  der  starken  Doppelbrechung  in  den  pflanz- 
lichen und  thierischen Fasern?  Wenigstens  in  dem  letzteren  Falle 
haben  wir  es  sicher  mit  Gemengen  zy  thun,  und  es  liegen  auch 
bereits  Untersuchungen  von  H.  Ambronn  vor,  nach  denen  z.  B. 
die  markhaltigen  Nervenfasern  und  die  cuticularisirten  und  ver- 
korkten Pflanzenmembranen  nach  dem  Herauslösen  gewisser 
Substanzen  eine  starke  Veränderung,  ja  sogar  eine  Umkehrung 
des  Charakters  der  Doppelbrechung  zeigen^).  Dass  auch  viele  in  der 
Natur  vorkommende  Krystalle  Gemenge  darstellen,  dafür  sprechen 
die  oft  sehr  verschiedenen  Resultate  der  chemischen  Analyse. 


4)  Ber.  d.  deutschen  Boten.  Ges.  4888,    S.  826  und  diese  Berichte 
4890,  S  449.- 


M.  von  Frey,  Beiträge  zur  Physiologie  des  Schmerzsinns. 
Ans  dem  physiologischen  Institut  za  Leipzig. 

Die  nachfolgend  beschriebenen  Beobachtungen  gehen  aus 
von  der  alltaglichen  Erfahrung,  dass  leichte  Einwirkungen  auf 
die  Haut  nur  als  Druck  oder  Bertlhrung  empfunden  werden, 
starke  dagegen  als  Schmerz.  Nimmt  man  an,  wie  das  vom  ana- 
tomischen Standpunkt  gar  nicht  anders  geschehen  kann,  dass 
alle  diese  Empfindungen  durch  disseminirte  Apparate  vermittelt 
werden,  so  bleibt  noch  unbestimmt,  ob  Schmerz  und  Druck  dem- 
selben nervösen  System  angehören  und  nur  verschiedene  Er- 
regungsstufen desselben  bedeuten,  oder  ob  ihnen  bis  an  die 
Oberfläche  des  Körpers  getrennte  Einrichtungen  entsprechen. 

Die  Entscheidung  der  Frage  hängt  ab  von  der  Möglichkeit, 
streng  umschriebene,  sog.  punktförmige  Reize  in  ihrer  Intensität 
genügend  fein  abzustufen.  Wenn  auch  die  elektrische  Reizung 
als  solche  in  Bezug  auf  Abstufbarkeit  nichts  zu  wünschen  übrig 
iasst,  so  ist  doch  das  Aufsetzen  der  Elektrode  selbst  schon  mit 
einer  mechanischen  Einwirkung  verknüpft,  deren  Stärke  sich 
schwer  bemessen  lässt.  Ich  habe  mich  daher  nach  verschiedenen 
Vorversuchen  der  folgenden  Reizungsart  zugewendet,  welche 
trotz  ihrer  grossen  Einfachheit  den  beiden  genannten  Bedingungen 
gerecht  wird. 

An  das  eine  Ende  eines  leichten ,  etwa  8  cm  langen  Holz- 
stäbchens wird  ein  möglichst  wenig  gekrümmtes  Haar,  oder  ein 
Stück  eines  solchen,  senkrecht  zur  Axe  des  Stäbchens  festgeklebt, 
so  dass  es  nach  einer  Seite  ungefähr  SO— 30  mm,  unter  Um- 
ständen auch  noch  weiter,  vorsteht.  Man  verfertigt  sich  eine 
grössere  Zahl  solcher  Stäbchen,  für  welche  man  Haare  ver- 
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schiedener  Stärke  auswählt.  Jedes  solche  Stäbchen  stellt  bei 
richtigem  Gebrauch  ein  Reizwerkzeug  von  ganz  bestimmter  und 
unveränderlicher  Werthigkeit  dar.  Setzt  man  nämlich  das  Haar 
möglichst  senkrecht  zur  Hautfläche  auf,  so  lässt  sich  ein  Druck 
ausüben,  der  eine  bestimmte  Grenze  nicht  überschreiten  kann. 
Jeder  darüber  hinausgehende  Druck  biegt  das  Haar  krumm, 
wodurch  seine  Wirkung  auf  die  Unterlage  sofort  nachlässt.  Der 
Werth  dieses  Maximums  ist  auf  der  Wage  bestimmbar.  Man 
braucht  nur  auf  die  eine  Wagschale  Gewichte  aufzulegen,  die 
Arretirung  so  weit  zu  lösen,  dass  die  Zunge  um  ein  Geringes, 
etwa  einen  Theilstrich,  ausschlägt  und  nun  auf  die  andere  Wag- 
schale den  Druck  des  Haares  wirken  zu  lassen.  Man  findet  dann 
bald  jene  Belastung,  welche  von  dem  Haare  eben  noch  gehoben 
wird.  Um  das  Ausgleiten  des  Haares  auf  der  glatten  Wagschale 
zu  vermeiden,  ist  es  zweckmässig,  zuvor  ein  tarirtes  Stück  Kaut- 
schuckplatte aufzulegen.  Sehr  leichte  Schalen  pflegen  dem 
Druck  des  Haares  auszuweichen,  besonders  wenn  es  einiger- 
massen  steif  ist.  Hier  lässt  sich  Abhilfe  schaffen,  indem  man 
die  Kautschukplatte  näher  dem  Drehpunkte  bezw.  wenn  die 
Construction  es  erlaubt,  auf  der  oberen  Seite  des  Gehänges  an- 
bringt. Sehr  steife  Haare  (Bartbaare,  Schweinsborsten)  können 
auf  einer  Apothekerwage  oder  auf  einer  Tafelwage  geprüft 
werden.  Die  Gewichte,  die  für  diese  Bestimmungen  in  Frage 
kommen,  bewegen  sich  von  1 — 2  Dekagramm  bis  herab  zu  1  mgr 
und  Bruchtheilen  eines  solchen.  Für  die  schwächsten  Drucke 
sind  Frauen-  und  Kinderhaare  sowie  Stücke  von  Coconfäden 
brauchbar. 

Der  Werth  der  Methode  ist  natürlich  wesentlich  abhängig 
von  der  Schärfe,  mit  der  sich  die  Bestimmung  ausftlhren  lässt. 
Wiederholte  Prüfungen  desselben  Haares  geben  nun  in  der  That 
nur  um  wenige  Procente  schwankende  Werthe,  wodurch  bewiesen 
ist,  dass  jene  Stellung  des  Haares ,  in  welcher  es  am  besten  ge- 
eignet ist,  den  Druck  der  Hand  auf  die  Unterlage  zu  übertragen, 
ohne  Schwierigkeit  zu  finden  und  festzuhalten  ist. 

Wird  die  Bestimmung  des  Widerstandes,  welchen  das  Haar 
im  günstigsten  Falle  leisten  kann,  in  der  eben  geschilderten 
Weise  ausgeführt,  so  dient  die  Wage  zur  Kraftmessung,  das 
Gramm  in  conventioneller  Weise  als  Krafteinheit.  Da  man 
nun  aber  annehmen  muss,  dass  die  ausgelösten  Empfindungen 
abhängen   von    der    Deformation,    welche    die    in    der    Haut 
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liegenden  Nerven,  bezw.  deren  Endigungen  erfahren,  so  wird 
die  Wirkung  des  Reizes  nicht  allein  von  dem  Widerstand  des 
Haares  abhängen,  sondern  auch  von  der  getroffenen  Fläche. 
Mit  anderen  Worten :  es  ist  zu  bestimnaen  die  auf  die  Flächen- 
einheit ausgetlbte  Kraft.  Hat  man  also  unter  dem  Mikroskop  den 
Durchmesser  des  Haares  an  der  Schnittstelle  gemessen  und  den 
Querschnitt  berechnet,  so  erhält  man  durch  Division  in  den  zuvor 
bestimmten  Widerstand  den  gesuchten  Werth.  Ich  werde  im 
Folgenden  den  maximalen  Widerstand  des  ganzen  Haares  als 
seine  b  Kraft«,  die  auf  die  Flächeneinheit  ausgetlbte  Kraft  schlecht- 
weg als  »Druck«  des  Haares  bezeichnen.  Zu  den  unten  beschrie- 
benen Versuchen  bediente  ich  mich  eines  Satzes  von  »Reiz- 
haaren«, derenDrucke  zwischen  den  Werthen  0.3und300gr/mm2 
lagen. 

I.  Minimale  Reize. 

Ein  solcher  Satz  von  Reizhaaren  gestattet  zunächst  die  Re- 
stimmung  der  Drucke,  welche  an  den  verschiedenen  Körper- 
stellen überhaupt  noch  empfunden  werden.  Man  wird  mit  Recht 
erwarten  dürfen,  dass  diese  Werthe  weit  auseinander  liegen. 
Während  an  den  am  stärksten  verhornten  Stellen,  den  Schwielen 
des  Handtellers  und  der  Fussohle,  sehr  hohe  Werthe  gefunden 
werden,  begegnet  die  Restimmung  der  Reizschwelle  an  den 
empfindlichsten  Stellen  ziemlichen  Schwierigkeiten.  Man  muss 
sehr  dünne  Haare  wählen  (Durchmesser  etwa  ^  mm]  und  in 
in  einer  Länge  von  30 — 40  mm,  um  mit  Sicherheit  unter  diese 
Grenze  herabzukommen.  So  viel  ich  bisher  feststellen  konnte, 
wird  ein  Druck  von  0.3  gr/mm^  an  keiner  Stelle  der  Haut  und  der 
zugänglichen  Schleimhäute  noch  empfunden.  Nur  an  der  Cornea 
findet  man  noch  einzelne  Punkte,  an  welchen  eine  solche  Re- 
rühning  eine  ganz  leise  Empfindung  wachruft.  Für  weitaus  die 
meisten  Orte  der  Cornea  liegt  aber  dieser  Druck  unterhalb  der 
Schwelle.  Aber  auch  für  die  Haut  bedarf  die  eben  gemachte 
Angabe  einer  Einschränkung.  Sie  gilt  nämlich  nur  so  lange,  als 
der  Reiz  auf  die  Haut  direct  ausgeübt  und  eine  Berührung  der 
Haare  vermieden  wird.  Geschieht  letzteres,  so  liegt  auch  der 
Druck  von  0.3  gr/mm*  noch  oberhalb  der  Reizschwelle  und  ich  bin 
bisher  viele  Körperstellen  noch  nicht  im  Stande  gewesen,  die  hier 
geltende  Schwelle  einwurfsfrei  zu  bestimmen.  Daher  kommt  es, 
dass  ein  Reizhaar,  dessen  Druck  für  eine  gegebene  Hautstelle  bei 
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directem  Aufsetzen  unter  der  Schwelle  liegt,  sofort  gefühlt  wird, 
sobald  man  mit  demselben  über  die  Haut  streicht.  Die  Behaarung 
der  Haut  stellt  den  empfindlichsten  Tastapparat  des  Körpers  dar, 
jedes  Haar  einen  Hebel,  dessen  kurzer  Arm  in  der  Haut  steckt, 
während  der  lange  Ann  dem  Reiz  zum  Angriff  dient. 

Vermeidet  man  die  Bertthrung  der  Haare  und  Haarbälge, 
so  ordnen  sich  die  Hautstellen  nach  den  Schwellenwerthen 
fttr  das  untersuchte  Individuum  in  nebenstehender  Reihe: 


Reizschwellen  in  gr/mm^ 


Cornea    ..... 
Gonjunctiva  bulbi 

Zunge  

Nase 

Lippe 


0.3 

2.0 

2.0- 

2 

2.5 


Fingerspitzen 3 


Kante  des  Lides 

Infraorbitalgegend .  .  . 

Stirn 

Rttcken  der  Finger.  .  . 

Nichtschwielige  Stellen 
der  Handfläche  .  .  . 

Oberarm  Beugeseite  .  . 

Oberschenkel  Innenseite 

Unterarm  Beugeseite    . 

Brustwarze   ...... 

Yord.  Rand  des  Deltoi- 
deus 

Aeuss.  Rand  der  Achsel- 
höhle   

üeber  dem  Proc.  xiphoi- 
deus 

WangenschleimhBut  .  . 


3 
3 
3 
5 

7 
7 
7 
8 
8 


11 

41 
12 


Rücken  der  Hand    ...  12 

Fussrttcken 15 

Haut  der  Wade    ....  16 

Praeputium 16 

L  ober  denDomfortsätzen  1 6 
Medialer  Rand  der  Sca- 

pula 16 

Ueber  dem  Deltoideus  .  1 7 

Oberarm  Streckseite  .  .  26 

Bauchhaut  . 26 

Mündung  der  Harnröhre  26 
Oberschenkel     Aussen- 

Seite 27 

Hof  der  Brustwarze    .  .  27 
Haut  unterhalbder  Brust- 
warze    27 

Fusssohle,  nicht  schwie- 
lige Stellen 28 

AufderTibia 28 

Unterarm  Streckseite .  .  33 

Lendengegend 48 

Glans  penis 114 

Fusssohle,  Schwielen .  .  250 


Für  die  Reihenfolge  der  Hautstellen  ist  zunächst  mass- 
gebend die  Dicke  der  Epidermis.  Man  trifll  demgemäss  innerhalb 
der  Handfläche,  bezw.  der  Fusssohle,  sehr  weit  auseinanderlie- 
gende Schwellenwerthe.    Aehnliche  nur  geringere  Differenzen 
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finden  sich  zwischen  Beuge-  und  Streckseite  der  einzelnen  Gh'e- 
derabschnitte.  Neben  diesem  Umstände  muss  aber  auch  der 
Nervenreichthum  der  Hautstelle  von  Bedeutung  sein.  Sonst  wäre 
gar  nicht  erklärlich,  dass  z.  B.  die  Fingerspitzen,  deren  Epidermis 
sicher  derber  ist  als  die  des  Handrückens,  doch  einen  wesent- 
lich niedrigeren  Schwellenwerth  besitzen.  Diese  Folgerung  er- 
scheint vielleicht  auf  den  ersten  Blick  paradox.  Bei  der  im  Yer- 
haltniss  zur  Grösse  der  WssBR^schen  Tastkreise  ausserordentlich 
geringen  Querschnittsfläche  der  Beizhaare  (-^  —  ^  mm^)  scheint 
die  Annahme  gerechtfertigt,  dass  es  sich  an  allen  Hautstellen  um 
streng  localisirte  Beizungen  handelt  und  eine  Summation  (durch 
Beizung  benachbarter  Nervenenden)  ausgeschlossen  ist.  Dieser 
Einwand  erscheint  mir  jedoch  nicht  stichhaltig.  Man  wird  nach 
der  anatomischen  Kenntniss  von  der  Vertheilung  der  Nerven  in 
der  Haut  annehmen  müssen,  dass  zu  einer  Hautstelle,  welche 
fttr  die  Localisation  eine  Einheit  darstellt,  mehr  als  eine  Nerven- 
fibrille  gehört.  Mag  es  dann  auch  fttr  die  Ortsbestimmung  gleich- 
gültig sein,  ob  eine  grössere  oder  geringere  Zahl  dieser  Fibrillen 
getroffen  wird,  so  braucht  doch  dasselbe  nicht  fttr  die  Intensität 
der  resultirenden  Empfindung  zu  gelten.  Lässt  man  die  Vor- 
stellung zu,  dass  die  Beizung  einer  Anzahl  derartiger  Nerven- 
fibrillen zwar  nicht  mehr  isolirt  empfunden,  wohl  aber  summirt 
vnrd,  so  wäre  die  niedrige  Beizschwelle  nervenreicher  Bezirke 
verständlich. 

Man  muss  indessen  noch  an  eine  andere  Möglichkeit  denken 
und  fragen;  ob  denn  die  Beizung  mit  einem  ttber  der  Schwelle 
liegenden  Drucke  stets  beschränkt  bleibt  auf  einen  Tastkreis  im 
WiBBR'schen  Sinne.  Der  folgende  Versuch  zeigt,  dass  dies  nicht 
immer  der  Fall  ist:  2  Haare  von  bezw.  90  und  440  mgr  Wider- 
stand bei  bezw.  34  und  1 63  mm^  .10"*  Querschnittsfläche  üben 
fast  genau  den  gleich  Druck  aus  (26  und  28  gr/mm^),  denn  das 
fttnffach  steifere  Haar  hat  auch  einen  fast  fünffach  grösseren 
Querschnitt.  Auf  den  rothen  Lippensaum  aufgesetzt  wer- 
den aber  die  beiden  Haare  nicht  gleich,  sondern  das  steifere 
stärker  empfunden.  Beobachtet  man  den  Vorgang  genauer,  so 
stülpt  das  schwächere  Haar  die  Oberfläche  der  Lippe  trichter- 
förmig ein;  der  Durchmesser  des  Trichters  beträgt  etwa  1  mm. 
Das  stärkere  Haar  erzeugt  dagegen  eine  Einstülpung  von  min- 
destens dem  doppelten  Durchmesser.  Setzt  man  zwei  Zirkel- 
spitzen in  diesem  Abstand  auf  die  Lippe,  so  werden  sie  in  der 
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Regel  doppelt  empfunden.  Es  kommt  somit  neben  dem  Druck 
eines  Reizhaares  seine  wirkende  Fläche  für  den  Erfolg  in  Betracht 
in  einem  Umfange,  welcher  von  der  Beschaffenheit  der  gereizten 
Ilautstelle  abhängig  ist. 

Ich  habe  bei  der  Bestimmung  der  Schwellenwerthe  wieder- 
holt darauf  geachtet,  ob  die  Schnelligkeit,  mit  welcher  das  Reiz- 
haar auf  die  Hautstelle  aufgesetzt  wird,  für  den  Erfolg  von  Be- 
deutung ist.  Ich  habe  aber  niemals  einen  Einfluss  bemerken 
können. 

IL  üeberminimale  Reiie. 
A.  Auf  der  Haut. 

Tastet  man  mit  einem  deutlich  aber  nicht  allzuweit  ttber 
dem  Schwellenwerthe  gelegenen  Drucke  eine  gegebene  Hautstelle 
ab,  so  lässt  sich  in  eleganter  Weise  die  seit  den  Versuchen  von 
Blix  1)  bekannte  Thatsache  aufzeigen,  dass  auf  kleinstem  Räume 
erregbare  und  unerregbare  Punkte  abwechseln.  Bemerkens- 
werth  sind  die  Ergebnisse  bei  stufenweise  steigender  Beizstärke. 
Am  besten  eignen  sich  dazu  Hautstellen,  an  welchen  die  Sinnes- 
punkte weniger  dicht  zusammenliegen.  Ich  wähle  als  Beispiel 
einen  Versuch  an  der  Haut  der  Wade. 

Ein  Hautsttlck  von  1  cm*  Fläche  wird  abgegrenzt,  die  Haare 
kurz  geschnitten.  Es  finden  sich  innerhalb  der  Fläche  9  Haar- 
bälge. Einzelne  Haare  reagiren  bei  directer  Berührung  oder  bei 
Druck  auf  den  Haarbalg  schon  bei  3  gr/mm^.  Steigt  man  mit 
dem  Druck  schrittweise  empor  bis  zu  33  gr/mm^,  so  findet  sich 
eine  zunehmende  Zahl,  im  Ganzen  etwa  15  Punkte,  welche 
sämmtlich  in  der  unmittelbaren  Nähe  der  Haarbälge  liegen  und 
ausschliesslich  Druckempfindung  auslösen.  Zuweilen  findet  man 
bei  den  stärkeren  der  angegebenen  Reize  einen  Ealtpunkt. 

Durch  weitere  Steigerung  der  Reize  wird  die  Zahl  der 
empfindlichen  Punkte  zunächst  nicht  merklich  vergrössert.  Wird 
die  Berührung  zwischen  zwei  Haarbälgen  gefühlt,  so.lässtsich 
in  der  Regel  nachweisen,  dass  es  sich  um  eine  auf  beide  Bälge 
ausgedehnte  Deformation  der  Haut  handelt.  Erst  über  SOO  gr/mm^ 
treten  sehr  zahlreiche  neue  Punkte  auf,  deren  Vertheilung  eine 
ziemlich  gleichmässige  und  durch  die  Lage  der  Haarbälge  an- 


i)  Siehe  Litteratur  am  Ende  der  Abhandlung. 
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scheinend  nicht  beeinflusste  ist.  Die  Empfindung  ist  stechend, 
schmerzhaft.  Einzelne  dieser  Punkte  sind  schon  bei  4  00  gr/mm^ 
nachweisbar  und  an  ihnen  ist  der  Schmerz  unter  Umstanden 
ganz  frei  von  Druckempfindung. 

StOsst  man  eine  feine  Nadel  in  diese  Punkte,  so  schwillt 
die  schmerzhafte  Empfindung  zu  erheblicher,  oft  schwer  erträg- 
licher Starke  an  und  strahlt  aus  nach  Fläche  und  Tiefe.  Dagegen 
ist  der  Einstich  in  die  zuerst  bezeichneten  Druckpunkte  in  der 
Regel  schmerzlos,  man  hat  eine  stets  ganz  oberflächlich  projicirte 
and  scharf  umschriebene,  starke,  punktförmige  Druckempfindung, 
fttr  welche  Goldsghbidbr^J  nicht  unpassend  den  Ausdruck  »kör- 
niges Gefühl«  gebraucht  hat. 

Neben  den  höchst  unangenehme  Empfindungen  auslösenden 
Schmerzpunkten  und  den  schmerzlosen  Druckpunkten  giebt  es 
aber  noch  eine  grosse  Zahl  von  Stellen,  wo  weder  die  oben  auf- 
gezählten Druckstärken,  noch  der  Einstich  mit  der  Nadel  irgend 
bestimmtere  Empfindungen  wachruft.  Man  hat  nur  eine  ganz 
diffuse  Bertthrungsempfindung ,  welche  sich  leicht  erklärt  aus 
der  ziemlich  ausgedehnten  Deformation  der  Haut,  welche  bei 
den  starken  Drucken  und  den  Einstichen  stattfindet.  Um  im 
Falle  des  Einstichs  die  Ausbreitung  der  Erregung  über  grössere 
Hautflächen  zu  verhindern  und  die  Schmerz-  und  Empfindungs- 
losigkeit zahlreicher  Punkte  mit  Sicherheit  nachweisen  zu  können, 
empfiehlt  es  sich,  einige  kleine  Kunstgriffe  zu  beachten,  auf  welche 
ich  schon  bei  einer  anderen  Gelegenheit  hingewiesen  habe'].  Die- 
selben bestehen  in  der  Verwendung  feinster  auf  dem  Schleif- 
stein noch  weiter  zugeschärfter  Nähnadeln  und  in  einer  Auf- 
quellung  der  Haut,  wodurch  dieselbe  fttr  die  Nadel  leicht 
durchdringbar  wird. 

Sticht  man  mit  der  Nadel  in  der  Nachbarschaft  eines  Haar- 
balges ein,  so  sind  die  Empfindungen  einigermassen  wechselnd. 
Zuweilen  findet  man  reine,  schmerzlose  Druckpunkte,  zuweilen 
intensiv  schmerzhafte  Punkte,  nicht  selten  sind  aber  beide  Empfin- 
dungen gemischt  in  der  Weise,  dass  anfänglich  der  Einstich  nur 
Druckempfindung  wachruft  und  erst  bei  weiterem  Vordringen 
auch  Schmerz  sich  dazugesellt;  oder  umgekehrt,  dass  die  anfäng- 
lich schmerzhafte  Empfindung  sich  nicht  steigert  oder  wohl  gar 
erlischt,  um  weiterhin  einer  Druckempfindung  Platz  zu  machen. 
In  der  That  dürften  schon  alltägliche  Erfahrungen  darauf  hin- 
weisen, dass  die  Uaarbälge  beide  Arten  von  Empfindungen  be- 
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sitzen.  Ihre  hervorragende  Befähigung  als  Tastapparai  ist  bereits 
oben  erwähnt  worden  und  durch  den  eben  beschriebenen  Ver- 
such neuerdings  bekräftigt.  Anderseits  ist,  wie  bekannt,  das 
Ausziehen  der  Haare  schmerzhaft.  Dass  beide  Empfindungen 
verschiedenen  nervösen  Gebilden  angehören,  dürfte  nach  den 
geschilderten  Beobachtungen  nicht  zweifelhaft  sein.  Die  Annahme 
besonderer  Nerven  und  Endapparate  fttr  Schmerz  und  Druck- 
empfindung schliesst  ihre  gegenseitige  Durchflechtung  bezw. 
eng  benachbarte  Lagerung  nicht  aus. 

An  manchen  Hautstellen  (Rückenhaut,  Furchen  der  Hohlhand, 
Falte  zwischen  Nasenflügel  und  Nasenrücken)  ist  die  einmalige 
Berührung  mit  einem  Haare,  dessen  Druck  unter  der  Schwelle 
der  Schmerzpunkte  liegt,  gefolgt  von  dem  Gefühl  des  Juckens 
oder  Kitzeins,  welches  sich  bald  sofort,  bald  erst  später  an  die 
Berührungsempfindung  anschliesst  und  durch  viele  Secunden, 
selbst  Minuten  andauern  kann.  Sieht  man  genauer  zu,  so  wird 
man  in  der  Regel  den  juckenden  Punkt  und  dessen  Nachbarschaft 
etwas  röther  finden  als  die  Umgebung.  Es  ist  mir  daher  wahr- 
scheinlich, dass  die  Gefühle  des  ELitzelns  und  Juckens  aufzufassen 
sind  als  secundäre  Empfindungen,  vermittelt  durch  Reflexe, 
welche  von  den  Tastnerven  auf  die  Gefiisse  übergreifen.  Ob 
sensible  Gefässnerven  dabei  eine  Rolle  spielen,  muss  der  Ent- 
scheidung weiterer  Versuche  überlassen  bleiben. 

B.  Am  Auge. 

Die  Beobachtungen  an  Ciomea  und  Conjunctiva  habe  ich 
zum  grössten  Theil  an  meinen  eigenen  Augen  ausgeführt,  an  der 
Cornea  mit  einem  Plan-  oder  noch  besser  mit  einem  Goncav- 
spiegel,  an  der  Conjunctiva  mit  zwei  kleinen  Planspiegeln,  deren 
Ebenen  miteinander  einen  Winkel  von  75^  einschlössen.  Mit 
einer  solchen  Vorrichtung,  welche  bekanntlich  gestattet,  sich 
selbst  im  Profil  zu  sehen,  lässt  sich  die  temporale  Fläche  einer 
Conjunctiva  in  grosser  Ausdehnung  und  bequemer  Sehweite 
untersuchen. 

Die  Reizschwelle  der  Cornea  liegt  bei  0,3  gr/mm^.  Die  Berüh- 
rung mit  einem  solchen  Haare  wird  an  den  meisten  Stellen  über- 
haupt nicht  gefühlt,  während  an  einzelnen  Stellen  eine  leise 
Empfindung  ausgelöst  wird.  Diese  Punkte  sind  allenthalben 
zerstreut  und  finden  sich  sowohl  auf  dem  Scheitel  wie  im  Rand- 
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theile  der  Cornea.  Bei  einem  Druck  von  1  gr/mm^  ist  die  Empfin- 
dung wesentlich  bestimmter,  oft  schon  recht  stark,  die  Zahl 
der  empfindlichen  Stellen  erheblich  grösser.  Bei  weiterem 
Wachsen  des  Drucks  werden  unempfindliche  Stellen  immer 
spärlicher  gefunden,  doch  sind  sie  auch  mit  86  gr/mm^  nament- 
lich im  Randtheiie  noch  nachweisbar,  lieber  diesen  Reizwerth 
hinaus  ist  das  Abtasten  der  Cornea  kaum  noch  erträglich ,  die 
Beobachtung  durch  den  Lidschlag  und  die  Thränensecretion 
gestört. 

Die  Empfindung  ist  stets  von  einerlei  Art,  nämlich  rein 
schmerzhaft,  und  nur  in  ihrer  Intensität  veränderlich.  Die  Locali- 
sation  ist  eine  recht  mangelhafte,  die  Nachwirkung  bei  allen 
stärkeren  Reizen  eine  beträchtliche,  die  zwangsmässig  auftreten- 
gen Reflexe  sind  schwer  unterdrttckbar.  Das  Unlustige,  Pein- 
liche, Unangenehme  ist  ein  wesentlicher  Bestandtheil  der  Empfin- 
dung und  von  ihr  in  keiner  Weise  zu  trennen.  Schon  die  schwäch- 
sten, eben  über  der  Schwelle  liegenden  Reize,  welche  nur  eine 
dumpfe,  diffuse  Schmerzempfindung  auslösen,  erzeugen  dieses 
Unbehagen,  welches  beim  Anwachsen  der  Reize  rasch  zunimmt 
und  einen  kaum  bezwinglichen  Widerwillen  gegen  die  Wieder- 
holung wachruft.  Der  Cornea  (und  Conjunctiva  s.  u.)  eigenthttm- 
lich  ist  ferner  die  Erscheinung,  dass  ein  nicht  weit  über  der 
Schwelle  liegender  Reiz  (1  — 5  gr/mm^  für  die  Cornea)  an  vielen 
Punkten  im  ersten  Moment  der  Berührung  nicht  gefühlt  wird, 
dass  aber  bei  andauernder  Berührung  Schmerzempfindung  auf- 
tritt, die  entweder  nach  einigen  Secunden  wieder  verschwindet, 
oder  was  häufiger  der  Fall,  soweit  anschwillt,  dass  die  Reizung 
unterbrochen  werden  muss.  Nimmt  man  das  Haar  fort,  so  lässt 
sich  an  der  Berührungsstelle  eine  Delle,  eine  umschriebene 
Rauhigkeit  der  Comealfläche  bemerken.  Es  wird  also  die  Vor- 
stellung gerechtfertigt  sein,  dass  ein  Reiz,  der  die  Nervenenden 
nicht  unmittelbar  trifft  oder  für  deren  directe  Erregung  zu 
schwach  ist,  wirksam  werden  kann,  wenn  er  durch  Schädigung 
des  Epithels  oder  Störungen  des  Säftestromes  im  Gewebe  che- 
mische Alterationen  hervorruft. 

Die  Versuche  an  der  Conjunctiva  bulbi  ergeben  ähnliche 
Resultate,  sind  aber  in  mehrfacher  Hinsicht  vortheilhafter  an- 
zustellen. Zunächst  liegt  die  Schwelle  und  alle  anwendbaren 
Reizstärken  wesentlich  höher.  Die  Reizung  ist  sicherer  zu  locali- 
siren,  da  die  lockere  Bindehaut  dem  Druck  des  Haares  nachgiebt 
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und  daher  ein  Abgleiten  wie  an  der  Cornea  nicht  so  leicht  statt- 
findet. Endlich  gestatten  die  Blutgefässe  der  Gonjunctiva  eine 
gute  Orientirung.  Trägt  man  die  in  dem  Beobachtungsfelde  mit 
freiem  Auge  sichtbaren  Gonjunctivalgefässe  in  eine  Zeichnung 
des  Auges  ein,  so  lässt  sich  die  Lage  der  gereizten  Punkte  fest- 
legen und  stets  wieder  auffinden. 

Die  Versuche  mit  ttberminimalen  Reizen  (Schwellen werth 
bei  i  gr/mm^)  ergiebt,  wie  auf  der  Cornea,  einen  Wechsel  von 
empfindungslosen  und  empfindlichen  Punkten.  Letztere  nehmen 
mit  wachsender  Reizstärke  an  Zahl  zu,  doch  lassen  sich  auch  mit 
fast  unerträglichen  Reizen  (145  gr/mm^)  noch  unterempfindliche 
Stellen  nachweisen.  Dass  mit  so  starken  Reizen  noch  empfin- 
dungslose Stellen  gefunden  werden  sollten,  ist  bei  der  beträcht- 
lichen Deformation  der  Conjunctiva  nicht  zu  erwarten,  besonders 
wenn  man  berücksichtigt,  dass  an  der  Conjunctiva  wie  an  der 
Cornea  Reize  erst  während  der  Dauer  der  Berührung  wirksam 
werden  können,  um  so  rascher,  je  stärker  sind.  Vermeidet  man 
starke  Reize  und  beschränkt  sich  auf  Drucke  von  1 0 — S5  gr/mm^, 
so  lassen  sich  die  empfindlichen  Punkte  mit  Schärfe  bestimmen 
und  in  dasNetz  der  Blutgefässe  eintragen.  In  beliebigen  Zwischen- 
räumen wiederholte  Prüfungen  lassen  ihre  Lage  als  eine  constante 
erkennen.  Die  Wiederauffindung  ist  freilich  nicht  immer  ganz 
leicht,  weil  ihre  Ausdehnung  eine  sehr  geringe  ist  und  ein  Ab- 
weichen des  Haares  von  der  richtigen  Lage  um  ein  Zehntheii 
eines  Millimeters  oft  genügt,  den  Reizerfolg  negativ  oder  unsicher 
zu  gestalten. 

Die  gegenseitigen  Abstände  der  empfindlichen  Punkte 
sind  auf  der  Conjunctiva  erheblich  grösser  als  auf  der  Cornea. 
Flächen  von  1,  2  und  mehr  mm^,  innerhalb  deren  eine  Be- 
rührung von  der  angegebenen  Stärke  nirgends  empfunden 
wird,  können  allenthalben  aufgefunden  werden.  Es  ist  bei 
der  erfahi*ungsmässigen  Empfindlichkeit  des  Auges  gegen  das 
Eindringen  von  Fremdkörpern  einigermassen  überraschend  zu 
sehen ,  wie  das  Reizhaar  die  Bindehaut  gegen  die  Sclera  zu 
eindrückt  und  nach  der  Wegnahme  eine  deutliche  Delle  hinter- 
lässt,  ohne  dass  der  Eingriff  von  der  leisesten  Empfindung  be- 
gleitet wird. 

Die  an  den  reizbaren  Punkten  auslösbaren  Empfindungen 
sind  wie  an  der  Cornea  durchaus  einheitliche,  ausschliesslich 
schmerzhafte.  Wechselnd  ist  nur  die  Intensität  der  Empfindung, 
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indem  durch  eine  gegebene  massige  Reizstärke  an  dem  einen 
Orte  nur  ein  dumpfer,  wie  yerschleierter,  schwer  umgrenzbarer 
Schmerz  ausgelöst  wird,  an  einem  anderen  Orte  eine  äusserst 
heftige,  scharf  stechende,  brennende  oder  ätzende  Empfindung. 
Alle  Zwischenstufen  kommen  vor.  Die  Localisation  ist  schlecht, 
kaum  wird  mit  Sicherheit  angegeben,  ob  der  obere  oder  untere 
Quadrant  des  Bulbus  betroffen  ist.  Die  gleiche  Erfahrung  hat 
übrigens  Jeder  beim  Eindringen  von  Fremdkörpern  in  das  Auge 
gemacht. 

Wie  sehr  die  auf  Cornea  und  Conjunctiva  erregbaren  Empfin- 
dungen sich  unterscheiden  von  der  Druckempfindung  der  Haut, 
kommt  eindringlich  zum  Bewusstsein,  wenn  man  mit  der  Reizung 
von  der  Bindehaut  auf  das  Lid  übergeht.  Da  für  die  beiden  Eör- 
perstellen  die  Reizschwelle  fast  identii^ch  liegt,  so  ist  dasselbe 
Reizhaar  (etwa  \  5  gr/mm^)  für  beide  anwendbar. 

Berührt  man  das  Lid,  so  ist  die  Empfindung  scharf  begrenzt^ 
gut  localisirt,  den  Reiz  nicht  überdauernd  und  mit  ihm  in  weiten 
Grenzen  ansteigend.  Der  Vorstellungsablauf  ist  ruhig,  zur  ob- 
jectiven  Betrachtung  geeignet  und  daher  die  Angabe  mOglich 
wo,  in  welchem  Umfange  und  mit  welcher  Stärke  die  Berührung 
stattgefunden  hat.  Mit  anderen  Worten,  die  Druckempfindung 
erlaubt,  ganz  abgesehen  von  ihrem  specifischen  Inhalt,  Angaben 
ober  die  Art  der  Einwirkung  zu  machen,  weil  ihr  Ablauf  zu  den 
Eigenschaften  des  Reizes  in  fester  Beziehung  steht. 

Berührt  man  die  Conjunctiva,  so  ist  die  Empfindung  diffus, 
bei  grosserer  Intensität  ausgesprochen  ausstrahlend,  schlecht 
localisirt,  den  Reiz  überdauernd  und  mit  dessen  Zunahme  rasch 
in's  Unerträgliche  wachsend.  Die  Aufmerksamkeit  wird  durch 
die  heftigen,  neue  Empfindungen  zuführenden  Reflexe  abgelenkt 
der  Vorstellungsablauf  unruhig  durch  mannigfache  Gefühlsbeto- 
nungen  und  Affecte. 

Ausser  der  Druckempfindung  besitzt  das  Lid,  wie  kaum 
besonders  erwähnt  zu  werden  braucht,  auch  Kälte-,  Wärme- 
nnd  Schmerzempfindung.  Wird  die  Spitze  des  Reizhaares  durch 
einige  Secunden  mit  einem  Eisstück  in  Berührung  gebracht  oder 
in  Wasser  von  50°  getaucht,  so  wird  die  Berührung  auf  der 
ganzen  Aussenseite  des  Lides,  einschliesslich  der  haarlosen  Kante, 
als  kalt  bezw.  warm  empfunden.  Auf  Cornea  und  Conjunctiva 
wird  dagegen  die  Berührung  mit  dem  kalten  wie  mit  dem  warmen 
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Haar,  wenn  Oberhaupt,  nur  in  einerlei  Weise  und  zwar  schmerz- 
haft empfunden. 

Man  muss  also  annehmen,  dass  von  den  verschiedenen  im 
Trigeminus  enthaltenen  centripetalen  Nervenfasern  nur  eine 
Gattung,  nämlich  Schmerznerven  in  Cornea  und  Gonjunctiva 
eintreten.  Derartige  ungleiche  Yertheilungen  sensibler  Nerven 
sind  vielfach  bekannt.  Als  ein  Gegenstück  kann  die  von 
F.  EiBSow^]  entdeckte  schmerzfreie  Stelle  an  der  Innenseite  der 
Backe  gelten.  Ich  erinnere  femer  an  die  Iris,  an  den  Darm  und 
andere  Beispiele,  auf  welche  bereits  E.  H.  Wbbbr^)  aufinerksam 
gemacht  hat. 


Das  Ergebniss  der.  beschriebenen  Versuche  lasst  sich  wie 
folgt  zusammenfassen : 

4.  Die  punktförmige  Reizung  der  Haut  mit  abstufbaren 
mechanischen  Reizen  gestattet  den  Nachweis  zweier  Reiz- 
schwellen, einer  niedrigen  für  die  Druckempfindung,  einer 
höheren  für  die  Schmerzempfindung.  Druck-  und  Schmerz- 
punkte liegen  örtlich  gesondert,  erstere  in  der  Nähe  der  Haar- 
bälge. 

5.  Es  giebt  grössere  Kdrperflächen,  welche  Drucke  aber 
nicht  Schmerz,  und  andere,  welche  nur  Schmerz  empfinden. 
Letztere  Orte  haben  demgemäss  nur  eine  einzige  Reizschwelle, 
welche  nicht  höher  zu  liegen  braucht  als  die  Druckschwelle  der 
Haut  und  sogar  beträchtlich  tiefer  liegen  kann  (Cornea). 

Ich  schiiesse  daraus,  dass  die  Schmerzempfindung  durch 
besondere  Einrichtungen,  Schmerzpunkte  und  Schmerznerven, 
vermittelt  wird. 
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Paul  Stäckel,  Ud)er  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes 
auf  einer  rauhen  Oberfläche. 

1. 

Für  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  einer 
rauhen  Oberflache,  bei  welcher  die  Reibung  dem  Drucke  pro- 
portional ist,  hat  Herr  A.  Matbr  vor  kurzem  die  allgemeinen 
Differentialgleichungen  in  unabhängigen  Bestimmungsstacken 
des  Punktes  wirklich  aufgestellt  i).  Wenn  die  bewegende  Kraft 
des  Punktes  eine  Eräftefunction  besitzt,  lauten  sie  folgender- 
massen: 


(23) 


2  \dt\hq'J       hqj~hq,  W,' 


In  Bezug  auf  die  Bezeichnung  muss  auf  die  Abhandlung  von 
Herrn  A.  Mater  verwiesen  werden,  deren  Eenntniss  im  Folgen- 
den vorausgesetzt  ist;  es  ist  hier  nur  zu  bemerken,  dass  in  (23) 
9{  statt  N  geschrieben  worden  ist,  weil  dieser  Buchstabe  später 
in  anderer  Bedeutung  gebraucht  werden  soll. 

ji Allerdings 9y  sagt  Herr  A.  Mater,  i^erscheint  die  Integration 
derselben  . . .  sehr  schwierig,  und  es  dürfte  kaum  viel  Fälle  geben, 
in  denen  sich,  wie  in  dem  Beispiele  des  schweren  Punktes  auf 
rauher  schiefer  Ebene,  die  Integration  vollständig  durchführen 
Hesse. t  »Genau  in  derselben  Weise, a  heisst  es  später,  »lässt  sich 


4)  Ueber  die  anfreie  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  unter  Be- 
rücksichtigung der  Reibung,  diese  Berichte,  Sitzung  vom  ft.  Juni  1893, 
S.  879—394. 
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auch  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einem  rauhen 
Kreiscylinder  mit  verticaler  Axe  mittelst  blosser  Quadraturen  voll- 
ständig bestimmen^  nur  kann  man  hier  die  letzten  Quadraturen 
nicht  wirklich  ausfuhren.  In  beiden  Fallen  wird  die  Integration 
eben  dadurch  wesentlich  erleichtert  dass  die  Gleichungen  (23)  sich 
auf  zwei  Differentialgleichungen  1.  0.  zwischen  qr|,  qi  und  t  redu- 
ciren,fL 

Diese  Bemerkung  veranlasste  mich  umgekehrt  zu  fragen, 
wann  die  Gleichungen  (23)  eine  solche  Reduction  gestatten, 
wann  sie  sich  also  durch  Gleichungen  der  Form: 

(A)  9;'=A(9;,9i),    «=/;(?;»  ?i) 

ersetzen  lassen,  deren  rechte  Seiten  q^  und  q^  nicht  enthalten. 
Es  ist  mir  gelungen  diese  Frage  vollständig  zu  beantworten,  und 
da  sich  auf  diese  Weise  einige  neue  Fälle  ergeben  haben,  in 
denen  die  Integration  der  Gleichungen  (23)  mittelst  blosser 
Quadraturen  bewerkstelligt  werden  kann,  so  erlaube  ich  mir 
meine  Untersuchung  der  Königlichen  Gesellschaft  vorzulegen. 


Da 

{\)  v*  =  Eql'  +  iPqiqi+Gqi' 

ist,  so  ergiebt  die  Ausführung  der  Differentiationen  in  den  Glei- 
chungen (23): 


(B) 


m 


m 


[H«+.«+i:-|,;-+,V!';«+(ls-n^)'.-] 


i|-4i''" +"«•■'• 


[P^  +  ««  +  (^^  -  i  I)  ,,-+?|,;,..+i,^«,,] 


Hieraus  folgt,  weil 

(2)  J  =  VEG  —  F« 

nicht  identisch  verschwinden  kann : 


(B') 


!C) 
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A^j  B^f  C^;  A^,  B^j  C,  bedeuten  gewisse  rationale  Functionen 
von  Ej  F,  G  und  ihren  Ableitungen  nach  q^  und  9,,  deren  wirk- 
liche Herstellung  Air  das  Folgende  nicht  erforderlich  ist. 

Sollen  sich  nun  die  Gleichungen  (B)  durch  die  Gleichungen 
(A)  ersetzen  lassen,  so  muss  man  haben : 

und  zwar  müssen  die  Gleichungen  (G)  identisch  bestehen,  wenn 
in  ihnen  q^,  q^ ;  9^  qi  als  willkürliche  Grössen  angesehen  werden, 
da  man  ja  den  Grössen  q^,  q^;  9/,  q^  bei  der  Integration  der 
Gleichungen  (S3)  willkürliche  Anfangswerthe  beilegen  darf. 

Betrachtet  man  nun  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (Cj, 
so  ist 

(3)  ^=U^  -^{Lq^  +  iM^.qi  +  Nq^*)  . 

Hierin  bezeichnet  U^  die  Componente  der  bewegenden  Kraft  des 
Punktes,  welche  normal  zur  Oberfläche  ist,  U^  enthält  also  nur 
q^  und  9, ,  und  L,  j/,  N  bedeuten  die  Fundaraentalgrüssen  zweiter 
Ordnung  *),  welche  ebenfalls  nur  von  q^  und  q^  abhängen.  Daher 
ist  31  eine  ganze  rationale  Function  zweiten  Grades  von  q[  und  7,'. 
Dagegen  erkennt  man  leicht,  dass  v  eine  irrationale  Function 
dieser  Grössen  ist,  denn 

v^  =  Eql^  +  iFqlqi+Gqi* 

kann  nur  dann  ein  Quadrat  werden^  wenn  EG  —  F*  ver- 
schwindet. 

Hieraus  folgt  nach  einer  bekannten  Schlussweise,  dass  die 
Identitäten  (G.)  nur  dann  bestehen  können,  wenn  91 :  t;  für  sich 
eine  Function  von  ql  und  qi  allein,  also  frei  von  q^  und  q^  ist. 
Mithin  ist: 


1)  Vergl.  J.  Kmoblaucb,  Einleitung  in  die  allgemeine  Theorie  der 
krummen  Flächen,  Leipzig  4888,  S.  i4. 

lUth.-pbys.  Cluse.  1894.  i  4 
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[U„  -  m  {Lq[^  +  iMq[q[  +  Nqj*]' 
Eqi*  +  iFq[qi  +  Gqi* 

eine  rationale  Function  von  q^  und  qi  mit  constanten  Coefficienten, 
woraus  man  leicht  erschliesst,  dass  nothwendig: 

(4)  ds*=Edq\  +  2Fdq,dq^+Gdql=l{(Sdq*+i%dq,dq^+&dq\) 

ist ;  dabei  bedeutet  l  eine  Function  von  q^  und  q^ ,  während  @, 
S  und  &  constant,  das  heisst  unabhängig  von  q^  und  q^  sind. 

Die  Gleichung  (4)  lässt  sich  erheblich  vereinfachen,  da  die 
Gleichungen  (23]  die  Eigenschaft,  auf  Gleichungen  der  Form  (A) 
reducirbar  zu  sein,  behalten,  wenn  man  in  ihnen  statt  q^,  q^ 
neue  unabhängige  Veränderliche  p^ ,  p,  durch  die  linearen  Glei- 
chungen : 

(5)  q^—ap^  +  bp^,      ?,  =  CP4  +  ^P«       (a»  —  6c  4=  0) 

einfahrt.  Durch  eine  solche  Transformation  kann  man  aber  stets 

(Sdq\  +  i%dq,dq^  +  &dq\ 
verwandeln  iü 

dpi  +  dp\  . 

Ist  daher  eine  Reduction  der  Gleichungen  (B)  auf  die  Glei- 
chungen (A)  möglich,  so  lässt  sie  sich  stets  erreichen,  wenn  man 
von  vom  herein  isometrische  Coordinaten  q^J  q^  wählt,  bei  denen 
also 

(1')  t>*=A{9;*+9.'*) 

wird. 

3. 

Bildet  man  unter  dieser  Annahme  fttr  v*  die  Gleichungen  (B), 
80  ergiebt  sich  nach  Division  mit  X : 

mo"  =  _  i^  ^i^  «'»  _  iü  5Mi  o'o' 4- -  ^^0'» 


(B") 


I        1 
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Sollen  hierin  die  rechten  Seiten  von  q^  und  q^  frei  sein,  so  ist 
das  nicht  anders  möglich,  als  wenn  jeder  der  fünf  Ausdrücke: 


diogA,     diog;i      ^  w      \  hu 

hq,    '        bq,    '      l  bq,  '       l  hq,' 

31 

für  sich  von  q^  und  q^  unabhängig  ist. 
Man  hat  daher  zunächst : 

d  log  A                   b  log  l 

hq,         ««'           dg,         «»' 
woraus 

folgt. 

Ist  im  Besonderen 

o,  =  o,  =  0  , 

so  darf  l  unbeschadet  der  Allgemeinheit  gleich 
werden,  so  dass  man: 

1  angenommen 

(I)                                      ds*=dq*  +  dq\ 
erhalt.   Weiter  wird  in  diesem  Falle: 

woraus 

folgt.    Führt  man  aber  neue  Veränderliche  p^ ,  p^  wieder  durch 
lineare  Gleichungen: 

ein,  so  bleibt  ds*  =  dpj  +  dp* ,  während 


U^YA*  +  A\-p, 

wird.   Man  darf  daher  annehmen,  dass  die  Veränderlichen  von 
vom  herein  so  gewählt  sind,  und  hat  dann  einfach: 

m  U^hq,. 

Verschwinden  aber  nicht  beide  Grössen  a^  und  a, ,  so  zeigt 
die  lineare  Subslitutiou : 

(5")      p    =  -ir      °»?4    —  ^1?^  P     =  JL      ^4?i  +«t?, 

^     ^    '*        VC       VaJ  +  oJ     '  *        VC       Va]  +  a\     ' 
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dass  man  stets  von  vorn  herein: 

(II)  ds^  =  ^^'{dql  +  dql) 

annehmen  darf.    Dann  aber  wird 

also  ist  nothwendig  ^4,  :=  0  und 

(II»)  U  =  A/'» , 

so  dass  die  KrKftefunction  jetzt  eine  wesentlich  andere  Gestalt 
annimmt. 

Die  beiden  soeben  ofaarakterisirten  Fälle  (I)  und  (II)  sollen 
non  genauer  untersucht  werden. 

4. 

Im  Falle  (I)  nehmen  die  Diflferentialgleichungen  der  Be- 
wegung (B)  die  einfache  Gestalt  an: 

^ 


(B.) 


mg7=    —äfft 
tnq'i  =  h  —  afft 


Vqr+q;^' 

und  damit  sie  sich  durch  die  Gleichungen  (A)  ersetzen  lassen, 
ist  nur  noch  erforderlich^  dass  der  normale  Druck  9t  von  q^  und 
9,  unabhängig  ist.  Nach  (3)  müssen  daher  U^j  L,  M  und  N  con- 
stant  sein.  Sind  aber  die  Fundamentalgrössen  erster  und  zweiter 
Ordnung  sämmtlich  constant,  so  gilt  dasselbe  fdr  die  beiden 
Hauptkrümmungen,  und  da  die  betrachtete  Oberfläche  abwickel- 
bar ist,  kann  sie  nur  eine  Ebene  oder  ein  KreiscyUnder  sein. 
Ist  die  Oberfläche  eine  Ebene,  so  kann  nur  dann 

ds^  =  dq\  +  dq\ 

sein,   wenn  die  Goordinaten  q^,  9,  rechtwinklige  Gartesische 
Goordinaten  in  dieser  Ebene  bedeuten.  Man  hat  also  zu  setzen : 


(6) 

mithin  wird 


a;  =  a,  +  a,g, +  of,g,  , 

y  =  /».  +  /».?,  +  /?.g, , 
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(7)  L  =  M~N=0  , 
and  daher  der  Normaldrack 

(8)  5R  ==  D,  =  Ä 

constant.   Polglich  gehen  die  Gleichungen  (BJ  über  in: 

91 


(Bf) 


m^  =     —  ak 
m^  =  k  —  ak 


Sie  werden  identisch  mit  den  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
eines  schweren  Punktes  auf  rauher  schiefer  Ebene  *) : 


fi  = 

«9 

COSI 

'H 

VC  4-9.'*' 

man 

55  =  j  sin  t  — 

«9 

cost 

qi 

wenn 

Vqr+gi*' 

(9) 

h  =  mg  sin  i 

y 

k 

=  mg  cos  1 

setzt, 

woran 

s  umgekehrt 
4 

> 

•«•■=4 

(<0) 

9^-Vh*  +  k* 

folgt. 

Ist  die  Oberfläche  ein  KreiscyUnder  ^  so  fragt  sich;  wie  man 
in  allgemeinster  Weise  die  Goordinaten  q^^  q^  so  wählen  kann^ 
dass 

ds"  =  dq\  +  dq\ 

wird.  Man  weiss  aber,  dass  bei  der  Abwickelung  des  Kreis- 
cylinders  auf  eine  Ebene  die  Goordinaten  9^,  q^  in  rechtwinklige 
Gartesische  Goordinaten  Hbergehen  müssen.  Denkt  man  sich  nun 
den  verticalen  Kreiscylinder: 

(14)  x«  +  y«  =  r* 

auf  die  Tangentialebene  (9),  \p)  abgewickelt,  wo  die  t//-Axe  mit 
der  jS(-Axe  zusammenfällt  und  die  q>-ki.e  senkrecht  darauf  steht, 
so  gelten  die  Abwickelungsgleichungen: 


4)  A.  Matbr,  a.  a.  0.  S.  S94,  Formel  (25). 
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w  ,     w 

(42)  X  =  r  cos  ^-  ,     y  =  r  sin  -^  ,    z  =  ip  , 


r 


und  da  man  dem  Coordinatensysteme  der  q^J  9,  denselben  An- 
fangspunkt wie  dem  Systeme  der  9),  \p  geben  darf,  so  ist 

M3)  (    <iP  =  ®^s*?*"-^^^*-**  » 

\    t^  =  sin  ^  •  7^  +  cos  *  •  g,  . 

Hiermit  ist  die  gesuchte  allgemeinste  Darstellung  des  Kreis- 
cylinders  (W)  in  den  Goordinaten  q^,  9,  gefunden.    Sie  lautet: 

a?  =  r  cos  I —  (cos  *  •  9,  —  sin  *  •  q^)\  , 

^    ^  I  y  =  rsin(— (cos;»'.?^  — sin;^.?,))  , 

[  z  =  sin  *  •  9j  +  cos  ^  •  9^  , 

und  es  ergiebt  sich  jetzt: 

E=\  ,  F=0  ,  G  =  \ 

(15)  cos*^         _      cos^sin^  sin*;» 

r      '  r  '  7* 

Es  war 

(I-)  r^  =  Ä9,, 

die  Niveaulinien  9,  =  const.  sind  daher  parallele  Schrauben- 
linien und  dasselbe  gilt  von  den  Kraftlinien  q^  =  const.  Mithin 
hat  die  Componente  der  bewegenden  Kraft  des  Punktes,  welche 
in  der  Tangentialebene  der  Fläche  liegt,  stets  dieselbe  Intensität^, 
und  ihre  Richtung  bildet  mit  der  Axe  des  Cylinders  stets  den- 
selben Winkel  &. 

Beachtet  man  noch ,  dass  die  normale  Componente  der  be- 
wegenden Kraft  Uf^  wieder  oonstant,  etwa  gleich  ky  sein  muss, 
so  findet  man  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung: 


(Bf*) 


^'=    ^a[k^^  (cos^.g;  +  sin^.g;)*]  y^,!'^^,,  , 
mgfi  =  h-^a[k  -  ^  (cos*.,; 4- sin*. 9;)«]  p==7j  1 
welche  die  verlangte  Gestalt  (A)  haben. 


(B,) 
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Wird  nach  dem  Vorgange  von  Herrn  A.  Mater  : 

(4  6)  ?;  =  cu(/; 

gesetzt,  so  folgt  aus  (Bf  ^]  die  Differentialgleichung  1 .  0.  zwischen 
ql  und  0) : 

Sie  lässt  sich  mittelst  Separation  der  Variablen  integriren, 
sobald 

k  =  0 

ist,  sobald  also  die  normale  Componente  der  bewegenden  Kraft 
verschwindet.   Es  gilt  also  das 

Theorem  I.  Bewegt  sich  ein  materieller  Punkt  auf  einem 
rauhen  Kreiscylinder  und  wirkt  auf  ihn  eine  Kraft^  deren  Intensität 
constant  ist,  deren  Richtung  aber  in  der  Tangentialebene  des 
Cylinders  liegt  und  stets  denselben  Winkel  mit  seiner  Axe  bildet, 
so  lassen  sich  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  mittelst 
blosser  Quadraturen  integriren, 

Ist  im  Besonderen  dieser  Winkel  gleich  Null,  also: 

*  =  0  , 
sodass  sich: 

(44')  x  =  rcos^,     y  =  rsin^,      z  =  q^ 

ergiebt,  so  erhält  man  die  von  Herrn  A.  Mayer  betrachtete  Be- 
wegung eines  schweren  Punktes  auf  einem  rauhen  Kreiscylinder 
mit  verticakr  Axe, 

Eben  so  wenig  wie  in  diesem  Specialfalle  lassen  sich  im 
allgemeinen  Falle  die  letzten  Quadraturen  wirklich  ausführen; 
die  Aufstellung  der  Endformeln  möge  daher  hier  unterbleiben. 

5. 

Ich  komme  nunmehr  zum  Fall  (II),  in  welchem  A  =6^^»  und 
U  =  he^^*  ist.  Für  ihn  lauten  die  Differentialgleichungen  der 
Bewegung: 


m^:=  -fM;?i  ^ame-i^^^;^==, 


Vgl'+qi' 
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und  es  mttssen  daher: 

[/„e-*^^%    le-*^^»,     ife-*^«S     Ne^if"'^ 

constant  sein. 

Die  Oberflache,  auf  welcher  die  Bewegung  vor  sich  geht, 
ist  mithin  charakterisirt  durch  die  Gleichungen: 

(18)    '  '  ' 


Die  Gonstanten  L^ ,  Jf,  und  iV,  dttrfen  jedoch  keineswegs  ganz 
willkttrlich  angenommen  werden,  da  bekanntlich  zwischen  den 
Fundamentalgrtfssen  erster  und  zweiter  Ordnung  die  Funda- 
mentalgleichungen von  Ginss  und  Hainardi  bestehen.  Sie  lauten 
fttr  isometrische  Coordinaten,  bei  denen  also : 

E=l,      F=0,      G  =  X 
ist'): 

(49) 


.._«.= _i.(^»+^^), 


und  zeigen,  dass  für  die  betrachtete  Oberfläche: 

(20)  ifo  =  0,         N,  =  0 

sein  muss,  während  Iq  willkttrlich  bleibt. 

Sind  aber  sechs  Functionen  E,  F,  G;  L,  if,  iV  von  q^  und  g, 
gegeben,  swischen  denen  die  drei  Fundamentalgleichungen  be- 
stehen,  so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  von  Ossun  Bonnet^) 
die  zugehörige  Oberfläche  bis  auf  ihre  Lage  im  Räume  und  auf 
die  Spiegelung  an  einer  Ebene  eindeutig  bestimmt.  Wird  nun 
der  Kreiskegel : 

(24)  x«  +  y»  =  tg«Ö.z» 

dargestellt  durch: 


1)  J.  Knoblauch,  a.  a.  0.  S.  136. 

%)  Journal  de  l'Ecole  polytechnique,  Cah.  42,  S.  31  (4  867). 
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(82) 


wo  zur  Abkürzung 


4     iuq. 


y  = 


4 


e*'*'*8inpg, , 


AlL 
sind 


=  ? 


gesetzt  worden  ist,  so  überzeugt  man  sieb  leicht,  dass  die  zuge- 
hörigen Fundamentalgrtfssen  werden : 

F=0,     G  =  (/*"', 
ootöc^'"»,     Jf=0,    iV=0, 


(24) 


sodass  bei  gegebenem  L^  der  Winkel  d  aus  der  Gleichang: 


(25) 


L^  =  Ijiicotd 


SU  bestimmen  ist,  was  immer  in  reeller  Weise  geschehen  kann. 
Hieraus  folgt,  dass  im  Fall  (II)  die  Bewegung  auf  einem 
Kreiskegel: 

(21)  x«  +  y«  =  tg«Ö.Ä« 

vor  sich  gehen  muss,  und  es  fragt  sich  nur,  ob  die  Gleichungen 

(22)  die  allgemeinste  Darstellung  dieser  Oberfläche  geben,  bei 
welcher 

(II)  dÄ«  =  e^^*(dgJ  +  d?l) 

ist.    Dass  es  sich  aber  so  verhält,  lässt  sich  folgendermassen 
zeigen. 

6. 

Ist  zunächst  Iq  =  0,  so  geht  der  Ereiskegel  in  die  Ebene 
js  =  0  ttber.   Um  zu  erkennen,  wann  für  eine  Ebene 

ds*  =  e'*^*(d9j  +  d^J) 
ist,  braucht  man  aber  nur  zu  beachten,  dass  die  Substitution 


(26) 
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die  Identität 

(27)  dp\  +  dp\  =  €r'^^dq',  +  dq\) 

nach  sich  zieht.    Ist  nun  die  Wahl  des  Goordinatensystemes  der 
X,  y,  z  freigegeben,  so  wird  für  eine  Ebene  die  Gleichung 

ds«  =  dp]  +  dpi 

in  allgemeinster  Weise  erfttllt  durch: 

(28)  ac  =  p,,  y  =  Pti  2  =  0, 

und  man  erhält  mithin  die  allgemeinste  Darstellung  der  Ebene 
z  =  0  in  den  Goordinaten  q^,  q^  durch: 

X  =  —  e^^^* cos  if^q^  , 


(29) 


y  ="rß*^^'sin4/i9,, 


2=0. 

7t 

Das  sind  aber  genau  die  Gleichungen,  welche  aus  (22)  fttr  0  =  ~ 
entstehen,  sodass  der  Fall  Xq  =  ^  hiermit  erledigt  ist. 

Umständlicher  gestaltet  sich  die  Behandlung,  wenn  L^  ^  0 
ist.  Werden  die  Richtungscosinus  der  Flächennormale  mit  X,  Y,  Z 
bezeichnet,  so  gelten  zunächst  allgemein  bei  isometrischen  Coor- 
dinalen  mit  J?  ==  G  =  A,  F  =  0  die  Gleichungen  *) : 

'     ^  bq^  l\    bq^^      hqj'    bg,  l\     bq^^      hqj 

Hier  wird  also: 

(31)  ^-l^-v-^"«'^,        J-^  =  0, 

und  es  ist  X  eine  Function  von  q^  allein,  sodass  man,  da  L,  4=  0  ist : 

(32)  A'  =  -L./;(9,) 

setzen  darf.   Dann  aber  folgt  aus  der  Gleichung  für  r-^ ,  dass 

(33)  a.  =  e*'"Y.(9.)+A(?.) 


1)  J.  Knoblauch  a.  a.  0.  S.  4  86. 
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sein  muss.   Ebenso  erhält  man : 

(34)  »  =  e*'"*».{9.)  +  «/.(?.), 

(35)  «  =  e*'"'A,(9.)+A,(9.), 
Nun  ist  weiter  allgemein  <): 


^36) 


h*x    /  y  I   I  ^tog^  fta;  aiogX  ix 

i)*x    _  wv   1    1  ^tog^  ^  4_  1  ^^°g^  ^^ 
d*aj    ölogAboj  ÄlogXäa? 


Hier  wird  also: 

,37)  «*'"'•/•:(?,) = -  (i:+ i^»)/-.  (?.)  -  iMA'to.). 

(38)  ii«e*'"' •/•/(?,)=       i|Uci''«Y;(9.), 

(39)  r;(9.)  + V*«*'"*-  '•.(9.)=      i/i*e*'"Y,(<?i)  +  i^A'(9.)- 
Von  diesen  Gleichungen  besteht  (38)  identisch,  während  (37) 

nach  Division  mit  e*'*'*  übergeht  in: 

38')    A'(?.)  =  -(/-?  +  ii"*)  A(9.)  -  ii«e-*'"Yi(9.1  , 

sodass  /•r{?.)  +  (iJ  +  l/t»)/-,(7.)  und  -  i.«e- *'"«/•;(<?.)  der- 
selben Constanten  A  gleich  sein  müssen.  Hieraus  folgt  zunächst : 

und  es  wird  daher: 

(*0)  r,{q,)  —  A^«*'"*, 

denn  bei  der  Willkttrlichkeit  des  Systems  der  x,  y,  z  darf  die 
Integrationsconstante  gleich  Null  gesetzt  werden.  Wird  dieser 
Werth  von  f^  [q^  in  (39)  eingesetzt,  so  erhält  man  eine  Identität, 
es  bleibt  daher  nur  noch  ttbrig  ^  (gj  aus  der  Differential- 
gleichung: 


K)  J.  Krobladcb,  a.  a.  0.  S.  78  und  436. 
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(4^)  Ar(?.)+pv.(?*)  =  ^ 

zu  ermitteln,  in  welcher  zur  Abkürzung 
(42)  L;  +  lM«  =  ß« 

gesetzt  ist.  Als  allgemeine  Lösung  der  linearen  Differential* 
gleichung  (41)  findet  man  aber  sofort: 

(*3)  f,  (?|)  =  ^  +  il,  sin  pgr.  +  A^  cos  qq,  . 

Werden  die  Werthe  von  /\  (9J  und  /*,  [q^  in  den  Ausdruck 
(33)  fttr  X  eingetragen,  so  kommt  schliesslich : 

(44)  X  =  e*^^*  (A^  +  A^  sin  ((q^  +  A^  cos  ^  gj  , 

und  ebenso  erhält  man: 

(46)  y  =  e*'*^«  (Ä,  +  B,  sin  pg.  +  Ä,  cos  p?J  , 

(46)  j«  =  c*'*^*  (Co  +  C.  sin  qq,  +  C,  cos  qq,) . 

Um  die  Darstellung  der  Oberfläche  zu  vereinfachen  benutze 
ich  wieder  die  Willkttrlichkeit  des  Goordinatensystemes  und 
zwar  denke  ich  mir  bei  festgehaltenem  Anfangspunkte  eine 
Drehung  gemacht.   Ist  nun: 

(47)  -    ri  =  a^x  +  ß^y  +  Y^Zy 

^  =  a^x  +  ßj^y  +  y^z, 

so  unterwerfe  ich  zunächst  a^,  ß^,  y^  der  Bedingung,  dass 

(48)  I  ^i«»  +  ^t^3  +  C,y,=  0, 
1  A,a,  +  B,li,  +  C,y,  =  0 

sein  soll.    Hieraus  folgt: 

a,:ß,:  y,  =(B,C,  -  B,C,) :  [C,A,  -  C,A,):  {A,B,  -  A,B,) . 

Nun  kann  bei  reellen  Flächen,  welche  hier  allein  betrachtet 
werden,  die  Grösse : 

(B,  C,  -  5,C,)«  +  {C,  A,  -  C.^J«  +  (A,B,  -  A,B,)' 

nur  dann  verschwinden,  wenn  A^,B^j  C,  proportional  ^^i,  -^i,  C^ 
ist,  das  aber  hätte  zur  Folge,  dass  die  Oberfläche  eine  Ebene 
und  gegen  die  Voraussetzung  L^  =  0  wäre.    Es  ist  daher  stets 
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möglich  a, ,  jtf, ,  y,  in  der  verlangten  Art  zu  bestimmen.  Weiter 
darf  man  noch  a, ,  /?, ,  y^  der  einen  Bedingung  unterwerfen,  dass 

(49)  ^t«.  +  Ä./J.  +  C.y,  =  0 

ist ;  dann  sind  aber  alle  neun  Richtungscosinus  abgesehen  vom 
Vorzeichen  bestimmt. 

Diese  Betrachtung  zeigt,  dass  man  von  vorn  herein  unbe- 
schadet der  Aligemeinheit  .4,  =  0,  ^,  =  0,  ^^  =  0  annehmen 
darf.  A^  ist  dann  sicher  von  Null  verschieden,  da  sonst  £o  =  ^ 
iiväre. 

Legt  man  nunmehr  die  Gleichungen : 

X  =  e*^^'(i4o  +  A^  sin  Qq^  +  A^  cos  ß?J  , 

(50)  .     y  =  6*^^«(2?,  +  Ä,8in?g,, 

zu  Grunde,  so  wird 

J?=ß^^*.p«[(.4J+Äj)cos«p94+i4;8in«(>g,+2^i^,«>se?t8ine?J, 

und  es  muss  daher  der  Ausdruck  in  der  Klammer  gleich  q"* 
sein.   Dies  erfordert  aber,  dass  gleichzeitig : 

A]  +  B\  =  Q-\      ^J  =  r%      A,A,  =  0 

wird.   Nun  ist  A^^  Oj  also  kommt: 

(54)  ^,  =  0,       B\  =  Q-\       A\  =  Q'' 

und  daher  hat  man : 

X  =  e*^^»  (i4o  +  A^  cos  Qq^) , 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich 

F=  — \fie^^^^A^  sin  Qq,— B^  cos  Qq^)  , 
lind  das  Verschwinden  von  F  zieht  nach  sich,  dass 
(52)  A=0,         B,  =  Q 

ist.   Dann  aber  wird  endlich: 


(Bf) 
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(53)  C.=:P±!L 


und,  da  G  =  tf^*  sein  soll,  kommt: 

hl 

Auf  diese  Weise  gelangt  man  schliesslich   zu  der  Dar- 
stellung: 

ac  =  —  e'^^* cos pg, , 


(64) 


'Sin  09, 


welche  mit  der  oben  angegebenen  Darstellung  (S2)  identisch 
wird,  wenn 

(26)  L^=\ficoie 

gesetzt  wird,  womit  die  Allgemeinheit  jener  Darstellung  nach- 
gewiesen ist. 


Nachdem  nunmehr  festgestellt  ist,  wann  der  Fall  (II)  ein- 
treten kann,  gehe  ich  dazu  ttber  fttr  ihn  die  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  aufzustellen  und  bemerke  dazu, 
dass  die  Componente  der  bewegenden  Kraft,  welche  normal 
zur  Oberfläche  steht : 

wird,  wo  A-  eine  Gonstante  bedeutet.  Hithin  lauten  die  gesuchten 
Differentialgleichungen : 

t  "i  V9,'*+?i* 

sie  haben  also  die  verlangte  Form  (Ä) . 
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Wird  wieder 

gesetzt,  so  folgt  aus  [B^]  die  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung zwischen  ql  und  tj : 


(55)    ^=-1 n±^. 

Diese  Differentialgleichung  lässt   sich   mittelst  Separation 
der  Yariabeln  integriren,  wenn 

ist,  denn  alsdann  kommt: 


(56)      -1? — -i =  m  l--^h=  -^\(ioAd 


Auch  in  diesem  Falle  lassen  sich  die  letzten  Quadraturen  nicht 
wirklich  ausführen. 

Es  bleibt  ttbrig  die  geometrisch -mechanische  Bedeutung 
der  Kräftefunction : 

zu  ermitteln.    Dazu  bilde  ich  die  Entfernung  r  des  bewegten 
Punktes  von  der  Spitze  des  Kegels: 

CC«  +  y*  =tg*Ö  .J3* 

und  finde : 

Es  ist  also  fttr  die  Punkte  des  Kegels : 

(n*)  U=\fi*hr\ 

und  man  erhält  daher  das 

Theorem  n.  Bewegt  sich  ein  materieller  Punkt  auf  der 
rauhen  Oberfläche  eines  KreiskegelSy  und  rührt  die  bewegende 
Kraft  von  einem  in  der  Spitze  des  Kegels  befindlichen  Centrum 
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her,  welches  den  Punkt  mit  einer  Kraft  anzieht  oder  cAstösst^  die 
seiner  Entfernung  von  diesem  Centrum  proportional  ist,  so  lassen 
sich  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  mittelst  blosser  Qua- 
draturen integt^iren. 

Eine  einfache  Ueberlegung  zeigt,  dass  das  Theorem  IL  gttltig 
bleibt,  wenn  der  Kreiskegel  in  eine  Ebene  ausartet;  an  Stelle  der 
Regelspitze  tritt  dann  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene. 

Halle  a/S.,  den  28.  Juni  1894. 


L.  Maurer,  Ueber  die  lineare  homogene  Gruppe.  Angekündigt 
von  dem  o.  Mitgliede  Sophus  Lib  am  S.  Juli  und  eingereicht  am 
44.  Juli  4894.1) 

In  zwei  Arbeiten,  die  in  diesen  Berichten  erschienen  sind 
(4892,  S.  279  ff.  u.  4893,  S.  669  ff.),  giebt  Herr  Engbl  einen  von 
ihm  und  einen  von  H.  Study  herrührenden  Beweis  des  Satzes, 
dass  jede  lineare  homogene  Transformation  in  n  Veränderlichen 
von  einer  infinitesimalen  Transformation  in  diesen  Yeränder* 


4)  Indem  ich  die  werthvolle  Note  des  Herrn  Maurer  vorlege,  sehe 
ich  mich  za  den  folgenden  Bemerkungen  veranlasst. 

Es  ist  ein  längst  bekannter  Fundamentalsatz  der  Kinematik,  dass  jede 
endliche  Bewegung  als  eine  Schraubenbewegung,  Rotation  oder  Translation 
aufgefasst  werden  kann.  Diesen  Satz  dehnte  ich  auf  beliebige  endliche 
continuirliche  Gruppen  aus,  indem  ich  zeigte,  dass  alle  Transformationen 
einer  derartigen  Gruppe,  die  in  der  Umgebung  der  identischen  Transformation 
Hegen,  sich  in  eingliedrige  Gruppen  anordnen  lassen.  Es  lag  nun  nahe  zu 
versuchen,  meinem  allgemeinen  Satze  für  specielle  Gruppen  eine  präcisere 
Form  zu  geben.  Diese  Fragestellung  ist  in  den  neueren  Untersuchungen 
über  complexe  Zahlen  mehrfach  wenn  auch  implicite  von  verschiedenen 
Mathematikern,  insbesondere  von  den  Herren  Stephanos  und  Study  gestreift 
worden.  Für  lineare  homogene  Gruppen  giebt  Herrn  Maurer's  Note  inter- 
essante Resultate,  die  die  älteren  Untersuchungen  der  Herren  Engel  und 
Study  completiren. 

Bemerkenswerth  ist  es,  dass  Abel  sich  in  einer  nachgelassenen  Note 
mit  der  Frage  beschäftigt,  ob  jede  Transformation  der  unendlichen  Gruppe : 
y  SS  f{x)  in  einer  eingliedrigen  Untergruppe  enthalten  ist  Diese  Frage  deckt 
sich  nämlich  mit  der  von  Abel  behandelten  Frage,  ob  jede  Transformation 
y  SS  f{x)  auf  die  Form  9  (v)  —  9  [x)  4-  4  gebracht  werden  kann. 

SopHUs  Lib. 
llatli.-pliya.  ClMie.  1804.  4  5 
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liehen  erzeugt  ist.  Ich  erlaube  mir  hier  einen  dritten  Beweis 
dieses  Satzes  mitzutheilen.  Der  Vorzug  dieses  Beweisverfahrens 
besteht  darin,  dass  es  nicht  nur  die  Existenz  einer  infinitesimalen 
Transformation,  die  die  gegebene  endliche  Transformation  er- 
zeugt,  sicherstellt,  sondern  dass  es  auch  alle  derartigen  infini- 
tesimalen Transformationen  finden  lehrt. 

Es  ist  erforderlich  zunächst  die  Beziehungen,  die  zwischen 
den  Coefficienten  einer  infinitesimalen  Transformation  und  den 
Coefficienten  der  von  ihr  erzeugten  endlichen  Transformation 
bestehen,  klar  zu  stellen. 

Es  sei  die  infinitesimale  Transformation 

vorgelegt.   Die  zugehörige  charakteristische  Determinante 

habe  die  Elemenlartheiler 

Unter  den  Grössen  7\ ,  r, . . .  r^  können  beliebig  viele  einander 
gleiche  vorkommen. 

Die  infinitesimale  Transformation  C{f)  erzeuge  die  einglied- 
rige Gruppe 

(B)  yA=^^Ä^^^     (A  =  1,2...n). 

|U=1 

Die  Coefficienten  b^^^  sind  als  Functionen  eines  Parameters  p  — 
sofern  dieser  in  geeigneter  Weise  gewählt  wird  —  bestimmt 
durch  die  Differentialgleichungen 

und  die  Anfangsbedingungen 
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Um  diese  Differeatialgleichuagep  zu  integriren ,  bestimme  ich 
n^  Grössen  [jgl]p  mit  nicht  verschwindender  Determinante  der 
Art;  dass 


(2) 


^CX^t['^f^l'  =  ry[M.]p 


M=l 


[(A  =  1,2...n;  ff  =  2,3...e^;  v  =  1,2...x). 


Nun  lassen  sich  die  Differentialgleichungen  (4)  durch  die  folgen- 
genden  ersetzen: 

"  fl=\  JU=1  |U=l 

Bei  gehöriger  Berücksichtigung  der  Anfangsbedingungen  ergiebt 
die  Integration 


+ 


(e^  =  2,3...e,,;    i/=4,2...x;    A  =  1,2...n). 


Dieses  Gleichungssystem  lässt  erkennen:  Die  Anzahl  der 
verschiedenen  Elementartheiler  der  charakteristischen  Determi- 
nante 

^{'•)  =  l^«-(^)'-|      (A,/i  =  1,2,...n) 

ist  gleich  der  Anzahl  der  verschiedenen  Elementartheiler  der 
charakteristischen  Determinante  ^[r),  und  jedem  Elementar- 

15* 
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theiler  von  ^(r)  entspricht  ein  Elementartheiler  gleicher  Ord- 
nung von  D(r), 

Dies  gilt,  gleichviel  ob  der  Parameter  p  unbestimmt  bleibt, 
oder  ob  er  specialisirt  wird,  wenn  nur  der  Werth  p  =  0  ausge- 
schlossen bleibt. 

Die  Wurzeln  P4,  p» . . .  ßx  der  Gleichung  D(r)  =  0  sind  be- 
stimmt durch 

(4)  Q,  =  e^^P       (..=  1,2,  ...x). 

Solange  p  unbestimmt  bleibt,  ist  die  Anzahl  der  unter  einander 
verschiedenen  Grössen  Qy  gleich  der  Anzahl  der  unter  einander 
verschiedenen  Grössen  r^,  aber  wenn  p  specialisirt  wird,  kann 
der  Fall  eintreten,  dass  ungleichen  Grössen  r^,  r^  gleiche  Grössen 
Qf,y  Qj^  entsprechen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  bietet  der  zu  fahrende  Beweis 
keine  Schwierigkeit  mehr. 

Es  sei  eine  bestimmte  Substitution 

(B)  yx=J^hfi^f.    (l  =  ^,%,..n) 

vorgelegt.  Ich  behalte  die  bisher  gebrauchte  Bezeichnung  bei, 
bezeichne  also  die  zu  dieser  Substitution  gehörige  charakteri- 
stische Determinante  mit  D{r)  und  die  Elementartheiler  mit 

Ich  bestimme  nun,  unter  p  eine  von  Null  verschiedene,  im 
übrigen  aber  beliebige  Constante  verstehend,  x  Grössen  r^ ,  r^  • .  •  r^ 
durch  die  Gleichungen 

yvo  h^J  h^  . . .  h^  beliebig  zu  wählende  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Um  in  den  Gleichungen  (5)  nichts  unbestimmt  zu  lassen, 
kann  man  festsetzen,  dass  unter  log  q^  derjenige  Werth  des 
Logarithmus  zu  verstehen  ist,  dessen  imaginärer  Theil  zwischen 
+  TTt  und  —  7t i  liegt,  wobei  die  erstere  Grenze  einzuschliessen, 
die  letztere  auszuschliessen  ist. 
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Nachdem  über  die  Zahlen  h  und  den  Werth  von  p  nach 
Belieben  verfdgi  ist,  hat  man  die  sämmtlichen  Systeme  von  n* 
Grössen 

[gX]^     (i  =  4,2...n;    j  =  4,2...e^;    i/=1,2...x) 

zu  bestimmen,  die  erstens  den  Gleichungen  (3j  und  zweitens 
der  Zusatzbedingung  genügen,  dass  ihre  Determinante  nicht 
verschwindet.  Jedem  dieser  Systeme  von  Grössen  [gk]y  ent- 
spricht vermöge  der  Gleichungen  (S)  ein  bestimmtes  System  von 
Grössen  cxuj  ^^^o  ^^^^  bestimmte  infinitesimale  Transformation, 
von  der  die  gegebene  Substitution  B  erzeugt  wird. 

Es  erübrigt  festzustellen,  von  wie  vielen  willkttrlichen  Ele- 
menten die  Grössen  c;^^  noch  abhängen,  nachdem  ttber  die  Zahlen 
h  und  die  Grösse  p  verfttgt  ist. 

Diese  Anzahl  hängt  davon  ab ,  wie  viele  von  den  Grössen 
Qai  Q%"  '  Qft  uK^^^i*  einander  verschieden  sind.  Nehmen  wir  an, 
die  aus  dem  System 

gebildeten  Unterdeterminanten  vom  Grade  n  —  i  haben  einen 
Factor  vom  Grade  L^  gemein,  die  Unterdeterminanten  vom  Grade 
n  —  2  einen  Factor  vom  Grade  I, , . . . ,  die  Unterdeterminanten 
vom  Grade  n  —  m  einen  Factor  vom  Grade  Z^,  während  für 
keinen  Werth  von  r  gleichzeitig  alle  Unterdeterminanten  vom 
Grade  n  —  m  —  1  verschwinden.  Dann  hängt  —  wie  ich  in 
meiner  Inauguraldissertation  ^)  gezeigt  habe  —  das  vollständige 
Lösungssystem  der  Gleichungen  (3)  von 

i/  =  n  +  2(L,  +  L,+  ...+i:j 

willkttrlichen  Parametern  ab  und  ist  in  diesen  linear  und  homo- 
gen. Es  ergeben  sich  somit  die  Grössen  c;i^  als  rationale  Functionen 
von  M  willktlrlichen  Parametern. 

Wenn  die  Grössen  r,,  r, ,  ..  .r^  alle  von  einander  verschie- 
den sind  —  was  jedenfalls  eintritt,  wenn  die  Zahlen  h^,h^,  ...  hj^ 
alle  unter  einander  verschieden  sind  —  so  ftlhrt  eine  n-fach  un- 
endliche Mannigfaltigkeit  von  Grössensystemen  [gl]^  auf  dasselbe 
Werthsystem  der  Grössen  c;^^.  Durch  geeignete  Verfügung  ttber 

4)  Ueber  lineare  Substitutionen,  Strassburg  1887. 
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die  willkttriichen  Parameter,  von  denen  die  Grössen  {gk]y  ab- 
hängen, kann  man  daher  bewirken,  dass  M  —  n  von  den  Grössen 
cx^  vorgeschriebene  Werthe  erhalten. 

Die  Coefficienten  der  infinitesimalen  Transformationen,  die 
eine  gegebene  Transformation  erzeugen,  hängen  also  ab 

1  j  von  den  ganzen  Zahlen  A, ,  h^.,  ,hj^j 

2)  von  dem  willktlrlich  zu  wählenden  Werthe  von  /), 

3)  von  M  —  n  weiteren  willkürlich  zu  wählenden  Para- 
metern. 

Sind  die  Grössen  Qu  Q^  -  •  -  Qx  *'l®  unter  einander  ver- 
schieden ,  so  ist  M  =  n  und  es  sind ,  sobald  über  die  Zahlen  h 
verfügt  ist,  die  Verhältnisse  der  Grössen  c;^^  alle  bestimmt, 
während  der  absolute  Werth  einer  dieser  Grössen  beliebig  ge- 
wählt werden  kann. 

Im  allgemeinen  sind  die  Potenzen  der  Substitution  (B)  alle 
unter  einander  verschieden.  Es  haben  demnach  die  unendlich 
vielen  eingliedrigen  Gruppen,  denen  diese  Substitution  angehört, 
unendlich  viele  Substitutionen  gemein. 

Diesen  Ausführungen  über  die  allgemeine  homogene  lineare 
Gruppe  schliesse  ich  noch  eine  Bemerkung  an  über  die  specielle 
lineare  und  homogene  Gruppe  ^n'-t?  ^^^  ^o^  ^^^^^  linearen 
und  homogenen  Substitutionen  mit  der  Determinante  i  gebildet 
wird. 

Damit  die  Determinante  der  Substitution  (B)  den  Werth  4 
hat,  ist  erforderlich,  dass 

oder  anders  ausgedrückt,  dass 

(6)        e,  log  e,  +  e,  log  ^,  H 1-  e^  log  Q^  =  m  -  %7vi , 

wo  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Wenn  die  Substitution  (B)  gegeben  ist,  so  ist  die  ganze  Zahl  m 
vollkommen  bestimmt,  wenn  man  an  der  vorhin  getroffenen 
Verabredung,  die  Werthe' der  Logarithmen  betreffend,  festhält. 

Damit  die  infinitesimale  Transformation 


oin=±2;c^^-. 


1=1    M<»1 


hxx 
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der  Gruppe  G^t^^  angehört,  ist  erforderlich  und  hinreichend, 
dass 

oder  anders  ausgedrückt,  dass 

(7)  e,r,+e^r^-^ h  e,,r^  =  0  . 

Wenn  die  vorgelegte  Transformation  (B)  von  der  infinitesimalen 
Transformation  C(f)  erzeugt  ist,  so  ist  nach  (5) 

also  wegen  (6)  und  (7) : 

m  =  A.ej  +  A,e,H hA^^x- 

Umgekehrt  ist  klar:  Kann  man  der  letzten  Gleichung  durch 
ganze  Zahlen  h^^h^,.,h^  genügen,  so  giebt  es  infinitesimale  Trans- 
formationen, die  die  vorgelegte  Transformation  (B)  erzeugen  und 
der  Gruppe  G^^^^  angehören. 

Es  ergiebt  sich  somit: 

Die  vorgelegte  Substitution  (B)  ist  dann  und  nur  dann  von 
einer  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  G^s.^  er- 
zeugt, wenn  die,  durch  die  Gleichung  (6)  definirte,  Zahl  m  durch 
den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  der  Zahlen  e^ ,  6, . . .  e^ 
theilbar  ist. 

Eine  binäre  Substitution  mit  der  Determinante  \  wird  also 
nur  dann  nicht  von  einer  infinitesimalen  Transformation  der  G, 
erzeugt,  wenn  —  ausgedrückt  in  den  im  Vorangehenden  be- 
nutzten Bezeichnungen  — 

X  =  1 ,   e^  =  2 ,    m  ungerade,  also  =  \  , 

folglich  q^  =  e^»  =  —  1 ,  also : 

6.,  +  «'«  +  2  =  0- 

Eine  ternäre  Substitution  mit  der  Determinante  \  wird  nur 
dann  nicht  von  einer  infinitesimalen  Transformation  der  G^  er- 
zeugt,  wenn  x  =  1 ,  e,  =  3,  m  nicht  durch  3  theilbar,  also 
=  ±4,  folglich: 

8 

ist.  In  diesem  Falle  ist 
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biAt  +  *H^8  +  ^ii^ii  —  (^t^l  +  ^  8*^31  +  ^«*8t)  =  3e 

und  so  weiter. 

Fttr  eine  beliebige  lineare  und  homogene  continuirliche 
Gruppe  Gfi  die  durch  algebraische  Relationen  zwischen  den 
Substitutionscoefficienten  deiinirt  ist,  lässt  sich  beweisen:  Jede 
der  Gruppe  angehörende  bestimmte  Transformation  gehört, 
wenn  sie  nicht  einer  eingliedrigen  Untergruppe  von  G^  angehört, 
wenigstens  einer  zweigliedrigen  Untergruppe  von  G^  an. 


SITZUNG  VOM  30.  JULI  1894. 

Vorträge  hielten: 
i .  Herr  Friedrieh  Stohmann,  o.  M.   Calorimctrische  Untersuchungen. 

2.  HerrXobert  Behrend,  a.  o.  M.    Ueber  die  Löslichkeit  von  Doppelver- 
bind ungen. 

Vorgelegt  wurden  ferner  durch : 

3.  Herrn  Sophus  Lie,  o.  M.,  eine  Abhandlung  von  W.  Alezctjewiky:  Ueber 
eine  Classe  von  Functionen,  die  den  Gammafunctionen  analog  sind. 

Eingesandt  wurde  endlich  von : 

4.  Herrn  Wilh.  Oitwald,  o.  M.  eine  Note:  Ueber  das  Princip  des  ausge- 
zeichneten Falles. 

F.  Stohmann,  Calorimetrische  Untersuchungen.  Zweiund- 
dreissigste  Abhandlung. 

Ueber  den  Wftrmewerth  des  Glycogens 

von 
F.  Stohmann  und  R.  Scbmibt. 

In  der  grossen  Reihe  von  Kohlehydraten,  deren  Wärme- 
werthe  in  Abhandlung  XXYI  ^)  mitgetheilt  sind,  fehlt  das  Glyco- 
gen,  welches  uns  zur  Zeit  der  Ausführung  jener  Bestimmungen 
nicht  zur  Verfügung  stand.  Durch  die  Gefälligkeit  des  Herrn 
Prof.  C.  YON  YoiT  sind  wir  in  die  Lage  gekommen,  diese  Lücke  aus- 
füllen zu  können. 

Ueber  das  Präparat  sind  uns  folgende  Mittheilungen  gemacht: 
»Es  ist  aus  der  Leber  eines  Kaninchens  gewonnen,  welchem 
vorher  im  Laufe  von  24  Stunden  60  Grm.  Rohrzucker  in  den 
Magen  gebracht  waren.  Die  Leber  ist  absichtlich  nur  mit  Wasser 
ausgekocht  und  nicht  mit  Alkalilauge  behandelt  worden.  Es 
wurde  zweimal,  nach  Zusatz  von  Salzsäure  und  Jodkalium-Queck- 
silberjodidlösungy  mit  Alkohol  gefällt  und  dann  noch  einmal  in 
Wasser  gelöst  und  mit  Alkohol  ausgefällt.  Das  Trocknen  geschah 
im  luftleeren  Räume  über  Schwefelsäure.  Das  Pulver,  etwa 
6  Grm.,  ist  noch  nicht  völlig  trocken,  aber  stickstofffrei,  die 
Drehung  ist  a/?  =  1 97°.« 

4)  Journ.  f.  prakt.  Chemie  [9]  XLV,  805. 
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Nachdem  das  blendend  weisse  Pulver  mehrere  Monate 
im  luftleeren  Exsiccator  über  Schwefelsäure  gestanden  hatte, 
wurde  eine  Bestimmung  des  Wärmewerthes  vorgenommen. 
Dieselbe  liess  jedoch  eine  Zahl  finden,  welche  mit  der  Zu- 
sammensetzung Cq/Z^q  O^.H^O  nicht  in  Einklang  zu  bringen  war. 
Die  Elementaranalyse  ergab,  nach  Abzug  von  0,045  Proc. 
Asche,  welche  direct  ermittelt  war,  einen  Eohlenstoffgehalt  von 
40,7  Proc,  während  obige  Formel  einem  Kohlenstoffgehalte  von 
40,0  Proc.  entspricht.  Der  hier  gefundene  zu  hohe  Kohlenstoff- 
gehalt, und  dementsprechend  der  Wärmewerth,  machte  die 
Anwesenheit  eines  geringen  Fettgehaltes  wahrscheinb'ch.  Es 
wurde  daher  das  Präparat  anhaltend  mit  wasserfreiem  Aether 
im  SoxHLBT'schen  Extractionsapparate  behandelt.  Durch  Ver- 
dampfen der  ätherischen  Flüssigkeit  wurde  das  Vorhandensein 
deutlich  nachweisbarer  Mengen  von  Fett  constatirt.  Nach  der 
Beseitigung  des  Fettes  wurde  das  Präparat  zuerst  bei  1 00°  ge- 
trocknet und  dann,  bis  zum  gleichbleibenden  Gewichte,  bei 
einer  Temperatur  von  120^  erhalten.  Eine  nochmalige  Elementar- 
analyse vorzunehmen,  war  wegen  Mangel  an  Substanz  nicht 
möglich;  war  auch  nicht  erforderlich,  da  die  Ermittelung  des 
Wärmewerthes  nicht  den  geringsten  Zweifel  an  der  Reinheit 
des  durch  das  Trocknen  entwässerten  Glycogens  aufkommen 
lassen  konnte. 

Die  Verbrennungen  wurden,  wie  immer,  mit  Sauerstoff  in 
der  Bombe,  bei  einem  Drucke  von  25  Atm.,  vorgenommen.  Zur 
Sicherung  der  Entzündung  wurde  ein  gewogenes  CoUodium- 
blättchen  auf  die  zu  verbrennende  Pastille  der  Substanz  gelegt. 
Das  durch  Trocknen  von  Aether  befreite  Collodium  hat  sich,  nach 
unseren  neueren  Erfahrungen,  als  sehr  zweckdienliches  Hülfs- 
mittel  erwiesen,  da  es,  schon  in  minimalsten  Mengen,  die  Ent- 
zündung sicher  überträgt  und  bei  seinem  geringen  Wärme- 
werthe,  wofür  wir  die  von  Berthelot  ermittelte  Zahl  (2782  cal. 
pro  Grm.)  annehmen,  eine  sehr  geringe  Correction  erforderlich 
macht. 

In  Folge  einer  kleinen  Abänderung  am  Apparate  ist  eine 
neue  Ermittelung  des  Wasserwerthes  desselben  erforderlich 
geworden.  Dieselbe  ist  auf  gleiche  Weise  vorgenommen .  wie 
in  Abhandlung  XXX*)  beschrieben,  und  ergab  im  Mittel  von  4  9 


4)  Ber.  königl.  sächs.  Ges.  4893,  S.  606. 
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mit  drei  verschiedenen  Substanzen  ausgeführten  Bestimmungen 
den  Werth  von  2507,6  cal.,  bei  Anwendung  einer  Wassermenge 
von  2075,-3  Grm. 


Bestimmung  des  Wttrmewerthes 
des  wasserfreien  Glycogens  {C^H^^O^)^ 


462.J 


GJycogeo 
aschenfrei 

Grm. 


Coliodium 
Grm. 


*«(corr.) 
Grad 


Grad 


Grad 


Wasser- 
werth  W„ 

Grm. 


ral. 


4.      0,5589 
2.      0,6614 


0,004  4 
0,0040 


48,4  473 
48,4733 


47,20591  0,944  4 
17,06461  4,4447 


2507,6 
2507,6 


2360,7 

2787,7 


Gorrection 
für  Fe      für  HNO^  tf.  Coliodium 
cal.  cal.  cal. 


9,4 
9,4 


5,4 
6,5 


3.« 

2.8 


Wärmewerth 


400,t)4 
99,96 

Mittel  44  90,6     678,9  für  Vol.  u.  Druck  const. 
230,4  Bildungswarme. 

Mit  seinen,  ihm  unmittelbar  vergleichbaren,  Isomeren  bildet 
daher  das  Glycogen  folgende  Reihe : 

Wärmewerth 
pro  Grm.        pro  Grm.- Mol. 
cal.  Cal. 

Glycogen  ....  4490,6  .  .- .  678,9 
Cellulose  ....  4485,4  .  .  .  678,0 
Stärkemehl  .  .  .   4482,5   .  .   .   677,5 
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Dreiunddreissigste  Abhandlung. 

üeber  den 
Wärmewerth  isomerer  Säuren  von  der  Znsammensetznng 

C,H,0,  und  C,H,0, 

von 
F.  Stobmann  und  H.  Langbein. 

Während  man  früher  annahm,  dass  isomere  KOrper  von 
ähnlicher  Constitution  gleichen  Wärmewerth  besitzen^  und  dass 
die  vorkommenden  kleinen  Verschiedenheiten  aufUn  Vollkommen- 
heiten der  Methode  zurtlckzuführen  seien ,  haben  wir  bereits 
in  Abhdig.  XYIIP)  hervorgehoben,  dass  bei  stellungsisomeren 
Säuren  ein  Unterschied  zwischen  den  Ortho-  und  Paraverbin- 
dungen  zu  bestehen  scheine.  In  Abhandlung  XX^j  haben  wir 
für  eine  ganze  Reihe  isomerer  Säuren  auf  das  Bestimmteste 
solche  Verschiedenheiten  festgestellt  und  haben  daselbst  den 
regelmässigen  Zusammenhang  der  vorhandenen  Abweichungen 
mit  dem  elektrischen  Leitvermögen  constatiren  können,  insofern 
als  der  höhere  Wärmewerth  der  isomeren  Säuren  regelmässig 
einem  höheren  Leitvermögen  entspricht.  Dasselbe  ist  in  Abhdig. 
XXVP)  und  XXX  4)  weiter  ausgeführt.  Aehnliche  Beziehungen 
haben  sich  in  vielen  anderen  Fällen  erwiesen.  Vorliegende  Arbeit 
bezweckt  eine  weitere  Behandlung  desselben  Gegenstandes.  Sie 
umfasst  eine  vergleichende  Untersuchung  der  Säuren  von  der 
Zusammensetzung  C,  H^  0,  und  der  Säuren  von  der  Zusammen- 
setzung Cg  H^  0, .  Von  ersteren  sind  nur  drei  Glieder,  die  stellungs- 
isomeren Oxybenzoösäuren ,  von  letzteren  ist  aber  eine  grosse 
Zahl,  nicht  weniger  als  \  0  stellungsisomere  Oxytoluylsäuren,  und 
ausserdem  noch  zahlreiche  andere,  bekannt.  Die  sämmtlichen 
Säuren  der  Zusammensetzung  C^  H^  0,  darzustellen  und  zu  unter- 
suchen, würde  einen  Aufwand  von  Arbeit  verursacht  haben,  der 
kaum  im  Verhältnisse  zu  dem  zu  erwartenden  Resultate  gestan- 
den haben  würde.  Wir  haben  uns  daher  damit  begnügt,  acht 
der  dahin  gehörenden  Säuren  zu  bearbeiten. 


\)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [%]  XL,  144. 
2)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XL,  358. 
8)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XLV,  389. 
4)  Ber.  kön.  säcbs.  Ges.  1893,  S.  645  fT. 
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A.  Säuren  der  Znsammensetznng  C^H^O^ , 
Oxybenzoesäuren. 


1. 


Ortho-Oxybenzo^säure, 
Salicylsäure. 

COOH 


C,H,0, 


138. 


Bei  den  nahen  Beziehungen,  welche  zwischen  den  Ortho-Oxy- 
toluylsäuren  und  der  Sah'cylsdure  bestehen,  erschien  es  erwünscht, 
unsere  früher^)  für  diese  Säure  ermittelte  Zahl  729^5  Cal.  einer 
Gontrole  zu  unterziehen,  um  so  mehr,  da  von  Bbrthelot  und 
Recoura  ein  Werth  von  735,0  Cal.  gefunden  war,  der  zwar  nur 
um  4,5  Gal.  von  unserer  Beobachtung  abweicht,  immerhin  aber 
genug,  um  bei  der  Yergleichung  mit  anderen  Säuren  zu  falschen 
Schlnssen  führen  zu  können.  Zu  diesen  Bestimmungen  diente 
zu  1  unser  früheres  Präparat  und  zu  2  und  3  ein  neues  Präparat, 
erhalten  indem  käufliche  Säure  zuerst  mehrfach  aus  Wasser  und 
dann  aus  Aether  umkrystallisirt  wurde. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
I     Grm. 


^»(corr.) 
Grad 


Grad 


Grad 


Wasser- 
werth  Wa 

Grm. 


cal. 


Correction 

f.  ÄNO3 

cal. 


für  Fe 
cal. 


(.  1,0499 
1,  1,0636 
3.    1,2288 


17,5789 
15,7982 
17,7026 


15,4181 
13,5464 
15,1013 


2,1608 
2,2518 
2,6013 


2500 
2500 
2500 


5402,0 
5629,5 
6503,3 


14,6 
14,6 
14,6 


11,0 
13,0 
14,0 


Wärmewerth 


1. 
2. 
3. 


der 
Substanz 

cal. 


5376,4 
5601,9 
6474,7 

Mitte] 


pro  Grm. 
cal. 


5271 ,5 
5266,9 
5269,1 

5269,2 


Mittel 
=  400 


727,5  100,04 
726,8  99,96 
727,1       100,00 

727,1  f.  const.  Vol.  u.  Druck 
137;  9  Bildungswärme. 


4)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XL,  429. 
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Das  Resultat  dieser  Bestimmung  bestätigt  daher  durchaus 
unser  früheres  Resultat  und  zeigt,  dass  der  Werth  der  Salicyl- 
säure  keinenfalls  höher ,  eher  etwas  tiefer,  als  unsere  frühere 
Zahl  liegt.  Völlig  damit  in  Einklänge  steht  auch  eine  Beobachtung 
von  Berthelot  und  Werner,  nach  welcher  die  Bildungswärme  der 
Salicylsäure  4  36,7  Cal.  beträgt,  während  unsere  frühere  Bestim- 
mung 4  35,5  und  unsere  jetzige  437,9  Cal.  ergiebt. 


2.  Meta-Oxybenzoösäure  C,^.0,  .  . 
COOH 


438. 


0- 

Bei  unserer  früheren  Untersuchung  dieser  Säure  ^)  war  es 
uns  nicht  gelungen,  ein  absolut  reines  Präparat  zu  erlangen,  in- 
sofern dasselbe  mit  Eisenchlorid  noch  eine  röthliche  Färbung  gab, 
auch  einen  nicht  scharfen  Schmelzpunkt  zeigte.  Es  erschien 
daher  eine  Wiederholung  der  Bestimmung  geboten.  Dazu  wurde 
ein  Präparat  verwandt,  welches  erhalten  wurde,  indem  käufliche 
Säure  zunächst  mehrfach  aus  Wasser  umkrystallisirt,  und 
dann  die  ätherische  Lösung  der  Säure  mit  Petroleumäther  ver- 
setzt wurde ,  wodurch  eine  Abscheidung  von  Fremdstoffen  er- 
folgte. Die  von  diesen  befreite  ätherische  Lösung  hinterliess 
beim  Verdunsten  eine  Erystallisation  von  kleinen,  concentrisch 
gruppirten  Nadeln,  deren  Schmelzpunkt  bei  200"  lag  und  deren 
wässerige  Lösung  mit  Eisenchlorid  keine  Färbung  mehr  gab. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 

*„(corr.) 
Grad 

Grad 

Grad 

Wasser- 
werth  W, 

Grm. 

cal. 

Corre 
für  Fe 

cal. 

ction 
f.  HNO3 

cal. 

1, 

2. 
3. 

1,0089 
0,9293 
1,0192 

17.0091 
17,1901 
17,2562 

14,8717 
15,2225 
15,1027 

2,1374 
1,9676 
2.1535 

2500 
2500 
2500 

5343,5 
4919,0 
5383,8 

14,6 
14,6 
14,6 

15,0 
8.6 
8,1 

4)  Journ.  f.  prakt.  Chein.  [i]  XL,  i%9. 
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1. 
2. 
3. 


der 
Substanz 

cal. 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 
=  400 


5313.9 
4895.8 
5361,1 


5267.0 
5268,3 
5260,1 


726,8 
727,0 
725,9 


Mittel  5265,1 


100,04 

100,06 

99,90 

726,6  f.  const.  Vol.  u  Druck 
138,4  Bildungswärme. 
Bei  unseren  früheren  Bestimmungen  hatten  wir  den  Wärme- 

werth  729,0  Cal.  gefunden,  mithin  in  sehr  naher  Uebereinstim- 

mung  mit  unseren  jetzigen  Ermittelungen. 


3.  Para-OxybenzoösÄure  C^H^O^ 
COOH 


138 


r. 


OH 
Die    Werthe    betragen    nach    unseren    früheren    Unter- 
suchungen 1),  zu  deren  Wiederholung  keine  Veranlassung  vorlag : 
Wärmewerth  pro  Gramm   .  .  5259,7  cal.  f.  const.  Vol.  u.  Druck 
»  pro  Grm. -Mol.      725,9  Cal. 


Uebersicht  der 

Säuren 

C,H,0,. 

0.  Oxybenzoösäure 
Salicylsäure 

COOH 

0"" 

COOH 

Wärme- 
werth 
Cal. 

727,1 

Bildungs- 
wHrme 

Cal. 
137,9 

Elektr.Leit- 
fSbigkeit*) 

K 
0,102 

M.  Oxybenzo^sdure 

COOH 

726,6 

138,4 

0,0087 

P.  Oxybenzoösäure 

0 

OH 

725,9 

139,1 

0,00286 

i)  Jonrn.  f.  prakt.  Chem.  [%]  XL,  4  30. 

2)  Nach  den  Bestimmungen  von  Ostwald,  Zeitschr.  physik.  Chem. 
III,  S47. 
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B.  Säuren  der  Zasammensetzuiig  C^H^O^. 

\.   Ortho-Oxy-Ortho-Toluylsäure, 
ß'MeiBi^  Homosalicylsäure . 
COOH 


\ 


yH, 


158. 


Von  uns  durch  Schmelzen  von  Ortho-ßrom-Ortho-Toluyl- 
saure  mit  Kalihydrat ,  nach  dem  Verfahren  von  Jacobsbn  ^)  dar- 
gestellt. Die  mehrfach  umkrystallisirte  Säure  bildete  farblose 
Nadeln  von  468^  Schmelzpunkt. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 


Grad 


Grad 


Grad 


Wasser- 

werth  Wtt 

Grm. 


cal. 


Correction 


für  Fe 
cal. 


f.  KiVOs 
cal. 


0,6885 
0,8731 
0,7962 


16,1684 
18,0182 
15.8896 


14,5567 
15,9760 
14,0302 


1,6114 
2,0422 
1,8594 


2500 
2500 
2500 


4028,5 
5105,5 
4648,5 


14,6 
14,6 
14.6 


12,0 
15,4 
12,7 


Wärmewerth 


Mittel  5809,9 


100,04 

100,09 

99.90 

883,1   für  constant.  Volum 
883,4     j)  »         Druck 

144,6  Bildungswärme. 


Ausser  dem  Wärmewerthe  haben  wir  auch  die  Leitfähigkeit 
dieser  Säure  ermittelt.     Bei  der  Ortho-Oxy-Ortho-Toluylsäure 


4)  Chem.  Ges.  Ber.  XVI,  1963. 
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war,  wegen  ihrer  sehr  geriDgeo  Löslichkeit,  nur  eine  Bestimmung 
bei  sehr  grosser  Verdünnung  möglich.   Dieselbe  ergab: 

V  fjL  100m  lOOJS: 

^94,0  234,53  65,88  0,106 

K=  0,106. 

2.   Benachbarte  Ortho-Oxy-Meta-Toluylsäure. 

COOH 

Ortho-Kresotinsdure  /  ^.OH 

Ortho-Homosalicylsäure    L     )CH^     ..... 

Die  drei  folgenden  Säuren  verdanken  wir  der  Güte  des  Herrn 
Dr.  KoLBB,  y.  Hbydbn  Nachfolger,  Badebeul.  Die  Präparate  wurden 
von  uns  mehrfach  aus  Wasser  umkrystallisirt  und,  nachdem  der 
Wärmewerth  bestimmt  war ,  von  neuem  aus  Aether  fractions- 
weise  krystallisirt.  Die  Uebereinstimmung  der  folgenden  Zahlen, 
welche  mit  Präparaten  verschiedener  Krystallisationen  gewonnen 
wurden,  beweisen  die  Reinheit  und  Einheitlichkeit  der  Präparate. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 


K  (corr.) 
Grad 


Grad 


Grad 


Wasser- 

werlh  W, 

Grm. 


cal. 


Correction 

f.  HNO^ 

cal. 


für  Fe 
cal. 


\.  '  4,0723 

1  I  0,9485 

3.  1,1304 

4.  I  4,0389 


18,0898 
18,0020 
17,2617 
16,6086 


15,5996 
15,7954 
14,6369 
14,1949 


2,4902 
2,2066 
2,6248 
2,4137 


2500 
2500 
2500 
2500 


6225,5 
5516,5 
6562,0 
6034,3 


14,6 
14,6 
14,6 
14,6 


12,9 
12,5 
13,0 
13,2 


Wärmewerth 


3. 

4. 


der 
Substanz 


cal. 


6198,0 
5489,4 
6534,4 
6006,5 


pro  Grm. 

cal. 


5780,1 
5787,4 
5782,6 
5781,5 


pro  Grm. 
Mol. 

Cal. 


878,6 
879,7 
879,0 
878,8 


Mittel 
=  400 


99,95 

100,08 

99,99 

99,98 


Mittel  5782,9 


lUtk.-pliyg«  ClMse.  1804. 


879,0  für  const.  Volum. 
879,3  »  »  Druck. 
1 48,7  Bildungswärme. 

46 
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♦3.  Unsymmetrische  Ortho-Oxy-Meta-Toluylsäure. 

COOH 

Para-KresotinsSure  /  \0H 

Para-Homosalicylsaare    H^ 


452. 


Präparat  von  von  Hbtdbn's  Nachfolger ,  gereinigt  wie  oben. 
Farbio9e  Krystallnadeln  von  454°  Schmelzpunkt. 

f  Bestimmung  des  .Wärmewerthes. 


Substanz 

*«(corr.) 

*i 

*«-*! 

Wasser- 
werth  W, 

»n-»uW, 

Correction 
für  Fe     f.  HNO3 

Grm. 

Grad 

Grad 

Grad 

Grm. 

cal. 

cal. 

cal. 

1. 

4;0242 

17,6U0 

15,2306 

2,3834 

2500 

5958,5 

14,6 

15,2 

2. 

4,0752 

17,9156 

15,i113 

2,5043 

2500 

6260,8 

14,6 

16,0 

3. 

4,0030 

17,0070 

14,6765 

2,3305 

2500 

5826,3 

14,6 

13,3 

t 

Wtimiewerth 

der 
Substanz 

cal. 

pro  Grm. 
cal. 

proGrm.- 
Mol. 

Cal. 

Mittel 

1. 

5928,7 

5788,6 

879,9 

100,01 

2. 

6230,2 

5794,5 

880,8 

100,11 

3. 

5798,4 

5781,0 

878,7 

99,88 

Mittel  6788,0      879,8  Vol.  const. 

880,1  Druck  const. 

• 

147,9  B 

ildungswarme. 

4.    Ortho -Oxy-Para-Toluylsäure. 

COOH 

Meta-KresotinsÄure  /\  OH 

Meta-Homosalicylsäure      'v     J 


45S. 


Präparat  von  von  Hetden's  Nachfolger,  umkrystallisirt  wie 
oben.    Schmelzpunkt  4  77°. 
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Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


1 

1  Substanz 
'     Grm. 

*„  (corr.) 
Grad 

Grad 

Grad 

Wasser- 
werth  W, 

Grm. 

9n-»i.W, 
cal. 

Correction 
für  Fe     f.  HNOi 

cal.          cal. 

1. 
i. 
i. 
4. 

1,1328 
1,0397 
1,0180 
1,1002 

17,2482 
17,4898 
16,4361 
17,5218 

14,6192 
15,0781 
14,0726 
14,9674 

2,6290 
2,4117 
2,3635 
2,5544 

2500 
2500 
2500 
2500 

6572,5 
6029,3 
5908,8 
6386,0 

14,6 
14,6 
14,6 
14,6 

14,4 
13,1 
12,0 
12,0 

Wärmewerlh 


der 
Substanz 

cal. 

pro  Grm. 
cal. 

proGrm.- 
Mol. 

Cal. 

Mittel 
=  400 

1. 

6543,5 

6776,3 

878,0 

99,99 

2. 

6001,6 

5772,4 

877,4 

99,92 

3. 

5882,2 

5778,2 

878,3 

100,02 

4. 

6359,4 

6780,2 

878,6 

100,06 

Mitte 

l  6776,8 

878,1  } 

iTol.  const. 

878,4  Druck  const. 
149,6  Bildungswarme. 


5.   Para-Oxybenzoäsaure-MethylSith  er  saure. 

COOH 


Anissaure 


\ 


; 


152. 


OCH, 


Der  Wärmewerth  der  Anissäure  ist  bereits  früher  von  uns 
bestimmt^}.     Derselbe  beträgt: 

pro  Gramm         5887,3  cal.  f.  const.  Volum 
pro  Grm.-Mol.       894,9  Cal.  n     »  » 

»       »         »         895,2     j»    »      »      Druck 
Bildungswarme    132,8     »    »     »  » 


4)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [i]  XL,  4  31. 
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6.   PhenylglycolsÄure. 
Mandelsäure 

CH.OH.COOH 


/ 


<52. 


Das  Präparat  wurde  von  uns  nach  dem  von  Wallach  i)  an- 
gegebenen Verfahren  dargestellt  und  schliesslich  noch  aus 
Aether  umkrystallisirt.  Schmelzpunkt  der  reinen  Krystalle  4  \  9°. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 

*,  (corr.) 
Grad 

Grad 

Grad 

Wasser- 
werlh  Wa 

Grm. 

cal. 

CorrectioD 
für  Fe     f.  HNOa 

cal.           cal. 

1. 

2. 
3. 
4. 

1,0885 
l,2?51 
1,0990 
1,0828 

18,2005 
18,4014 
17,4362 
17,8478 

15,6417 
15,3585 
1 4,8552 
15,3028 

2,5588 
3,0429 
2,5810 
2,5450 

2500 
2500 
2500 
2500 

6397,0 
7607,3 
6452,5 
6352,5 

9,1 
9,1 
9,1 
9,1 

7,0 
11,6 

8,2 
7,2 

2. 
3. 
4. 


Wärmewerth 


der 
Substanz 

cal. 


6380,9 
7586,6 
6435,2 
6346,2 


pro  Grm, 
cal. 


5862,1 
5857,9 
5855,5 
5860,9 


Mittel  5859,4 


891,0 
890,4 
890,0 
890,8 


Mittel 
=  400 


100,05 
99,98 
99,94 

100,03 


890,6  Vol.  const. 
890,9  Druck  const. 
137,1   Bildungswärme. 


1)  Ann.  Chem.  CXCIII,  38. 
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7.  Glycolphenylathersäure. 
Phenoxylessigsäure 
O.CH.COOH 


I 


; 


^52. 


Zur  Darstellung  wurden  1  OOGrm.  Phenol  und  1 00  Grm.  Mono- 
cbloressigsäure ,  nach  dem  Verfahren  von  Giagosa^),  auf  dem 
Wasserbade  zusammengeschmolzen  und  dann  rasch  eine  Lösung 
von  150  Grm.  Kalihydrat  in  250  Grm. Wasser  hinzugefügt.  Nach 
einigen  Augenblicken  fand  heftiges  Aufkochen  statt,  und  die  ganze 
Masse  erstarrte  zu  einem  Brei  von  Blättchen  des  Kaliumsalzes 
der  Phenoxylessigsäure.  Nach  dem  Erkalten  wurden  die  Kry- 
stalle  von  der  grüngefärbten  Mutterlauge  durch  Absaugen  ge- 
trennt und  auf  Thonplatten  gebracht,  wo  sie  vOUig  weiss  wurden. 
Zur  Entfernung  von  geringen  Mengen  vorhandenen  Phenoles 
wurden  die  Kry stalle  in  Wasser  gelöst,  die  Flüssigkeit  mit 
Kohlensäure  gesättigt  und  mit  Aether  ausgeschüttelt.  Die  vom 
Phenol  befreite  Flüssigkeit  schied  auf  Zusatz  von  Salzsäure  so- 
fort die  Säure  in  Form  von  feinen  Nädelchen  aus,  die  aus  war- 
mem Wasser  umkrystallisirt  wurden.  Die  heiss  gesättigte  wässe- 
rige Lösung  trübt  sich  zuerst  milchig ,  giebt  aber  beim  Erkalten 
lange,  flache,  glänzende  Krystallnadeln,  die  noch  aus  warmem 
Benzol  umkrystallisirt  wurden  und  aus  diesem  Lösungsmittel  in 
Form  von  wolligen  Nadeln,  deren  Schmelzpunkt  bei  426,5  bis 
487^  lag,  erhalten  wurden. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Snbstanz 
Grm. 

*„  (corr.) 
Grad 

Grad 

Grad 

Wasser- 
werth  W, 

Grm. 

cal. 

Correctioa 
für  Fe     f.  H  NO3 

cal.           cal. 

1. 

2. 
3. 
4. 

4,0525 
4,4454 
4,0079 
4,0756 

47,5004 
47,7704 
47,0455 
47,6783 

44,9948 
45,4  4  49 
4  4,6440 
45,4  422 

2,5056 
2,6555 
2,4045 
2,5664 

2500 
2500 
2500 
2500 

6264,0 
6638,8 
6044,3 
6445,3 

9,4 
9,4 
9,4 
9,4 

9,4 

9,0 

44,2 

9,2 

4)  Journ.  f.  prakt.  Cbeiti.  [t]  XIX,  896. 


236 


F.  Stohiunn, 
Wännewerth 


der 
Substanz 

cal. 

pro  Grm. 
cal. 

proGnn.- 
Mol. 

Cal. 

Mittel 
=  100 

1. 

2. 
3. 
4. 

6245,5 
6620,7 
5991,0 
6397,0 

5934,0 
5937,3 
5944,0 
5847,9 

902,0 
902,5 
903,5 
904,1 

99,89 

99,94 

«00,05 

100,12 

Mittel  5940,8 


903,0  Vol.  const. 
903,3  Drack  const. 
124,7  Bildungswarme. 


8.   Ortbo-Oxymethyl-BenzoSsaure. 
COOH 


(     ff^tOH 152. 


Zur  DarstelluDg  wurde  das  Anhydrid  der  Säure,  Phtalid, 
in  der  berechneten  Menge  Kalilösung  unter  Erhitzen  gelöst,  und 
die  Stture,  nach  dem  Erkalten  der  Flüssigkeit,  durch  Salzsäure 
abgeschieden,  wobei  ein  Ueberschuss  an  Salzsäure  vermieden 
wurde.  Aus  Aceton  wiederholt  umkrystallisirt,  bildet  die  Säure 
concentrisch  gruppirte,  bei  1 18°,  unter  Anhydridbildung,  schmel- 
zende Nadeln. 

Bestimmung  des  Wärme werthes. 


Substanz 
Grm. 


^  (corr.) 
Grad 


Grad 


Grad 


Wasser- 
werth  W^ 

Grm. 


cal. 


Correction 

f,  HNO^ 

cal. 


für  Fe 
cal. 


1.  '  4,0086 
8.  1,0618 
3.  1,0419*1 


17,9831 
16,8670 
17,9805 


15,6159 
14,3763 
15,5224 


2,3672 
2,4907 
2,4581 


2500 
2500 
2500 


5918,0 
6226,8 
6145,3 


14,6 
14,6 
14,6 


12,4 
13,3 
13,0 


4)  Unter  Zusatz  von  0,0086  Grm.  Naphtalin,    dessen   Wännewerth 
mit  84,7  cai.  bei  den  Correctionen  in  Rechnung  gestellt  ist. 
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Mittel  5839,4 


100,03 
99,98 
99,99 


887,5  Vol.  const. 
887,8  Druck  oonst. 
440,2  Bildangswttrme. 


LeitßOügkeit  nach  Coluln^)  0,045. 


9.  Ortho-Oxymethyl-Benzoesäureanhydrid. 


CO^O 


Phtalid   I       f"^     C,Ä,0, 


434. 


Von  Kahlbaum  bezogenes  Präparat,  wurde  \on  uns   aus 
Aether  umkrystallisirt.     Grosse  TaJfeln  von  73^  Schmelzpunkt. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 

*„  (corr.) 
Grad 

Grad     |     Grad 

Wasser- 
werth  W, 

Grno. 

cal. 

Corre 
fürF« 

cal. 

ction 
f.  HNOi 

cal. 

1. 

2. 
3. 

1,0235 
4,0648 
1,0164 

18,0623 
18,2881 
16,4381 

15,3503 
15,4669 
13,7405 

2,7120 
2,8212 
2,6976 

2500 
2500 
2500 

6780,0 
7053,0 
6744,0 

14,6 
14,6 
14,6 

14,2 
14,3 
15,6 

\)  Zeitschr.  physik.  Chom.  X,  188. 
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Warmewerth 


1 

Substanz  |P'°«"°- 
cal.             cal. 

proGrm.- 
Mol. 

Cal. 

Mittel 
=  100 

4. 
2. 
3. 

6754,2 
7024,4 
6743,8 

6596,4 
6596,6 
6605,5 

883,9 
883,9 
885,4 

99,95 

99,96 

400,09 

Mittel  6599,4 


884,3  Vol.  const. 
884,7  Druck  const. 
74,3  BildungswSirme. 


Uebersi 

cht  der  Säuren  C^H^O^. 

Wärme- 

ßildungs- 

Elektr.Lelt- 

werth 

wKrme 

fahlgVeit 

Cal. 

Cal. 

K 

COOH 

0.  Oxy-  0.  Toluylsäure 

HO/^CH^ 

883,4 

444,6 

0,406') 

0.  Oxy-  M.  Toluylsäure 

COOH 
^^OH 

0.  Kresotinsäure 
0.  Homosalicylsäure 

879,3 

448,7 

0,4048») 

ünsymm.  O.Oxy-M.Toluyl- 

säure 
P.  Kresotinsäure 
P.  Homosalicylsäure 

COOH 
/^OH 

880,4 

447,9 

0,00844  2) 

0.  Oxy-  P.  Toluylsäure 

COOH 
CH, 

M.  Kresotinsäure 
M.  Homosalicylsäure 

878,4 

449,9 

0,0684») 

\)  Nach  eigner  Bestimmung. 

3)  Nach  Messungen ,   welche  Herr  Dr.  Paul  für  uns  ausgeführt  hat. 
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Wärme- 
werth 

Bildungs- 
wärme 

ElektXeit- 
fahigkeit 

Cal. 

Cal. 

jr 

P.  OxybeMoö  -  Methyl- 

athersäure 
Anissäure 

COOH 

0 

O.CH, 

895,2 

432,8 

0,0032«) 

Phenylglycolsäure 
Mandelsäure 

CU. OH. COOH 

0 

O.CH^.COOH 

890,9 

437,4 

0,0447') 

Glycolphenylathersflure 
Pheooxylessigsäure 

0 

COOH 

903,3 

424,7 

0,0756») 

0.  Oxymethyl- Benzoe- 
säure 

/\CH,0H 

887,8 

442,2 

0,045  <) 

0.  Oxymethyl-Benzoö- 

sflareanhydrid 
PhtaUd 

COO 

884,7 

74,3 

4)  Bestimmuiigen  von  Ostwald  (Zeitschr.  f.  physik.  Chem.  Bd.  8). 

5)  Nach  Messungen,  welche  Herr  Dr.  Paul  für  uns  ausgeführt  hat. 
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Abgeleitete  Resultate. 

4.   Einfluss  der  Stellungsisomerie  auf  den  Wärme- 
werth  und  die  Leitfähigkeit. 

Wttrinewerth  Leitfähigkeit 
OxybenzoSsauren  und  Benzoesäure.  k 

0.  Oxybenzoesäure 727,4  0,4020 

M.  Oxybenzoösäure 726,6  0,0087 

P.  Oxybenzoesäure 725,9  0,00286 

Benzoesäure*) 774,7  0,0060  2) 

Oxytoluylsäuren  und  Toluylsäuren. 

0.  Oxy-0.  Toluylsäure 883,4  0,4060 

0.  Oxy-M.  Toluylsäure 879,3  0,4048 

Uns.  0.  Oxy-M.  Toluylsäure 880,4  0,0844 

0.  Oxy-P.  Toluylsäure 878,4  0,0684 

0.  Toluylsäure 3) 929,4  0,04200«) 

M.  Toluylsäure 929,4  0,00644 

P.  Toluylsäure 927,4  0,00545 

Die  Wärmewerthe  der  drei  Säurereihen  zeigen  daher  genau 
übereinstimmendes  Verhalten.  Ohne  Ausnahme  haben  die 
Ortho-Säuren  den  höchsten  Wärmewerth,  die  Parasäuren  haben 
den  geringsten  Wärmewerth,  die  Metasäuren  stehen  zwischen 
beiden.  Die  beiden  Oxy-M.  Toluylsäuren  sind  sich  nahezu 
gleich.  Eine  ähnliche  Uebereinstimmung  zeigt  sich  im  Leit- 
vermögen. Dem  höheren  Wärmewerthe  entspricht  ein  höheres 
Leitvermögen.  Bei  den  beiden  Oxy-M.  Toluylsäuren  ist  zwar 
der  Wärmewerth  sehr  annähernd  gleich,  jedoch  ist  das  Leit- 
vermögen der  0.  Oxy-M.  Toluylsäure  deutlich  höher  als  bei  der 
unsymmetrischen  0.  Oxy-M.  Toluylsäure.  Ebenso  wie  das  Leit- 
vermögen der  0.  Oxybenzoesäure  viel  starker  ist  als  das  der 
Benzoesäure,  so  ist  ^uch  das  der  Oxy-0.  Toluylsäure  9 mal 
grösser  als  das  der  0.  Toluylsäure.  Während  aber  das  Leit- 
vermögen der  M.  Oxybenzoesäure  nur  wenig  grösser,  das  der 

4)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [%]  XL,  428. 

2)  Nach  Ostwald,  Zeitscbr.  physik.  Chem.  III,  246. 

3)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XL,  433. 

4)  Nach  Ostwald, 
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P.  Oxybeiizoäsäure  dagegen  geringer  als  das  der  Benzoesäure  ist, 
so  ist  das  der  entsprechenden  Oxytoluylsäuren  bei  der  Meta- 
säore  nm  18  mal,  bei  derParasäure  um  4  3  mal  höher  als  bei  den 
Toluylsäuren.  Wir  begnügen  uns  mit  dem  Nachweise  dieser 
Thatsache,  den  weiteren  Verfolg  Anderen  überlassend. 

2.   Beziehungen  der  Säuren  zu  den  Oxysäuren. 

Vergleichen  wir  den  Wärmewerth  der  Säuren  mit  dem  der 
Oxysäuren,  so  ergeben  sich  folgende  Differenzen: 

Benzoesäure .  774,7  \  . ,  .  p  , 

0.  Oxybenzoesäure 727,4  /  **»^  ^«^• 

Benzoesäure 774,7  \  t m  -  p  , 

M.  Oxybenzoesäure 726,6  /  *^'^  ^**- 

Benzoesäure '^'^^'^  l  ir  q  r  i 

P.  Oxybenzoesäure 725,9  j  *^'*  ^**- 

0.  Toluylsäure 929,4  \ 

0.  Oxy-0.  Toluylsäure 883,4  /  *^'"  ^^*- 

M.  Toluylsäure 929,4  \ 

0.  Oxy-M.  Toluylsäure 879,3  /  *^'*  ^®*- 

M.  Toluylsäure 929,4  ^ 

Uns.  0.  Oxy-M.  Toluylsäure    .  .  .  880,4  /  *^'"  ^**- 

P,  Toluylsäure 927,4  \ 

0.  Oxy-P.  Toluylsäure 878,4  /  *^'"  ^*'- 

Durch  Einführung  eines  Sauerstoffatomes  wird  daher  der 
Wärmewerth  der  Säuren  im  Betrage  von  44,6  bis  49,8  Cal.  ver- 
ringert, und  zwar  macht  sich  diese  Verringerung  bei  den  Oxy- 
toluylsäuren in  höherem  Maasse  als  bei  den  Oxybenzoesäuren 
geltend.  Bei  ersteren  liegt  sie  innerhalb  der  Grenzen  von  46,0 
bis  49.8  Cal.,  während  sie  bei  den  Oxybenzoesäuren  nur  44,6 
bis  45,8  Cal.  beträgt. 

Die  gleiche  Reaction,  wie  hier  bei  Bildung  der  Oxysäuren, 
findet  statt  bei  der  Umwandlung  eines  Kohlenwasserstoffes  in 
den  dazu  gehörenden  Alkohol  und  das  zugehörige  Phenol.  In 
beiden  Fällen  wird  ein  Wasserstoffatom  durch  eine  Hydroxyl- 
gruppe ersetzt.  Der  thermische  Werth  dieser  Reaction  beträgt 
nach  Abhdlg.  XXVI  ^]  bei  den  Alkoholen  und  Phenolen  durch- 
schnittlich 44,7  Cal. 

4)  Journ.  f.  prakt  Chem.  [2]  XLV,  849. 
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3.   Homologie. 

Zwischen  den  homologen  Säuren  haben  wir  folgende  Be 
Ziehungen : 

Benzoesäure ''^'^  1 1  »c'y  »y  r  i 

0.  Toluylsäure 929,4  T^^'^  ^^'• 

Benzoesäure '^'^^''^  \  aki  a  r 

M.  Toluylsäure 929,4  /^ö^»*^«*- 

Benzoesäure 774,7  1  ^kk^  r 

P.  Toluylsäure 987,4/^^^'^^^'' 

Bei  den  festen,  einbasischen  aliphatischen  Säuren  beträgt 
nach  Abhdlg.  XXX  ^)  die  Zunahme  des  Wärmewerthes  in  der 
homologen  Reihe  456,6  Cal.  Eine  gleiche  Regelmässigkeit,  wie 
bei  den  aliphatischen  Säuren,  ist  hier  nicht  zu  erwarten,  da  die 
Stellung,  welche  die  Methylgruppe  zur  Garboxylgruppe  einnimmt, 
einen  verschiedenen  Wärmewerth  der  Säuren  bedingt.  Dem 
entsprechend  beträgt  die  Zunahme  des  Werthes: 

bei  der  Orthostellung 4  57,7  Cal. 

bei  der  MetaStellung 457,4    - 

bei  der  ParaStellung *.  455,7    - 

Beim  Vergleiche  der  Oxytoluylsäuren  mit  der  Salicylsäure 
ergeben  sich  folgende  Beziehungen*. 

Salicylsäure '^«^»U  i.;a  q  r.i 

0.  Oxy-0.  Toluylsäure 883,4  /  ^^^'"^  ^*- 

Salicylsäure ^^27, 4  ^ 

0.  Oxy-M.  Toluylsäure 879,3/^^*»*^®*' 

Salicylsäure 727,4  \....p  , 

Uns.  0.  Oxy-M.  Toluylsäure 880,4  /''^^»"^ai. 

Salicylsäure 727,4  \  -m-  .^  , 

0.  Oxy-P.  Toluylsäure 878,4  /  ^^^>^  ^^^• 

Je  nach  der  Werthverminderung,  welche  die  Oxy-Gruppen 
an  sich  verursachen,  macht  sich  daher  auch  hier  die  durch  Auf- 
nahme der  Methylgnippe  verursachte  Zunahme  des  Wärme- 
werthes auf  sehr  verschiedene  Weise  geltend. 

4)  Ber.  kön.  sSchs.  Ges.  4893,  S.  697. 
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4.  Anisstture. 
a.  Bildung. 
Anissäure  kann  als  eine  Benzoesäure,  in  welcher  das  in 
Parastellung  befindliche  Wasserstoffatom  durch  eine  Methoxyl- 
gruppe  vertreten  ist^  oder  auch  als  ein  carboxylirtes  Anisol  be- 
trachtet werden. 

Nach  Abhandlung  XXVIII  ^)  beträgt  der  Yertretungswerth 
der  Methoxylgruppe  4  27,6  Gal.  Wenn  der  Werth  dieser  Gruppe 
bei  den  Säureätheren  der  gleiche  wie  bei  den  Aethern  ist,  so  wird 
hiemach  der  Werth  der  Methoxyl-fienzoesäure,  oder  der  Anis- 
sHure: 

Benzoesäure 774,7  Gal. 

Methoxyl .  .  427,6     » 

899,3  Gal. 

Gefunden  ist  der  Werth  der  Anissäure  zu  895,2  Gal.  Der 
Werth  der  Methoxylgruppe  in  der  Anissäure  ergiebt  sich  hier- 
nach zu  423,5  Gal. 

Der  Wärmewerth  für  flüssiges  Anisol,  Methyl-Phenyläther, 
ist  nach  Abhdlg.  XXVIIP)  905,5  Gal.  Nimmt  man  die  Schmelz- 
wärme dieses  Aethers  zu  30cal.  für  ein  Gramm  an,  so  wird  der 
Wärmewerth  des  festen  Methyl-Phenyläthers  902,3  Gal.  Nimmt 
man  weiter  den  Werth  der  Garboxylgruppe  gleich  der  Differenz 
von  festem  Benzol  und  Benzoesäure  =  —  5,6  Gal.,  so  berechnet 
sich  der  Werth  der  Anissäure: 

MethyI<Phenyläther  (fest)   .  902,3  Gal. 

Garboxyl —      5,6     » 

Anissäure .  .  89677'Gal. 

Anissäure  gefunden  ....  895,2    » 

b.  Isomerie. 
Die  Isomerie  der  Anissäure  und  des  P.  Oxybenzo^säure- 
Methylesters  ergiebt  sich  aus  den  Structurformeln  : 
COOH  COOCH. 

0      Q 

OCH^  OH 

4)  Her.  kön.  s&cbs.  Ges.  4892,  S.  384. 
2)  Ber.  kön.  B&chs.  Ges.  4892,  S.  826. 
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Die  Wärmewerthe  beider  sind : 

Anissäure 896,2  Cal. 

P.  Oxybenzoesäure-Methylesteri)    .  896,0     » 

Beide  unterscheiden  sich  dadurch  von  einander,  dass  das 
Methyl  in  der  Anissäure  ein  Wasserstoffatom  in  der  Bydroxyl- 
gruppe,  unter  Bildung  einer  Aethersäure  ersetzt,  während  das 
Methyl  im  P.  Oxybenzoösäure-Methylester  den  Wasserstoff  der 
Garboxylgruppe  vertritt.  Beide  Verbindungen  haben  so  gut  wie 
gleichen  Wärmewerth  und  dieses  zeigt,  dass  beide  Beactionen 
thermisch  gleichwerthig  sind. 

Die  Entstehung  der  Anissäure  aus  P.  Oxybenzo^säure  und 
Methylalkohol  entspricht  der  Bildungsgleichung  : 

C,//,0,  +  C£r,0  =  C,^,0,  +  //,0+ 4,3  Cal. 

7W,9     -h     470,6    =      896,2  +  4,3      » 

Die  Entstehung  des  Esters  entspricht  dagegen  der  Gleichung : 
0,^,0,  +  CH^O=  ^8^8  Ö,  +  H^O+Ofi  Cal. 

725,9   4-    4  70,6    B      896,0  +  0,5      >• 

Beide  Beactionen  verlaufen  daher  unter  geringem  Energie- 
verluste, sie  sind  exotherm. 


c.  Werth  der  an  Sauerstoff  gebundenen  Methylgruppe. 

Anissäure  unterscheidet  sich  vom  P.  Oxybenzo6säure- 
Methylester  dadurch,  dass  ein  Wasserstoffatom  der  Hydroxyl- 
gruppe durch  Methyl  ersetzt  ist,  während  im  P.  Oxybenzo6säure- 
Methylester  ein  Wasserstoffatom  einer  Garboxylgruppe  durch 
Methyl  vertreten  ist.  Die  gleiche  Verschiedenheit,  wie  im  letz- 
teren Falle  findet  statt  zwischen  Anissäure  und  Anissäure-Methyl- 
ester.  In  Structurformeln  ausgedrückt  haben  wir: 

COOfJ  COOH  COOCH.  COOCH. 

/\  /\  /\  /\ 

I       J  11  11  II 

\/  \/  \/  \/ 

OH  OCH,  OH  OCH, 


4)  Abhandig.  XX:  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XL,  844. 
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Diesem  entsprechen  folgende  WärmetOnungen 

P 
Anissaure 

P. 
P, 

Anissäure 895,2 


OxybeMoösäure  ....    725,9  \ 

issäure 895,2  /  ^^^»^  ^^'• 

Oxybenzoäsäure  ....    725,9  \  -  «a  -  p  ,    ^ 
OxybenzoesÄure-Methyl     896,0  /  '^"»'  ^^*- 

Anissaure-Methyl 4  069*3  /  ^"^^'^  ^"^• 

P.  Oxybenzoösäure-Methyl     896,0  \  .»y^  «  r  i 
Anissaure-Methyl 4  069,3  P^^»"*  ^**- 

In  allen  diesen  Reactionen  tritt  das  Methyl  in  Verbindung 
mit  einem  Sauerstoffatome  und  es  wird  dadurch  der  Wärme- 
werth  der  entsprechenden  Verbindung  im  Mittel  um  471,7  Gal. 
erhöht. 

Der  thermische  Werth  der  Methylgruppe  ist  daher  ein  sehr 
verschiedener,  je  nachdem  das  Methyl  an  ein  Kohlenstoff-,  an  ein 
Stickstoff-,  oder  an  ein  Sauerstoffatom  gelagert  wird.  Derselbe 
beträgt: 

456,6  Gal.  bei  Anlagerung  an  ein  Kohlenstoffatom,  in  den 
aliphatischen  Säuren  (Abhdlg.  XXX) «) ; 

454,3  bis  457,7  Gal.  in  den  isomeren  Säuren  der  aroma- 
tischen Reihe  (s.  S.  242) ; 

466.6  Gal.  bei  Anlagerung  an  ein  Stickstoffatom,  Glycocoll 
und  Sarkosin  (Abhdlg.  XXV  2)  u.  XXXI 3)); 

474.7  Gal.  bei  Anlagerung  an  ein  Sauerstoffatom. 

Ganz  ähnliche  Verhältnisse  sind  von  uns  fttr  die  CH^ .  COOH- 
Gruppe  bei  der  Bindung  an  Kohlenstoff  und  Stickstoff  beobachtet 
(Abhdlg.  XXXH)  und  hinsichtlich  der  Sauerstoff bindung  dieser 
Gruppe  werden  wir  Gleiches  unten  S.  248  bei  der  Phenoxyl- 
essigsäure  nachweisen. 

5.   Bildung  der  Phenylglycolsäure,  Mandelsäure. 

Die  Mandelsäure,  als  phenylirte  Glycolsäure,  kann  man  ab- 
leiten von  einem  Molekttl  Glycolsäure  und  einem  Molekül  Benzol, 
wobei  ein  Austritt  von  einem  Molekttl  Wasserstoff  erfolgt : 

i)  Ber.  kön.  Sachs.  Ges.  4898,  S.  627. 

2)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XLIV,  394. 

3)  Ber.  kön.  Sachs.  Ges.  4894,  S.  54. 

4)  Ber.  kön.  sächs.  Ges.  4894,  S.  60. 


246  F.  SroHMAKif, 

C//,  .  OH,  COOH  +  C^H^  =  CH.C^H^ .  OH.COOH  +  H^. 

Der  thermische  Werth  des  Wasserstofimoleküles  ist,  nach  Frühe- 
rem, wenn  beide  Atome  desselben  vor  ihrem  Austritte  an  zwei 
Atome  Kohlenstoff  gebunden  waren,  54,8  Cal.  Damach  ergiebt 
sich  die  Yerbrennungswärme  der  Mandelstture  aus  der  Summe 
der  Werthe  der  Glycolsäure  und  des  Benzols,  vermindert  um 
den  Werth  des  Wasserstoffmoleküls: 

4  Mol.  Glycolsäure .  .  .  .   466,7  Cal. 
4  Mol.  Benzol  (fest) ....  777,3     » 


944,0  Cal. 
—     54,8     » 


4  MoL  Mandelsaure  .  .  .   889,2  Cal. 
Gefunden 890,9     » 

Andererseits  ergiebt  sich,  aus  dem  Vergleiche  der  Summe 
der  Wärmewerthe  des  Anfangssystemes  und  dem  gefundenen 
Werthe  der  Mandelstture,  der  thermische  Werth  des  bei  der 
Reaction  entstehenden  Wasserstoffmoleküles : 

CH^  .  OH.  COOH  +  C^H^  944,0  Cal. 
CH.C^H^.OH.COOH  .  .   890,9     » 


53,4  Cal. 

6.   Bildung  der  Phenoxylessigsäure, 

C^H^O .  CH^COOH. 

Man  kann  die  Phenoxylessigsäure  ableiten  von  einem  Mole- 
kül Phenol  und  einem  Molekül  Essigsäure  unter  Austritt  von 
einem  Molekül  Wasserstoff: 

C.H^OH  +  CH^COOH  =  C^H^O^  +  H^. 

Oder  was  dasselbe  ist:  aus  einem  Mol.  Phenol  durch  Ersatz  eines 
Hydroxylwasserstoffs  durch  die  Atomgruppe  CH^.  COOH: 

C^H^OH  —  H+  CH^COOH  =  C^H^O^ . 

Die  gleiche  Reaction  ist  Gegenstand  unseres  Studiums  in 
Abhdlg.  XXXP)  gewesen. 

Dort  hatten  wir  beim  Vergleiche  der  drei  Glycolaminsäuren 
gefunden ,  dass  mit  der  Entstehung  der  Diglycolaroinsäure  aus 


1)  Ber.  köo.  säcb«.  Ges.  4894,  S.  49. 
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Glycolaminstture  und  Essigsäure,  und  mit  Entstehung  der  Tri- 
glycolaminsäure  aus  Diglycolaminsäure  und  Essigsäure,  jedes 
Mal  unter  Abspaltung  von  /f„  ein  Energieverlust  von  44  Gal. 
verbunden  sei ;  sowie,  dass  die  Substitution  eines  Wasserstoff- 
atomes  durch  die  Atomgruppe  C/f, .  COOH  einen  Energiegewinn 
von  462,7  Gal.  bedinge. 

Bei  diesen  beiden  Reactionen  erfolgt  bei  der  ersten  der  Aus- 
tritt von  einem  Wasserstoffatome,  welches  an  Stickstoff,  und  von 
einem  Wasserstoffatome,  welches  an  Kohlenstoff  gebunden  war. 
Bei  der  zweiten  Beaction  tritt  die  Atomgruppe  CH^ .  COOH  in 
Stickstoffbindung. 

Andererseits  war  nachgewiesen,  in  Bestätigung  frtlherer  Er- 
fahrungen, dass  mit  dem  Austritte  von  //,,  von  denen  jedes 
Wasserstoffatom  an  ein  gesättigtes  Kohlenstoffatom  gebunden 
war,  ein  Energieverlust  von  54,8  Gal.  erfolge,  und  dass  die 
Substitution  von  einem  Wasserstoffatom  durch  die  Atomgruppe 
CU^.COOH  einen  Energiegewinn  von  450,9  Gal.  herbeiführe, 
wenn  die  Anlagerung  dieser  Atomgruppe  an  ein  Kohlenstoffatom 
erfolgt. 

Bei  der  Bildung  der  Phenoxylessigsäure  finden  die  gleichen 
Reactionen  statt,  mit  dem  Unterschiede,  dass  von  dem  aus- 
tretenden Moleküle  Wasserstoff  das  eine  Atom,  an  Sauerstoff,  das 
andere  dagegen  an  Kohlenstoff  gebunden  war,  und  dass  die  An- 
lagerung der  Atomgruppe  CH^ .  COOH  an  ein  Sauerstoffatom 
erfolgt. 

Nun  ist  der  Wärmewerth  von : 

4  Mol.  Phenol 732,5  Gal. 

4  Mol.  Essigsäure  (fest).  .  206,7     n 


939,2  Gal. 
4  Mol.  Phenoxylessigsäure  903,3     » 

4  Mol.  Wasserstoff  .   .  .  .   35,9  Gal. 

Da  der  thermische  Werth  von  einem  an  Kohlenstoff  gebundenen 

Wasserstoff  — ^  =  27,4  Gal.  beträgt,  so  ergiebt  sich  nach  Frühe- 

rem  der  thermische  Werth  eines  an  Stickstoff  gebundenen 
Wasserstoffatomes  zu  4  6,6  Gal.  und  aus  Obigem  ergiebt  sich  der 
thermische  Werth  von  einem  an  Sauerstoff  gebundenen  Wasser- 
stoffatom zu  35,9  —  27,4  =  8,5  Gal. 

Vfttk-pliyi.  C1A0M.  1SU4.  4  7 
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Angenähert  verhalten  sich  diese  Werthe  wie  3:2:4. 

Aus  dem  Vergleiche  der  Wttrmewerthe  der  Phenoxylessig- 
säure  und  des  Phenoles  ergiebt  sich  unmittelbar  der  Werth  der 
Substitution  —H+CH^,  COOH : 

Phenoxylessigsäure   .   .   .    903,3  Cal. 
Phenol 732,5     » 

"T7Ö,8  Cal. 

Während  daher  nach  Früherem  der  thermische  Werth  der 
gleichen  Substitution 

450,9  Cal.  beträgt,  wenn  die  Atomgruppe  CH^.COOH  in 
KohlenstoflTbindung  tritt,  und 

462.7  Cal.  beträgt,  wenn  die  gleiche  Atomgruppe  in  Stick- 
stoffbindung tritt,  so  ergiebt  obiges  Resultat  den  Werth 

470.8  Cal.,  wenn  die  gleiche  Atomgruppe  in  Sauerstoff- 
bindung tritt. 

Ob  diese  in  der  aromatischen  Reihe  gewonnene  Zahl  in  der 
aliphatischen  Reihe  denselben  Werth  behält,  darüber  wird  die 
Untersuchung  der  Methoxyl-  und  Aethoxyl-Essigsäure,  die  uns 
gegenwärtig  beschäftigt,  Licht  verbreiten. 

Ist  der  thermische  Werth  der  Reactionen  in  beiden  Reihen 
gleich,  so  lässt  sich  auch  der  Wärmewerth  der  Oxyphenyl- 
Essigsäuren  vorhersagen.  Diese  leiten  sich  vom  Phenol  durch 
Substitution  eines  Benzolwasserstoffes  durch  CH^XOOH,  also 
durch  Anlagerung  dieser  Atomgruppe  an  ein  Kohlenstoffatom 
ab  und  darnach  muss  der  Werth  dieser  Säuren ,  abgesehen  von 
dem  Einflüsse  der  Stellungs-Isomerie,  732,5  +  4  50,9 =883,4  Cal. 
sein.  Auch  hierüber  wird  eine  in  Angriff  genommene  Unter- 
suchung Auskunft  geben. 

Stellen  wir  die  oben  S.  245  fttr  die  Methylgruppe  bei  der 
Bindung  an  verschiedenartige  Atome  gefundenen  Werthe  mit  den 
hier  für  die  C//, .  COO/A-Gruppe  ermittelten  Werthen  zusammen, 
so  ergeben  sich  folgende  Reihen : 

C/f,  C//, .  COOH 

An  C 456,6 450,9  Cal. 

An  iV 466,6 462,7     i> 

An  0 474,7 470,8     « 

Es  ergeben  sich  daher  in  beiden  Reihen  gleiche  Beziehungen 
und  wir  können  daher  folgern : 
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einem  Kohlenstoffatome,  welches  in  einfache  Stick- 
stoffbindung tritt,  muss  eine  Energiemenge  von  10 
bis  12  Cal.  mehr  zugeftthrt  werden,  als  erforderlich 
ist,  um  ein  Kohlenstoffatom  mit  einem  zweiten 
Kohlenstoffatome  durch  einfache  Bindung  zu  ver- 
einen, 
und 

einem    Kohlenstoffatome,    welches    in   Sauerstoff- 
bindung tritt,  muss  eine  Energiemenge  von  45  bis 
20  Cal.  mehr  zugeführt  werden,  als  erforderlich  ist, 
um  ein  Kohlenstoffatom  mit  einem  zweiten  Kohlen- 
stoffatome durch  einfache  Bindung  zu  vereinen. 
Von  der  Mandelsäure  unterscheidet  sich  die  Phenoxylessig- 
säure  dadurch,  dass  das  Phenyl  in  ersterer  an  ein  Kohlenstoff- 
atom, in  letzterer  dagegen  an  ein  Sauerstoffatom  gebunden  ist. 
Dieser  Verschiedenheit  entspricht  der  höhere  Wärmewerth  und 
das  höhere  Leitvermögen,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  höhere 
chemische  Energie  der  Phenoxylessigsäure : 

Phenoxylessigsäure  .  .  .  903,3  Cal.  .  .  .  0,0756  K 
Mandelsaure 890,9     »    .  .  .  0,0417  AT. 

Der  Wärmewerth  der  Phenoxylessigsäure  liegt  um  12,4  Cal. 
höher  als  der  der  Mandelsäure,  die  chemische  Energie  der  Phen- 
oxylessigsäure ist  fast  doppelt  so  gross  wie  die  der  Handelsäure. 

7.    Bildung  der  Oxymethylbenzoösäure. 

Ebenso  wie  die  Mandelsäure  aus  4  Mol.  Glycolsäure  und 
1  Mol.  Benzol,  und  ebenso  wie  die  Phenoxylessigsäure  aus  1  Mol. 
Phenol  und  1  Mol.  Essigsäure,  unter  Austritt  von  je  1  Mol. 
Wasserstoff  abgeleitet  ist,  so  ist  die  Oxymetbylbenzoösäure  aus 
einem  Molekttle  Benzoösäure  und  einem  Molekttle  Methylalkohol 
unter  Abspaltung  von  einem  Molekttle  Wasserstoff  abzuleiten :  . 

C,/r, .  COOH  +  HCH^OH=  C^H^  (^CH^OH  +  "*' 

Da  im  Anfangssysteme  beide  Atome  des  Wasserstoffmolekttles  an 
Kohlenstoff  gebunden  sind ,  so  ist  der  thermische  Werth  des 
Wasserstoffmolekttles  nach  Frttherem  54,8  Cal.  und  darnach  be- 
rechnet sich  der  Wärmewerth  der  Säure  folgendermassen : 

<7* 
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4  Mol.  Benzoesäure 774,7  Gal. 

4  Mol.  Methylalkohol 470,6    » 


942,3  Gal. 
—    64,8     * 


4  Mol.  OxymethylbeDzoesaure  887,5  Gal. 
Gefunden 887,8    » 

AndererseitB  Ittsst  sich  durch  Subtraction  des  Werthes  der 
Benzoesäure  von  dem  Werthe  der  Oxymethylbenzoestture  auch 
der  Werth  der  Beaction 

—  ^+  CH^OH 

ermitteln.   Derselbe  ergiebt  sich  folgendermassen : 

Oxymethylbenzoösäure    .  .  .  887,8  Gal. 
Benzoesäure 774,7     » 

--  H+  CH^OH.  .  .   .  .  .  .  446,4  Gal. 

Den  thermischen  Werth  dieser  Beaction  haben  wir  früher, 
Abhdlg.  XXVr),  aus  dem  Werthe  der  CH,-6ruppe  und  dem  der 
0/7-Gruppe  abgeleitet  und  denselben  als  innerhalb  der  Grenz- 
werthe  von  409,6  bis  4  47,4  Gal.  liegend  bezeichnet.  Hierfür 
haben  wir  vollste  Bestätigung  beim  Vergleiche  der  mehrsäurigen 
Alkohole  und  der  Pentosen  und  Hexosen  gefunden.  Unsere  hier 
ermittelte  Zahl  liefert  den  Beweis  dafür,  dass  die  Beaction  auch 
bei  der  Bildung  der  Aethersäuren  thermisch  in  gleichem  Sinne 
verläuft. 

8.   Anhydridbildung  der  Oxymethylbenzoäsäure. 

Es  ist  bekannt ,  dass  die  Oxymethylbenzoesäure  sich  un- 
gemein leicht  in  ihr  Anhydrid ,  das  Phtalid ,  verwandelt.  Sie 
geht  nach  Gollan^)  in  wässriger  Lösung  bei  einer  Temperatur 
von  25°  vollkommen  in  Phtalid  über.  Dieser  autokalytische  Pro- 
cess  findet  vom  thermochemischen  Standpunkte  seine  vollstän- 
dige Bestätigung.  Es  ist  der  Wärmewerth : 

Oxymethylbenzoäsäure.   .  .  .  887,8  Gal. 
Phtalid 884,7     » 


Vi  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [%]  XLV,  354. 
2)  Zeitschr.  f.  physik.  Chem.  X,  4  30. 
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Der  Vorgang  der  Anhydridbildung  ist  daher  hier  exotherm, 
er  erfolgt,  wie  überall  beim  Uebergange  labUer  YerbinduDgen 
in  die  stabile  Form,  unter  Energieverlust,  während  die  Anhydrid- 
bildung bei  der  Benzoesäure,  der  Phtalsäure  und  anderen 
Säuren  endotherm  verläuft,  d.  h.  eine  Zufuhr  von  Energie  er- 
fordert, wie  von  uns  fttr  Benzoesäure  in  Abhdlg.XIir),  und  für 
Phtalsäure  in  Abhdlg.  XYIIP)  erwiesen  worden  ist,  und  wie  sich 
aus  Berthblot's  Angaben')  über  die  Bildungswärme  der  Essig- 
säure und  deren  Anhydrides  ergiebt. 


4)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [%]  XXXVI,  4i. 
%)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XL,  152. 
3)  Möcanique  chimique  I,  407. 


Robert  Behrend,  Ueber  die  Löslichkeit  von  Doppelverbin- 
düngen.  III. 

Die  Untersuchung  der  Löslichkeit  des  Phenanthrenpikrates 
in  Alkohol  bei  Gegenwart  eines  Ueberschusses  von  Pikrinsäure 
oder  Phenanthren  hat  gezeigt,  dass  das  Pikrat  in  alkoholischer 
Lösung  zum  grössten  Theile  dissociirt  ist^j.  Abgesehen  von 
den  Ergebnissen  der  Molekulargewichtsbestimmung  konnte 
dies  daraus  erschlossen  werden,  dass  die  Löslichkeit  des  Pi- 
krates sowohl  durch  ttberschttssige  Pikrinsäure  wie  durch  Phe- 
nanthren herabgedrückt  wird.  Wenn  eine  binäre  Verbindung 
in  Lösung  theilweise  dissociirt  ist,  so  muss  nach  dem  Gesetze 
der  Massenwirkung  das  Product  der  in  gleichen  Volumen  be- 
findlichen Mengen  u^  und  u^  der  beiden  Bestandtheile,  divi- 
dirt  durch  die  Menge  u  der  nicht  dissociirten  Verbindung 
constant  sein,  gleichgültig  ob  einer  der  Bestandtheile  im  Ueber- 
Schüsse  vorhanden  ist  oder  nicht: 

cw  =  c.  •  w,  •  u,     oder     —  =  — — -  =  const. 
*      *      ■  c^  u 

Ist  nun  die  Lösung  stets  mit  der  nichtdissociirten  Ver- 
bindung gesättigt,  wie  es  in  jenen  Versuchen  der  Fall  war, 
so  wird  auch  u  und  mithin  das  Product  u^  •  u,  constant.  Eine 
Vermehrung  von  u^  bedingt  demnach  eine  Verminderung  von 
u,  und  umgekehrt,  die  Löslichkeit  der  Verbindung  wird  durch 
einen  Ueberschuss  eines  der  Bestandtheile  herabgedrückt.  Dies 
konnte  nun  im  Falle  des  Phenanthrenpikrates  nicht  nur  quali- 

1)  Diese  Berichte  4  892, 4  88  und  Zeitschrift  für  physikai.  Chem.  lOySSS. 
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tativ  erwiesen  werden,  sondern  es  liess  sich  auch  die  Gonstanz 
des  Productes  u^'-u^  quantitativ  bestätigen,  nachdem  es  ge- 
langen war,  die  Menge  von  u  zu  bestimmen  und  damit  die  nicht 
ohne  weiteres  zugänglichen  Grössen  u^  und  u,,  das  heisst  die 
Gesammtmengen  der  in  Lösung  befindlichen  einzelnen  Bestand- 
theile,  vermindert  um  die  in  Gestalt  der  Doppelverbindung  ge- 
lösten Mengen  ^, .  Beim  Phenanthrenpikrat  gestalteten  sich  die 
Verhältnisse  dadurch  noch  etwas  verwickelter,  dass  neben  Pikrin- 
säure, Pikrat  und  monomolekularem  Phenanthren  noch  poly- 
raolekulare  Aggregate  des  letzteren  in  Lösung  waren ,  deren 
Menge  sich  jedoch  ebenfalls  mit  einiger  Wahrscheinlichkeit  er- 
mitteln und  in  die  Rechnung  einführen  liess. 

Ganz  ähnliche  Verhältnisse  wurden  auch  an  der  Doppel- 
verbindung des  Benzylisoparanitrobenzaldoxims  mit  dem  Para- 
nitrobenzylisobenzaldoxim  beobachtet  ^)  und  bereits  frtther  von 
Nernst,  welcher  zuerst  die  Theorie  derartiger  Vorgänge  ent- 
wickelte ,  sowie  von  Le  Blanc  und  Notes  an  electrolytisch  dis- 
socürten  Verbindungen  ^). 

In  allen  diesen  Fällen  handelt  es  sich  um  Verbindungen, 
welche  nur  io  Lösung  dissociirt  sind,  während  sich  beim  Er- 
kalten oder  Verdunsten  des  Lösungsmittels  nur  die  nichtdisso- 
ciirte  Verbindung  ausscheidet.  Obgleich  auf  Grund  der  an 
solchen  gewonnenen  Erkenntnisse  vorauszusehen  war,  wie  sich 
die  Dinge  gestalten  würden ,  wenn  das  Lösungsmittel  die  Ver- 
bindung derart  dissociirt,  dass  es  demselben  einen  Bestandtheil 
entzieht,  während  der  andere  ganz  oder  theilweise  ungelöst  zu- 
rttckbleibt ,  so  erschien  es  mir  doch  interessant ,  auch  einen 
solchen  Fall  experimentell  zu  untersuchen,  um  so  mehr,  als  hier 
die  Thatsache  der  Dissociation  durch  den  Augenschein  erwiesen 
wird.  Gewählt  wurde  das  Anthracenpikrat,  welchem  durch  Al- 
kohol bekanntlich  Pikrinsäure  entzogen  wird,  während  Anthracen 
zurückbleibt.  Auch  in  diesem  Falle  bewährte  sich  das  auf  Dis- 
sociationserscheinungen  angewendete  Gesetz  der  Massenwirkung 
als  gültig. 

Die  verwendete  Pikrinsäure  wurde  durch  Umkrystallisiren 
des  reinsten  Handelsproductes  (FP.  i  17— 120°)  aus  Alkohol  her- 


4)  Diese  Berichte  1.  c.  S.  498  und  Zeitschrift  f.  physilcal.  Chem.  1.  c.  S.  978. 
8]  Diese  Berichte  4  89S  S.  4,  sowie  Z.  f.  physikal.  Chem.  9,  405. 
8)  Z.  f.  physilcal.  Chem.  4,  872.  6,  344  und  885.  9,  608. 
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gestellt.  Der  Schmelzpunkt  stieg  dabei  auf  420 — 424^;  doch 
erweichte  das  Präparat  stets  schon  bei  4  4  9°  ein  wenig.  Weiteres 
Umkrystallisiren  änderte  daran  nichts.  Ganz  ebenso  verhielten 
sich  Präparate,  welche  aus  dem  umkrystallisirten  Kalisalz  durch 
Zerlegen  mit  Salzsäure  gewonnen  waren,  gleichgültig,  ob  zur 
Darstellung  des  Salzes  die  Pikrinsäure  des  Handels  oder  aus 
reinstem  Phenol  selbst  bereitete  Säure  verwendet  war.  Ein  rei- 
neres Product  scheint  danach  mit  Hülfe  der  üblichen  Reinigungs- 
verfahren nicht  erzielt  werden  zu  können.  Erwähnt  sei  nur 
noch,  dass  aus  dem  reinen  Kalisalze  zuweilen  Präparate  erhalten 
wurden,  welche  den  von  Körner  ^)  angegebenen  Schmelzpunkt 
422.5^  besassen ;  diese  enthielten  jedoch  Kalium,  da  die  Säure, 
wenn  man  sie  nicht  durch  Fällen  der  heissen  Lösung  des  Salzes 
mit  heisser  stark  überschüssiger  Salzsäure  bereitete,  leicht  etwas 
von  dem  schwerlöslichen  Pikrat  mit  niederriss. 

Zur  Gewinnung  des  Anthracens  wurde  käufliches  Anthra- 
chinon  destillirt  und  aus  Eisessig  umkrystallisirt.  Das  gereinigte 
Product  schmolz  bei  274 — 275°  uncorr.  (GRABBBundLiEBERiiAifN, 
Annalen  d.  Chemie,  Spl.  7,  273,  geben  273°  an.)  DieUmw^and- 
lung  in  Anthracen  wurde  nach  der  Methode  von  Pergbr  ^j  be- 
werkstelligt. Das  Anthracen  wurde  zunächst  aus  Eisessig,  dann 
aus  absolutem  Alkohol  umkrystallisirt.  Es  gelang  auf  diese 
Weise  nicht,  ein  vollkommen  weisses  Präparat  zu  gewinnen. 
Die  Lösung  in  Alkohol  erschien  allerdings  völlig  farblos  und 
zeigte  prachtvoll  blaue  Fluorescenz ;  die  ausgeschiedenen  Kry- 
stalle  aber  waren,  namentlich  bei  etwas  derberer  Ausbildung, 
deutlich  gelbstichig  mit  grünlicher  Fluorescenz.  Der  Schmelz^ 
punkt  lag  bei  240.5 — 244  °,  unter  RerÜcksichtigung  der  Tempe- 
ratur des  herausragenden  Fadens  bei  24  6 — 246.5°.  Grabbb  und 
Liebermann 3]  geben  240—243°  bez.  243°  an.  Nach  Fritzsghb«) 
erhält  man,  wie  auch  Graebe  und  Libbbrmann  ^)  bestätigen ,  voll- 
kommen farbloses  Anthracen  durch  Belichtung  seiner  benzoli- 
schen Lösung,  ich  habe  aber  auf  die  Anwendung  dieser  Methode 
verzichtet,  um  nicht  eine  Beimengung  von  Paraanthracen  zu 
erhalten. 


4)  Jahresbericht  4  867,  64  6. 
2)  J.  pr.  Ch.  285  4  87. 
8)   I.  0.  S.  S63  und  964. 

4)  Jahresbericht  4868,  404. 

5)  1.  C.1J68. 
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Zur  Bestimmung  der  Löslichkeit  wurden  die  fein  gepulverten 
Substanzen  mit  je  MO  bis  125  com  Alkohol  von  99.6^  in 
cylindrische  Glasgefässe  mit  engem  Halse,  die  zuvor  im  strömen- 
den Dampf  gereinigt  waren,  eingeschmolzen.  Auf  Anwendung 
ganz  absoluten  Alkohols  habe  ich  verzichtet,  da  derselbe  zu  em- 
pfindlich gegen  feuchte  Luft  ist.  Kautschukstopfen  konnten  nicht 
verwendet  werden,  da  Alkohol  denselben  selbst  bei  Zimmer- 
temperatur nicht  unbeträchtliche  Mengen  löslicher  Producte  ent- 
zieht. Die  Lösungen  wurden  in  einem  Wasserbade  von  etwa 
60  Liter  Inhalt  8  Tage  lang  durch  einen  Heissluftmotor  in  drehen- 
der Bewegung  erhalten  i).  Die  Temperatur  wurde  durch  einen 
Thermoregulator  auf  25^  erhalten.  Am  ersten  Tage  kamen 
Schwankungen  bis  0.5°  vor,  nach  beendigter  Einstellung  blieb 
die  Temperatur  innerhalb  weniger  hundertstel  Grade  constant. 
Das  Thermometer  war  mit  einem  von  der  physikalisch-techni- 
schen Reichsanstalt  geprüften  Instrumente  verglichen. 

Nach  8  Tagen  wurden  von  jeder  Lösung  zwei  Proben  mit 
der  Pipette  entnommen  und,  wenn  nöthig,  durch  einen  Falten- 
filter in  gewogene,  im  Dampfstrom  gereinigte  ERLENHBVER'sche 
KOlbchen  gebracht.  Es  zeigte  sich,  dass  die  Filtration  keinen 
über  die  sonstigen  Versuchsfehler  wesentlich  hinausgehenden 
Einfluss  auf  das  Resultat  ausübte.  Die  Zimmertemperatur  wäh- 
rend der  Entnahme  betrug  in  beiden  Versuchsreihen  47°,  eine 
Krystallisation  begann  erst  nach  etwa  5  Minuten.  —  Der  Gehalt 
der  gewogenen  Lösungen  wurde  durch  Verdunsten  des  Alkohols 
im  Luftstrom  bei  etwa  60  °,  und  Trocknen  des  Rückstandes  im 
Yacuum  über  Schwefelsäure  bis  zurGewichtsconstanz  bestimmt. 
Dann  wurde  der  Rückstand  mit  verdünnter  Sodalösung  auf  60 
bis  70°  erwftrmt,  das  ungelöste  Anthracen  im  GoocB'schen  Tiegel 
gesammelt,  im  Yacuum  über  Schwefelsäure  getrocknet  und  ge- 
wogen. Die  Menge  der  Pikrinsäure  ergab  sich  aus  der  Differenz. 
Besondere  Versuche  bewiesen  die  Brauchbarkeit  desVf.rfahrens. 
Bei  Gelegenheit  dieser  Prüfung  wurde  nochmals  constatirt,  dass 
das  Pikrat,  welches  sich  aus  einer  alkoholischen  mit  stark  über- 
schüssiger Pikrinsäure  versetzten  Anthracenlösung  in  pracht- 
vollen glänzenden  rothen  Nadeln  vom  Schmelzpunkt  439°  ab- 


4)  Vgl.  Notes,  Zeitschr.  f.  physikal.  Chem.  9;  606  und  Paul,  ebenda 
14,  406. 
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scheidet,  thatsfichlich  aus  gleichen  Holekttlen  Anthracen  und 
Pikrinsäure  besteht. 

Berechnet 
0.525^  g  Pikrat  gaben  0.2345  g  Anthracen  =  44.45^  43.73^ 
0.6653»       9  9      0.2898  >  n  =.44.22^. 

Die  Versuche  wurden  in  zwei  Reihen  angestellt,  welche 
durch  die  Buchstaben  A  und  B  bezeichnet  sind.  Die  Proben  der 
Reihe  A  wurden  bei  25.4%  die  der  Reihe  B  bei  25.05^  ent- 
nommen. 

Die  gelösten  Mengen  sind  auf  gleiche  Gewichtstheile  der 
Lösungen  berechnet,  obgleich  sich  die  Massenwirkungsgesetze, 
deren  Prüfung  hier  vornehmlich  beabsichtigt  war,  auf  gleiche 
Volumina  beziehen.  Die  dadurch  bewirkten  Fehler  liegen  aber 
durchaus  innerhalb  der  Grenzen  der  sonstigen  Versuchsfehler, 
zumal  die  Löslichkeit  wohl  eigentlich  auf  gleiche  Mengen  des 
Lösungsmittels  hätte  bezogen  werden  müssen.  Dann  wäre  aber 
die  Unsicherheit  bestehen  geblieben,  wie  diese  in  verschiedenem 
Maasse  gemessenen  Grössen  auf  einander  zu  beziehen  sind.  Es 
bleibt  also  wohl  nichts  übrig,  als  die  durch  diese  Verhältnisse 
entstandenen  Ungenauigkeiten  in  den  Kauf  zu  nehmen,  was  um 
so  eher  gestattet  sein  dürfte,  als  es  sich  hier  um  immerhin  ziem- 
lich verdünnte  Lösungen  handelt. 

Lösung  Nr.  \  (A). 

a.  Lösung:  33.375;  Anthracen  0.0588;  Pikrins.  0. 

b.  >        33.315;  »  0.0584;        »        0. 
400  Theile  der  Lösung  enthalten: 

a  b  Mittel 

Anthracen:  0.476     0.475     0.476 

Lösung  Nr.  2  (B).   Bodenkörper  Anthracen. 
a. Lösung: 34.03 ;  Rttckstd.:  0.3752;  Anthr.:  0.0594 ;  Pikr.:  0.3464 
b.       »       33.46;        »        0.4033;      »       0.0632;      ^      0.3404 
400  Theile  der  Lösung  enthalten: 

a  b  Mittel 

Rückstand:  4.209  4.205  4.207 
Anthracen:  0.490  0.489  0.4  90 
Pikrinsäure:  4.049     4.046     4.047 

Lösung  Nr.  3  (A).   Bodenkörper  Anthracen. 

a.  Lösg.:  29.77;  Rückstd.:  0.6785;  Anthr.:  0.0624 ;  Pikr.:  0.6464 

b.  »     33.555;        »         0.7629;        »       0.0677;      »      0.6952 
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LOsuDg  a  war  filtrirt,  b  nioht. 
100  Theile  enthalten: 


a              b           Mittel 

Rückstand:    2.279     2.274     2.277 

Anthracen:     0.209     0.202     0.206 

Pikrinsäure:  2.070     2.072     2.07< 

Ln  8 u  D  g  Nr.  4  (B) .   BodenkOrper  Anthracen. 

a. 

Lösg.:  33.66;  Rückstd.:  0.9720;  Anthr.:  0.0721 ;  Pikr. 

:  0.8999 

b. 

.     32.475;        »        0.9377;       »       0.0705;      » 

400  Tbeile  enthalten: 

a              b           Mittel 
Rückstand:    2.888     2.887     2.888 
Anthracen:    0.2U     0.24«     0.245 
Pikrinsäure:  2.674     2.674     2.673 

0.8672 

Losung  Nr.  5  (B).  BodenkOrper  Anthracen. 

a. 

Lösg.:  36.27;  ROckstd.:  4.2499;  Anthr.:  0.0804 ;  Pikr. 

:  4.4398 

b. 

■>     35.44;         *         4.2259;        »       0.0809;      > 

400  Theile  enthalten: 

a              b          Mittel 
RttoksUnd:    3.459     3.462     3.464 
Anthracen:     0.227     0.228     0.228 
Pikrinsäure:  3.232     3.234     3.233 

4.4  450 

L  ö s un  g  Nr.  6  (A) .  Bodenk(>rper  Anthracen  und  Anthracenpikrat. 

a.  Lösg.:  34.98;  Rttckstd.:  4.4843;  Anthr.:  0.0747;  Pikr.:  4.4  096 

b.  9      34.595;        »        4.4743;        i»       0.0749;      »      4.0964 
4  00  Tbeile  enthalten : 


a 

b 

Mittel 

RacksUnd:     3.703 

3.707 

3.706 

Anthracen:     0.234 

0.237 

0.236 

Pikrinsäure:  3.469 

3.470 

3.469 

Lösung  Nr.  7  (B).   Bodenkörper  Anthracenpikrat. 

a.  Lösg.:  34.53;  Rttckstd.:  4.4490;  Anthr.:  0.0697;  Pikr.:  4.3793 

b.  »      33.52;  »         4.4064;       »       0.0678;      »      4.3383 
4  00  Theile  enthalten : 


a 

b 

Mittel 

Bückstand: 

4.497 

4.494 

4.496 

Anthracen: 

0.2O2 

0.202 

0.202 

Pikrinsäure 

:  3.995 

3.992 

3.994 
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Lösung  Nr.  8  (Äj.   BodenkOrper  AnthraceDpikrat. 

a.  Lösg.:  30.24;  Rückstd.:  4.5947;  Anthr.:  0.0543;  Pikr.:  4.5374 

b.  ))      29.29;         n         4.5432;        n       0.0527;      »     4.4905 
4  00  Theile  enthalten  : 

a  b  Mittel 

Rückstand:    5.264  5.269  5.267 

Anthracen:    0.480  0.480  0.480 

Pikrinsäure:  5.084  5.089  5.087 


Lösung  Nr.  9  (B). 

Bodenkörper  Anthracenpikrat. 

a. 

Lösg.:  36.525;  Rückstd.; 

:  2.4  942 ;  Anthr. :  0.0593 ;  Pikr. :  2.4  349 

b. 

»      35.325;         » 
4  00  Theüe  enthalten 

2.4243;  »  0.0574;  *  2.0639 
a              b          Mittel 

Rückstand : 

6.006     6.005     6.006 

Anthracen : 

0.462     0.462     0.462 

Pikrinsäure : 

5.844     5.843     5.843 

Lösung  Nr.  4  0  (B). 

Bodenkörper  Anthracenpikrat. 

a. 

Lösg.:  35.43;  Rückstd.: 

2.4467;  Anthr.:  0.0527;  Pikr.:  2.3630 

b. 

«      38.34 ; 

400  Theile  enthalten: 

2.6349;  »  0.0578;  «  2.5774 
a              b          Mittel 

Rückstand : 

6.876     6.879     6.878 

Anthracen : 

0.450     0.454     0.454 

Pikrinsäure: 

6.726     6.728     6.727 

Lösung  Nr.  44  (A) 

.    Bodenkörper  Pikrinsäure  und 

Anthracenpikrat. 

a. 

Lösg.:  32.245;  Rückstd. 

:  2.4672;  Anthr.:  0.0479;  Pikr.:  2.4493 

b. 

»      34.505;         » 
4  00  Theile  enthalten: 

2.6435;  »  0.054  4;  »  2.5924 
a              b          Mittel 

Rückstand: 

7.659     7.664     7.660 

Anthracen : 

0.449     0.449     0.449 

Pikrinsäure: 

7.540     7.542     7.544 

Lösung  Nr.  42  (A).   Bodenkörper  Pikrinsäure 

a.  Lösung:  43.38;  Pikrinsäure:  0.9963 

b.  >        42.69;  »  0.9465 
Lösung  b  war  filtrirt. 


UbBBR  DIB  LöSLIGHKBIT  VON  DoPPSLVBRBINDUNGBIf .    IIL         259 

4  00  Theile  enthalten  : 

a  b  Mittel 

Pikrinsäure:  7.446     7.457     7.452 

Der  Bodenkörper  der  Lösungen  Nr.  4  bis  5  besteht  aus  rei- 
nem Anthracen,  obgleich  die  Lösungen  weit  mehr  Pikrinsäure 
enthalten,  als  zur  Bindung  des  darin  befindlichen  Anthracens 
nölhig  ist.  Das  steht  völlig  im  Einklang  mit  der  lange  bekannten 
Thatsache,  dass  viel  Alkohol  dem  Anthracenpikrat  Pikrinsäure 
entzieht,  während  Anthracen  zurückbleibt.  Nichtsdestoweniger 
enthalten  aber  die  Lösungen  unzersetztes  Anthracenpikrat,  wie 
schon  der  Augenschein  lehrt.  Die  Lösungen  sind  nämlich 
durchweg  rothstichiger,  als  diejenigen  roiner  Pikrinsäure  von 
etwa  gleicher  Goncentration,  Nr.  4  und  5  sogar  intensiv  orange 
gefärbt.  In  der  That  können  wir,  analog  wie  es  früher  beim 
Phenanthrenpikrat  geschehen  ist,  die  Menge  des  nichtdissociirten 
Pikrates  in  allen  Lösungen  bestimmen.  Lösung  6  ist  sowohl  mit 
Anthracen  als  mit  Pikrat  gesättigt ;  sie  enthält  aber  mehr  An- 
thracen, als  die  Lösung  von  Anthracen  in  reinem  Alkohol.  Der 
Ueberschuss  kann  nur  in  Form  von  nichtdissociirtem  Pikrat  vor- 
handen sein.    Es  ergiebt  sich  aus: 

Anthracen  in  400  Theilen  der  Lösung  6.=  0.236 
9  9     »         »         »         »       1=0. 4  76 

Anthracen  in  Form  des  Pikrates  ==  0.060,  entsprechend 

0.437  Pikrat. 

Lösung  4  4  ist  mit  Pikrinsäure  und  Pikrat  gesättigt,  Lösung 
4  2  enthält  nur  Pikrinsäure.  Die  Differenz  giebt  die  Menge  der 
als  Pikrat  in  Nr.  4  4  vorhandenen  Pikrinsäure. 

Pikrinsäure  in  4  00  Theilen  der  Lösung  4  4  =  7.54  4 
9  »9         9        »        »       42  =  7.452 

Pikrinsäure  in  Form  von  Pikrat  =  0.059,  entsprechend 

0.405  Pikrat.  Im  Mittel  sind  demnach  0.424  Theile  unzersetztes 
Pikrat  in  400  Theilen  der  mit  Pikrat  gesättigten  Lösungen  (Nr.  6 
bis  441  vorhanden,  denen  0.053  Theile  Anthracen  und  0.068 
Theile  Pikrinsäure  entsprechen.  Eigentlich  sollten  natürlich  die 
bei  beiden  Bestimmungen  gefundenen  Mengen  Pikrat  einander 
gleich  sein,  d.  h.  statt  0.060  hätten  0.053  Theile  Anthracen  und 
statt  0.059  hätten  0.068  Theile  Pikrinsäure  gefunden  werden 
müssen.  Die  Abweichungen  dürften  jedoch  innerhalb  der  Grenzen 
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der  Versuchsfehler  liegen.  Ein  Milligramm  Differenz  in  den  Be- 
stimmungen macht  durchschnittlich  bereits  eine  Differenz  von 

3  Einheiten  in  der  letzten  Decimale  aus  und  ein  Fehler  von  4 
bis  2  mg  dürfte  bei  zufölliger  Häufung  der  Versuchs-  und  Wäge- 
fehler kaum  zu  umgehen  sein.  Dementsprechend  kommen  in 
den  Parallelbestimmungen  Differenzen  von  3  bis  4  Einheiten  in 
der  dritten  Decimale  vor,  in  zwei  Fällen  sogar  von  7  bez.  4  4  Ein- 
heiten. Im  letzten  Falle  war  allerdings  die  Menge  der  analysirten 
Lösung  nur  etwa  {  von  der  gewöhnlich  verwendeten  gewesen. 
Dazu  würden  sich  in  ungünstigen  Fällen  noch  die  Fehler  addiren 
können,  die  aus  den  auf  Seite  256  erörterten  Unsicherheiten  ent- 
stehen. Demnach  dürfte  es  wohl  gestattet  sein,  die  aus  den  bei- 
den Bestimmungen  abgeleitete  Mittelzahl  als  den  thatsächlichen 
Verhältnissen  annähernd  entsprechend  anzunehmen. 

Die  Lösungen  7  bis  4  0  sind  mit  nichtdissociirtem  Pikrat  ge- 
sättigt, da  solches  ungelöst  am  Boden  liegt.  Sie  enthalten  also 
ebensoviel  davon,  wie  Nr.  6  und  4  4 .   Dass  auch  die  Lösungen 

4  bis  5  Pikrat  enthalten,  wird  wie  oben  bemerkt,  schon  durch 
die  Farbe  angedeutet.  Sicher  gestellt  wird  diese  Thatsache  da- 
durch, dass  auch  diese  Lösungen  mehr  Anthracen  enthalten,  als 
der  Löslichkeit  desselben  in  reinem  Alkohol  entspricht;  der 
Ueberschuss  kann  wiederum  nur  als  Pikrat  gelöst  sein.  Man 
findet  also  die  Menge  des  als  Pikrat  gelösten  Anthracens  durch 
Subtraction  der  Menge  des  in  4  00  Theilen  der  Lösung  in  reinem 
Alkohol  vorhandenen  Anthracens  —  0.476  Theile  —  von  den 
wechselnden  Mengen  des  in  den  fraglichen  Lösungen  befind- 

407 
liehen.     Durch  Multiplication  mit  j^  findet  man  daraus  die 

Menge  des  nichtdissociirten  Pikrates  und  durch  Multiplication 

229 
mit  j=^  die  entsprechende  Menge  der  in  Form  von  Pikrat  ge- 
lösten Pikrinsäure.   Die  Differenz  der  letzteren  und  der  über- 
haupt vorhandenen  Menge  Pikrinsäure  ergiebt  die  Menge  der  im 
Dissociationszustande  gelösten. 

In  der  folgenden  Tabelle  ist  der  Zustand  der  einzelnen 
Lösungen  angegeben. 

a  und  p  bedeuten  den  Gesammtg^halt  an  Anthracen  und 
Pikrinsäure;  u^  und  u^  die  in  freiem  Zustande  befindlichen 
Mengen  dieser  Körper,  u  die  Menge  des  Pikrates.  In  der  letzten 


UeBER  die  LöSLIGHKBIT  von  DoPPELVBRBINDUIfGEN.  III.         261 


«* 

1 

7.452 

1 

1 

1 

^ 

(3> 

i  ^ 

.096 

3 

5 

e 

1  ^ 

o 

f 

O 

^. 

t^ 

00 

1   o» 

^ 

.  o 

iO 

CM 

Oi 

aO 

<w 

M«! 

^ 

t-* 

o 

1   ^ 

* 

aA 

o 

CD 

o 

CD 

o 

j 

91 

CO 

<?> 

1   aO 



CD 

-* 

o 

t^ 

(>l 

99 

Oi       \ 

■^ 

00 

^ 

1> 

aO 

\ 

O 

aO 

o 

ad 

o 

o 

1> 

t^ 

!   ^ 

.^ 

00 

00 

<N 

9t 

CO 

00 

^ 

o 

o 

aO 

^ 

aO 

o 

aO 

o 

<N 

•^ 

a> 

<D 

^, 

o 

o* 

^ 

<»l 

(M 

00 

!> 

(N 

o^ 

'   Oi 

•4) 

^ 

CO 

^ 

1    CO 

o 

«D 

a> 

CO 

^. 

^e- 

00 

CD 

00 

'   o 

<N 

^ 

^ 

<M 

M» 

i    "^ 

ad 

1 

O 

CO 

o 

1  -^ 

o 

00 

CO 

CD 

CD 

o> 

(N 

CO 

!>• 

CD 

!>• 

aO 

Ol 

99 

-«• 

«4t 

o 

CO 

O 

CO 

o 

aO 

CO 

CD 

CO 

Oi 

i^ 

t- 

(M 

00 

Ol 

•«4< 

<^. 

CD 

^ 

o 

ad 

O 

CN 

d 

Ol 

d 

CD 

^ 

CD 

(M 

o 

o 

r- 

1> 

CO 

CD 

99 

CO 

CH 

o 

o 

o 

ad 

d 

(H 

o 

99 

d 

o 

t^ 

CD 

Oi' 

(H 

Od 

1> 

a> 

CO 

aO 

<H 

^f 

O 

^f 

a> 

o 

ad 

o 

- 

O 

o 

o 

CD 

1> 

1 

1 

1 

1 

1 

d 

1 

1 

1 

1 

1 

© 

. 

s  *> 

insäur 
sociirt 

J  ^ 

.1- 

hrace 
sociir 

1» 

et 

;s 

a 

M 

«^ 

-ä:i 

cu 

3 

< 

0« 

<T3 

S^ 

262  RoBBaT  Bbbrend, 

Spalte  ist  das  Product  -*-— *  aufgeführt,  welches  nach  der  Theorie 
constant  sein  soll. 

Das  Product  ~^^—^  erweist  sich  in  der  That  als  annähernd 

constant.  Die  Abweichungen  vom  Mittelwerth  5.2  betragen  in 
7  Fallen  0  bis  6^\  in  je  einem  10,  42  und  44)1^.  Da  die  Fac- 
toren  u^  und  u  sehr  klein  sind  —  0.032  bis  0.483  —  so  bedingt 
schon  eine  Abweichung  von  3  Einheiten  in  der  letzten  Decimale 
eines  dieser  Factoren,  entsprechend  einem  analytischen  Fehler 
von  4  mg,  je  nach  der  absoluten  Grösse  des  Factors  eine  Aende- 
rung  des  Productes  um  4.5  bis  40j|^.  In  Anbetracht  dieses  Um- 
standes  und  da  die  Abweichungen  vom  Mittel  unregelmSissig 
vertheilt  sind,  dürfte  die  Gonstans  des  Productes  als  hinlänglich 
sichergestellt  anzusehen  sein.  Dabei  ist  noch  zu  bemerken,  dass 
sich  u  im  Verhältniss  4:4;  u^  im  Verhältniss  4  :  2 ;  u,  im  Ver- 
häitniss  1  :  7.5  ändert. 

Wenn  man  die  Spalte  4  und  2  betrachtet,  so  ergiebt  sich 
die  auf  den  ersten  Blick  auffällige  Erscheinung,  dass  die  Lös- 
lichkeit des  Anthracens  durch  steigenden  Zusatz  von  Pikrinsäure 
zunächst  vergrössert  und  dann  allmählich  verringert  wird.  Es 
rührt  das  natürlich  daher,  dass  neben  freiem  Anthracen,  dessen 
Menge  zunächst  constant  bleibt,  immer  grössere  Mengen  von 
Anthracenpikrat  gebildet  werden,  die  in  Lösung  bleiben,  bis  bei 
Lösung  6  sowohl  in  Bezug  auf  Anthracen  wie  Pikrat  Sättigung 
eingetreten  ist.  In  diesem  Augenblick  erreicht  die  Gesammt- 
menge  des  gelösten  Anthracens  ihr  Maximum.  Von  da  an  bleibt 
die  Menge  des  Pikrates  constant,  während  die  des  freien  An- 
thracens proportional  der  steigenden  Menge  Pikrinsäure  ab- 
nimmt. 

Man  erkennt  nunmehr  auch,  weshalb  sich  aus  einer  Lösung 
von  Anthracenpikrat  selbst  dann  noch  freies  Anthracen  aus- 
scheidet, wenn,  wie  z.B.  in  Nr.  4,  mehr  als  zehnmal  soviel  Pikrin- 
säure vorhanden  ist,  als  zur  Bindung  des  Anthracens  genügt, 
während  Lösungen  von  Phenanthrenpikrat  niemals  Phenanthren 
abscheiden,  wenn  nur  eine  dem  Phenanthren  äquivalente  Menge 
Pikrinsäure  zugegen  ist.  Um  die  Verhältnisse  klar  zu  übersehen, 
gehen  wir  von  dem  Zustand  aus ,  wie  er  durch  Lösung  4  4  dar- 
gestellt wird. 
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Da  hier  die  drei  Körper  Anthracen,  Pikrinsäure  und  Alkohol 
in  vier  Phasen  —  festes  Pikrat,  feste  Pikrinsäure,  Lösung  und 
Dampf  —  reagiren,  so  haben  wir  einen  Fall  des  vollständigen 
chemischen  Gleichgewichtes  vor  uns,  an  dem  durch  Aenderung 
des  Druckes  nichts  geändert  werden  kann.  Vermehren  wir  den 
Druck,  so  condensirt  sich  Alkoholdampf,  dadurch  wird  die  Lösung 
verdünnter;  aber  da  nunmehr  neues  Pikrat  und  Pikrinsäure  in 
Lösung  geht,  so  wird  alsbald  der  alte  Zustand  wiederhergestellt, 
bis  eine  der  Phasen  verbraucht  ist.  Es  sei  das  die  feste  Pikrin- 
säure. 

Sobald  diese  verschvninden  ist,  geht,  wenn  durch  weitere 

Druckvermehrung  die  Menge  des  flttssigen  Alkohols  wächst, 

Pikrat,  d.  h.  Anthracen  und  Pikrinsäure  in  äquivalenten  Mengen 

in  Lösung,  wobei  nur  die  Bedingung  bestehen  bleibt,  dass  in 

der  Volumeinheit  die  Menge  des  nichtdissociirten  Pikrates  u, 

sowie  das  Product  der  Mengen  des  freien  Anthracens  u^  und 

der  freien  Pikrinsäure  u^  dividirt  durch  u,  mithin  auch  u^  •  u^ 

constant  bleibt  ^) .    Da  jetzt  u^  in  der  Volumeinheit  abnimmt, 

muss  u^  in  gleichem  Verhältnisse  wachsen.  Einige  Punkte  dieses 

Theiles  des  Verlaufes  der  Reaction  werden  durch  den  Zustand 

der  Lösungen  1 0  bis  6  veranschaulicht.  Die  Menge  u^  des  freien 

Anthracens  kann  aber  nur  bis  zu  dem  Augenblicke  wachsen, 

in  welchem  die  Grenze  der  Löslichkeit  des  Anthracens  in  Alkohol 

erreicht  ist.  Bei  weiterer  Vermehrung  des  Lösungsmittels  bleibt 

u  immer  noch  constant,  da  festes  Pikrat  am  Boden  liegt,  es  ist 

aber  nicht  möglich,  dass  genug  freies  Anthracen  und  Pikrinsäure 

in  äquivalenten  Mengen  in  Lösung  gehen,  um  die  Gonstanz  des 

ti  *  ii 
Productes  -^ — -  zu  erhalten,  da  die  Löslichkeit  des  Anthracens 
u 

das  nicht  gestattet.  Die  Gonstanz  des  Productes  kann  nur  so  ge- 
wahrt bleiben,  dass  jetzt  mehr  als  ein  Aequivalent  Pikrinsäure 
auf  ein  Aequivalent  Anthracen  gelöst  wird;  es  wird  daher  dem 
festen  Pikrat  Pikrinsäure  entzogen,  während  Anthracen  zu- 
rückbleibt 3). 


4)  Man  kann  sich  die  Sache  auch  so  vorstellen,  dass  weitere  Mengen 
des  gelösten  Pikrates  dissociirt  und  sofort  durch  Auflösung  von  festem 
Pikrat  ersetzt  werden. 

9)  Natürlich  kann  man  auch  hier  wieder  annehmen ,  dass 
gelöstes  Pikrat  dissociirt  und  sogleich  durch  Lösung  von  festem  Pikrat 
wieder  ersetzt  wird.   Von  dem  neuerdings  dissociirten  Pikrat  kann  aber 

Mak..p1ija.  ClMS«  1894.  4  8 


264  Robert  Behibnd, 

Dieser  Fall  ist  bei  Lösung  6  verwirklicht.  Er  entspricht 
dem  zweiten  Falle  des  vollständigen  Gleichgewichts;  die  drei 
Körper  Pikrinsäure,  Anthracen  und  Alkohol  reagiren  in  den  vier 
Phasen :  festes  Anthracen,  festes  Pikrat,  Lösung,  Dampf.  Ver- 
mehrung des  Druckes,  also  des  flüssigen  Lösungsmittels,  ändert 
an  dem  Zustande  nichts,  bis  alles  feste  Pikrat  verbraucht  ist  und 
nur  noch  Anthracen  am  Boden  liegt.  Von  diesem  Augenblicke 
an  geht  bei  weiterer  Vermehrung  des  Lösungsmittels  immer  so 
viel  Anthracen  in  Lösung,  dass  dieselbe  damit  gesättigt  bleibt. 
Die  Menge  des  Anthracens  u^  in  der  Volumeinheit  bleibt  also 
constant,  so  lange  als  noch  festes  Anthracen  vorhanden  ist.  Da 
jetzt  feste  Pikrinsäure  zur  Vermehrung  von  u,  in  keiner  Form 

mehr  verfügbar  ist,  so  kann  die  Gonstanz  von  — — -  bewirken, 

dass  u^  auf  Kosten  von  u  zunimmt,  dass  also  gelöstes  Pikrat  in  seine 
Bestandtheile  zerfallt.  Einzelne  Punkte  dieses  sich  stetig  ändern- 
den Zustandes  bezeichnen  die  Lösungen  5  bis  4.  Ist  schliess- 
lich auch  alles  feste  Anthracen  verbraucht,  so  nehmen  sowohl 
freies  Anthracen,  wie  Pikrinsäure  und  Pikrat  beständig  ab,  wo- 

u  •  u 
bei  nur  die  Bedingung  — — ^  =  const.  bestehen  bleibt.    Die 

Dissociation  des  Pikrates  nähert  sich  dabei  immer  mehr  der  voll- 
ständigen. Dieser  letztere  Theil  des  Reactionsverlaufes  ist  ex- 
perimentell nicht  verwirklicht,  da  die  Möglichkeit  der  Gontroli- 


nur  die  Pikriosäure  völlig  in  Lösung  bleiben,  während  das  Anthracen  aus- 
fällt. Wie  der  Gleichgewichtszustand  hergestellt  wird,  Ifisst  sich  nicht 
feststellen,  jedenfalls  aber  ist  klar,  dass  das  gelöste  Pikrat  mit  dem  festen 
Pikrat  einerseits,  und  der  freien  Pikrinsäure  und  dem  freien  Anthracen 
andererseits  und  daher  auch  diese  untereinander  im  Gleichgewicht  sein 
müssen.  Ueberhaupt  darf  man  sich  ja  den  Gleicbgewichtszastand  nicht 
als  etwas  Starres  vorstellen,  derselbe  kommt  vielmehr  dadurch  zu  Stande, 
dass  durch  die  entgegengesetztan  Reactionen  in  gleichen  Zeiten  von  den 
verschiedenen  reagirenden  Substanzen  ebensoviel  gebildet  wie  zerstört 
wird.  Es  wird  sich  also  z.  B.  festes  Pikrat  direct  in  dissociirtem  Zustande 
lösen,  während  gleichzeitig  ebensoviel  Pikrinsäure  und  Anthracen  zu 
festem  Pikrat  zusammentreten;  gleichzeitig  löst  sich  aber  festes  Pikrat  zu 
nichtdissociirtem  und  ebensoviel  andere  Moleküle  nichtdissociirten  Pi- 
krates fallen  aus  und  so  fort.  Es  reagirt  eben  jeder  Theil  des  Systems  be- 
ständig mit  jedem  anderen  und  zwar  so,  dass  stets  das  Gleichgewicht  zwi- 
schen je  zwei  einzelnen  Theilen  und  somit  das  des  Ganzen  erhalten  bleibt. 
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rung  der  Constanz  des  Productes  -^ — -  fehlt,  weil  wir  keine 

Mittel  haben,  die  Grösse  eines  der  drei  Factoren  zu  bestimmen. 
Vielleicht  könnten  hier  photometrische  Methoden  gute  Dienste 
leisten. 

Anders  liegt  die  Sache  beim  Phenanthrenpikrat.  Gehen  wir 
auch  hier  wieder  von  der  mit  Pikrinsäure  und  Pikrat  gesättigten 
Lösung  aus  und  vermehren  den  Druck,  also  die  Menge  des 
Lösungsmittels,  so  wird  zunttchst^  wie  bei  allen  im  vollständigen 
Gleichgewicht  befindlichen  Systemen,  nichts  geändert.  Pikrat 
und  Pikrinsäure  lösen  sich  auf,  bis  eineider  festen  Phasen  ver- 
braucht ist.  Das  sei  wiederum  die  Ptt:rinsäure.  Dann  bleibt 
wiederum  die  Menge  des  Pikrates  constant,  während  gleichzeitig 
so  viel  Pikrin'isäure  und  Phenanthren  in  Lösung  gehen,   dass 

- — -  constant  bleibt.     Wir  können,  vorausgesetzt,  dass  die 

Menge  des  Alkoholdampfes  und  des  festen  Pikrates  ausreicht, 
durch  Druckvermehrung  die  Menge  der  Lösung  nun  soweit  stei- 
gern, dass  die  Menge  der  überschüssigen  Pikrinsäure  in  der 
Yolumeinheit  unendlich  klein  wird  und  haben  dann  praktisch 
eine  gesättigte  Lösung  von  Phenanthrenpikrat  vor  uns.  Eine 
weitere  Verringerung  der  Menge  der  freien  Pikrinsäure  und  so- 
mit Vermehrung  der  Menge  des  freien  Phenanthrens  ist  aber 
nicht  möglich  und  selbst  in  dieser  Lösung  ist  die  Menge  des 
freien  Phenanthrens  immer  noch  weit  kleiner,  als  die  Menge, 
welche  der  Alkohol  aufzunehmen  vermag.  In  der  That  sind  ^) 
in  400  Theilen  der  gesättigten  Lösung  Cm  des  Phenanthren- 
pikrates  nur  0.638  Theile  freies  Phenanthren  {u^)  vorhanden, 
während  4  00  Theile  der  gesättigten  Lösung  von  Phenanthren  in 
Alkohol  (Cii)  8.698  Theile  enthalten.  Es  kann  sich  daher  nie- 
mals aus  einer  alkoholiscen  Lösung  von  Phenanthren  und  Pikrin- 
säure Phenanthren  ausscheiden,  wenn  mindestens  eine  dem 
Phenanthren  äquivalente  Menge  Pikrinsäure  vorhanden  ist.  Es 
braucht  kaum  erwähnt  zu  werden,  dass  dies  nur  fttr  die  Tempe- 
ratur gilt,  bei  der  die  Versuche  ausgeftthrt  wurden.  Mit  der 
Temperatur  ändern  sich  sowohl  die  Löslichkeit  des  Phenanthrens, 


4]  Vergl.  diese  Berichte  4892,804,  sowie  Zeitschrift  f.Physikal.Chem. 
10,  S76,  Tabelle  L 

48* 
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wie  die  des  Pikrates  und  schliesslich  auch  die  Dissociationscon- 
stante.  Es  ist  nicht  undenkbar,  dass  bei  anderen  Temperaturen 
das  Phenanthrenpikrat  ein  Verhalten  zeigen  kann,  wie  das  An- 
thracenpikrat  bei  25  °  und  umgekehrt. 

Es  mag  hier  noch  erwähnt  werden,  dass  Gomplicationen, 
wie  sie  bei  der  Untersuchung  des  Phenanthrenpikrates  in  Folge 
des  Vorkommens  polymolekularer  Aggregate  des  Phenanthrens 
auftraten,  beim  Anthracenpikrat  nicht  beobachtet  wurden. 
Wegen  der  starken  Verdünnung  der  Anthracenlösungen  war 
dies  zu  erwarten.  Die  Goncentration  des  freien  Anthracens  be- 
wegte sich  bei  den  Verbuchen  zwischen  -^  und  j^  i^ormal, 
wahrend  die  des  Phenaathrens  bei  den  Versuchen,  wo  sich  die 
Störung  merklich  machte,  etwa  4  5  mal  so  gross  war. 

Zum  Schlüsse  sei  noch  ein  Versuch  angeführt,  welcher  für 
die  neuerdings  oft  behandelte  Frage  nach  der  Farbe  der  Jonen 
einiges  Interesse  haben  dürfte.  Es  wurde  schon  oben  bemerkt, 
dass  selbst  die  Lösungen,  welche  neben  Pikrinsäure  nur  sehr 
wenig  Anthracenpikrat  enthalten,  sich  durch  eine  ins  Orange 
spielende  Färbung  deutlich  von  Pikrinsäurelösungen  etwa  gleicher 
Goncentration  unterscheiden.  Um  einen  ungefähren  Anhalt  zu 
gewinnen,  bis  zu  welcher  Verdünnung  der  Farbenunterschied 
merklich  bliebe ,  wurden  in  \  00  ccm  absolutem  Alkohol  3  g 
Pikrinsäure  gelöst.  In  der  einen  Hälfte  der  Lösung  wurden 
dann  noch  0.06  g  reines  Anthracen  gelöst.  Die  Farbe  der  letz- 
teren Lösung  war  prächtig  orange,  die  der  ersteren  hell 
schwefelgelb. 

Beide  Lösungen  wurden  nun  auf  die  Hälfte  verdünnt.  Die 
anthracenhaltige  Lösung  erschien  deutlich  goldgelb  gegen  die 
andere.  Bei  nochmaliger  Verdünnung  auf  die  Hälfte  war  eben- 
falls der  Unterschied  der  Nuance  noch  ohne  Schwierigkeit  zu 
bemerken  und  bei  aufmerksamer  Beobachtung  selbst  dann  noch, 
als  eine  weitere  Verdünnung  auf  die  Hälfte  vorgenommen  war. 
Zur  Sicherheit  wurden  die  Lösungen  drei  Unbetheiligten  vorge- 
führt, welche  sämmtlich  die  anthracenhaltige  Lösung  für  dunkler 
gelb  oder  rothstichiger  erklärten,  ohne  dass  ein  einziges  Mal  ein 
Irrthum  vorgekommen  wäre,  obgleich  natürlich  die  Gefässe 
mehrmals  vertauscht  wurden.  Aus  der  grösseren  Schwierigkeit, 
die  letzte  Lösung  von  der  der  reinen  Pikrinsäure  zu  unter- 
scheiden, ergiebt  sich  ohne  weiteres,  dass  bei  der  letzten  Ver- 
dünnung noch  eine  Farbenänderung  stattgefunden  hatte. 
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Die  leisten  Lösungen  enthielten  aber  in  100  Theilen  0.47  g 
Pikrinsäure  und  0.019  g  Anthracen.   Aus  dem  oben  gefundenen 

Werthe  des  Productes  -^ — -  =  5.2  lässt  sich  aber,  wenn  man 

den  Unterschied  der  Temperatur  26^  gegen  etwa  20^  Zimmer- 
temperatur vernachlässigt,  die  Concentration  des  nichtdissociirten 
Pikrates  berechnen.  Die  Menge  desselben  beträgt  in  1 00  Theilen 
der  Losung  rund  0.0034  g,  das  ist  also  3.4  Theile  in  4  00  000 
Theilen  der  Losung, . oder  eine  Concentration  von  etwa  ^g^^p 
normal.  Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  man  eine  Farbenänderung 
auch  electrolytisch  dissociirter  Lösungen  bei  der  Verdünnung 
als  Beweis  gegen  die  OsTWALD'schen  Ansichten  über  die  Farbe 
der  Jonen  erst  dann  anführen  kann^  wenn  die  Verdünnung  ganz 
ausserordentlich  weit  getrieben  ist. 

Leipzig,  den  26.  Juli  1894. 
I.  Chemisches  Laboratorium  der  Universität. 


W.  Alexejewsky,  lieber  eine  Classe  von  Functionen,  die  der 
Gammafunction  analog  sind.   Vorgelegt  von  Sophus  Lib. 

Aus  der  verallgemeinerten  hypergeometrischen  Reihe  hat 
Hbiicb^)  eine  periodische  Function  abgeleitet,  die  der  Function 
r{x)  analog  ist.  Später  bat  Herr  Appbll^)  gezeigt,  dass  sie  nicht 
die  einzige  derartige  Function  ist;  er  hat  eine  Classe  von  perio- 
dischen EuLBR^ sehen  Functionen  gefunden,  von  denen  die  ein- 
fachste die  oben  genannte  ist.  Gleichzeitig  zeigte  er,  dass  die 
Functionen  von  Herrn  Pigard  ^)  zu  derselben  Classe  gehören. 

In  dieser  Notiz  habe  ich  die  Absicht,  meine  Untersuchungen 
ttber  eine  andere  Classe  von  Functionen  analog  der  Gamma- 
function zu  skizziren.  Zu  diesen  Functionen  bin  ich  ausgehend 
von  den  JACosf  sehen  Functionen  gelangt.  Sie  sind  nicht  perio- 
disch und  bilden  eine  Kette  der  Functionen,  deren  erstes  Glied 
die  Function  F  [x)  selbst  ist.  Alle  oben  genannten  Functionen 
mit  Einschluss  der  doppeltperiodischen  kann  man  aus  diesen 
Functionen  in  einfacher  Weise  zusammensetzen. 

Ich  beabsichtige  nicht,  hier  alle  von  mir  gefundenen  Eigen- 
schaften dieser  Functionen  aufzuzählen,  mein  Ziel  ist,  nur  das 
Wichtigste  zu  nennen.  Der  grOsste  Theil  dieser  Resultate  ist  in 
meiner  Abhandlung  i lieber  die  Functionen,  die  analog  der 
Gammafunction  sind«  (Berichte  der  Mathematischen  Gesellschaft 
in  Charkow,  2.  Reihe,  Bd.  I  [Russisch])  gegeben,  die  übrigen  sollen 


4)  Cmklle  Journ.  Bd.  34,  S.  390  und  Handbuch  der  Kugelfunctionen 
Bd.  4,  S.  409. 

2)  Math.  Ann.  Bd.  4  9,  S.  84. 

3)  Comptes  Kendos  T.  86,  p.  657. 
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in  einer  vorbereiteten  Abhandlung  auseinandergesetzt  werden. 
Ich  beginne  mit  der  einfachsten  Function,  denn  in  ihr  zeigt  sich 
klarer  die  Analogie  mit  der  Function  r(x).  Später  wird  man 
sehen,  dass  sich  zu  diesem  besonderen  Fall  ein  allgemeiner 
ergiebt. 

Die  EuLER'sche  Function  Fix)  kann  man  als  eine  Lösung 
der  Functionalgleichung 

r{x  +  i)=^xr(x) 

betrachten,  oder  mit  anderen  Worten,  als  entstanden  aus  der 
Integration  von  log  x  mit  endlichem  Zuwachs  Eins  zwischen  den 
Grenzen  4  und  x,  wenn  man  die  willkürliche  periodische 
Function  bei  Seite  Iflsst  und  die  willkürb'che  Gonstante  definirt 
durch  den  Anfangswerth  r(4)  =  4 . 

Diese  Beschränkung  schadet  der  Allgemeinheit  nicht,  weil 
es  genügt,  zu  der  gefundenen  Function  eine  willkürliche  perio- 
dische Function  mit  der  Periode  Eins  zu  adjungiren ,  um  eine 
allgemeine  Lösung  zu  erhalten. 

Diese  Definition  der  Gammafunction  bezeichne  ich  so: 

X 

log  r(a;)=J^  log  ÖD, 
oder  ausführlich  geschrieben: 

j;iogac  =  yac-log(r-^*  jlog|<+^J-^j  , 

wo  y  die  EuLER'sche  Gonstante.  ist. 

Die  Function  log  r(x)  kann  man  wie  bekannt  durch  ein 
bestimmtes  Integral  ausdrücken.  Um  dieses  ausgehend  von  obiger 
Definition  herzustellen,  genügt  es  anzunehmen : 

loga;=Ji:^(<-e-(*-0«). 

0 

Dann  wird 

0  ' 

oder 
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log r(a.)  ==1  -^  \x-i ^_,-.      I  • 

0 

Ich  stelle  eine  analoge  Aufgabe:  Man  soll  eine  Function  G  [x) 
finden,  die  folgender  Functionalgleichung  genügt: 

G(x+4)  =  r{x)G{x)  , 

mit  denselben  Beschränkungen  wie  früher  fttr  r{x).    Nach  der 
gegebenen  Definition  kann  man  schreiben: 

X 

logG(x)=X^loir(x), 
1 
oder 

X  Z  X 

log  G(x)  =  I^I^H^=  r*^  logx  . 

1     1  1 

Jetzt  ist  es  leicht,  das  bestimmte  Integral  hierfttr  zu  finden,  nttmlich 

0  * 

oder  ausführlich 

0 

Eine  Transformation  dieses  Integrals  giebt  sofort: 

wo  n  bis  Unendlich  wächst,  ganz  analog  dem  Resultate  von  Gauss 
fttr  r(x). 

Die  Functionen  G  {x)\\md  r[x)  sind  durch  eine  Differential- 
gleichung verknttpft: 

q)[x)  s=  (a?  —  4)  xfj{x)  -—  x+  c  ^ 

wo  zur  Abkttrzung  gesetzt  ist: 

G'(x)  .  .         r[x)  .  . 
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Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt  einen  neuen  Ausdruck 
für  logG{x  +  4),  nflmlich 

logG(ac+4) 
=  xlogr{ac+<)-/logr(4  +  x)dx-'^g"^^  +  |log2^ 

0 

Diese  Ergebnisse  kann  man  z.  B.  aus  dem  Integrale 


I  log  r(x)  da;  =  I  dflc  ^  log 


X 


ableiten,  wenn  man  die  beiden  Integrationen  mit  unendlich 
kleinem  und  endlichem  Zuwachs  vertauscht. 

Das  bestimmte  Integral  für  log  G(a;}  kann  man  umformen  in 

0 

wo  r{x)  eine  ganze  Function  zweiten  Grade!  ist. 
Die  analoge  Formel  für  r[x)  wird : 

iogr(< 

0 

Jetzt  ist  es  leicht  zu  bilden : 


+  x)  =  -yx+j^^^^^{i-xu-e-' 


GH 


+  x)  =  er(-)n(i+^)  -e— '^, 


GH  +  x)  =  eri-)  n  S^  /'^<'+»>+f  V0+«) . 

Der  Logarithmus  von  G[x+\)  lässt  sich  durch  eine  Summe  von 
zwei  Integralen  darstellen,  von  denen  das  erste  sich  integriren 
lässt,  und  die  approximative  Grösse  von  G[x+  \)he\  unendlich 
wachsendem  x  giebt: 

iL      f!-i.     -i-Ä« 
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Das  zweite  hat  den  Ausdruck: 

0 

und  lässt  sich  durch  eine  Reihe  nach  negativen  Potenzen  von  x 
darstellen,  die  analog  der  SriRLiNG^schen  Reihe  ist.  Dieser  Satz 
stimmt  Wort  für  Wort  mit  dem  bekannten  Satze  von  Caughy  aus 
der  Theorie  der  EuLBR'schen  Integrale  ttberein. 

Ich  werde  nicht  weiter  hierauf  eingehen,  in  meiner  citirten 
Abhandlung  kann  man  die  entsprechenden  Formeln  ftlr  ver- 
schiedene Reihen,  für  das  Theorem  von  Gauss,  Formel  von  Raabs 
u.  s.  w.)  finden. 

Um  ein  Reispiel  von  Anwendungen  zu  zeigen,  gebe  ich  nur 
die  Verallgemeinerung  der  RAABB'schen  Formel  fttr  die  EuLBB'sche 
Function.    Setzen  wir  nämlich  zur  Abkürzung 


so  bekommen  wir: 


log  r(a;+a)da:  =  log  ^^-^' 5— n_ /4.__iog2,r, 

0 


Nehmen  wir  hierin  cc  =  4 ,  so  wird : 

log  r[x  +  o)  dx  ^  o  log  a  —  a  +  ^  log  2  TT , 


f 


die  bekannte  Formel  von  Raabb. 

Das  Gesagte  genügt,  um  die  Richtigkeit  folgenden  Satzes  zu 
erkennen: 

Die  Functionen^  deren  Logarithmen  die  mehrfachen  Integrale 
mit  dem  Zuwachs  Eins  von  log  x  sindj  bilden  eine  Glosse  von 
Functionen,  die  analog  r{x)  sind.  Aber  diese  Glasse  ist  noch 
eine  specielle ,  weil  hier  die  vielfachen  Integrale  mit  demselben 
Zuwachs  Eins  genommen  sind ;  die  allgemeine  Glasse  der  Functionen^ 
die  analog  der  Euler' sehen  Function  r(x)  smd,  besteht  aus  allen 
vielfachen  Integralen  mit  verschiedenen  Zuwüchsen  von  loga?. 
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Der  Ausdruck  des  Logarithmus  dieser  Functionen  ist  also 

I^Iß...If^\0gX, 

wobei  aber  überall  dieselbe  obere  Grenze  zu  nehmen  ist. 

Um  den  Begriff  dieser  Functionen  noch  klarer  zu  machen, 
werde  ich  einige  Eigenschaften  der  einfachsten  derartigen 
Function  besprechen. 

Ich  betrachte  die  Function /f(x,  a);  die  bestimmt  ist  wie 
folgt: 


log/f(a:,«)=^jr  log(^), 


oder  was  dasselbe  ist : 

X 

X       a 

\oiH{x,a)=^J  J  logo;. 
1     1 

Diese  Definition  ist  mit  folgender  Functionalgleichung  identisch : 

H(x+i,a]  =  r(^'^H{x,a). 

Augenscheinlich  ist 

H{x,i)  =  G(x), 

und  es  ist  fast  ttberflttssig  zu  sagen,  dass  es  für  diese  Function 
eine  Reihe  von  Eigenschaften  giebt,  die  eine  Verallgemeinerung 
derer  der  Function  G  [x]  sind,  z.  B. 


— rfzü 


logH(x,  a)  = 


Deshalb  werde  ich  nur  diejenigen  besprechen,  welche  von 
der  wichtigen  Annahme  a  4=  ^  abhttngen. 

Die  Beziehung  dieser  Function  zu  der  Function  G(x)  zeigt 
sich  deutlicher  in  folgendem  Satze: 

Von  zwei  Functionen  H(x,  a)  und  H[Xy  /?),  deren  Parameter 
a  und  ß  ein  commensurables  Verhäitniss  haben  ^  drückt  die  eine 
sich  als  Product  von  Factoren  aus,  welche  durch  die  andere  für 
verschiedene  Argumente  gegeben  werden,  nttmlioh  so: 
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n— l  m— 1 


P   =  ö. 

Hierin  ist  r(x)  eine  gewisse  ganze  Function  8^^°  Grades. 

Setzt  man  hierin  a  =  4  ,  so  findet  man,  dass  sich  die 
Function  H  mit  positivem  commensurablen  Parameter  in  ein  Prodtwt 
aus  G  mit  verschiedenen  Argumenten  zerlegen  lässl. 

Um  sofort  zu  sehen,  in  welcher  Beziehung  sie  noch  zu  an- 
deren Functionen  steht,  schreibe  ich  die  Zerlegung  in  Prim- 
factoren: 


H{x,  a)  =  eK^)    xnU  +  — J  e 


--  +  2;^ 


Hier  ist  r{x)  eine  ganze  Function  zweiten  Grades,  w  s=m  +  na; 
m,  n  sind  ganze  positive  Zahlen  mit  Ausnahme  des  Falles 
m  =  n  =  0. 

Ein  Blick  auf  dieses  Product  ist  hinreichend,  um  zu  er- 
kennen, dass  diese  Function  mit  einem  Viertel  der  Factoren  der 
JAGOBi'schen  Function  Q^  construirt  ist. 

Es  muss  also  noch  eine  zweite  Functionalgleiohung  be- 
stehen.   In  der  That  ist: 

H(x+a,a)=  H{a)  •  a"^"^*  •  r(x)  -  H[x,  a)  . 

Um  den  Zusammenhang  mit  den  Jagobi' sehen  Functionen  zu 
finden,  müssen  wir  annehmen,  dass  a  eine  complexe  Zahl  ist, 
in  der  der  Goefficient  von  i  positiv  ist. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

H(x,  a)  =  H(x)  ,        £^(—  X,  —  a)  =  ü^(x)  , 

so  kommt : 

H[\  +  x)'  H,[x)  =  C '  0[x) , 
wo 

0 

q  =  e^»« 

ist    0{x)  ist  die  HsiifB^sche  Function. 
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Die  JACOBi'schen  Funotionen  drücken  sich  aus,  wie  folgt: 

e,(x)  =  A^iq^'e-'^*^^H{^+x)H^(x)H{^+a  +  x)H^[a  —  x)  , 

u.  s.  w. 
Daher  folgt: 

Die  Functionen  von  Heine^  Jacobi  und  alle  doppeltperiodischen 
Functionen  sind  construirt  aus  einer  Function  H,  die  analog  der 
Function  F  ist. 

Dieser  Satz  giebt  auch  eine  ähnliche  Beziehung  der  Modul- 
functionen  von  Hermite  zur  Function  H, 

Aus  der  Betrachtung  der  Functionen  höherer  Ordnung,  die 
analog  der  Function  r(x)  sind,  folgt: 

Die  Eulef sehen  Functionen  von  Herrn  Appell  sind  Pf^oducte 
von  Functionen,  die  analog  der  Gammafunction  sind. 


W.  Ostwaldy    lieber  das  Prindp  des  ausgezeichneten  Falles. 

Auf  S.  \  35  dieser  Berichte  sind  von  Herrn  S.  Lib  in  Bezug 
auf  das  fragliche  von  mir  ausgesprochene  Princip  einige  Be- 
merkungen veröffentlicht  worden,  auf  die  ich  Folgendes  er- 
widern muss : 

Erstens  macht  Herr  Ln  mir  den  gewiss  berechtigten  Vor- 
wurf, dass  ich  in  meiner  Darstellung  nicht  ausgesprochen  habe, 
dass  unter  vielen  Umständen  ein  zweidimensionaler  Raum  nicht 
zur  Darstellung  verwickelterer  Erscheinungen  genügt.  Das  ist 
unzweifelhaft  richtig,  und  ich  bitte  deshalb,  meiner  Auseinander- 
setzung auf  S.  600  des  vongen  Bandes  die  Worte  hinzuzufügen: 
»Die  Uebertragung  dieser  Ueberlegung  auf  den  Fall  mehrerer 
Veränderlichen  braucht  kaum  besonders  auseinandergesetzt  zu 
werden.«  Dass  ich  auch  zur  Zeit,  wo  ich  die  fraglicheNote  schrieb, 
nicht  der  Meinung  gewesen  bin ,  dass  alle  physikalischen  Er- 
scheinungen durch  zwei  Veränderliche  darstellbar  seien,  will 
ich  hier  noch  ausdrücklich  aussprechen. 

Zweitens  bemerkt  Herr  Lib,  dass  die  Principien  von  Hau- 
PERTOis  und  Gauss  zwar  die  Differentialgleichungen^  nicht  aber 
die  Integralgleichungen  der  entsprechenden  mechanischen  Er- 
scheinungen geben.  Heines  Wissens  habe  ich  letzteres  weder 
ausdrücklich,  noch  implicite  behauptet.  Wie  aus  den  Eingangs- 
worten meiner  Note  hervorgeht,  handelt  es  sich  bei  mir  gar  nicht 
um  ein  Princip,  welches  innerhalb  der  heutigen  oder  classischen 
Mechanik  Anwendung  für  irgend  welche  Zwecke  finden  soll, 
sondern  um  eines,  welches  gestattet,  einen  Grundbegriff  dieser 
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Mechanik,  den  der  gerichteten  Krafi^  aus  anderen,  noch  allge- 
meineren Begriffen,  wie  sie  sich  in  den  beiden  Hauptsätzen  der 
Energetik  darstellen,  erst  abzuleiten.  Letztere  genügen,  wie 
ich  dort  hervorgehoben  habe,  nicht,  um  ein  so  einfaches  Phäno- 
men, wie  den  senkrechten  Fall  eines  schweren  Punktes,  ein- 
deutig zu  bestimmen,  und  auf  die  Frage,  was  weiter  dazu  er- 
forderlich sei,  glaube  ich  in  dem  genannten  Princip  eine  aus- 
reichende Antwort  gefunden  zu  haben.  Ich  bedaure,  diese 
bereits  frtther  gegebene  Auseinandersetzung  hier  wiederholen 
zu  müssen,  kann  mir  aber  nicht  eine  Schuld  zumessen,  über 
diesen  Punkt  unklar  gewesen  zu  sein. 

Eine  andere  Frage  ist,  in  welchem  Zusammenhange  das  ge- 
nannte Princip  zu  den  erwähnten  älteren,  auf  den  Voraus- 
setzungen der  classischen  Mechanik  beruhenden  steht,  und  ich 
habe*in  dieser  Beziehung  meine  Meinung  dahin  ausgesprochen, 
dass  ein  Yerhältniss,  wie  das  vom  Theii  auf  das  Ganze,  hier  vor- 
handen sei.  Darin  liegt  wohl  auch  der  Grund,  dass  sie  unter 
Umständen  weniger  leisten,  als  jenes  mir  zu  leisten  berufen  er- 
scheint. Diese  Beziehungen  erschöpfend  klarzulegen,  kann  ich 
mir  bei  der  von  mir  schon  früher  (diese  Berichte  \  894 ,  277) 
charakterisirten  Beschaffenheit  meiner  mathematischen  Kennt- 
nisse in  keiner  Weise  zur  Aufgabe  machen.  Ich  muss  daher 
die  Mitarbeiterschaft  der  Fachmänner  auf  diesem  Gebiete  in 
ähnlicher  Art  erhoffen,  wie  sie  mir  in  dankenswerthester  Weise 
in  einem  mit  die&er  Angelegenheit  in  nächstem  Zusammenhange 
stehenden  Falle  durch  Herrn  C.  Nbumann  (diese  Berichte  4  892, 
\  84)  geworden  ist.  Als  meine  Aufgabe  möchte  ich  nach  wie  vor 
die  Untersuchung  chemischer  und  physikalischer  FäUebetrachten, 
von  denen  ich  bereits  eine  Anzahl  neuer  und  nicht  uninteressanter 
gefunden  habe,  über  die  ich  seiner  Zeit  berichten  werde. 


Hachschrift.  Soeben  geht  mir  das  nachgelassene  Werk 
von  H.  Hertz,  Die  Principien  der  Mechanik,  zu.  Ich  bin  ausser- 
ordentlich erfreut,  diesen  hervorragenden  Forscher  auf  den- 
selben Wegen  zu  finden,  die  ich  zu  geben  versucht  habe;  in 
seinem  Grundgesetz :  jedes  System  beharrt  in  seinem  Zustande 
der  Ruhe  oder  der  Bewegung  in  einer  geradesten  Bahn,  tritt  die 
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von  mir  gleichfalls  betonte  Thatsache,  dass  bereits  fttr  die  ersten 
Probleme  der  Mechanik  die  Frage  des  ausgezeichneten  Falles 
entscheidend  ist,  auf  das  deutlichste  hervor.  Auch  finde  ich 
den  oben  ausgesprochenen  Wunsch  nach  einer  Untersuchung 
des  Verhältnisses  der  verschiedenen  Formen  des  allgemeinen 
Principes  zu  einander  auf  S.  27S  u.  ff.  zum  grossen  Theile  erfüllt. 
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SITZUNG  VOM  15.  OCTOBER  1894. 

Vorträge  hielten : 
1.  Herr  C.  Nenmaan,  o.  M. :  »lieber  das  Newton'schc  Gesetz«. 
t.  Herr  0.  Fiicher,  a.  o.  M.:    Ueber  eine  mit  dem  verstorbenen  o.  M. 

W.  Bbaune  gemeinschaftlich  vcrfasstc  Arbeit  »Der  Gang  des  Menschen«, 

Nvelche  in  den  Abhandlungen  erscheint. 
3.  Herr  W.  Oitwald,  o.  M. :  »Ueber  die  Umwandlung  chemischer  Energie 

in  elektrische«. 

C.  Keamanny  Ueber  das  Newton^sche  Gesetz. 

Gauss  hat  bekanntlich  besonders  hervorgehoben,  dass  das 
allgemeine  NswTON'sche  Gesetz  bei  seiner  Anwendung  auf  die 
Erscheinungen  der  Capillarüät  einer  gewissen  Modification  be- 
darf für  den  Fall  sehr  kleiner  Entfernungen.  Auch  unterliegt 
es  keinem  Zweifel,  dass  von  jenem  Gesetz  genau  dasselbe  zu 
sagen  ist  mit  Bezug  auf  die  Erscheinungen  der  Elaslicität. 

Andererseits  scheinen  gewisse  Thatsachen  der  Elektrostatik 
und  Elektrodynamik  darauf  hinzudeuten,  dass  das  NBWToif'sche 
Gesetz  bei  seiner  Anwendung  auf  elektiHsche  Erscheinungen  eben- 
falls einer  gewissen  Modification  bedarf  für  sehr  kleine  Ent- 
fernungen. 

Unwillkürlich  entsteht  daher  für  den  Mathematiker  die 
Aufgabe,  di^  Umgestaltungen  zu  untersuchen,  welche  eine  solche 
Modification  des  NEwroN'schen  Gesetzes  in  der  Theorie  der  elek- 
trischen Erscheinungen  nach  sich  ziehen  würde.  Mit  derartigen 
Untersuchungen  bin  ich  lange  Zeit  hindurch  beschäftigt  gewesen. 
Und  es  mag  mir  hier  gestattet  sein,  die  Resultate  dieser  Unter- 
suchungen in  aller  Kürze  mitzutheilen. 

Das  NBWTON^sche  (oder  CouLOMB'sche)  Gesetz  ist,  sofern  man 
das  Potential  in  Betracht  zieht,  analytisch  repräsentirt  durch 
den  Ausdruck 
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wo  selbstverständlich  r  die  EntferDung  bezeichnet.  Bei  Zu- 
grundelegung dieses  Gesetzes  gelangt  man  bekanntlich  zur 
PoissoN^schen  Theorie  der  Elektrostatik,  also  z.  B.  auch  zur  Er- 
klärung des  Umstandes,  dass  alle  in  einem  Conductor  enthaltene 
Elektricität,  nach  Eintritt  des  Gleichgewichtszustandes,  an  der 
Oberflache  des  Conductors  abgelagert  ist  in  Gestalt  einer  unend- 
lich dünnen  elektrischen  Schicht. 

Will  man  nun  dem  NBwroN^schen  Gesetz  eine  Modification 
der  vorhin  genannten  Art  zuertheilen,  d.  i.  eine  Modification,  die 
nur  auf  sehi'  kleine  Werthe  von  r  sich  erstreckt,  so  hat  man  statt 

des  Potentials  —  folgendes  Potential  zu  nehmen: 

und  dabei  unter  f{r)  eine  Function  zu  verstehen,  die  für  sehr 
kleine  Argumente  r  irgend  welche  Werthe  hat,  sonst  aber  überall 
Null  ist.  Eine  solche  Function  ist  z.  B.  f{r)  =  e"^**,  falls  man 
unter  A  eine  ungemein  grosse  positive  Constante  versteht;  und 
man  kann  also  jenes  Potential  des  modificirten  NEWT0N*schen 
Gesetzes  etwa  gleich 

(2.)  -i  (4  -  e-^0 

setzen. 

Da  nun  A  äusserst  gross  sein  soll,  mithin  das  modificirte 
Gesetz  (2.)  von  dem  ursprünglichen  Gesetz  (\ .)  nur  ausserordent- 
lich wenig  abweicht,  so  sollte  man  meinen,  dass  es  für  die 
Theorie  der  elektrischen  Vertheilung  ziemlich  gleichgültig  sein 
werde,  ob  man  das  eine  oder  das  andere  Gesetz  der  Betrachtung 
zu  Grunde  legt.  Man  sollte  also  erwarten,  dass  bei  Zugrunde- 
legung des  Gesetzes  (2.),  wenn  auch  nicht  alle  Elektricität,  so 
doch  ein  sehi^  grosser  Theil  derselben  an  der  Oberfläche  des 
Conductors  sich  ablagern  werde,  und  dass  die  Dicke  dieser 
elektrischen  Oberflächenschicht,  wenn  auch  nicht  unendlich  klein, 
so  doch  ausserordentlich  klein  ausfallen  werde. 

Diese  Vermuthungen  aber  haben  sich  als  durchaus  hinfiillig 
erwiesen.  Die  genauere  Untersuchung  ergiebt  nämlich,  dass  die 
in  Rede  stehende  Modification  des  Grundgesetzes,  wie  gering  sie 
auch  sein  mag,  trotzdem  eine  vollständige  Umwälzung  der 
ganzen  Theorie  hervorbringt.  Die  Untersuchung  zeigt  nämlich, 
dass  bei  Annahme  des  modificirten  Gesetzes  (i.)  gar  nicht  einmal 
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ein  Gleichgewichtszustand  existirt,  dass  vielmehr,  bei  Annahme 
desselben,  dieElektricitat  in  fortwährender  Bewegung  sein  wird, 
ohne  jemals  zur  Ruhe  zu  kommen. 

Denken  wir  uns  z.  B.  eine  isolirte  Metallkugel  mit  Elek- 
tricität  geladen,  und  nehmen  wir  der  Einfachheit  willen  an, 
dass  keinerlei  Kräfte  von  aussen  her  auf  die  Kugel  einwirken 
sollen,  so  wird  die  in  der  Kugel  enthaltene  Eiektricität,  bei  An- 
nahme jenes  modifirten  NBWTON^schen  Gesetzes  (9*)/^^  Innern 
der  Kugel  in  fortdauernder  Bewegung  begriffen  sein,  ohne  jemals 
zur  Ruhe  zu  gelangen.  Auch  wird  die  in  Rede  stehende  elek- 
trische Bewegung  im  Laufe  der  Zeit  keineswegs  nachlassen,  um 
vielleicht  allmählich  unmerklich  zu  werden.  Sondern  im  Gegen- 
theil,  sie  wird  an  Slürke  mehr  und  mehr  zunehmen;  —  so  dass 
wir  hier  also  ein  wirkliches  Pei^petuum  mobile  vor  uns  haben 
würden. 

Nachdem  einmal  meine  Aufmerksamkeit  auf  diese  höchst 
merkwürdige  Absonderlichkeit  des  modificirten  NBWTON'schen 
Gesetzes  (2.)  hingelenkt  war,  gelang  es  mir  bald,  eine  grosse 
Anzahl  anderer  Grundgesetze  zu  entdecken,  die  alle  mit  genau 
derselben  Absonderlichkeit  behaftet  sind. 

Gleichzeitig  traten  mir  dabei  aber  auch  andere  Grund- 
gesetze entgegen ,  die  ge wisser roassen  mit  der  entgegengesetzten 
Absonderlichkeit  behaftet  sind.  Während  nämlich  jene  soeben 
besprochene  erste  Kategorie  von  Gesetzen  das  Eigenthümliche 
besitzt,  gar  keinen  Gleichgewichtszustand  zuzulassen,  sind  die 
Gesetze  der  zweiten  Kategorie  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie 
unendlich  viele  Gleichgewichtszustände  liefern. 

Unter  so  bewandten  Umständen  schien  es  mir  der  Mühe 
werth,  vor  allen  Dingen  diejenigen  Gesetze  zu  ermitteln,  welche 
überhaupt  einen  elektrischen  Gleichgewichtszustand  zulassen. 
Zu  meiner  grossen  Ueberraschung  habe  ich  gefunden,  dass  nur 
wenige  solche  Gesetze  existiren ,  und  dass  diese  sämmtlich  die 
Form  haben  müssen: 

(3.)  A.(K^r^i^^r^„e(,r_^...)^ 

WO  AT,  X,  Z.,  A,  Jf ,  /i ,  . . .  Constanten  vorstellen. 

Genauer  ausgedrückt:  Aus  meinen  Untersuchungen  geht 
hervor,  dass  aus  der  Voraussetzung  der  Existenz  eines  elek- 
trischen Gleichgewichtszustandes  im  Allgemeinen  das  soeben 
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genannte  Gesetz  (3.)  sieb  ergiebt,  —  ein  Satz,  der  aber  nicht  um- 
kehrbar ist;  denn  durch  Annahme  des  Gesetzes  (3.)  wird  offenbar 
die  Existenz  eines  elektrischen  Gleichgewichtszustandes  noch 
keineswegs  verbtlrgt  sein ;  wie  sich  solches  z.  B.  schon  deutlich 
ergiebt  aus  den  vorhin  in  Betreff  des  specielleren  Gesetzes  (2.) 
gemachten  Bemerkungen. 

Uebrigens  beziehen  sich  meine  Untersuchungen  ausschliess- 
lich auf  den  Fall,  dass  man  in  der  Poissopr'schen  Theorie  lediglich 
das  Gesetz  der  Fernwirkungen  in  Frage  Stellt,  im  Uebrigen  aber 
in  jener  Theorie  Alles  beim  Alten  lässt.  Ich  gedenke  meine 
über  diesen  Gegenstand  angestellten  umfangreichen  Unter- 
suchungen etwa  im  Laufe  eines  Jahre^  in  ausführlicher  Geslcilt 
veröffentlichen  zu  können. 

Leipzig,  den  45.  October  4894. 


Kachschrift.  —  Was  den  zuletzt  erwähnten  Satz  und  nament- 
lich die  Frage  nach  seiner  Umkehrbarkeit  betrifft,  so  kann  ich 
jetzt,  auf  Grund  weiterer  Untersuchungen  über  diesen  Gegen- 
stand, poch  hinzufügen,  dass  jener  Satz  wirklich  umkehrbar  ist. 
falls  die  Constanten  A',  x,  L,  A,  J/,  jii,  . . .  sämmtlich  reell,  und 
überdies  die  Constanten  K,  L,  M,  ...  sämmtlich /^o^///r  sind. 

Leipzig,  den  \\.  November  4894. 


SITZUNG  VOxM  3.  DECEMBER  1894. 

Vorträge  hielten: 

4.  Herr  Adolf  Mayer,  o.  M.:  Vorlegung  der  Abhandlung  des  o.  M.  J.  Thomae 
in  Jena:  »Untersuchungen  über  zwei -zweideutige  Verwandtschaften 
und  einige  Erzeugnisse  derselben«.  (Siehe  unter  den  Abbandlungen.) 

2.  Herr  Max  v.  Frey,  a.  M.:  »Beiträge  zur  Physiologie  des  Schmerzsinns o. 
Zweite  Mittheilung. 

3.  Herr  Friedrich  Engel,  a.  M.:  »lieber  die  Endlichkeit  der  grössten  con- 
tinuirlichen  Gruppen,  bei  denen  gewisse  Systeme  von  Differenliai- 
gleichungen  invariant  bleiben. 

4.  Herr  Sophus  Lie,  o.  M.:  »Zur  Theorie  der  Transformationsgruppen  «. 

5.  Herr  Wilhelm  Ostwald,  o.  M.:  »Chemische  Theorie  der  Willensfreiheit«. 

M.  von  Frey,  Beiträge  zur  Physiologie  des  Schmerzsinns. 
Zweite  Mittheilang. 

In  meiner  ersten  Mittheilung  über  den  Gegenstand  (Sitzung 
vom  S.  Juli  d.  J.)  habe  ich  ein  Verfahren  angegeben ,  in  be- 
liebigen Grenzen  abgestufte  und  ihrem  Werthe  nach  bekannte 
Druckreize  auf  die  Haut  des  menschlichen  Körpers  auszuüben. 
Da  diese  Einwirkungen,  namentlich  die  schwächeren  derselben, 
nur  sehr  kleine  Hautbezirke  treffen  —  3^  bis  -^  mm^  — ,  so 
konnte  ich  nachweisen, 

t)  dass  die  für  solche  Reize  empfindlichen  Orte  der  Haut, 
die  »Sinnespunkte ff,  durch  empfindungslose  Strecken  von  ein- 
ander getrennt  sind. 

2)  dass  ausser  den  bereits  seit  einiger  Zeit  bekannten,  den 
Temperaturempfindungen  dienenden  sog.  Warm-  und  Kalt- 
punkten  noch  zwei  weitere  Arten  von  Sinnespunkten  in  beson- 
ders dichter  Yertheilung  auf  der  Haut  vorkommen ,  welche  ich 
als  Druck-  und  Schmerzpunkte  bezeichnete.  Objectiv  ist  diese 
Trennung  gerechtfertigt  durch  die  verschiedenen  Reizschwellen 
für  mechanischen  Reiz;  subjectiv  durch  den  abweichenden  Cha- 
rakter der  ausgelösten  Empfindungen.  Die  Punkte,  welche  schon 
auf  schwache  Einwirkungen  ansprechen,  geben  Berührungs- 
oder Druokempfindung,  die  Punkte  hoher  Reizschwelle  Schmerz. 

In  Verfolgung  dieser  Beobachtungen  bin  ich  auf  weitere 
Erscheinungen  aufmerksam,  geworden,  welche  theils  die  eben 
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erwähnte  Sonderung  noch  voLlständiger  begründen ,  Iheils  ge- 
wisse £igenthümLichkeiten  der  Sinnespunkte  erkennen  lassen. 
Hierüber  möchte  ich  heute  kurz  berichten. 


I.  Die  Reizschwellen  und  das  Schwelleuverhältniss  bei 
meclianiseher  Reizung. 

Wie  die  Druckpunkte  haben  auch  die  Schmerzpunkte  an 
den  einzelnen  Ktfrpersteilen  verschiedene  Reizschwellen.  Nach- 
stehende Tabelle  lässt  die  Grenzen  erkennen ,  innerhalb  derer 
sich  einige  der  Werthe  bewegen : 

Cornea 0,2  gr/mra*-^ 

Gonjunctiva 2,0 

Augenlider 40 

Bauchhaut 15 

Unterarm  Beugeseite 20 

Streckseite 30 

Oberarm  Beugeseite 30 

lieber  dem  äusseren  Condyl  des  Humerus       30 

Wange 30 

Wade 30 

Oberschenkel  aussen 30 

innen 30 

Streckseite 40 

Fussrtlcken 50 

Handrücken 100 

Auf  der  Tibia 1 00 

Auf  dem  Haileolus  internus     ....  110 

llohlhand 130 

Wölbung  der  Fusssohle 200 

Fingerspitzen 300 

Diese  Werthe  können  nur  als  ungefähre  gelten,  da  die 
Schmerzschwelle  innerhalb  jedes  der  angeführten  Körpertheile 
noch  beträchtlichen  örtlichen  Schwankungen  unterliegt,  was 
noch  genauer  untersucht  zu  werden  verdient.  Die  Höhe  des 
Schwellenwerthes  ist  ferner  nicht  allein  von  dem  absoluten 
Werthe  des  ausgeübten  Druckes ,  sondern  auch  von  der  Dauer 
seiner  Einwirkung  abhängig,  eine  Thalsachc,  auf  die  ich  unten 
zurückkommen  werde. 
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Berttcksiohtigt  man  in  der  vorstehenden  Tabelle  nur  die 

Werihe  fttr  die  obere  Extremität  und  vergleicht  sie  mit  den  zu** 

gehörigen  Werthen  fttr  den  Drucksinn,  die  ich  in  meiner  ersten 

Hittheilung  gegeben  habe,  so  erkennt  man,  dass  Druck-  und 

Schmerzschwelle  sich  ganz  unabhängig  von  einander  von  Ort  zu 

^         .  ,.r      .  ■!/%...        Druckschwelle      , 

Ort  ändern.    Nennt  man  den  Quotienten  -^rz r — n-^  das 

Schmerzschwelle 

Schwellenverhältniss ,  so  lässt  sich  die  Erfahrung  auch  aus- 
drücken mit  den  Worten:  Das  Schwellenverhältniss  ist  für  die 
verschiedenen  Orte  des  Körpers  keine  Constante,  Wahrend  es  an 
den  Fingerspitzen  auf  den  Werth  -^  bis  ^Jir  herabgeht,  be- 
trägt es  fttr  den  Ober-  und  Unterarm  |. 

Man  kann  sich  von  dieser  Thatsache  durch  einen  sehr  ein- 
fachen Versuch  Überzeugen.  Kneipt  man  zwischen  Zeigefinger 
und  Daumen  eine  Hautfalte  der  Hohlhand  oder  deren  seitlichen 
Partien,  so  ist  der  Eingriff  weit  weniger  schmerzhaft  als  bei  An- 
wendung gleicher  Kraft  am  Oberarm ,  Unterarm  oder  selbst  am 
Handrttcken. 

Dass  fttr  den  verschiedenen  Werth  des  Schwellenverhält- 
nisses nicht  die  wechselnde  Dicke  der  Epidermis  verantwort- 
lich gemacht  werden  kann,  steht  ausser  Frage.  Dadurch  könnte 
für  die  beiden  Gruppen  von  Sinnespunkten  eine  Verschiebung 
der  Schwellen  nur  im  gleichen  Sinne  geschehen.  Man  muss  viel- 
mehr an  eine  dichtere  Vertheilung,  grössere  Zugänglichkeit  oder 
Empfindlichkeit  der  bevorzugten  Endapparate  denken.  Welche 
dieser  Möglichkeiten  aber  auch  in  Betracht  kommen  mag,  sicher 
ist ,  dass  ein  kleiner  Werth  des  Schwellenverhältnisses  fttr  den 
Gebrauch  eines  Körpertheiis  als  Tastorgan  von  grossem  Nutzen 
sein  muss. 

Dte  fttr  eine  gegebene  Gruppe  von  Sinnespunkten  bestimm- 
ten Reizschwellen  zeigen  unter  sonst  gleichen  Umständen  an 
verschiedenen  Tagen  geprttft  ein  ziemlich  coustantes  Verhalten. 
Ihr  absoluter  Werth  ist  indessen  von  gewissen  Einflüssen  ab- 
hängig, welche  beide  Gattungen  von  Schwellenwerthen  in  der- 
selben Richtung  verändern. 

Mir  sind  bis  jetzt  folgende  bekannt  geworden : 

\)  Kalte  lähmt,  wie  man  weiss,  bei  intensiver  Einwirkung 
alle  Sinnesorgane  der  Haut.  Geringere  Kältegrade  oder  kttrzere 
Einwirkung  schädigen  die  Reizbarkeit  der  Druckpunkte  weniger 
als  die  der  Schmerzpunkte.    Ein  Aufenthalt  der  Hand  in  Wasser 
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von  8"  G.  durch  2  Minuten  iässt  die  Reizschwelle  der  Druck- 
punkte merklich  unverändert ,  wahrend  die  Schmerzschwelle 
bereits  auf  das  Doppelte  ihres  ursprünglichen  Werthes  gestiegen 
ist.  Die  schmerzhaften  Empfindungen,  welche  aus  stark  abge- 
kühlten Hautstellen  erfliessen,  dürften  daher  weniger  auf  einer 
Reizung  der  Schmerzpunkte  als  vielmehr  der  Schmerznerven 
beruhen,  wofür  auch  der  bekannte  Versuch  E.  U.  Wbber^s 
spricht. 

2)  Spannung  der  Haut  hat  auf  die  Schwellenwerthe  von 
Druck-  und  Schmerzpunkten  einen  sehr  erheblichen  Einfluss. 
So  konnte  ich  z.  R.  für  eine  Hautstelle  des  linken  Mittelfingers 
die  Druckschwelle  von  8  gr/mm^  auf  130  —  auf  das  46fache  — 
emportreiben.  Aehnliches  gilt  für  die  Schmersschwelle.  Dieser 
Erfolg  ist  vorauszusehen ,  da  bei  gespannter  Haut  jede  Einwir- 
kung eine  zwar  ausgebreitete ,  für  die  Flächeneinheit  aber  ge- 
ringere Deformation  bedingt.  Wir  sind  daher  mit  geballter 
Faust,  also  maximaler  Spannung  von  Haut  und  untediegendem 
Gewebe,  im  Stande  mechanische  Leistungen  zu  vollführen, 
welche  bei  schlaffer  Haut  unerträglich  schmerzhaft  sein  würden. 

3)  Kneten^  Reiben^  Kratzen  der  Haut  erhöht  die  Schwellen 
für  Druck-  und  Schmerzpunkte.  Es  gelingt  z.  R.  leicht  durch 
kräftiges  Reiben  einer  Hautstelle  die  vorher  bestimmte  Druck- 
schwelle auf  den  doppelten,  selbst  dreifachen  Werth  zu  heben. 
Es  ist  also  möglich,  zarte  Rerührungsempfindungen ,  leicht 
schmerzliche  Erregungen  durch  Reiben  und  Kratzen  zum  Ver- 
schwinden zu  bringen^  eine  Annehmlichkeit,  von  der  wir  häufig 
Gebrauch  machen. 

4)  Uebung  und  Aufmerksamkeil  scheint  die  Reizschwellen 
herabzudrücken.  Ich  schliesse  dies  aus  folgendem  Versuch: 
Innerhalb  einer  begrenzten  Hautfläche  —  Wade  —  wurden 
70  Druckpunkte  bestimmt  und  ihre  Schwellenwerthe  in  eine 
vergrösserte  Abbildung  eingetragen.  Dieselben  bewegten  sich 
bei  der  ersten  Aufnahme  zwischen  den  Werthen  9  und  64  gr/mm^. 
Die  Aufnahme  wurde  Tag  für  Tag  nachgeprüft,  wobei  anfänglich 
eine  Abnahme  der  Werthe  constatirt  werden  konnte,  bis  sie 
schliesslich  zwischen  5  und  28  gr/mm'^  stehen  blieben.  Die  ge- 
nauere Reschreibung  dieses  Versuchs,  der  auch  in  anderer  Hin- 
sicht manches  Erwähnenswerthe  bietet,  behalte  ich  mir  auf  eine 
andere  Gelegenheit  vor. 
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II.  Die  Yertheilniig  der  Sinnespaiikte. 

Mit  der  Verschiedenheit  der  Reizschwellen  und  des  Empfin- 
dungscharakters sind  die  Besonderheiten  der  beiden  Arten  von 
Sinnespunkten  nicht  erschöpft.  Jede  der  beiden  besitzt  eine 
eigenthümliche  Vertheilung  über  die  Oberfläche  des  Körpers. 

Ich  habe  schon  in  meiner  früheren  Hittheiiung  erwähnt, 
dass  die  Punkte  niederer  Schwelle  sämmtlich  in  der  unmittel- 
baren Nähe  der  Haarbälge  gelegen  sind.  Diese  Ortsbestimmung 
kann  jetzt  noch  schärfer  gefasst  werden :  Die  Druckpunkte  finden 
sich  sämmtlich  auf  der  Luvseite  der  Haare,  wenn  dieser  See- 
mannsausdruck der  Kürze  halber  erlaubt  ist.  Die  Haare  durch- 
brechen bekanntlich  die  Haut  nicht  senkrecht,  sondern  in 
schräger  Richtung.  Legt  man  eine  zur  Hautoberfläche  senkrechte 
Ebene  durch  das  Haar,  so  bildet  der  Haarbalg  mit  der  Epidermis 
nach  dereinen  Seite  einen  spitzen,  nach 'der  anderen  einen 
stumpfen  WinkeL  Auf  der  Seite  des  spitzen  Winkels,  dort,  wo 
der  Haarbalg  der  Epidermis  zunächst  liegt,  findet  sich  die  Stelle, 
wo  ein  Druck ,  der  in  der  ganzen  übrigen  Umgebung  des  Haares 
nicht  gefühlt  wird,  von  der  charakteristischen  Berührungsempfin- 
düng  begleitet  ist.  Dass  es  wirklich  der  Haarbalg  ist,  welcher 
unter  der  empfindlichen  Stelle  gesucht  werden  muss,  lehrt  zu- 
weilen schon  der  Augenschein,  da  dunkle  Haare  sich  in  ihrem 
Verlauf  unter  der  Haut  noch  eine  Strecke  verfolgen  lassen. 
Deutlich  spricht  der  folgende  Versuch:  Tastet  man  mit  einer 
Borste  die  Umgebung  eines  nicht  kurz  geschnittenen  Haares  ab, 
so  bemerkt  man ,  dass  das  Haar,  obwohl  nicht  direct  berührt, 
kleine  schwankende  Bewegungen  ausführt.  Diese  nehmen  zu^ 
wenn  man  sich  der  Gegend  über  dem  Haarhalg  nähert  und  sind 
am  stärksten  bei  Berührung  des  vorher  markirten ,  dem  betref- 
fenden Haare  zugehörigen  Druckpunktes.  Nur  für  den  Fall,  dass 
gerade  über  dem  Haarbalg  sich  ein  besonders  derbes  Epidermis- 
schüppchen,  oder  sonst  eine  Unregelmässigkeit  im  Bau  der  Epi- 
dermis findet,  kann  die  empfindlichste  Stelle  etwas  seitlich  vom 
Haar'balg  verschoben  sein. 

Ich  habe  schon  in  meiner  ersten  Mittheilung  erwähnt,  dass 
die  schwächsten  überhaupt  noch  wirksamen  Druckreize  bei  Be- 
rührung der  Haare  wahrgenommen  werden.  Die  Schwelle  des 
Haares  liegt  beträchtlich  unter  der  seines  Balges.  So  fanden  sich 
z.  B.  für  6  bereits  gekürzte  Haare  des  Oberschenkels  folgende 
Reizschwellen: 
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Da  DUD  die  Reizschwelle  des  Haares  sich  um  so  mehr  der 
seines  Balges  bezw.  seines  Druckpunktes  nähert,  je  kttrzer  es 
geschnitten  wird,  um  schliesslich  bei  glatt  rasirtem  Haar  mit 
letzterer  zusammenzufallen,  so  muss  man  schliessen,  dass  in 
beiden  Fällen  dasselbe  Organ  gereizt  wird ,  vom  Haare  aus,  der 
Hebelwirkung  entsprechend,  aber  mit  geringeren  Kräften. 

Innerhalb  einer  abgegrenzten  Hautflache  sind  die  Druck- 
schwellen der  Haare  und  ihrer  Bälge  in  ziemlich  weiten  Grenzen 
schwankend.  Ich  habe  aber  bis  jetzt,  trotz  vielfacher  Versuche, 
noch  kein  Haar  gefunden,  das  nicht  einen  ihm  zugehörigen 
Druckpunkt  aufgewiesen  hätte.  Alle  zwischen  diesen  Punkten 
gelegenen  Felder  der  Haut  sind,  wie  erwähnt,  für  die  hier  in 
Betracht  kommenden  Druckreize  empfindungslos.  Einzelne  sel- 
tene Ausnahmen  werden  noch  Erwähnung  finden. 

Die  Haare  des.  Körpers  müssen  daher  ganz  allgemein,  nicht 
nur  die  bei  gewissen  Säugethieren  vorkommenden  sog.  Tast- 
haare, als  Sinnesapparate ,  speciell  als  Organe  des  Drucksinns 
aufgefasst  werden.  Der  Vergleich  mit  den  als  Fühler,  Börsten, 
Wimpern  beschriebenen  Anhangsgebilden  niederer  Thiere  ist 
offenbar  mehr  als  ein  äusserlicher.  Der  Beweglichkeit  dieser 
Gebilde  entspricht  beim  Säugetbier  die  Aufrichtung  des  Haares 
durch  den  Arrector  pili ,  dem  somit  die  Rolle  eines  Accomoda- 
tionsmuskels  zukommen  würde.  Dass  die  Haare  des  Säugers 
gleichzeitig  eine  grosse  Bedeutung  für  seinen  Wärmehaushalt 
haben,  steht  mit  ihrer  Function  als  Sinnesapparate  nicbt  im 
Streite.  Die  Dichte  der  Behaarung  repräsentirt  zugleich  die 
Dichte  der  Nervenendigungen  für  den  Drucksinn.  Thatsächlicb 
besitzen  die  mit  einem  dichten  Flaum  bedeckten  Theile  des  Ge- 
sichts von  allen  behaarten  Körperstellen  die  grösste  Empfindlich- 
keit für  Druckreize.  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  dürfte  eine 
anatomische  Untersuchung  der  Dichte  des  Haarwuchses  an  ver- 
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schiedenen  Körperstellen  die  geringe  darauf  zu  verwendende 
Mühe  lohnen. 

An  den  nicht  behaarten  Theilen  des  Körpers  —  nach  meiner 
Messung  etwa  5%  der  gesammten  Fläche  der  menschlichen  Haut 
—  lässt  sich  mit  der  beschriebenen  Methode  der  Wechsel  von 
empfindungslosen  Stellen ,  Druck-  und  Schmerzpunkten  in  glei- 
cher Art  nachweisen.  Nahe  der  Haargrenze  entsprechen  die 
Dichte  dieser  Punkte  und  ihre  Reizschwellen  den  Werthen, 
welche  jenseits  der  Grenze  im  behaarten  Bezirk  gelten.  Geht 
man  z.  B.-vom  (behaarten)  Bücken  des  Fingers  auf  die  (nicht 
behaarte)  Seitenfläche  ttber,  so  findet  man  die  Druckpunkte  un- 
gefähr in  gleicher  Dichte  vertheilt  und  mit  nahezu  denselben 
Schwellenwerthen  ausgerüstet,  wie  die  Haarbälge  an  erste- 
rem  Orte. 

Welche  Organe  für  die  Uebernahme  der  Functionen  des 
Drucksinns  an  Steile  der  Haare  in  Frage  kommen  können,  soll 
weiter  unten  noch  discutirt  werden.  Erwähnt  sei  hier,  dass 
Druckpunkte  ohne  Haare  vereinzelt  auch  innerhalb  der  behaarten 
Körperflächen  vorkommen.  Bei  der  Schwierigkeit  feine  Haare 
zu  bemerken,  muss  man  jedoch  mit  solchen  Befunden  vorsichtig 
sein  und  sich  erst  zufrieden  geben,  wenn  auch  die  Untersuchung 
mit  der  Lupe  kein  zu  dem  gefundenen  Druckpunkt  gehöriges 
Haar  hat  nachweisen  lassen. 

Für  die  Lage  der  Schmerzpunkte  fehlt  ein  äusserliches 
Kennzeichen  auf  der  Haut,  wie  es  für  den  Drucksinn  die  Haare 
in  so  bequemer  Weise  darbieten.  Sie  können  nur  durch  den 
Versuch  bestimmt  werden.  Die  mechanische  Reizung  begegnet 
aber  hier  der  Schwierigkeit,  dass  die  Schmerzschwelle  überall, 
wo  beide  Arten  von  Sinnespunkten  neben  einander  vorkommen, 
höher  liegt  als  die  Druckschwelle,  und  überhaupt  im  Allgemeinen 
so  hoch,  dass  durch  die  anzuwendenden  Drucke  erhebliche  De- 
formationen entstehen,  welche  auf  die  benachbarten  Sinnes- 
punkte übergreifen.  Die  isolirte  Reizung  der  Schmerzpunkte 
und  die  Sonderung  einer  Anzahl  neben  einander  liegender 
scheint  auf  diesem  Wege  nicht  ausführbar.  Wie  es  gelingt,  diese 
Schwierigkeiten  zu  überwinden ,  kann  erst  später  gezeigt  wer- 
den,- wenn  das  Verhalten  der  Sinnespunkte  gegen  Reizmittel  im 
Allgemeinen  besprochen  worden  ist.  In  vielen  Fällen  führt  es 
zum  Ziele,  wenn  man  auf  die  gut  gespannte  und  durchfeuch- 
tete Haut  eine  sehr  spitze  Nadel  aufsetzt.     Die  Anordnung  der 
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Schmerzpunklc  lässt  sich  übrigens  auch  unter  Yencicht  auf  völlig 
isoiirte  Reizung  untersuchen.  Hierbei  zeigt  sich,  dass  ihre  Yer- 
theilung  unabhängig  ist  von  der  Anordnung  der  Haare,  und  dass 
sie  überall  dichter  stehen  als  diese.  Es  sind  demnach  die  End- 
apparate des  Schmerzsinnes  von  allen  in  der  Haut  vorhandenen 
Sinnesorganen  am  zahlreichsten  vertreten,  doch  handelt  es  sich 
auch  hier  um  disseminirte  Apparate,  nicht  um  eine  continuirlich 
ausgebreitete  SinnesOäche.  Zweifellos  finden  sich  auch  hier 
örtliche  Verschiedenheiten.  Die  Dichte  der  Schmerspunkte,  die 
Intensität  des  auf  Einstich  eintretenden  Schmerzes  und  der  Cha- 
rakter der  Empfindung  ist,  abgesehen  von  dem  immer  beige- 
gebenen Localzeichen,  an  den  einzelnen  Körperstellen  nicht  der 
gleiche.  Einige  hierher  gehörige  Beobachtungen  werden  weiter 
unten  noch  Erwähnung  finden. 


III.  Verhalten  der  Sinnespnnkte  zu  elektrischer  Reizung. 

Die  örth'che  Beschränkung  der  Erregung,  welche  bei  mecha- 
nischer Reizung  der  Schmerzpunkte  grosse  Schwierigkeiten 
macht,  lässt  sich  erreichen  durch  unipolare  elektrische  Reizung. 
Eine  sog.  indifferente,  grossflächige  Elektrode  wird  in  Gestalt 
einer  Manschette  auf  dem  Unterarm  befestigt,  ein  spitze  Elek- 
trode dient  zum  Aufsuchen  der  Sinnespunkte.  Ich  habe  mir 
dieselbe  aus  einem  \  0  cm  langen,  dünnen,  weichen  Kupferdraht 
gefertigt,  welcher  gegen  das  Ende,  rechtwinklig  umgebogen  und 
an  der  Spitze  etwas  angeschmolzen  war.  Der  Druck,  den  eine 
solche  Elektrode  auf  die  Haut  ausübt,  ist  sehr  gering  und  gleich- 
massig,  die  Beobachtung  wird  durch  die  schwache  mechanische 
Erregung  der  Druckpunkte  nicht  gestört.  Dass  die  zu  unter- 
suchende Hautfläche  gut  durchfeuchtet  und  feucht  erhalten 
werden  muss,  wenn  die  Ergebnisse  einigermassen  constant  sein 
sollen,  bedarf  kaum  der  Erwähnung.  Reizt  man  mit  den 
Wechselströmen  eines  Inductoriums,  so  wird  die  spitze  Elektrode 
zum  negativen  Pol  der  Oeflfnungsschläge  gemacht. 

Bei  Annäherung  der  Rollen  tritt  gewöhnlich  als  erste  Er- 
regungserscheinung Schmerzhaftigkeit  gewisser  Punkte  auf.  Die 
Heisschwelle  der  Schmerzpunkte  liegt  an  vielen  Orten  tiefer  als 
die  der  Druckpunkte;  das  Schwellenverhältniss  ist  also  grösser 
als  1.    Die  Empfindung  ist  stechend,  frei  von  jeder  Tast-  oder 
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Dnickempfindang  und  ununterbrochen  andauernd.  Bei  wei- 
terer Verminderung  des  Rollenabstandes  erhält  man  das 
Gefühl  einer  Verletzung ,  wie  wenn  eine  Nadel  in  die  Haut  ein- 
gebohrt wtlrde.  Die  schmerzhaften  Punkte  sind  durch  empfin- 
dungslose Strecken  von  einander  getrennt  und  zeigen  keine 
feste  Beziehung  zu  den  Haarbalgen.  Aufsetzen  der  Elektrode 
auf  einen  Haarbalg,  bezw.  auf  die  Austrittsstelle  eines  Haares 
kann  schmerzhaft  sein,  ist  es  in  der  Begel  aber  nicht. 

Die  Erregung  der  Druckpunkte  tritt  meist  erst  bei  Reiz- 
sUIrken  ein,  welche  auf  den  Schmerzpunkten  recht  unangenehm 
gefühlt  werden.  Sie  ist,  so  lange  man  in  der  Nähe  der  Reiz- 
schwelle bleibt,  nur  dort  auszulösen,  wo  die  durch  die  mecha- 
nische Reizung  gefundenen  Druckpunkte  liegen ,  also  über  den 
Haarbälgen.  Die  Empfindung,  welche  dabei  entsteht,  wird  am 
besten  als  Schwirren  oder  Hämmern  bezeichnet;  sie  entbehrt 
des  unangenehmen  Charakters,  welcher  der  Reizung  der  Schmerz- 
punkte eigenthümlich  ist.  Man  hat  den  Eindruck,  als  ob  eine 
schwingende  Stimmgabel  dem  gereizten  Punkte  Stösse  versetzte. 
Wird  der  Reiz  weiter  verstärkt,  so  ist  das  Schwirren  an  den 
eben  bezeichneten  Stellen  wenigstens  am  deutlichsten  zu  fühlen; 
man  kann  aber  von  dort  aus  häufig  eine  Richtung  nachweisen, 
in  der  man  die  Elektrode  verschieben  kann ,  ohne  dass  die  Em- 
pfindung verschwindet.  Diese  Erfahrung  dürfte  am  richtigsten 
so  zu  deuten  sein,  dass  durch  die  Elektrode  der  Verlauf  des 
Drucknerven  auf  die  Hautoberfläche  projicirt  wird.  Es  versteht 
sich,  dass  dieselbe  Ei*schernung,  nur  mit  entsprechend  geänderter 
Empfindung,  auch  bei  starken  Reizungen  der  Schmerzpunkte 
beobachtet  werden  kann.  Lässt  man  die  Elektrode  über  die 
Haut  gleiten,  so  begegnet  man  zuweilen  einem  Haarbalge,  über 
dem  schmerzhaftes  Ziehen  und  schwirrende  Empfindung  gleich- 
zeitig auftreten.  Die  Vereinigung  beider  Empfindungen  kann 
aber  nicht  als  Regel  gelten.  Gewöhnlich  gelingt  es  durch  kleine 
Verschiebungen  der  Elektrode  die  beiden  Empfindungen  zu 
trennen,  oder  die  eine  gegen  die  andere  zurücktreten  zu  lassen. 
Dass  bei  den  hier  anzuwendenden  Stromstärken  auch  einzelne 
Kalt-  und  Warmpunkte  nachweisbar  werden,  sei  nebenbei 
bemerkt. 

Bei  Wiederholung  dieser  Versuche  ist  zu  berücksichtigen, 
dass  die  Unterschiede  in  der  Erregbarkeit  für  elektrische  Rei- 
zung sehr  viel  geringer  sind,  als  für  mechanische.   Ich  bin  nicht 
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einmal  sicher ,  ob  die  Endapparate  überhaupt  der  elektrischen 
Erregung  zugänglich  sind,  da  die  zutretenden  Nerven  so  leicht 
in  Erregung  gerathen ,  was  bei  der  mechanischen  Reizung  nicht 
vorkommt.  Es  zeigt  sich  darin  recht  deutlich,  dass  in  der  Orga- 
nisation des  Körpers  elektrische  Reizung  nicht  vorgesehen  ist, 
oder  mit  anderen  Worten,  dass  der  elektrische  Reiz  eigentlich 
ein  un physiologischer  ist.  Es  ist  daher  unerlttsslich,  dass  die 
Reize  mit  Sorgfalt  abgestuft  werden,  wenn  die  beschriebenen 
Erscheinungen  in  voller  Reinheit  zu  Tage  treten  sollen.  Es  kann 
ferner  nicht  genug  empfohlen  werden,  die  Prüfung  zunächst  an 
liautstellen  vorzunehmen,  an  welchen  die  Haare  möglichst  weiten 
Abstand  von  einander  haben,  also  an  der  Haut  der  Extremitäten, 
insbesondere  der  unteren.  An  der  oberen  Extremität  eignet  sich 
der  Oberarm  am  besten,  während  an  Unterarm  und  Handrücken, 
in  Folge  der  dichteren  Rehaarung ,  die  Sonderung  der  Sinnes- 
punkte und  zugehörigen  Empfindungen  viel  schwerer  fällt.  Re- 
achtet man  diese  Regeln,  so  gelingt  die  isolirte  Erregung  der 
Druckpunkte  und  der  Nachweis  ihrer  Reziehung  zu  den  Uaar- 
bälgen  durch  elektrische  Reizung  ebenso  sicher,  wie  durch 
mechanische. 

Eine  Angabe  von  Schwellenwerthen  in  Rollenabständen, 
eventuell  in  Zahlen,  welche  den  Stromintensitäten  proportional 
sind,  würde  von  geringem  Nutzen  sein,  so 'lange  nicht  sehr  zahl- 
reiche Messungen  vorliegen.  Es  haben  nämlich  die  einzelnen 
Schmerzpunkte  sowohl,  wie  die  Druckpunkte  untereinander  recht 
verschiedene  Schwellen werthe,  deren  Differenz  oft  grösser  ist 
als  zwischen  benachbarten  Punkten  verschiedener  Gattung.  Es 
kommen  daher  alle  möglichen  Fälle  vor:  bald  findet  man  inner- 
halb eines  abgegrenzten  Feldes  für  schwache  Ströme  nur  ein- 
zelne Schmerzpunkte,  zuweilen  auch  schon  den  einen  oder 
anderen  Druckpunkt,  oder  endlich  diese  letzteren  allein.  Trotz 
vielfachen  Wechsels  im  Einzelnen  dürfte  aber  im  Aligemeinen 
die  zuerst  aufgestellte  Regel  für  die  behaarten  Körperstellen  zu 
Recht  bestehen. 

Das  Verhalten  einiger  Orte  bedarf  besonderer  Erwähnung. 
In  der  Hohlhand,  welche  entsprechend  dem  grossen  Widerstände 
der  Epidermis  sehr  hohe  Stromstärken  fordert,  tritt  als  erste 
Empfindung  stets  das  Schwirren  der  Druckpunkte  auf.  Die  Zahl 
solcher  Punkte  ist  auffällig  klein  im  Yerhältniss  zur  dichten 
VerlheLlung,  welche  die  mechanische  Reizung  erkennen  lässt. 
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Vielleicht  dringt  der  Strom  nur  an  begünstigten  Stellen,  etwa  an 
der  Mündungsstelle  von  Schweissdrttsen  in  genügender  Dichte 
in  die  Haut  ein.  Ein  Rollenabstand,  der  gerade  genügt,  um  auf 
dem  rothen  Lippensaum  einzelne  Schmerzpunkte  nachzuweisen, 
wird  auf  der  Zungenspitze  nur  schwirrend  empfunden.  Auf  den 
Kanten  und  abgeschliffenen  Flächen  der  Schneidezähne  ist  der- 
selbe Reiz  schmerzhaft.  Auf  Zungenrücken,  Gaumen,  Wangen- 
schleimhaut, Unterzungenflache  wird  er  nicht  gefühlt  und  eben- 
sowenig anf  dem  Zahnfleisch  mit  Ausnahme  des  den  Zähnen 
unmittelbar  anliegenden  Randes;  dort  tritt  wieder  das  Schwirren 
(die  Tastempfindung)  auf.  Wechselströme,  welche  auf  dem 
Zungenrücken  eben  Tastempfindung  auslösen,  werden  ander 
Zungenspitze  als  heftige  Stösse  gefühlt  und  sind  dann  gleich- 
zeitig mehr  oder  weniger  schmerzhaft.  An  den  Zähnen  ist  diese 
Stromstärke  geradezu  unerträglich,  auf  der  Wangenschleimhaut 
erregt  sie  ausschliesslich  Tastempfindung.  Ja  man  kann  hier 
den  Strom  so  verstärken,  dass  die  Muskeln  der  Wange  in  heftig- 
sten Tetanus  gerathen  und  die  Erregung  bis  in  den  Oberkiefer 
ausstrahlt,  ohne  dass  eine  Spur  von  Schmerzhaftigkeit  an  der 
Applicationsstelle  der  Eiectrode  auftritt.  Dies  stimmt  mit  den 
Ergebnissen  der  mechanischen  Reizung,  die  ich  in  meiner  ersten 
Mittheilung  anführte,  völlig  überein.  Orte,  die  in  fast  eben  so 
hohem  Grade  schmerzfrei  gefunden  werden,  sind  die  untere 
Zungenfläche  und  die  Schleimhautfläche  der  Lippen.  Auf  der 
Conjunctiva  ist  der  elektrische  Reiz  nur  schmerzhaft,  die  Em- 
pfindung, wie  überall  bei  faradischer  Reizung  von  Schroerznerven 
andauernd,  nicht  intermittirend. 

IV.  Speciflsche  Erregbarkeit  der  Druck-  und  Schmerzpnnkte. 

Neben  der  Verschiebung  in  den  Schwellenwerthen  lässt  der 
faradische  Reiz  einen  beträchtlichen  Unterschied  in  der  Beweg- 
lichkeit der  beiden  nervösen  Apparate  erkennen.  Der  Druck- 
punkt ist  im  Stande,  bis  zu  gewissen  Grenzen  der  Frequenz, 
auf  jeden  Stromstoss  mit  einer  gesonderten  Erregung  zu^ntwor- 
ten.  Ich  habe  mich  z.  B.  überzeugt,  dass  an  den  Extremitäten 
130  Stromstösse  in  der  Secunde  noch  sehr  wohl  unterschieden 
werden.  Die  Schmerzpunkte  sind  unvergleichlich  träger.  Hier 
verschmelzen  die  den  einzelnen  Stromstössen  entsprechenden 
Erregungen  zu  einem  continuirlichen  Vorgang,  der  dem  Tetanus 
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des  Muskels  an  die  Seite  zu  stellen  ist.  Selbst  nur  20  Stösse  in 
der  Secunde  werden  nicht  raehr  gesondert  empfunden  und  erst 
bei  etwa  fünf  Reizen  pro  Secunde  wird  eine  Art  IntermUtenz  der 
Schmerzhaftigkeit  bemerklich. 

£ine  weitere  mit  der  tragen  Reaction  der  Schmerzpunkte 
zusammenhängende  Erscheinung  ist  das  langsame  An-  und  Ab- 
klingen der  Empfindung.  In  den  Druckpunkten  tritt  die  schwir- 
rende Empfindung  mit  Beginn  der  Reizung  sofort  auf,  hält  durch 
die  Dauer  der  Reizung  merklich  unverändert  an  und  verschwin- 
det mit  ihr.  In  den  Schmerzpunkten  wächst  die  stechende 
Empfindung  nach  Eintritt  des  Reizes  deutlich  an  und  erreicht 
erst  nach  einer  Secunde  oder  noch  später  ihren  maximalen 
Werth.  Nach  Aufhören  des  Reizes  verschwindet  die  Empfin- 
dung nur  allmählich. 

Die  hervorragende  Befähigung  zur  Summation ,  welche  die 
Schmerzpunkte  auszeichnet ,  lässt  erwarten,  dass  der  einzelne 
Inductionsstoss  weit  weniger  wirksam  ist  als  eine  Reibe  auf  ein- 
ander folgender.  In  der  That  wird  bei  Reizung  mit  einzelnen  Oeff- 
nungsschlägen  die  Schmerzschwelle  relativ  hoch  gefunden.  Hat 
man  zwei  benachbarte  Punkte,  einen  Druck-  und  einen  Schmerz- 
punkt ausgewählt,  welche  dieselbe  Schwelle  für  einzelne  Oeff- 
nungsschläge  besitzen  und  schaltet  nun  in  den  primären  Kreis 
einen  Unterbrecher  von  80  Schwingungen  pro  Secunde  ein,  so 
wird  in  dem  Druckpunkt  die  Empfindung  schwirrend,  aber  nicht 
wesentlich  stärker  als  zuvor,  während  sie  in  dem  Schmerzpunkt 
zu  erheblicher  Stärke  anschwillt. 

Es  lässt  sich  zeigen,  dass  die  grössere  Trägheit  der  Schmei*z- 
punkte  fttr  den  mechanischen  Reiz,  ebenso  gilt  wie  für  den 
elektrischen. 

Erschüttert  man  eine  leicht  auf  die  Haut  gesetzte  Borste 
durch  einen  Elektromagnet,  der  seinerseits  von  einer  Stimmgabel 
angeregt  wird,  so  verschmelzen  die  Stösse  in  dem  Schmerzpunkt 
zu  einer  continuirlich  stechenden  Empfindung,  während  sie  in 
dem  Druckpunkt  gesondert  wahrgenommen  werden.  Bei  dauern- 
dem Druck  zeigen  sich  ebenfalls  entsprechende  Unterschiede, 
welche  für  die  Bestimmung  der  mechanischen  Reizschwellen  von 
Bedeutung  sind.  In  den  Druckpunkten  genügt  eine  kurze  Be- 
rührung, um  Xestzustellen,  ob  der  ausgeübte  Druck  unter  oder 
über  der  Schwelle  liegt;  die  Erregung  erreicht  momentan  den 
durch  die  Reizstärke  bedingten  Werth.   In  den  Schmerzpunkten 
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schwillt  die  Erregung  ganz  allmählich  an,  sie  wird  bei  schwachen 
Reisen  überhaupt  erst  nach  einiger  Zeit  merklich.  Wollte  man 
die  Reizschwelle,  ähnlich  wie  bei  den  Druckpunkten,  durch  kurze 
Berührung  bestimmen,  so  würde  man  für  die  Schmerzpunkte  stets 
zu  hohe  Werthe  erhalten.  Man  muss  den  Druck  einige  Secunden 
wirken  lassen,  wenn  die  Schwellenbestimmung  mit  einiger 
Sicherheit  geschehen  soll. 

Beachtet  man  diese  Regel,  so  gelingt  es  an  vielen  Orten 
auch  durch  mechanische  Reizung  die  Schmerzpunkte  völlig  iso- 
liri  zu  erregen.  Man  wählt  dazu  Stellen,  wo  das  Schwellenver- 
hältniss  gross  und  die  Haut  durch  unterliegende  Knochen  vor 
starken  Deformationen  geschützt  ist,  also  etwa  die  Streckseiten 
des  Ellbogen-  und  Kniegelenks.  Die  mechanische  Druckschwelle 
liegt  hier  im  Mittel  bei  12  gr/mm^,  die  Schmerzschwelle  bei  30. 
Dieser  Druck  bewirkt,  auf  einen  Schmerzpankt  ausgeübt,  eine 
ganz  minimale  auf  die  benachbarten  Haarbälge  nicht  über- 
greifende Deformation  der  Haut  und  man  wird  nach  einiger  Zeit 
deutlich  die  fein  stechende  Empfindung  wahrnehmen,  welche 
mit  einem  Tasteindruck  nichts  gemein  hat.  Selbst  wenn  die 
Reizung  einen  Druckpunkt  und  einen  Schmerzpunkt  gleichzeitig 
treffen  sollte,  ist  noch  zeitlich  die  Sonderung  möglich,  weil  die 
Druckempfindung  rasch  anschwillt  und  schon  wieder  nachlässt, 
wenn  der  Schmerz  sich  erst  bemerkbar  zu  machen  beginnt. 

Die  Beziehung  dieser  Eigenthümlichkeiten  zu  verschiedenen 
in  der  Literatur  verstreuten  Einzelhcobachtungen,  die  Mitthei- 
lung einiger  anderer  Versuche  und  die  weitere  Ausführung  der 
hier  geschilderten  möchte  ich  mir  fdr  eine  spätere  Gelegenheit 
vorbehalten. 


Durch  die  vorstehend  aufgezählten  Erfahrungen  dürfte  die 
physiologisch  und  psychologisch  verschiedene  Function  der  als 
Druckpunkte  und  Schmerzpunkte  bezeichneten  Hautstellen  ge- 
nügend begründet  erscheinen.  Es  entsteht  nun  die  Frage  nach 
den  zugehörigen  anatomischen  Einrichtungen.  Eine  sichere 
Antwort  wird  natürlich  nur  durch  darauf  gerichtete  Unter- 
suchungen zu  erzielen  sein,  doch  bieten  wohl  schon  jetzt  die 
vorliegenden  Angaben  über  die  Vertheilung  der  Nerven  in  der 
Haut  und  den  Anhangsgebilden  gewisse  Anhaltspunkte. 

lUih.-pkjrs  Clast«.  I»ü4.  20 
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An  den  Haaren  ist  kürzlich  von  tan  Gbhuchtbn  ^)  ein  Nerven- 
kranz dicht  unter  der  Mündung  der  Talgdrüsen  beschrieben  wor- 
den, der  offenbar  schon  von  Misbs^)  an  den  Wimperhaaren  der 
Augenlider  gesehen  und,  wenn  auch  weniger  vollständig,  abge- 
bildet worden  ist.  Andere  Anatomen  beschreiben  Nervenvei> 
zweigungen  im  Bulbus  der  Haare.  Endlich  hat  neuestens  Orru -^j 
beide  Arten  der  Nervengeflechte  an  demselben  Haare  zu  färben 
vermocht  und  er  dürfte  vielleicht  Recht  haben,  wenn  er  an- 
nimmt, dass  in  der  Regel  beide  zugleich  vorkommen.  Was  diese 
doppelte  Innervation  physiologisch  zu  bedeuten  hat,  ob  das  un- 
tere Geflecht  der  Druckempfindung  dient  und  das  obere  etwa  die 
schmerzhafte  Empfindung  vermittelt,  von  der  das  Ausziehen  des 
Haares  begleitet  wird,  muss  vorläufig  unentschieden  bleiben. 
Bemerkt  sei,  dass  durch  Ausziehen  des  Haares  der  zugehörige 
Druckpunkt  nicht  verloren  geht,  wohl  aber  seine  Reizschwelle 
steigt.  Dort)  wo  die  Haare  fehlen,  können  nur  die  nach  Mbissnbr^) 
benannten  Tastkörperchen  als  die  Organe  des  Drucksinnes  in 
Betracht  kommen.  Ihre  von  dem  Entdecker  untersuchte  räumliche 
Ausbreitung  entspricht  den  aus  den  Yersuchsergebnissen  aufsu- 
stellenden  Forderungen.  Es  bleiben  somit  für  die  Schmerz- 
empfindung noch  die  freien  Nervenendigungen  zwischen  den 
Epithelzellen  verfügbar  und  damit  würde  in  Uebereinstimmung 
stehen,  dass  die  Cornea,  welche  nur  Schjnerzempfindung  be- 
sitzt, ebenfalls  mit  freien  Nervenenden  ausgerüstet  ist. 


18S3. 


4)  Anat.  Anz.  VII,  489S,  S.  344. 

2)  Wiener  Sitzungsber.  Bd.  85,  III,  1882,  S.  4  72. 

3)  Moleschott's  Unters.  Bd.  XV,  4894,  S.  277. 

4  G.  Meissner,  Beiträge  zur  Anatomie  u.  Pliysiol.  der  Haut.    Leipzig 


Friedrich  Engel,  lieber  die  Endlichkeit  der  tfiössien  conti- 
nuirlichen  Gruppen ,  bei  denen  gewisse  Systeme  von  Differential- 
gleichungen invariant  bleiben. 

Bekanntlich  hat  Lib  alle  endlichen  und  unendlichen  conti- 
nuirlichen  Gruppen  von  Punkttransformationen  der  Ebene 
bestimmt  und  hat  ausserdem  für  jede  der  gefundenen  Gruppen 
alle  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  berechnet,  die  bei  ihr 
invariant  bleiben.  Dabei  hat  sich  herausgestellt,  dass  eine  ge- 
wöhnliche Differentialgleichung,  deren  Ordnung  grösser  als  Eins 
ist,  stets  höchstens  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  von 
Punkttransformationen  gestatten  kann  und  dass  insbesondere  die 
Gruppe  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung höchstens  acht  Parameter  enthalt.  Fttr  diesen  Satz  über 
die  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  hat  Lie  übrigens 
auch  einen  directen  Beweis  veröffentlicht  (s.  seine  Vorlesungen 
aber  Differentialgleichungen,  bearbeitet  von  Sghbffers,  S.  403  f.). 

Fttr  den  Raum  hat  Lib  einen  ähnlichen  Satz  ausgesprochen, 
den  Satz  nSmlich ,  dass  eine  continuirliche  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen des  Raumes,  die  ein  System  von  Differential- 
gleichungen von  der  Form: 

y"  =  a{x,  y,  z,  y\  z')  ,         sr"  =  ^ (o-,  y,  z,  y',  z') 

invariant  lässt,  nothwendig  endlich  ist  (s.  die  Theorie  der  Trans- 
formationsgruppen III,  S.  541  Anm.]. 

Endlich  ist  Lib  durch  seine  Bestimmung  aller  continuir- 
lichen  Gruppen  von  Bertthrungstransformationen  der  Ebene  auf 
den  Satz  geführt  worden,  dass  eine  gewöhnliche  Differentiale 
gleichung,  deren  Ordnung  grösser  als  zwei  ist,  höchstens  eine 
endliche  Gruppe  von  Berührungstransformationen  der  Eben- 
gestatten kann  und  dass  insbesondere  für  eine  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  die  .Parameterzahl  der  betreffenden 
Gruppe  höchstens  gleich  zehn  ist. 
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Ich  werde  jetzt  ein  Verfahren  entwickeln,  das  alle  diese 
LiBSchen  Säitze  direct  zu  beweisen  erlaubt  und  das  zugleich  die 
entsprechenden  Sätze  in  einem  Räume  von  beliebig  vielen  Di- 
mensionen liefert.  Mein  Verfahren  beruht  auf  den  von  Lib  mit 
so  grossem  Erfolge  benutzten  Reihenentwickelungen  für  die  in- 
finitesimalen Transformationen  einer  continuirlichen  Gruppe,  und 
ich  darf  wohl  behaupten,  dass  es  die  ausserordentliche  Frucht- 
barkeit des  Gedankens,  mit  diesen  Reihenentwickelungen  zu 
rechnen,  in  ein  neues  Licht  setzt. 


§1. 

Um  den  Gedanken,  der  meinem  Verfahren  zu  Grunde  liegt, 
möglichst  klar  hervortreten  zu  lassen,  beginne  ich  mit  dem  ein- 
fachsten Fall.  Ich  frage  also,  wie  viele  Parameter  eine  conti- 
nuirliche  Gruppe  G  von  Punkttransformationen  der,  Ebene  ent- 
halten kann,  wenn  sie  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung: 

(<)  tr  =  w{x,y,y') 

invariant  lassen  soll. 

Wir  können  ohne  Reschrflnkung  der  Allgemeinheit  anneh- 
men, dass  der  Coordinatenanfang:  a?  =  y  =  0,  sowohl  der 
Gruppe  G  als  der  Differentialgleichung  (1)  gegenüber,  ein  Punkt 
von  allgemeiner  Lage  ist.  Wir  dürfen  daher  annehmen,  dass  w 
eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  x,  y,y'  —  y^  ist,  und  können 
uns  die  infinitesimalen  Transformationen  von  G  in  der  Umgebung 
von :  x  =  y  =  0  in  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  und  y  ent- 
wickelt denken. 

Da  aj  =  y  =  0  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist,  so  ent- 
halt G  nach  Lib  mindestens  eine  infinitesimale  Transformation 
von  nullter  Ordnung  in  den  Xj  y.  Ferner  enthält  G,  wenn  es 
mehr  als  zwei  Parameter  hat,  mindestens  eine  infinitesimale 
Transformation  von  erster,  und,  wenn  es  mehr  als  sechs  Para- 
meter hat,  mindestens  eine  von  zweiter  Ordnung  in  x  und  y. 
Nun  kommt  es  uns  darauf  an,  nachjsuweisen,  dass  G  endlich  ist, 
wir  brauchen  daher  blos  den  Fall  zu  betrachten,  dass  G  mehr 
als  sechs  Parameter  hat,  und  sind  infolge  dessen  sicher,  dass  G 
eine  infinitesimale  Transformation  zweiter  Ordnung  von  der 
Form: 


Gruppen  und  Diffbrb^(tialglbichupi(sb>i.  299 

=  (ax*  +  bxy  +  cy*)p  +  (ax*  +  ^ixy  +  yy*).qf  +    •  • 

enthalt,  wo  die  Gonstanten  a,  b,  c,  or,  ßj  y  nicht  sammtlich  ver- 
schwinden und  wo  die  weggelassenen  Glieder  von  dritter  und 
höherer  Ordnung  sind. 

Die  infinitesimale  Transformation  Xf  lässt  den  Punkt: 
x  =  y  =  0  und  zugleich  alle  durch  ihn  gehenden  Linien- 
elemente: X,  ^,  y'  in  Ruhe,  sie  muss  aber  ausserdem  die  Diffe- 
rentialgleichung (1)  invariant  lassen.  Das  ist  offenbar  nur  mög- 
lich, wenn  die  Gleichung  [\)  jedem  durch  den  Punkt  o;  =  y  =  0 
gehenden  Elemente  erster  Ordnung:  x,  y^y*  ein  Element  zweiter 
Ordnung:  x,  y,  y\  y"  zuordnet,  das  ebenfalls  in  Ruhe  bleibt, 
wenn  also  der  unendlich  kleine  Zuwachs  dy\  den  y'  bei  Xf 
erhalt,  ftlr  x  =  j/  =  0  eine  solche  Form  annimmt ,  dass  er  ver- 
möge der  Gleichung: 


(2)                       'y"  = 

«(0,0,  y') 

verschwindet. 

Nun  ist: 

iy'  _  dr, 
dt        dx 

-■Ä 

ötf      d*ri 
dt  ~dx* 

-■S- 

wo  die  Differentiationen  so  zu 

i  verstehen  & 

%-" 

.^-^ 

^  dx  ' 


gesetzt  wird.'  Da  andererseits  wegen  der  besonderen  Reschaffen- 
heit von A/die Differentialquotienten ^j.,  ^y^  ij^.,  %für:  ir=//  =  0 
verschwinden,  so  wird  dy',  wie  es  sein  muss,  für  x  =  /y  =  0 
selbst  gleich  Null. 
Ferner  ist: 


also  ergiebt  sich: 


[df]      ■ 


=  [ixx  +  y'  (2  '?.rv  -  ^^xx)  +  y  •  (>?»«  -  2  Ixv)  -  y"  ^\i[^. 
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oder : 

[öy"]  =[2a  +  y'{2i!^  ~  8a)  +  y*  (2y  ~-  26;  ^  y'»2c]  (5/. 

Dieser  Ausdruck  ist  von  y"  frei,  kann  also  vermöge  (2)  nur  dann 
verschwinden,  wenn  er  identisch,  das  heisst,  für  jeden  Werth 
von  y'  verschwindet;  die  Goefficienten  der  Glieder  zweiter  Ord- 
nung von  Xf  müssen  daher  die  Gleichungen : 

«=/?  —  a  =  y— 6  =  c  =  0 
erfüllen  *). 

Wir  sind  damit  zu  dem  folgenden  Satze  gelangt: 
Sai2  1.  Lässt  eine  coniinuirliche  Gruppe  von  Punktirans- 
formationen  der  Ebene  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  invariant  und  enthält  sie  in  der  Umgebung  des 
Punktes  von  allgemeiner  Lage :  x  =  y  =  0  eine  infinitesimale 
Transformation  von  zweiter  Ordnung  in  den  a?,  y,  so  hat  diese 
infinitesimale  Transformation,  von  den  GUedern  dritter  und  höherer 
Ordnung  abgesehen,  die  Form: 

a(x*p  +  xyq)  +  b[xyp  +  y^q)-\ , 

ihre  Glieder  zweiter  Ordnung  haben  also  genau  dieselbe  Gestalt^ 
wie  eine  infinitesimale  projective  Transformation ,  die  in  x,  y  von 
zweiter  Ordnung  ist. 

Es  wäre  nunmehr  leicht,  zu  zeigen,  dass  G  endlich  ist  und 
nicht  mehr  als  acht  Parameter  enthalten  kann ;  allein  es  ist  uu- 
nöthig,  dies  für  die  Ebene  besonders  nachzuweisen.  Ich  wende 
mich  daher  gleich  zur  Betrachtung  eines  Raumes  von  n  Dimen- 
sionen und  übertrage  zunächst  die  eben  durchgeführten  Ent- 
wickelungen  auf  diesen  Fall. 

§2- 
Es  seien  x^^  . .,  x^  Punktcoordinaten  in  einem  H^  und: 
(3)         x':=w^{x,,x^,  ...rr„,ir;,  ...o?;)  («  =  2,  ...  n) 
sei  ein  System  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zweiter 


\)  Zu  diesem  Ergehniss  war  ich  schon  im  Jahre  4  888  gelangt,  und 
hatte  auch  gesehen,  dass  es  sich  auf  den  Raum  von  n  Dimensionen  aus- 
dehnen lässt.  Dagegen  ist  mir  der  Nachweis  für  die  Endlichkeit  der  be- 
ireffenden Gruppen  erst  vor  Kurzem  gelungen,  als  ich  durch  Stäckel  ver- 
anlasst wurde,  auf  diese  Frage  von  Neuem  einzugehen. 
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Ordauufj  mit  x^  als  unabhängiger  Veränderlicher.  Wir  wollen 
feststellen,  wie  viele  Parameter  eine  continuirliche  Gruppe  G 
von  Punkttransformationen  des  l?„  höchstens  enthalten  kann, 
wenn  sie  das  System  (3)  invariant  lässt. 

Ohne  Beschränkung  der  Aligemeinheit  können  wir  voraus- 
setzen, dass  der  Punkt :  a?,  =  •  ■  •  =  ar„  =  0  sowohl  der  Gruppe  (» 
als  der  Differentialgleichung  (3)  gegenüber  ein  Punkt  von  allge- 
meiner Lage  ist,  so  dass  also  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  Gruppe  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x^,  ..,  Xf^  sind  und 
zugleich  die  co,-  gewöhnliche  Potenzreihen  von: 


unter  c,,  ...  c^  ein  geeignetes  Werthsystem  verstanden.  Ferner 
können  wir  uns  auf  den  Fall  beschränken,  dass  G  mehr  als 
n  +  nn  Parameter  hat,  und  sind  dann  sicher,  dass  G  in  der 
Umgebung  des  Coordinatenanfangs  mindestens  eine  infinitesi- 
male Transformation  von  zweiter  Ordnung  in  o;, , . . .  cc„  enthält, 
also  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Gestalt: 


1 

n 


^'^  9\}  •  •  *  9n  %^^^^  homogene  Functionen  zweiten  Grades  von 
x^,  ...  a;„  bedeuten,  während  die  weggelassenen  Glieder  von 
dritter  oder  höherer  Ordnung  in  cc^ ,  . ..  ccn  sind.^ 

Die  infinitesimale  Transformation  zweiter  Ordnung  Xf  lässt 
den  Coordinatenanfang  und  alle  durch  ihn  gehenden  Linien- 
elemente: x^J  ,,,  x^,  x^j  ...  Xnin  Ruhe.  Folglich  kann  sie  das 
System  (3)  jedenfalls  nur  dann  invariant  lassen,  wenn  sie  den 
Grössen  af^, ...,  x'Ji  solche  unendlich  kleine  Zuwachse  dxfi, ...  dx'u 
erthetlt,  die  für:  a;^  =  •••  =  a;„  =  0  vermöge  der  Gleichungen : 

(3')  x'!  =  a,i(0,...0,xi,...x'n){i=i,...n) 

verschwinden. 

Nun  ist: 

(.,       ^?_ä_.;^_»..il,, .  =  ,,...„). 
ot       dx]  dx\  dx^  ^  '        ' 
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Andrerseits  ergiebt  sich  fttr  eine  beliebige  Function  y>  von 
x^j  ...  a^u : 

dX^  ^  "       ^Xy 

dx]  -fi  '''*'''  hx^hx,  ^^""^  hx,  ' 
wo  natOrlich 

f       dXt       ,  „      d^x, 

da;,  '        *        dx; 

zu  setzen  ist.  Denkt  man  sich  daher  in*  der  Gleichung  (4)  die 
Substitution :  a?j  =•=  cr„  =  0  ausgeführt,  so  erkennt  man 
sofort,  dass  alle  Glieder  dritter  und  höherer  Ordnung  von 
Ij,  ...  ?^  wegfallen,  und  dass  ebenso  die  Goefficienten  von 
a-^, ...  öCn  null  werden.   Es  bleibt  somit  nur  übrig: 

oder,  da  (/f ,  ...  f/n  ganze  homogene  Functionen  zweiten  Grades 
sind: 

(*'^  *  [^] = »•■  ^''•' '  •  •  •  ^»)  -  •'=•  Si  (3=;,  •  •  ■  -^n)  ('■ = 2, ... «)  . 

Das  aber  ist  ein  Ausdruck,  der  von  x'i,  ...  xH  ganz  frei  ist  und 
der  folglich  vewnöge  der  Gleichungen  (3')  nicht  verschwinden 
kann,  wenn  er  nicht  überhaupt  für  alle  Werthe  von  x,',  ...  x'n 
verschwindet;  dabei  ist  selbstverständlich  x[  =  \  zu  setzen. 

Soll  der  gefundene  Ausdruck  für  x[  =  4  und  fttr  alle 
Werthe  von  x^,  ,.,  x'n  verschwinden,  so  ist  offenbar  nothwendig 
und  hinreichend,  dass  der  Ausdruck 

<ff.K,  •••^«)-^.'pi(^V,  •••^«)  (*  =  2,  ...  n), 
der  in  a:/,  ...  aj,  homogen  ist,  für  alle  Werthe  von  x[,  ...  Xn 
verschwindet.    Das  aber  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 
g^(x),  ...  Qni'^)  die  Form  haben: 

n 
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Duuiil  ist  bewiesen,  dass  jede  unsrer  Gruppe  G  angehtfrige  in- 
fiaitesimale  Transformation  zweiter  Ordnung  die  Form: 

n  n 

(5)  ^p  a^x^  .  ^fi  x^p^  H 

1  1 

besitzt,  wo  die  weggelassenen  Glieder  von  dritter  und  höherer 
Ordnung  sind.  Die  Glieder  zweiter  Ordnung  haben  also  genau 
die  Form,  wie  bei  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  R^ . 

Da  wir  nunmehr  die  Form  aller  der  in  G  auftretenden 
Transformationen  zweiter  Ordnung  kennen,  so  brauchen  wir 
nur  noch  zu  untersuchen,  ob  G  auch  noch  infinitesimale  Trans- 
formationen dritter  oder  höherer  Ordnung  enthalt.  Um  diese 
Frage  erledigen  zu  können,  wollen  wir  aber  erst  beweisen,  dass 
G  nothwendig  transitiv  ist. 

Wäre  G  intransitiv ,  so  enthielte  es  in  der  Umgebung  des 
Punktes  von  allgemeiner  Lage :  or^  =  •  •  •  =  x^,  =  0  eine  gewisse 
Anzahl,  etwa  m  (0  <^  m  <[]  n)  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen von  nuUter  Ordnung ,  aus  denen  sich  keine  Trans- 
formation von  zweiter  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten 
Hesse.  Wären  X^f^  ...  \^f  diese  infinitesimalen  Transforma- 
tionen nullter  Ordnung,  so  Hesse  sich  jede  andere  infinitesimale 
Transformation  der  Gruppe  in  der  Form : 

m 

1 
darstellen,  und  die  m  Gleichungen : 

(6)  A/=0,...,A'^/'=0 

bildeten  daher  nothwendig  ein  m-gliedriges  voUständiges  System. 
Wir  könnten  nun  durch  eine  lineare  homogene  Transforma- 
tion der  Veränderlichen  a;^ ,  . . .  cc„  stets  erreichen ,  dass  die  in- 
finitesimalen Transformationen  XJ^  ...  A^/^die  Form: 

erhielten,  wo  die  weggelassenen  Glieder  von  erster  und  höherer 
Ordnung  wären,  und  zwar  würden  sich  dabei  die  Glieder  zweiter 
Ordnung  in  den  infinitesimalen  Transformationen  zweiter  Ord- 
nung (5)  unsrer  Gruppe  nicht  wesentlich  ändern.  Dann  aber 
besässe  das  m-gliedrige  vollständige  System  (6j  offenbar  n  —-  m 
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Haupiiösungen  Xm+i ,  -"  JOn  in  Bezug  auf  x,  =  •  •  •  =  x',„  =  0 
und  diese  Haupiiösungen  hatten  die  Form : 

xin^k  =  x^+k  H (*  =  1 ,  ...  u  —  m)  , 

wo  wieder  die  weggelassenen  Glieder  in  a-,,  ...  x^  von  erster 
und  höherer  Ordnung  waren. 

Wir  könnten  daher  an  Stelle  von  x^J  ...  x^^  die  neuen  Ver- 
änderlichen: 

x'^  =  x^,  x[n+k  =  x^^f,  H (|u  =  4, ...  m;  t  =  4 ,  ... ,  n  —  m) 

einführen  und  erhielten  in  den  neuen  Veränderlichen  eine  Gruppe 
(i'y  deren  infinitesimale  Transformationen  nullter  Ordnung: 

alle  von  7)^4.1  ^  ...  p^  frei  wären.  Ausserdem  mttsste  sich  jede 
andre  infinitesimale  Transformation  von  G'  in  der  Form: 

1 

darstellen  lassen  und  also  von  Pm+i?  •••  Pn  frei  sein.  Damit  aber 
stiessen  wir  auf  einen  Widerspruch,  denn  die  infinitesimalen 
Transformationen  zweiter  Ordnung  von  G'  hatten  nothwendig 
die  Form : 

n  n 

^  a;  x'^  ^r  x',p',  +  •  •  • 
1  1 

und  es  gäbe  daher  unter  ihnen  keine,  die  von  pm+\y  -Pn  frei 
wäre. 

Demnach  kann  m  nicht  kleiner  als  n  sein  und  unsre  Gruppe 
G  ist  somit  sicher  transitiv. 

Wir  wissen  nunmehr,  dass  unsre  Gruppe  G  in  der  Um- 
gebung des  Goordinatenanfangs  n  infinitesimale  Transformationen 
nullter  Ordnung  von  der  Form: 

enthalt,  und  dass  jede  ihrer  infinitesimalen  Transformationen 
zweiter  Ordnung  die  Form  (5)  besitzt.   Es  sei  jetzt 

n 
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eine  in  61  enthaltene  infinitesimale  Transformation  dritter  Ord- 
nung und  zwar  seien  die  g^  ganze  homogene  Functionen  dritten 
Grades,  wahrend  die  weggelassenen  Glieder  von  vierter  und 
höherer  Ordnung  sind. 

dombiniren  wir  Yf  mit  />,+  ••,  so  müssen  wir  eine  in- 
finitesimale Transformation  unsrer  Gruppe  erhalten  und  zwar 
muss  diese,  wenn  ihre  Glieder  zweiter  Ordnung  nicht  ver- 
schwinden, nothwendig  die  Form  (5)  haben.  Es  wird  daher: 

n 

(hfl  yn=9i(^iy  •••^n)  ^'^^Vy^ — , 

1 

wo  ^j  eine  lineare  homogene  Function  ist,  und  es  ergiebt  sich 
somit: 

^7)  ^  =  p.x,,    (i,  r=  1,  ...  n). 

Hieraus  aber  folgt  wegen  der  Homogeneitdt  von  r/^: 

(8)  9y  =  ax^    (y=1,...n), 

wo  a  eine  ganze  homogene  Function  zweiten  Grades  ist.  Durch 
Differentiation  von  (8)  ergiebt  sich  wiederum : 

^^^        ■1^=^'^'' -»■*•••'''  (*'=<' •••")' 

woraus  durch  Vergleicbung  mit  (7j  sofort  folgt: 

Unsre  Gruppe  G  enthalt  daher  überhaupt  keine  infinitesimale 
Transformation  von  dritter  Ordnung  und  natürlich  erst  recht 
keine  von  vierter  oder  höherer  Ordnung. 

Wir  haben  somit  den 

Sats  2.  Lässt  eine  continuirliche  Gruppe  G  von  PunkUrans- 
formatianen  des  Raumes  x^J  ...  x^  ein  System  von  Differential- 
gleichungen von  der  Farm: 

d^Xi  I  dx^  dXn\   , 

-^  =  a,,(ar„...x„,^,...^)  (.  =  2,...«) 

invariant j  so  ist  sie  endlich  und  hat  höchstens  n{n  +  i)  Para- 
meter ^  also  höchstens  so  viel,  wie  die  allgemeine  projective  Gruppe 
des  Rf^.    Die  Gruppe  G  kann  in  der  Umgebung  eines  Punktes  von 
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allgemeiner  Lage  keine  infinitesimale  Transformation  von  dritter 
oder  höherer  Ordnung  enthcUten,  und  wenn  sie  infinitesimale  Trans- 
formationen  zweiter  Ordnung  enthält,  so  ist  sie  transitiv  und  die 
Glieder  zweiter  Ordnung  dieser  infinitesimalen  Transformationen 
haben  dieselbe  Form  wie  bei  einer  projectiven  Gruppe  des  R„. 

Hai  6  gerade  n{n  +  ^)  Parameter,  so  ist  es,  einem  Satze 
von  LiE  zufolge,  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des 
Hn  ahnlich. 


§3. 

Die  eben  durchgeführten  Betrachlungen  lassen  sich  auch 
auf  Systeme  von  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  über- 
tragen. 

Es  sei  nämlich : 

{^^^^^^ 

^\  (/=2...n) 

ein  System  von  Differentialgleichungen  m-ier  Ordnung,  das  eine 
continuirliche  Gruppe  G  von  Punkttransformationen  des  Raumes 
^\)  "  ^n  gestattet.  Dann  iMsst  sich  zeigen,  dass,  sobald  m  [>  2 
ist,  G  in  der  Umgebung  des  Punktes  von  allgemeiner  Lage: 
(Tj  =  •  •  •  =  x^  =  0  keine  infinitesimale  Transformation  von 
m-ter  oder  höherer  Ordnung  enthalten  kann. 
In  der  That,  es  sei 

.  '  n 

1 

n 

1 
eine  der  Gruppe  G  angehörige  infinitesimale  Transformation 
m-ter  Ordnung,  unter  g^,  ---gn  ganze,  homogene  Functionen 
m-ter  Ordnung  verstanden.  Dann  lässt  Xf  sowohl  den  Punkt: 
x^  =  . . .  =  x„  =  0  als  auch  alle  durch  ihn  gehenden  Elemente 
(m  —  4  )-ter  Ordnung : 

ar,,  X,.,  x'i,  x'iy  ...  cc["*"^^  (i  =  2,  ...  n) 

in  Ruhe.     Das  System  (lOj  kann  daher  bei  der  infinitesimalen 
Transformation  X/*  nur  dann  invariant  bleiben,  wenn  Xf  den 
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Grössen  w^!"^  solche  Zuwachse  ertheilt,  die  für  ir^  =  •  ••  =£r,j=0 
vermöge  der  Gleichungen : 

(10')  x<"^  =  C£;,.(0,...0,x;...(r|,"-^^)   (/  =  2...n) 

verschwinden. 
Nun  ist: 

WO  die  kjg  gewisse  positive  ganze  Zahlen  sind,  es  wird  daher: 

l~ärj  -[d^i  ""''Lrf^J' 

«=0  «=0  ar=0 

oder,  bei  Anwendung  der  früheren  Bezeichnungen : 

-^J    =  w!  |<7,.((r;,  ...  x'n)  -  a^;  (/.  (a>;,  ...  a?;)J 

und  dieser  Ausdruck  muss  für  x[  =  4  und  fttr  alle  Werthe  von 
x/,  ...  a?n  verschwinden.  Es  ergiebt  sich  daher,  dass  Xf  nur 
die  Form  besitzen  kann: 

n 
(H)  Xf=  A„_,  (X, ,  . . .  X„)  21-  ^rPr  +  •  ••  , 

1 

WO  Ä^_,  eine  ganze  homogene  Function  (m  —  1)-ten  Grades  ist. 

Aus  dem  Vorhergehendcip  ergiebt  sich,  dass  jecfe  etwa  in  uns- 
rer  Gruppe  G  auftretende  infinitesimale  Transformation  mAer 
Ordnung  die  Form  {{\)  besitzen  muss.  Wir  werden  aber  jetzt 
zeigen,  dass  dies,  sobald  m  ^  2  ist,  auf  einen  Widerspruch  fahrt, 
und  dass  also  G  in  diesem  Falle  gar  keine  infinitesimale  Trans- 
formation von  m-ier  Ordnung  und  also  auch  keine  von  höherer 
Ordnung  enthalten  kann. 

Enthalt  G  eine  infinitesimale  Transformation  7^*ter  Ordnung 
von  der  Form  (11),  so  ist  es  sicher  transitiv  und  enthält  daher 
auch  n  Transformationen  nuliter  Ordnung  von  der  Form : 

Pi-i — 7  •   ,;^iiH —  ; 

der  Beweis  hierfür  ist  genau  derselbe  wie  auf  S.  303  f. 

Durch  eine  lineare  homogene  Transformation  der  YerUnder- 
liehen  x, ,  ...  a?„  können  wir  ferner  erreichen,  dass  /'m.i  ein 
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Glied  von  der  Form  ac^"^  entfaSilt,  wtthrend  es  dagegen  kein 
Glied  von  der  Form: 

«r"M«f'3^i  H h^n^n) 

enthält.  Denken  wir  uns  das  ausgeführt  und  combiniren  wir 
dann  die  Transformation  (11)  (m  — 1)-mal  hinter  einander  mit 
P\  +  " *7  so  erhalten  wir  eine  Transformation  von  der  Form: 

wo  zur  Abkürzung : 

n      ■ 

1 

gesetzt  ist.  Wegen  der  besonderen  Beschaffenheit  von  Af^.,  be- 
kommt aber  die  Transformation  (12)  nach  Unterdrückung  des 
Zahlenfactors  [m  —  1)!  die  Gestalt: 

m  Ll+(;n-1)ac,p,  +  .... 

Combiniren  wir  jetzt  (1 3)  mehrere  Male  mit  (1 1 ),  so  ergeben  sich 
Transformationen  von  der  Gestalt: 


+  •••, 


und  wir  erkennen  schliesslich ,  dass  unsre  Gruppe  eine  Trans- 
formation von  der  Form : 

(14)  oc^-^U-\ 

enthalt. 

Durch  Combination  von  (1 4)  iqjt  p,  +  *  *  *  ergiebt  sich  jetzt: 
.jpm-ip^  4-  (m — 1)a;J»-*^Z7H 

und  diese  Transformation  liefert  wiederum  mit  (14)  combinirt 
die  folgende: 

+  {(m  —  1)*—  (m  —  1 )  (m  —  SI)}rrJ"-3  U-i 

oder  zusammengezogen: 

{%m  —  2)x?«-»  CT—  (m  —  S)a??«-2p4 H . 

Ist  m  >  2,  so  ist  das  eine  Transformation  von  höherer  als  wi-ter 
Ordnung,  und  wenn  wir  diese  Transformation  erst  mit  p,  +  •  •  * 
und  dann  noch  (m  —  3)-mal  mit  p«  +  •  •  •  combiniren ,  erhalten 
wir  eine  unsrer  Gruppe  angehörige  Transformation  m-ter  Ord- 
nung von  der  Form: 
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acTPiH 

Diese  Transformation  hat  aber  nicht  die  Form  (4  4)  und  kann 
daher  in  unsrer  Gruppe  nicht  auftreten.  Wir  stossen  somit  auf 
einen  Widerspruch  und  erkennen,  dass  unsre  Gruppe  G  über- 
haupt keine  infinitesimale  Transformation  m-ter  Ordnung  ent- 
halten kann.  Darin  liegt  zugleich,  dass  G  nothwendig  endlich  ist. 

Wir  haben  somit  den 

Sats  3.  Lässt  eine  continuirliche  Gruppe  G  von  Punkttrans- 
formationen des  Ayi  ein  System  von  Differentialgleichungen  von 
der  Fo7*m: 


-^  =  a.J-     ■■■-      -^ = 


invariant  und  ist  m'^  h,  so  ist  G  nothwendig  endlich.  Ist  m  >  2, 
so  kann  G  in  der  Umgebung  eines  Punktes  von  allgemeiner  Lage 
niemals  eine  infinitesimale  Transformation  von  m-ter  oder  höhe- 
rei'  Ordnung  enthalten. 


Wir  wenden  uns  jetzt  zu  den  Gruppen  von  Berührungs- 
transformationen des  H^^^  und  wollen  feststellen,  wie  viele  Para- 
meter eine  derartige  Gruppe  höchstens  haben  kann,  wenn  sie 
ein  System  partieller  Difi'erentialgleichungen  dritter  Ordnung 
von  der  Form: 

Ib^z        _  /  bz  hz      yg  ö*g  \ 

bX^bXj,bXi  ~  '''•*>  r*  '  "  ■  "^»^  "" '  b^/  "  '   d^^  '  dCE«  '     '  '  hxl  J 
(i,A-,7  =  1...n) 
invariant  lässt. 

Zur  Abkürzung  setzen  wir: 

h»  ö*j»     ,  h^z        

Durch  eine  Berührungstransformation  können  wir  dann 
immer  erreichen,  dass  das  Element:  js  =  er,-  ^=  p,.  =  0  sowohl 
dem  Systeme  (45)  als  der  betreffenden  Gruppe  G  gegenüber 
ein  Element  von  allgemeiner  Lage  ist.  Wir  können  das  entwe- 
der in  der  Weise  erreichen,  die  in  Band  H  der  Transformations- 
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gnippen  auf  S.  462  angedeutel  ist,  oder  durch  Benutzung  einer 
endlichen  Transformation  der  Bertlhrungstransformationsgruppe: 

die  als  Gruppe  von  Punkttransformationen  in  den  2n  '\-  \  Ver- 
änderlichen z,  x^,  p^  einfach  transitiv  ist.  Wir  dürfen  daher  vor- 
aussetzen, dass  die  co^j;^-  gewöhnliche  Potenzreihen  von 

a,  ar,, .. ,  or^,  p, , . . .  Pn,Pik—ph  (^  /.*  =  4 ...  n) 

sind,  wo  die  pfk  gewisse  Constanten  bedeuten,  und  dass  die 
infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  G  gewöhnliche 
Potenzeihen  von  ;z,  cr^,  ...  arn,  p^,  ...  p^  sind. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  sind  auch  die  charakteristi- 
schen Functionen  der  infinitesimalen  Transformationen  von  G 
gewöhnliche  Potenzreihen  von  ^,  ir| ,  ...  Xn>  P«)  ••  •  Pn-  W*'* 
denken  uns  aber  diese  Potenzreihen  nicht  in  der  gewöhnlichen 
Weise  geordnet,  sondern  in  der  von  Lib  angegebenen  Weise  .s. 
Trfsgr.  II,  S.  525  f,\  also  derart,  dass  in  jeder  Reihe  immer  die 
Glieder  von  gleicher  Stufe  zusammengefasst  werden,  das  heisst 
die  Glieder,  die  bei  Anwendung  der  infinitesimalen  Transfor- 
mation : 


^       bz 


$h^,^-^) 


mit  demselben  Factor  reproducirt  werden.  Ausserdem  wollen 
wir  die  a.  a.  0.  eingeführte  Bezeichnung  anwenden,  nach  der 
eine  charakteristische  Function  als  Function  von  m-ter  Stufe 
in  den  js,  jr,-,pj  bezeichnet  wird,  wenn  ihre  Reihenentwickelung 
mit  Gliedern  m-ier  Stufe  beginnt. 

Da  es  darauf  ankommt  zu  beweisen,  dass  G  endlich  ist,  so 
können  wir  uns  von  vornherein  auf  den  Fall  beschränken,  dass 
die  Gliederzahl  von  G  grösser  als  (w  +  1)  (2n+<)  +  1  ist. 
Dann  enthält  G  in  der  Umgebung  des  Elementes  von  allgemeiner 
Lage:  -z  =  .r,-  =  p,.  =  0  mindestens  eine  charakteristische  Func- 
tion von  nullter  Stufe  in  den  jz,  x^  ,  p^ ,  ferner  mindestens  eine 
von  erster,  eine  von  zweiter  und  eine  von  dritter  Stufe,  (i  wird 
also  sicher  eine  charakteristische  Function  von  der  Form: 
(\6)  W==z(p^{x,.,,Xn,p,,,,p„)  +  fp^{x,,.,x„,p^  ...,g+... 
enthalten,  wo  (p^  und  (p^  ganze  homogene  Functionen  erster  und 
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dritter  Ordnung  bedeuten  und  wo  die  weggelassenen  Glieder 
von  vierter  und  von  höherer  Stufe  sind. 

Die  infinitesimale  Bertthrungstransformation  mit  der  cha- 
rakterischen Function  W  ertheilt  nun  den  Grossen  z,  x^,  p^  die 
Zuwachse: 

^«  i.r  .   ^        ^^      ^^i        ^^ 

dpi 


5pi  ßW  ^        bW\ 


sie  lässt  daher  augenscheinlich  das  Element  z  =  Xi  =  p^  =  0 
invariant.  Um  ferner  die  Zuwachse  von  dp^i^  und  dpn^j  in  ein- 
facher Weise  auszudrücken,  bemerken  wir,  dass  dp^  sich  auch 
so  schreiben  lässt: 

dt  ~      dxi  ^^  ^'•»  J>/>„  ' 

dW 
wo    .       den   vollständigen   Differentialquotienlen   von   W  be- 

zeichnet : 

dW       hW  .    hW  bz    ,    ^  hW     h*z 

(IXi       öa?|-        bz    öa:,.      ^   bp,,  hXyhx^ 

Wir  erhalten  auf  Grund  dieser  Bemerkung  ohne  Schwierigkeit 
die  Formeln: 


(H) 


wo 


dt     ~  dXidXj,      ^^''Prik    jp^ 

dt    ~       dx^dxj^dxj^^  ^'"^^^hpy  ' 


h*z 

Frtkj        hxtfhx^hxj^ixj 

gesetzt  ist.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  für  die  Zuwachse 
der  hohem  Differentialquotienten  von  z  ganz  ebenso  gebildete 
Formeln  bestehen. 

Setzen  wir  in  den  Gleichungen  (17)  die  Grossen  js,  x^,  p^ 
alle  gleich  Null,  so  verschwinden  wegen  der  besonderen  Form 
von  TT  alle  dp^]^,  und  die  d/)jj^y  reduciren  sich  auf: 

Maih..phyi.  Clatie  1894.  2^1 


312  Fmbdmgb  Engel, 

ji,  X,  p  s  0  jr,  X,  f  =  0 

und  zwar  wird  hier  die  rechte  Seite  eine  ganze  Function  der 
Pii^  allein. 

Man  erkennt  das  am  schneilsten,  wenn  man  bedenkt,  dass 
3  eine  Grösse  zweiter  Stufe  ist,  während  x^j  ...x^^j  p^  ,..p^ 
Grössen  erster  Stufe  sind,  und  dass  man  dementsprechend 
wegen  der  Gleichungen 

n  n 

äPi  — ^^  Piudx^  =  0  ,     dpiic  -^^f  Pikyd^y  =  0 
1  1 

n 

dPikj  — ^^  PikJpdXy  =  0 

1 

die  p^i^  als  Grössen  nuUter,  die  p^i^y  als  Grössen  {—  4)-ter  und 
die  p^i^jy  als  Grössen  (—  2)-ter  Stufe  betrachten  muss.  Dann  ist 
nämlich  klar,  dass  jedes  Glied  m-ter  Stufe  von  W  bei  einmaliger 
vollständiger  Differentiation  nach  x^  ein  Glied  (m  —  4)-ter  Stufe 
liefert.  Der  Ausdruck  fQr  dp^i^  enthält  infolge  dessen  nur 
Glieder  erster  und  höherer  Stufe,  die  bei  der  Substitution 
z  =  x^=:p^  =  0  alle  verschwinden.  Dagegen  enthält  der  Aus- 
druck fttr  dp^jfj  gewisse  Glieder  nuUter  Stufe,  die  aus  den 
Gliedern  dritter  Stufe  von  W  entspringen,  und  diese  Glieder 
werden  im  Allgemeinen  bei  der  genannten  Substitution  nicht 
alle  verschwinden;  sie  werden  aber  nach  Ausfahrung  der  Sub- 
stitution nur  noch  die  p^j^  enthalten,  weil  in  jedem  Gliede  nuUter 
Stufe  von  dp^i^j  die  pjj^  als  Grössen  (—  4)-ter  Stufe  noch  mit 
einer  ganzen  Function  erster  Stufe  von  z,  x^,  p^  multiplicirt  sind, 
die  für  z  =  x^  =  p.  =  0  verschwindet.  Dass  auch  die  p^jy^  auf 
der  rechten  Seite  von  (4  8)  nicht  vorkommen,  ergiebt  sich  daraus, 
dass  sie  sich  bereits  in  dem  Ausdrucke  (1 7)  für  dpij^j  wegheben. 
Wir  sehen  also,  dass  eine  infinitesimale  BerOhrungstrans- 
formation,  deren  charakteristische  Function  die  Form  (46)  be- 
sitzt, das  Element  z  =  x^  =  jo^  =  0  und  alle  hindurchgehenden 
Elemente  zweiter  Ordnung  z,  x^.,  p,*,  p^j^  invariant  lässt,  und  dass 
sie  den  p,.jy  solche  Zuwachse  ertheilt,  die  für  z  =  x,-  =  p,-  =  0 
nur  von  den  p^j^  abhängen.  Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass 
die  betreffende  infinitesimale  Bertthrungstransformation  das 
System  (4  5)  jedenfalls  nur  dann  invariant  lassen  kann,  wenn  die 
Ausdrücke  (4  8)  für  alle  Werthe  der  p^^  identisch  null  sind.  Es 
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handelt  sich  also  jeUt  darum  festzustellen,  wann  dieser  Fall 
eintritt. 

Um  die  Beantwortung  dieser  Frage  zu  erleichtern,  wollen 
wir  zunächst  auf  eine  Eigenschaft  der  ganzen  Function  zweiter 
Stufe: 

n 
1 

aufmerksam  machen.   Es  ist  nämlich: 


d*Z 


^  =  iP<-i^^^.P,' 


=  —  i5^  ^yPrik   j 


die  Ausdrücke: 

'  '    dx^  '    dx^dxjf 

verschwinden  also  für  2  =  x^  =  /^^  =  0  sämmtlich.  Ist  nun 
Vi i^i  P)  ^^^^  lineare  homogene  Function  von  x^y  ...  x^^  p^J 
...p„,  so  wird: 

<**)         dx,dx^dxj  (''''^'  =  ^«  dXidxudxj  +■'-' 

wo  die  weggelassenen  Glieder  in  den  Ausdrücken  (19)  linear 
und  homogen  sind.  Demnach  verschwindet  der  Ausdruck  (20) 
für  z  =sx^  =  Pi  =  0  ebenfalls,  wie  auch  q)^  sonst  beschaffen 
sein  mag. 

Hierdurch  ist  die  Frage,  waqn  die  Ausdrücke  (48)  für  alle 
Werlhe  der  p^^  verschwinden,  offenbar  zurückgeführt  auf  die 
Frage,  wann  die  Ausdrücke: 

[dx/x,dxj  (''» +  ^  9'«i''  ^.p.)]      {'.  *,;■  =  <.••• ») 

für  alle  Werthe  der  p^i^  verschwinden.  Es  wird  sich  aber  zeigen, 
dass  diese  letzten  Ausdrücke  nur  dann  identisch  verschwinden, 
wenn  die  Function 
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n 

7^3  +  i^/i^^  ^yP»^  =  l/^K  ,  •••  ^n,  Pi ,    •  ■  Pn) 
1 

selbst  identisch  verschwindet. 

In  der  That,  ip  hat  die  Form : 

+2  ^fiykPfiPyPk  J 
tJivk 

WO  unter  5fW(a*^^ ...  a^J  eine  ganze  homogene  Function  «-ten 
Grades  von  x^,  ,,.Xf^  zu  verstehen  ist.  Es  ergiebt  sich  nun^ 
nach  Weglassung  der  augenscheinlich  verschwindenden  Glieder : 

X  =1»  =0  '^  ' 

l...n 

Dieser  Ausdruck  verschwindet  aber  nur  dann  identisch,  wenn 
(^(')  von  Xij  ^JT*  von  a??,  ^Ji;  von  x,-  frei  ist,  und  wenn  alle  c^^jt 
null  sind,  und,  da  i  beliebig  wahlbar  ist,  so  folgt,  dass  alle  g]ll 
null  sein  müssen  und  dass gft^  von  x*^f .,,  Xn  frei  sein  muss.  Bilden 
wir  jetzt  fttr  i  4=  k  den  Ausdruck: 

r  ^v  1  _  iVl  .  2  V  Jl^ . 

x=p=0  ^ 

der  ebenfalls  identisch  verschwinden  muss,  so  ergiebt  sich,  dass 
g^i^  auch  von  x^x^  frei,  dass  heisst,  dass  es  null  sein  muss,  und 
schliesslich  findet  man  auch  noch,  dass  g^^^  selbst  identisch  ver- 
schwinden muss. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  ganzen  Functionen  von  der 
Form:  g>^{Xyp)  Z  die  einzigen  ganzen  Functionen  von  der  Form: 
^Vii^iP)  +  9^z{^iP)  ^^^^1  für  die  die  Ausdrücke  (18)  alle  iden- 
tisch verschwinden.  Wir  sehen  hieraus,  dass  jede  charakte- 
ristische Function  dritter  Stufe,  die  in  unsrer  Gruppe  G  ent- 
halten ist,  nothwendig  die  Form 
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(22)  ^»  {a^x,  +  b^p,)  (z  -  i^  x,pi)  +... 

1  1 

besitzen  muss,  wo  die  weggelassenen  Glieder  von  vierler  oder 
höherer  Stufe  sind. 

Enthält  G  wirklich  eine  charakteristische  Function  dritter 
Stufe,  die  dann  natürlich  die  Form  (2S)  besitzt ,  so  ist  G  als 
Gruppe  von  Punkttransformationen  in  den  Än+I  Veränder- 
lichen Zj  x^j  /){  nothwendig  transitiv. 

In  der  That,  G  enthalt  eine  charakteristische  Function  null- 
ter  Stufe: 

N=  1  H 

und  eine  gewisse  Anzahl,  etwa  gerade  m  charakteristische  Func- 
tionen erster  Stufe: 

n 

1 

aus  denen  sich  keine  Function  zweiter  oder  höherer  Stufe  linear 
ableiten  lässt.  Diesen  charakteristischen  Functionen  entsprechen 
gewisse  infinitesimale  Transformationen  nullter  Ordnung  von 
der  Form : 

wo  die  Constanten  ^^  und  Oy  durch  die  in  .V  enthaltenen  Glieder 
erster  Stufe  bestimmt  sind.  Dagegen  liefern  die  charakteristi- 
schen Functionen  zweiter  und  höherer  Stufe  lauter  infinitesimale 
Transformationen  erster  und  höherer  Ordnung.  Unsre  Gruppe 
G  ist  daher  dann  und  nur  dann  transitiv,  wenn  m  =  in  ist. 
Ware  nun  m  ^  2n,  so  bildeten  die  Gleichungen: 

(83)  '  Cf=0,    Akf=0     (k=i,...m) 

ein  (m -f- 1)-gliedriges  vollständiges  System,  das  augenschein- 
lich eine  Lösung  von  der  Form: 
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n 

I 

besasse,  wo  die  ^yj  By  nicht  sämmtlich  verschwflnden  und  wo 
die  weggelassenen  Glieder  von  zweiter  und  höherer  Ordnung 
waren,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  das  vollständige 
System  (23 j  besässe  eine  Lösung  von  der  Form: 

n 

i 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  zweiter  und  höherer  Stufe 
waren.  Waren  hier  alle  ^j,  gleich  Null,  so  könnten  wir  die  Be- 
rührungstransformation : 

n 

X'y  =  py,    Pr  =  —  X^,    ^'=^—^^fAPfl 

1 

anwenden,  bei  der  die  charakteristischen  Functionen  dritter 
Stufe  von  G  offenbar  ihre  Form  nicht  wesentlich  andern.  Wir 
dürften  daher  voraussetzen,  dass  nicht  alle  y^y  verschwinden. 
Wäre  also  etwa  ^^  4=  ^j  ^^  könnten  wir  die  Bertthrungs- 
transformation  benutzen: 


(24) 


1       -^n  1        -^w  -^n 


vermöge  deren  die  Relation : 

n  w 

»'  —  i  ^^  X\V\  =  ^  —  i^»  ^vVv 

1  1 

besteht,  bei  der  somit  die  charakteristischen  Functionen  dritter 
Stufe  unsrer  Gruppe  G  ihre  Form  nicht  wesentlich  andern.  Wir 
könnten  daher  von  vornherein  annehmen,  dass  das  vollständige 
System  (83)  eine  Lösung  von  der  Form: 

(25)  .-r„  +  •  •  • 
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besttsse,  wo  die  weggelassenen  Glieder  von  zweiter  und  höherer 
Stufe  wttren. 

Nun  lautet  die  infinitesimale  Bertthrungstransformation  mit 
der  charakteristischen  Function  (22)  folgendermassen: 

(86)  {-  ^  [ov  (a  -  i^*  ^iPi)+yy  2!'  («<^.  +  *.P.)]  ^  - 

wo  die  weggelassenen  Glieder  in  den  Pactoren  der  f^  und 
fp  von  dritter  und  höherer  Stufe  sind,  in  dem  Factor  von  f^ 
dagegen  von  vierter  und  höherer  Stufe.  Es  ist  ttberdies  klar, 
dass  unter  den  Factoren  niedrigster  Stufe  von 

IL  ...  K.      IL  .  .^     IL 

keiner  verschwinden  kann,  so  lange  nicht  a^ ,  . . .  a„,  6^ ,  . . .  6,, 
alle  verschwinden. 

Wir  haben  vorhin  gezeigt,  dass,  sobald  m  <C  S/i  wSre,  das 
vollständige  System  (23)  eine  Lösung  von  der  Form  (25)  besUsse. 
Führten  wir  nun  diese  Lösung  als  neues  x^  ein,  so  würden  die 
infinitesimalen  Transformationen  C/*,  A^f^  ...  A^f  sämmtlich  von 

hx^ 

frei  und  dasselbe  müsste  augenscheinlich  von  allen  übrigen  in- 
finitesimalen Transformationen  unsrer  Gruppe  gelten.  Nun  abei* 
behielten  die  Glieder  niedrigster  Stufe  der  infinitesimalen  Trans- 
formation (26)  bei  derbewusstenYariabelnänderung  offenbar  ihre 
Form,  der  Factor  von 

K 

bx^ 

verschwände  daher  sicher  nicht,  da  a^,  ...  a,|,  6^ ,  . ..  6„  nicht 
alle  verschwinden,  sobald  G  überhaupt  eine  charakteristische 
Function  dritter  Stufe  enthalt.    Demnach  stiessen  wir  auf  einen 
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Widerspruch,  das  heisst,  m  kann  nicht  <;2n  sein  und  unsre 
Gruppe  G  ist  als  Gruppe  von  Punkttransformationen  in  den 
2n  +  1  Veränderlichen  z,  x^^  p^  sicher  transitiv. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  unsre  Gruppe  G,  wenn  sie  eine 
charakteristische  Function  dritter  Stufe  enthalt,  notbwendig  auch 
2n  -|-  1  charakteristische  Functionen  von  nullter  and  erster  Stufe 
enthält,  die  die  folgende  Form  besitzen: 

(27)  4  +  ...,or,  +  ...,p^  +  ...  (v  =  1,...n) 

und  es  fragt  sich  nun  nur  noch ,  ob  G  charakteristische  Func- 
tionen vierter  und  höherer  Stufe  enthalten  kann. 

Jede  etwaige  charakteristische  Function  vierter  Stufe  von  G 
hat  die  Form: 

(28)  az*  +  (p^{x,  p)z  +  (p^{x,p)-\ , 

wo  (p^  und  (p^  ganze  homogene  Functionen  zweiter  und  vierter 
Ordnung  sind  und  wo  die  weggelassenen  Glieder  von  fünfter 
und  höherer  Stufe  sind.  Combiniren  wir  die  Function  (28)  mit 
Py+  "  •  und  mit:  —  Xp+  "  -,  so  ergeben  sich  zwei  unsrer 
Gruppe  angehOrige  Functionen  dritter  Stufe: 


(rS+'°»')'  +  'Ä.  +  »'^' 


+ 


Diese  müssen  natürlich  die  Form  (22)  besitzen ,  es  müssen  also 
Gleichungen  von  der  Form: 


(49) 


TS^  —  i±-'P> 


J»(p, 


bep, 


^Pr 


+  aj^fjP,  =  -  i  ^  Xip,  ("Ig-  +  2  aac., ) 


bestehen. 

Differentiirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (29)  nach  py, 
die  zweite  nach  Xy  und  schafft  man  die  Differentialquotienten 
zweiter  Ordnung  weg,  so  kommt : 
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n 


oder 

*K  ^S"  "^P"  "b^)  +  9^«  =  ~"  ^^^P"  -  «  ^  a:,P^ . 

Summirt  man  hier  nach  r  von  4  bis  n  und  berücksichtigt  die 
Homogeneität  von  9),,  so  ergiebt  sich: 

1  1 

das  heisst: 

H 

<jp,  =  --  a  ^^  a?^Pv  • 
1 

Ans  den  Differentialgleichungen  (29)  erhalt  man  nunmehr: 

folglich  wird : 

und  wir  sehen  also,  dass  jede  etwaige  charakteristische  Func- 
tion vierter  Stufe  die  Form: 


(30) 

besitzt. 

Aus  den  Untersuchungen  von  Lib  (vgl.  Trfsgr.  II,  Cap.  25) 
ergiebt  sich,  dass  sobald  diese  Function  vierter  Stufe  auftritt, 
alle  2n  Functionen  dritter  Stufe  von  der  Form: 
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X, 


•  («  — i^*  ^yPy)  H »   Pt  («  —  i^'  ^vPv)  H 

vorkommen,  dagegen  keine  Function  fttnrter  oder  höherer  Stufe. 
Wir  wollen  jedoch  den  Beweis,  dass  keine  Function  fünfter  Stufe 
auftreten  kann,  auch  noch  durchführen. 

Eine  etwaige  Function  fünfter  Stufe  hätte  die  Form : 

WO  'Ff,  ^,,  V^  ganze  homogene  Functionen  der  betreffenden 

Grade  wttren.   Durch  Combination  mit  p^  H und  —  x^  +  •  •  • 

ergaben  sich  nun  die  Functionen  vierter  Stufe : 

OXff  OXy  CXy 

die  nothwendig  die  Form  (30)  besitzen  müssten.  Bei  Anwendung 
der  Abkürzung : 

n 

^l'      XyPy    =    5 

1 

bekämen  wir  daher: 

WO  die  ay  und  ßy  gewisse  Constanten  wären. 

Durch  Bildung  der  Integrabilitätsbedingungen  ergäbe  sich 
nun : 

*^hpy  *  *^     hXy  ^X^, 

oder: 

2  ^1  =  -  «.^r  -  ßyPr  , 

das  heisst: 

iCy  =  ßy  =  0      (i/=1,...n) 
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und  damit  zugleich: 

y ,  =  V,  =  V,  =  0  . 

Unsre  Gruppe  G  kann  daher  keine  charakteristische  Function 

fünfter  und  noch  weniger  eine  von  höherer  Stufe  enthalten. 
Wir  können  nunmehr  den  folgenden  Satz  aussprechen : 
Sats  4.   Lässt  eine  continuirliche  Gruppe  G  von  Berührungs- 

transformationen  des  Raumes  z,  x^^  ,..  x^  ein  System  von  Diffe-' 

rentialgleichungen  dritter  Ordnung  von  der  Form: 

Ih^z        _         /  hz^  hz     h*z         ö*j5  V 

^XibXkhxj~'^^^r*''"  ^"'  ^'  ä^,  '■"S^'d^'""ö^/ 
(i,  fc,j  =  \  ...n) 

invariant,  so  ist  sie  nothwendig  efidlich  und  zwar  enthält  sie 
höchstens  (n  +  4)(2n  +  3)  Parameter.  Enthält  sie  insbesondere 
in  der  Umgebung  des  Werthsystems  von  allgemeiner  Lage: 
j8  =  o?!  =  Pl  =  0  eine  charakteristische  Function  von  dritter  Stufe^ 
so  ist  sie  als  Gruppe  von  Funkttransformationen  in  den  in  +  ^ 
Veränderlichen:  ä,  a?| ,  ...  ^n »  Pi  >  •••  Pn  f^othwendig  transitiv.  Die 
Gruppe  enthält  niemals  eine  charakteristische  Function  von  höherer 
als  vierter  Stufe. 

Hat  die  Gruppe  G  gerade  (n  +  4)  (2n  +  3)  Parameter,  so  ist 
sie  nach  einem  Satze  von  Lib  (vgl.  Trfsgr.  II,  Gap.  S5)  in  eine 
Gruppe  von  Bertthrungstransformationen  überführbar,  bei  der 
das  System  von  Differentialgleichungen : 

invariant  bleibt.  Andrerseits  ist  sie  nach  Lib  als  Gruppe  von 
Funkttransformationen  des  R^n-%-i  ™i^  ^^^  projectiven  Gruppe 
eines  nicht  ausgearteten  linearen  Complexes  ahnlich.  Demnach 
können  wir  auch  sagen:  G  hat  höchstens  so  viele  Parameter,  wie 
die  projective  Gruppe  eines  nicht  ausgearteten  linearen  Com- 
plexes  im  Baume  von  in  +  i  Dimensionen. 

Ich  behalte  mir  vor,  in  einer  spateren  Mittheilung  diese 
Untersuchungen  auf  Systeme  von  Differentialgleichungen  vierter 
und  höherer  Ordnung  auszudehnen.  Ebenso  werde  ich  dann 
die  Untersuchungen  der  §§  2  und  3  über  Gruppen  von  Punkt- 
transformationen auf  Systeme  von  partiellen  Differentialgleichun- 
gen übertragen. 


Sophns  Lie,  Zu7^  Theorie  der  Transformationsgruppen. 

Unter  den  vielen  Problemen,  die  meine  allgemeine  Theorie 
der  Transformationsgruppen  den  Mathematikern  stellt,  verdient, 
wie  ich  schon  so  oft  hervorgehoben  habe,  das  folgende  eine  be- 
sondere Beachtung : 

Vorgelegt  ist  ein  System  von  Differentialgleichungen;  man 
sucht  alle  Punkt-  resp.  Berührungstransformationen,  die  das  vor-- 
gelegte  Gleichungssystem  invariant  lassen. 

Da  meine  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  noch 
nicht  im  Zusammenhange  veröffentlicht  sind,  sondern  in  vielen 
verschiedenen  Publicationen  zerstreut  sind,  ist  es  erklärlich,  dass 
Mathematiker,  die  sich  nach  meinem  Vorgänge  mit  derartigen 
Problemen  beschäftigen ,  oft  Resultate  veröffentlichen ,  die  ent- 
weder von  mir  explicite  formulirt  sind,  oder  aber  unmittelbar 
aus  meinen  allgemeinen  Sätzen  hervorgehen. 


I. 

Bei  meiner  Bestimmung  aller  Gruppen  von  Punkttransfor- 
mationen der  xy-Ehene  ergab  sich  a  posteriori,  dass  eine  ge- 
wöhnliche Differentialgleichung  in  xy: 

iiixyy'  ...y"^)  =0, 

deren  Ordnung  m  grösser  als  1  ist,  nie  eine  unendliche  Gruppe 
von  Punkttransformationen  gestattet.  Ich  fand  den  inneren 
Grund  zu  diesem  fundamentalen  Satze,  wie  ich  längst,  nicht 
allein  in  meinen  Vorlesungen,  sondern  auch  in  meinen  Publica- 
tionen hervorgehoben  habe,  in  Betrachtungen,  die  etwa  für 
m  =  2  auf  das  Folgende  hinauskamen. 

Eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
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besitzt  oo*  Integralcurven,  die  sich  in  oo*  Weisen  zu  Büscheln 
zusammenfassen  lassen,  wenn  nämlich  die  Schaar  aller  Integral- 
curven  durch  einen  gegebenen  Punkt  als  ein  Bttschel  bezeichnet 
wird. 

Gestattet  nun  die  Gleichung  y"  —  <)p  =  0  eine  Gruppe  G,  so 
bilden  alle  Transformationen  dieser  Gruppe ,  die  einen  Punkt  p 
allgemeiner  Lage  invariant  lassen,  eine  Untergruppe  G(p),  deren 
Transformationen  gleichzeitig  das  Bttschel  aller  durch  p  gehen- 
den Curven  in  sich  überführen.  Die  Curven  dieses  Büschels 
bilden  eine  eindimensionale  Mannigfaltigkeit ,  die  eo  ipso  durch 
eine  Gruppe  transformirt  wird,  die  mit  einer  projectiven  Gruppe 
isomorph  ist  und  daher  höchstens  drei  Parameter  enthält. 

Sucht  man  daher  unter  den  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  Gruppe  G  alle,  die  sowohl  einen  Punkt  p  wie  alle  hin- 
durchgehenden Integralcurven  stehen  lassen,  so  repräsentirt 
diese  Forderung  jedenfalls  nicht  mehr  als 

24-3 

unabhängige  Forderungen. 

Sucht  man  andererseits  alle  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  Gruppe  G)  die  auf  einmal  zwei  solcheCurvenbüschel, 
sowie  alle  einzelnen  Curven  beider  Büschel  stehen  lassen,  so 
repräsentirt  diese  Forderung : 

2+3+1+2=8 

Bedingungen.  Und  da  es  nach  der  Natur  der  Sache  gar  keine 
infinitesimale  Transformation  giebt,  die  diese  Forderung  erfüllt, 
so  sehen  wir,  dass  unsre  continuirliche  Gruppe  von  Punkttransfor- 
mationen  der  xy-Ebene  nicht  mehr  als  acht  unabhängige  infini- 
tesimale Transfoimaiionen  enthalten  kann. 

Betrachten  wir  jetzt  im  Räume  xyz  ein  System  von  zwei 
simultanen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

y"  —  (p[xyzy'z')  =  0  , 
z"  '-xp[xyzy'z']^^, 

das  bekanntlich  cx>*  Integralcurven  besitzt.  Wir  wollen  anneh- 
men, dass  dieses  System  von  Differentialgleichungen  eine  ge- 
wisse continuirliche  Gruppe  G  von  Punkttransformationen  ge- 
stattet. 
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Durch  jeden  Punkt  p  allgemeiner  Lage  gehen  oo*  Integrai- 
curven,  die  ein  Bttndel  bilden ,  und  dieses  Bttndel  bleibt  inva- 
riant bei  einer  gewissen  Untergruppe  G^p),  die  die  Curven  dieses 
Bttndels  durch  eine  Gruppe  g  transfonnirt,  die  eo  ipso  mit  einer 
projectiven  Gruppe  der  Ebene  isomorph  ist.  Suchen  wir  daher 
alle  in  G  enthaltenen  infinitesimalen  Transformationen ,  die  alle 
Integraicurven  eines  solchen  Bttndels  in  Ruhe  lassen,  so  reprä- 
sentirt  diese  Forderung  höchstens 

3  +  8 

Bedingungen.  Wollen  wir  andererseits,  dass  zwei  verschiedene 
derartige  Bttndel,  sowie  alle  Curven  derselben  in  Ruhe  bleiben 
sollen,  so  reprttsentirt  diese  Forderung 

3  +  8  +  4+8  —  2  —  3  =  45 

Bedingungen. 

GestcUtet  daher  ein  System  von  Differentialgleichungen 

y"  —  9  (xyzy'  z')  =  0 
s^  —  tpixyzy'z)  =  0 

eine  continuirliche  Gruppe  von  Punkttransformationeny  so  enthält 
diese  Gruppe  höchstens  fünfzehn  Parameter, 

Diese  meine  alten  Betrachtungen  dehnen  sich  ohne  weiteres 
auf  das  allgemeine  System  von  zwei  Difierentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  im  n-dimensionalen  Räume 

y*  —  Vki^Vi  •••  yn-iW  •••  y^i)  =  o 

(A-  =  4,2,...n-4) 

aus.  Hier  treten  (»*'*"*  Integraicurven  auf,  die  sich  in  oo^  Bttn- 
del vertheilen.  Die  Forderung,  dass  zwei  Bttndel,  sowie  alle  in 
ihnen  enthaltenen  Curven  in  Ruhe  bleiben  sollen,  liefert 

n  +  fn«  —  4 )  +  4  +  (n«  —  4 )  —  (n  —  4 )  —  n  (n  —  2)  =  n  (n  +  2) 

Bedingungen.  Ein  derartiges  System  von  Differentialgleichungen 
gestattet  daher  höchstens  eine  Gruppe  mit 

n«  +  2n 

Parametern.  Wenn  dabei  die  betreffende  Gruppe  z.  B.  ihre  grttsst- 
mögliche  Anzahl  Parameter  enthält,  dann  folgt  ohne  weiteres  aus 
meinen  Untersuchungen  ttber  Gruppen  mit  der  grOsstmöglichen 
Transitivität  im  Infinitesimalen,  dass  die  betreffende  Gruppe  mit 
der  allgemeinen  projectiven  ähnlich  ist. 


Zur  Tbborib  dbr  Transporhationsgruppbn.  325 

Es  leuchtet  ohne  weiteres  ein,  dass  sich  diese  Resultate  auf 
gewöhnlichen  simultane  Systeme  m^' Ordnung  ausdehnen,  die 
eine  Gruppe  von  Punkttransformationen  gestatten. 


II. 

Die  Frage,  ob  diejenigen  Punkt-  und  Berührungstransforma- 
tionen,  die  ein  vorgelegtes  System  von  Differentialgleichungen 
invariant  lassen,  eine  endliche  oder  unendliche  Gruppe  bilden, 
erledigt  sich  in  vielen  Fällen  ohne  weiteres  durch  Benutzung 
meiner  allgemeinen  Untersuchungen  über  die  Transformation 
von  MoifGs'schen  Gleichungen: 

ß  {a:^  ...  x^dx^  ...  dx„)  =:  0  . 

Stellen  wir  uns  zuerst  die  Frage,  ob  es  denkbar  ist,  dass 
ein  System  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

'^^  \z"^tp[xyzy'z')  =  0 

eine  unendliche  Gruppe  von  ÄerüÄrunjstransformationen  ge- 
stattet. 

Sind 

0{xyza^a^a^a^)  =  0 
^{xyza^a^a^a^)  =  0 

die  allgemeinen  Gleichungen  der  zugehörigen  Integralcurven,  so 
findet  die  Bedingung  des  Schneidens  zweier  unendlich  be- 
nachbarter Integralcurven ,  wie  ich  in  meinen  ersten  geometri- 
schen Untersuchungen  hervorgehoben  habe,  ihren  analytischen 
Ausdruck  in  einer  MoNGs'schen  Gleichung: 

Q((x^  ...  a^da^  ...  daj  =  0 

nnd  dabei  deckt  sich  die  Frage  nach  allen  Bertlhrungstransfor- 
mationen,  die  das  vorgelegte  System  (A)  von  Differentialgleichun- 
gen invariant  lassen,  mit  der  Frage  nach  allen  Punkttransforma- 
tionen des  vierdimensionalen  Raumes  a^  ...  a^ ,  die  die  Morob- 
sche  Gleichung  ß  =  0  invariant  lassen. 

Diese  MoNOB'sche  Gleichung  ist  nun  sicher  nicht  linear  in 
den  Differentialen  daj^,  das  heisst,  sie  ist  keine  PFAFp'sche  Glei- 
chung; dies  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  es  nicht  möglich  ist, 
unter  den  oo*  Integralcurven  in  oo°^  Weisen  oo*  Curven  heraus- 
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zugreifen,  unter  denen  jede  alle  benachbarten  Gurven  der  be- 
treffenden Schaar  schneidet. 

Unsre  MoNGB'sche  Gleichung  ordnet  jedem  Punkte  des 
Raumes  Oj^  einen  elementaren  Kegel  zu,  und  diese  oo*  Kegel 
lassen  sich  immer  durch  eine  einzige  partielle  Differential- 
gleichung definiren : 

die  unmittelbar  integrabel  ist.  Ein  vollstttndiges  Integral  liefert 
insbesondere  das  Gleichungssystem: 

O  (xyza^  of,  a^  a^)  =  0 

wenn  x.  y,  z  als  arbiträre  Parameter  aufgefasst  werden.  Da 
nun  die  partielle  Differentialgleichung  <Z>  =  0  nach  meinen  alte- 
ren Untersuchungen  keine  unendliche  Gruppe  von  PunA/trans- 
formationen  gestatten  kann,  so  ist  es  sicher,  dass  die  Monge' sehe 
Gleichung  ß  =  0  auch  keine  unendliche  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen des  Raumes  aj^  gestatten  kann.  Hiermit  ist 
aber  der  folgende  schöne  Satz  in  einfachster  Weise  bewiesen: 

Satz.  Ein  System  von  zwei  gewöhnlichen  Differentialglei- 
chungen zweiter  Ordnung  in  den  Veränderlichen  xyz 

y"  —  g>[xyzyz')  =  0 
z"  —  xplxyzy'z)  =0 

gestaltet  nie  eine  unendliche  Gruppe  von  Berührung s Irans- 
formationen  des  Raumes  xyz. 

Dieser  Satz  ist  insofern  überraschend,  als  jede  gewöhnliche 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x^ 

y"-(p{xyy')  =  0 

eine  unendliche  Gruppe  von  Bertthrungstransformationen  der 
(ccy)-Ebene  gestattet. 

Die  hier  angewandten  Methoden  lassen  sich  überhaupt  für 
unbeschrankt  integrable  totale  Systeme  in  beliebig  vielen  Ver- 
änderlichen verwerthen.  Dabei  ist  überdies  noch  Folgendes  zu 
bemerken : 
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Liegt  überhaupt  ein  Involutionssystem  von  partiellen  Diffe- 
rentialgleicfaungen  beliebig  hober  Ordnung  vor ,  deren  Integral- 
gebilde von  charakteristischen  Mannigfaltigkeiten  erzeugt  sind, 
so  werden  diese  Mannigfaltigkeiten  immer  durch  ein  unbe- 
schränkt integrables  totales  System  deßnirt.  Es  finden  daher 
meine  obenstehenden  Entwickelungen  Anwendung  in  der  Trans- 
formationstheorie der  besprochenen  Involutionssysteme,  wie  ich 
in  anderer  Verbindung  längst  angedeutet  habe.  Die  Frage  nach 
allen  BerUhrungstransformationen,  die  ein  Involutionssystem  be- 
liebig hoher  Ordnung  invariant  lassen,  reducirt  sich  nämlich  in 
ausgedehnten  von  mir  früher  angegebenen  Fällen  auf  die  Be- 
stimmung aller  Punkttransformationen  eines  höheren  Raumes, 
die  ein  Involutionssystem  erster  Ordnung  in  sich  transformiren. 


III. 

(Die  vorbergebenden    Entwickelungen  legte    ich    der    Gesellschaft    der 

Wissenschaften  in  der  Sitzung  am  3.  December  1894  vor.     Gleichzeitig 

kündigte  ich  die  nachstehende  Fortsetzung  an.) 

Nachdem  ich  im  Jahre  i  883  den  allgemeinen  Begriff  unend- 
liche continuirliche  Gruppe  eingeführt  hatte,  bemerkte  ich  in 
den  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  für  das  Jahr 
1884  ausdrücklich,  dass  die  Frage,  ob  ein  vorgelegtes  System 
von  Differentialgleichungen  vermöge  einer  Transformation  einer 
gegebenen  Gruppe  auf  eine  vorgelegte  Form  gebracht  werden 
kann,  sich  theoretisch  erledigen  lässt,  und  zwar  in  jedem  eitizebien 
Falle  durch  Betrachtung  der  Relationen,  die  zwischen  gewissen 
Differential  invarianten  bestehen. 

Dabei  traten,  wie  ich  ausdrücklich  betonte  (Ges.  d.  W.  zu 
Christiania  1883,  No.  10),  praktisch  wichtige  Vereinfachungen 
ein,  sobald  das  betreffende  System  von  Differentialgleichungen 
zu  einer  gegebenen  Kategorie  gehörte,  die  selbst  bei  der  betref- 
fenden Gruppe  invariant  bleibt. 

Hier  stellten  sich  dann  zunächst  die  beiden  folgenden  Pro- 
bleme, deren  allgemeine  Erledigung  durch  meine  Theorien  in 
einfachster  Weise  geleistet  wird. 

I.  Sobald  eine  specielle  Gruppe  vorliegt ,  kann  man  nach 
(den  einfachsten)  invarianten  Kategorien  von  Differentialproble- 
men fragen. 

Matb.-pbys.  QMBe.     1S94.  22 
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II.  Liegt  andererseits  eine  bestimmte  Kategorie  von  DiSe- 
rentiaiproblemen  vor,  so  kann  man  nach  der  grOssten  Gruppe 
von  Bertthrungs-,  resp.  Punkttransformationen  fragen,  bei  denen 
die  betreffende  Kategorie  invariant  bleibt. 

Es  wird  der  Aufmerksamkeit  des  gewissenhaften  Lesers 
nicht  entgehen,  dass  ich  in  meinen  älteren  Pubb'cationen  viele 
derartige  Probleme  gelöst  habe  ^].  Für  mich  war  dabei  die  Er- 
ledigung dieser,  an  sich  trivialen  Probleme,  im  Allgemeinen  der 
Ausgangspunkt  fttr  t/ti/er5MCÄwn(/ew,  die  einen  ernsteren  Charakter 
besassen. 

So  ^.  B.  war  meine  Bestimmung  (Archiv  for  Math.  Bd.  6, 
Christiania  4884,  S.  346)  aller  Bertthrungstransformationen: 

x'  =  X{xyzpq),         y'  =  >'(...),         z  =Z[...) 
p  =  P{xyzpq) ,         q'  =  Q[xyzpq, 

die  parlielle  Differentialgleichungen  von  der  Form 

in  ebensolche  überführen,  für  mich  *nur  der  Ausgangspunkt 
für  die  ungleich  schwierigere  Bestimmung  alier  Gleichungen 
von  der  Form  (B;,  die  eine  continuirliche  Gruppe  von  Trans- 
formationen gestatten ,  bei  denen  x  und  y  nicht  alle  beide  in- 
variant bleiben. 

In  derselben  Arbeit  erledigte  ich  das  entsprechende  hoch- 
interessante Problem  für  alle  LAPLACE'schen  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Wenn  ich  im  Folgenden  meine  alten  Fragestellungen  wie- 
der aufnehme  und  an  einigen  Beispiele  zeige,  wie  das  oben- 
stehende Problem  II  behandelt  werden  soll,  so  ist  die  Ursache 
die,  dass  eine  soeben  in  Crelle^s  Journal  erschienene  Arbeit  deut- 
lich zeigt,  dass  es  noch  tüchtige  Mathematiker  giebt,  die  zwar 
von  meinen  Theorien  beeinflusst,  doch  aber  nicht  wissen,  wie 
derartige  Probleme  behandelt  werden  sollen. 


i )  Vgl.  Math.  Ann.  Bd.  24.  In  dieser  Arbeit  skizzirte  ich  Invarianten- 
tlieorien  für  viele  verschiedenen  Kategorien  von  Differentialproblemen  und 
legte  dabei  jedesmal  die  grösste  Gruppe  zu  Grundi%  bei  welcher  die  betref- 
fende Kategorie  invariant  bleibt. 


Zur  Theorie  der  Thansformationsgruppen.  329 

Um  mit  einem  möglichst  einfachen  Problem  anzufangen, 
wollen  wir  zunächst  alle  BerOhrungstransformationen 

tx,  =X(xyy') 

(C)  U  =Y{xyy') 
\y,'  =  Z[xyy') 

suchen,  die  jede  gewöhnliche  lineare  Difierentialgleichung  m-ter 
Ordnung 

(D)  0  =  yW  +  X,^_,  (x)  ^(''»-O  +  . ..  +  X  {x)y 

in  eine  ebensolche  Gleichung  überführt.    Welche  die  ganze  Zahl 
m  ist,  kann  uns  gleichgültig  sein. 

Die  Gleichung  (B)  fasse  ich  als  DefinUionsgleichung  einer 
m-gliedrigen  Gruppe  auf,  deren  allgemeine  infinitesimale  Trans- 
formation die  Form 

(E)  |J^*c,.yft{x-) 

besitzt.   Bei  den  gesuchten  Transformationen  (Cj  soll  daher  jede 
infinitesimale  Transformation 

in  eine  neue  Transformation  übergehen,  die  ebenfalls  die  Form 

besitzt. 

Ertheiit  man  aber  in  der  Gleichung 

der  Function  rp  auch  nur  zwei  verschiedene  Formen ,  so  folgt 
unmittelbar,  dass  x^  eine  Function  von  x  sein  muss 

x^  =  X(x] . 
Da  nun  die  Grösse  Y[xyy']  die  Bedingungsgleichung 

[X  r]  =  0 

erfüllen  muss,  so  ist  Y  von  y  frei  und  die  gesuchten  Transforma- 
tionen siod  Pun&Uransformationen,  die  die  Form 

x,=X[x)        y,  =  Y[xy) 

82* 
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besitzen.    Nun  aber  ist 

und  dabei  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  die  Grösse  w  r—  nur 

dann  eine  blosse  Function  von  x,  resp.a;,  ist,  wenn  )'  in  y  linear 
ist.    Die  gefundene  Transformation 

x^  =  X(x)         y,  =  a {x)y  -f  b  (x) 

erfüllt  aber  offenbar  dann,  und  nur  dann,  die  ursprünglich  ge- 
stellte Forderung,  wenn  b  [x)  gleich  Null  ist. 

Ausgehend  von  diesen  Betrachtungen  skizzirte  ich  schon  in 
den  Jahren  1881 — 1883  in  den  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W. 
zu  Christiania  eine  allgemeine  Integrationstheorie  solcher  DifTe- 
rentialgleichungen  in  xy 

vi^yyy"  •••  y''')  =  ^  > 

die  durch  Berührungstransformation  in  lineare  übergeführt  wer- 
den können.  Für  Mathematiker  ist  die  detaillirte  Durch- 
führung eines  Theils  dieser  grossen  Theorie  eine  würdigere  Auf- 
gabe als  etwa  die  Behandlung  der  trivialen  Frage  nach  den 
allgemeinsten  Punkttransformationen,  bei  deiien  die  Kategorie 
aller  (gew^öhn liehen)  linearen  Differentialgleichungen  invariant 
bleibt. 

Unter  meinen  in  den  citirten  Arbeiten  erhaltenen  allge- 
meinen Besultaten  verdienen  die  folgenden  besondere  Beachtung. 

1)  Liegt  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung vor,  die  durch  Punkttransformation  die  Form 

y"  =  0 

erhalten  kann ,  dann  lässt  sich  die  Integration  der  vorgelegten 
Gleichung  auf  diejenige  einer  linearen  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung  zurückführen. 

2)  Liegt  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  F=0  dritter 
oder  höherer  Ordnung  vor,  die  durch  Punkttransformation  die 
lineare  Form 

L  ==  y^'»  +  A'^. Ja?)i/^- +  .. .  A'y  =  0 

erhalten  kann,  dann  lässtsich  die  Integration  von  F=:  0  zurück- 
führen auf  die  Erledigung  einer  linearen  Differentialgleichung 
rw-ter  Ordnung,  die  mit  /,  =  0  äquivalent  ist. 
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Die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung ,  die  durch  J^erü/tn/n^^transformation  die  Form 
y"'  z=0  erhalten  kann,  reducirt  sich  auf  die  Erledigung  einer 
speciellen  linearen  Differentialgleichung  vierter  Ordnung. 

In  allen  anderen  Fällen  reducirt  sich  die  Integration  einer 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  /?i-ter  Ordnung 

F(a::t/.V'...//'"))=0,     (m>2), 

die  durch  Bertthrungstransformation  die  lineare  Form 

y^*")  +  Am-4  .V^^"*)  +  . . .  +  A'y  =  0 

erhalten  kann,  auf  die  Erledigung  einer  äquivalenten  linearen 
Differentialgleichung  m-ter  Ordnung. 

Diese  Sätze  veröffentlichte  ich,  wie  schon  gesagt,  in  den 
Jahren  1881—1883  in  den  Verh.  d.  G.  d.  W.  zu  Ghristiania.  Im 
Uebrigen  will  ich  darauf  hinweisen,  dass  schon  meine  erste  Note 
in  den  Göttinger  Nachrichten  (1874)  über  Transformations- 
gruppen Andeutungen  enthält,  die  zeigen,  dass  ich  schon  damals 
eine  rationalle  Integrationstheorie  aller  gewöhnlichen  Differen- 
tialgleichungen besass,  die  durch  Punkt-  oder  Berührungstrans- 
formation  die  lineare  Form  erhalten  können. 


IV. 

Nicht  schwieriger  ist  die  Frage  nach  allen  BerOhrungstrans- 
formationen  des  Raumes  zx,  ...  x^,  die  etwa  alle  lineare  par- 
tielle Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

in  ebensolche  Gleichungen  überführen. 

Bemerkt  man,  dass  jede  derartige  partielle  Differential- 
gleichung als  Definitionsgleichung  einer  unendlichen  Gruppe  mit 
vertauscbbaren  Transformationen  aufgefasst  werden  kann,  so 
erkennt  man  ohne  weiteres,  dass  unsre  Forderung  darauf  hinaus- 
kommt, dass  bei  unserer  Berührungstransformation  das  Symbol 
jeder  infinitesimalen  Transformation  von  der  Form 


a{x^x^  ....rj  — 


in  ein  Symbol 
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übergehen  soll,  weiches  sich  nur  hinsichtlich  der  Form  der  Func- 
tion a  von  dem  gegebeneu  Symbol  unterscheidet. 

Hieraus  folgt  nun  zunächst,  dass  die  gesuchte  Berührungs- 
transformation n  Gleichungen  umfasst,  die  die  Form 

besitzen.    Die  hinzutretende  Gleichung 

erfüllt  nach  meiner  allgemeinen  Theorie  die  Bedingungen 

.    [^A-,]  =  0...[ZA„]  =  0, 

sodass  Z  vonyj,  ...  p,,  frei  ist.  Da  andererseits  eine  Gleichung 
von  der  Form 

|^  =  „>;.....yV 

für  jedes  f,  Insbesondere  für 

f=Z(a',...x.„z)r=z' 
stattfindet,  folgt 

und  da  die  linke  Seite  sich  auch  als  Function  von  or^  ...  rr„  auf- 
fassen lässt,  ergiebt  sich,  dass  Z  in  z  linear  ist : 

Z=y(x,  ..,x^z  +  d(x,  ...  .tJ; 

dabei  erkennt  man  unmittelbar,  dass  die  gefundene  Punkt- 
iransformation  dann,  und  nur  dann,  die  gestellten  Forderungen 
erfüllt,  wenn  die  Grösse  6  gleich  Null  ist. 

Hiermit  haben  wir  den  Satz: 

Wenn  eine  Berührungstransformation  in  den  Veränderlichen 

X,  .^.x^zp,  .../>„ 

jede  lineare  und  homogene  partielle  Differentialgleichung  von  einer 
bestimmten  Ordnung  tviederum  in  eine  lineare  homogene  Gleichxmg 
überführt^  so  besitzt  sie  die  allgemeine  Form 

z'  =  z(D{x,  ...a^J. 
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Dieser  allgemeine  Satz  gestattet  mehrere  triviale  Verallge- 
meinerungen. Ich  beschranke  mich  hier  auf  die  selbstverständ- 
liche Bemerkung,  dass  die  obenstehenden  Entwickelungen  gttltig 
bleiben,  wenn  m  statt  z  wei  gesetzt  wird. 

Im  Uebrigen  möge  nochmals  ausdrücklich  betont  werden, 
dass  alle  Untersuchungen  über  lineare  partielle  Differential- 
gleichungen sich  als  Untersuchungen  über  continuirliche  Grup- 
pen mit  vertauschbaren  Transformationen  auffassen  lassen. 
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Die  beiden  Hauptsätze  der  Energetik  geben  für  alle  natür- 
lichen Vorgänge  den  Anfang,  den  Verlauf  und  das  Ende  insofern 
an,  als  durch  sie  [und  das  ergänzende  Gesetz  des  ausgezeichneten 
Falles)  bestimmt  wird,  welches  die  Bedingungen  für  den  Eintritt 
eines  Vorganges  sind ,  welchen  von  den  möglichen  Wegen  der 
Vorgang  geht,  und  zu  welchem  Gleichgewichts-  oder  Dauer- 
zustand erführt,  lieber  die  Zeit,  in  welcher  die  einzelnen  Phasen 
des  ganzen  Verlaufes  erreicht  werden,  besteht  in  einem  be- 
stimmten Falle  kein  Zweifel.  Ist  nämlich  bei  dein  Vorgange  Be- 
wegungsenergie oder  lebendige  Kraft  betheiiigt ,  so  ist  auch  der 
zeitliche  Verlauf  vollständig  durch  die  Constanten  des  betrach- 
teten Gebildes  gegeben.  Ein  gutes  Beispiel  hierfür  sind  die  kos- 
mischen Bewegungen:  aus  den  Massen  der  betheiligten  Körper, 
und  der  Angabe  ihrer  Lagen  und  Geschwindigkeiten  in  einem 
bestimmten  Augenblicke  lässt  sich  für  alle  Zeiten  vor  und  nach 
diesem  Augedblicke  der  Zustand  des  Gebildes  ohne  jede  Zwei- 
deutigkeit ableiten ,  und  eine  Aenderung  kann  nur  auf  die  eine 
Weise  möglich  gemacht  werden,  dass  Energie  in  irgend  welcher 
Form,  welche  sich  in  Bewegungsenergie  umwandeln  kann,  zu- 
geführt wird.  Es  ist  dabei  besonders  zu  betonen,  dass  Energieen, 
welche  der  letzten  Bedingung  nicht  entsprechen,  keinen  Einiluss 
auf  den  Verlauf  der  Bewegung  haben;  ob  z.  B.  die  Erde  ihre 
Wärme  behält  oder  in  den  Baum  ausstrahlt,  ist  für  ihre  Be- 
wegung um  die  Sonne  ohne  jede  Bedeutung. 

Der  zeitlichen  Bestimmtheit  dieser  Erscheinungen  steht  die 
zeitliche  Unbestimmtheit  anderer  gegenüber.  Ein  Gas,  welches 
in  einem  widerstandsfähigen  Gefäss  zusammengepresst  sich  be- 
findet, stellt  gleichfalls  ein  Gebilde  dar,  in  welchem  mehrere 
Energieen  sich  bethätigen ;  hier  ist  aber  der  Zustand  völlig  un- 
abhängig von  der  Zeit.  Aehnliche  zeitfreie  Energiegebilde  lassen 
sich  mit  allen  anderen  Energieformen   ersinnen:    die  einzige 
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EnergieforDi,   welche  keine  Zeitfreibeit  gestattet^   ist  die  Be- 
wegungsenergie. 

Diese  Thatsache  drückt  sich  am  unmittelbarsten  in  den  Be- 
stimmungsstacken der  Bewegungsenergie  aus.  Sie  enthält  die 
Masse,  eine  zeitfreie  Grösse ^  und  daneben  die  Geschwindigkeit, 
welche  in  ihrer  Definition  Zeit  und  Raum  enthJllt.  Untersucht 
man  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  die  anderen  Energiearten, 
so  findet  man  bei  keiner  weiteren ,  dass  sie  die  Zeit  oder  eine 
Function  dieser  enthält.  Alle  anderen  Energiearten  haben  dem- 
nach die  Eigenschaft,  dass  sie  zwar  die  Reihenfolge  der  Gescheh- 
nisse, bei  denen  sie  ohne  Auftreten  der  Bewegungsenergie  be- 
theiligt sind,  unzweideutig  bestimmen ,  dagegen  nichts  ttber  die 
Zeit  aussagen ,  welche  zum  Ablauf  dieser  in  allen  Zeitpunkten 
bestimmten  Geschehnisse  erforderlich  ist. 

Da  nun  andererseits  als  Postulat  der  Satz  aufgestellt  werden 
muss  y  dass  alle  natürlichen  Geschehnisse  zureichend  bestimmt 
sind,  so  muss  geschlossen  werden,  dass  ausser  den  bekannten 
Gesetzen  der  Energetik  und  dem  Gesetze  des  ausgezeichneten 
Falles  noch  ein  weiteres  Gesetz  oder  mehrere  vorhanden  sind, 
durch  welche  der  zeitliche  Verlauf  der  Vorgänge  auch  in  solchen 
Fällen  eindeutig,  bestimmt  wird,  in  welchen  die  Energieyerhält- 
nisse  keine  Zeitbeziehung  enthalten.  Solche  Gesetze  sind  bisher 
kaum  gesucht,  und  noch  weniger  gefunden  worden;  doch  muss 
ausgesprochen  werden,  dass  ohne  die  Kenntniss  solcher  Gesetze 
die  vollständige  Beurtheilung  der  natürlichen  Vorgänge  unmög- 
lich ist,  und  dass  demnach  der  Fortschritt  der  Wissenschaft  mit 
Nothwendigkeit  auf  die  Entdeckung  dieser  Gesetze  führen  muss. 
Einen  unmittelbaren  Erfolg  hat  die  Erkenntniss  dieser  Ver- 
hältnisse dahin,  dass  sie  gewisse  Hypothesen  beseitigt,  welche 
trotz  ihrer  thatsächlischen  Unfruchtbarkeit  in  nahezu  absoluter 
Weise  die  wissenschaftlichen  Anschauungen  in  diesem  Jahrhun- 
dert beherrscht  haben.  Es  ist  dies  vor  allem  die  Hypothese,  dass 
alle  natürlichen  Vorgänge  im  letzten  Grunde  mechanische  seien. 
Schon  der  folgende  wohlbekannte  Umstand  hätte  diese  Hypothese 
als  unzulässig  erkennen  lassen  müssen.  Die  rein  mechanischen 
Erscheinungen  sind  bekanntlich  nicht  nur  zeitlich  vollkommen  be- 
stimmt, sondern  in  den  Gleichungen,  welche  diese  Erscheinungen 
beschreiben,  kann  die  Zeit  beliebig  positiv  oder  negativ  geändert 
werden.  Für  die  Zeit  im  mechanischen  Sinne  giebt  es  somit 
keinen  Unterschied  zwischen  vorwärts  und  rückwärts;  jeder 
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mechanische  Vorgang  kann  ebenso  gut  in  dem  einen  Sinne,  wie 
in  dem  entgegengesetzten  verlaufen.  Vergleichen  wir  diese  Ver- 
hältnisse mit  den  thatsächliohen  Erscheinungen,  so  nehmen  wir 
alsbald  wahr,  dass  letztere  sich  keineswegs  so  indifferent  gegen 
die  Zeit  verhalten ;  vielmehr  giebt  es  fttr  jeden  solchen  Vorgang 
einen  Sinn  oder  eine  Richtung,  in  dem  er  vor  sich  gehen  kann 
und  einen  entgegengesetzten  Sinn,  in  dem  er  unmöglich  ist. 
Bei  den  organischen  Erscheinungen  tritt  dieser  Umstand  be- 
sondersdeutlich auf;  die  Entwicklung  eines  Thieres,  einer  Pflanze 
findet  nur  in  dem  Sinne  des  Wachsens,  der  folgeweisen  Bildung 
von  Blattern,  Blttthen,  Früchten  statt,  und  niemals  umgekehrt. 
Aber  dies  Gesetz  ist  keineswegs  auf  die  Organismen  beschränkt; 
auch  alle  nicht  organischen  Vorgänge  ohne  jede  Ausnahme  folgen 
demselben,  und  nur  bei  den  astronomischen  Erscheinungen  tritt 
es  in  den  Hintergrund,  ohne  ganz  zu  verschwinden.  Denn  wir 
wissen,  dass  auch  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  der  Erde  in- 
folge der  Fluthreibung  abnehmen  muss,  und  ebenso  erscheint 
die  Wirkung  eines  widerstehenden  Mittels  im  Welträume,  durch 
das  die  Bew^egungen  der  Himmelskörper  einseitig  beeinflusst 
werden,  den  Astronomen  als  eine  erwägungswerthe  Wahrschein- 
lichkeit, wenn  auch  sich  die  am  ENGKs'schen  Kometen  beobachteten 
Thatsachen  dieser  Annahme  noch  nicht  frei  fügen. 

Bei  den  irdischen  Erscheinungen  ist  dagegen  die  Nicht- 
umkehrbarkeit  nicht  nur  die  Regel,  sondern  sie  ist  in  jedem 
einzelnen  Falle  so  deutlich  vorhanden,  dass  ihr  Nachweis  keinerlei 
Schwierigkeiten  macht,  und  umgekehrt  besondere  Vorsicht  beob- 
achtet werden  muss ,  wenn  es  sich  um  die  Herstellung  nahezu 
umkehrbarer  Erscheinungen  handelt. 

Solchen  Thatsachen  gegenüber  versagt  die  mechanistische 
Hypothese  gänzlich.  Gerade  die  charakteristische  Eigenthüm- 
lichkeit  der  thatsächlichen  Geschehnisse,  die  Nichtumkehrbarkeit, 
findet  in  den  rein  mechanischen  Vorgängen  keinen  Ausdruck, 
und  daraus  lässt  sich  mit  Sicherheit  schliessen ,  dass  die  natür- 
lichen Vorgänge  durchaus  keine  mechanischen  sein  können. 

Hiermit  trifft  die  oben  erwähnte  Thatsache  zusammen,  dass 
zwar  die  mechanischen,  genauer  gesagt,  die  mit  Bewegungs- 
energie verknüpften  Vorgänge  zeitlich  bestimmt  sind,  wenn  die 
Constanten  des  Gebildes  gegeben  sind,  dass  aber  die  natürlichen 
Vorgänge  es  alsdann  noch  nicht  sind.  Auch  dies  muss  als  ein 
Beweis  gegen  die  mechanistische  Hypothese  aufgefusst  werden, 
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wenigstens  insofern  eine  solche  Hypothese  einen  Theil  der  als 
mechanisch  angesehenen  Energie  kinetisch  auffasst ,  wie  das  ja 
gegenwäi*tig  allgemein  üblich  ist. 

Diese  Verhältnisse  konnten  so  lange  unbeachtet  bleiben,  als 
man  gewohnt  war,  bei  der  Bestimmung  der  Dimensionen  der 
physikalischen  Grössen  von  den  Einheiten  Zeit,  Raum  und  Masse 
auszugehen.  Indem  man  dann  die  Dimension  der  Energie  aus 
der  der  Bewegungsenergie  bestimmte,  brachte  man  den  in  dieser 
enthaltenen  Zeitfactor  in  alle  anderen  Energieforinen  zu  Unrecht 
hinein ,  und  es  enthielt  scheinbar  jede  Energie  die  Zeit  als  mit- 
bestimmende Grösse.  Nachdem  einmaU]  die  Erkenntniss  ge- 
wonnen war,  dass  dies  Verfahren  irrthümlich  war,  und  die  Dar- 
stellung der  anderen  Energieformen  durch  jene  Begriffe  nicht 
ausführbar  ist,  indem  jede  andere  Energieform  einen  irreduciblen 
Factor  enthält,  weicher  in  jedem  dieser  Gebiete  selbständig  und 
willkttrlich  bestimmt  werden  darf,  so  ergab  sich  von  selbst, 
dass  in  der  That  die  Zeit  nur  in  der  Bewegungsenergie  vor- 
kommt, und  alle  anderen  Formen  zeitfrei  sein  müssen.  Wie 
schon  erwähnt,  stimmt  dieser  Schluss  vollkommen  mit  der  Er- 
fahrung überein. 

Aus  dieser  Erkenntniss  geht  nun  ein  Schluss  hervor,  welcher 
für  ein  bisher  ganz  räthseihaft  gebliebenes  Gebiet  der  chemischen 
Erscheinungen  den  Weg  zeigt,  auf  welchem  die  a Beschreibung« 
in  Kirghhopf's  Sinne,  d.  h.  die  wissenschaftliche  Zusammen- 
fassung und  Verknüpfung  mit  anderen  Thatsachengebieten  er- 
möglicht werden  kann.  Ich  meine  die  kataly tischen  Erscheinungen. 
Was  katalytische  Erscheinungen  sind ,  ist  jedem  Chemiker  aus 
einzelnen  Beispielen  zwar  bekannt,  sucht  man  aber  nach  einer 
zutreffenden  Definition  dieser  Vorgänge ,  so  vermisst  man  eine 
solche  durchaus.  Auch  ist  bekannt,  dass  die  Einführung  dieses 
Begriffes  durch  Berzelius  zu  heftigen  Widersprüchen  von  Seiten 
Libbig's  Anlass  gab;  Libbig  fürchtete,  dass  auf  diesem  Wege  eine 
neue  qualitas  occulta,  der  eben  überwundenen  »Lebenskraft a 
vergleichbar,  in  die  Wissenschaft  eingeführt  werden  sollte,  und 
die  schädlichen  Wirkungen  solcher  Scheinerklärungen  hatte  er 
aus  seiner  eben  durchgemachten  naturphilosophischen  Rinder- 
krankheit noch  in  lebhaftester  Erinnerung.  In  der  That  ver- 
schwand auch  bald  die  Beschäftigung  mit  diesen  Erscheinungen 

4)  Diese  Berichte  4  894,  274. 
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aus  der  chemischen  Litteratur,  obwohl  gerade  in  den  von  Libbig 
gepflegten  Gebieten  der  physiologischen  Chemie  kataly tische 
Vorgänge  jedem  auf  Schritt  und  Tritt  entgegentreten. 

Wenn  man  zu  einer  genauen  Begriffsbestimmung  dieses 
Erscheinungsgebietes  gelangen  will,  so  muss  man  zunächst  davon 
eine  andere  Reihe  von  Vorgängen  aussondern,  die  häufig  mit 
diesen  zusammengeworfen  werden,  weil  sie  wie  diese  sich  im 
Wesentlichen  auf  den  Zeitverlauf  chemischer  Vorgänge  beziehen. 
Es  sind  dies  die  Auslösungserscheinungen,  Die  Explosion  eines 
Knallgasgemisches  durch  den  elektrischen  Funken  soll  nicht  als 
eine  katalytische  Erscheinung  aufgefasst  werden,  wohl  aber  die 
langsame  Verbindung  des  Knallgases  durch  die  Wirkung  des 
feinzertheilten  Platins.  Es  ist  wichtig,  diese  beiden  Arten  von 
Erscheinungen  sorgfältig  auseinander  zu  halten,  denn  sie  kommen 
häufig  neben  einander  und  mit  einander  verknüpft  vor,  und  man 
ist  leicht  geneigt ,  die  Eigenschaften ,  die  der  einen  zukommen, 
der  anderen  zuzuschreiben. 

Als  katalytische  Erscheinung  definire  ich  den  Vorgang,  dass 
eine  für  sich  in  einer  bestimmten  Zeit  verlaufende  chemische 
Reaction  durch  die  Gegenwart  eines  fremden  Stoffes,  der  am 
Ende  der  Reaction  in  demselben  Zustande  ist,  wie  am  Anfange, 
eine  Aenderung  seines  zeitlichen  Verlaufes  erfährt. 

Es  ist  vor  allen  Dingen  wichtig ,  zu  beachten ,  dass  es  sich 
bei  katalytischen  Vorgängen  nur  und  ausschliesslich  um  die 
Aenderung  des  zeitlichen  Maassstabes  der  Vorgänge  handelt. 
Ein  Gemenge  chemisch  verwandter  Stoffe  ist  ein  Gebilde,  welches 
für  sich  nicht  im  Gleichgewicht  sein  kann.  Wenn  wir  fragen, 
warum  ein  Stück  Schwefel,  welches  an  der  Luft  in  Berührung 
mit  dem  Sauerstoff  liegt,  sich  nicht  mit  diesem  verbindet,  so  ist 
darauf  zu  antworten,  dass  er  sich  allerdings  verbindet,  nur  mit 
einer  so  geringen  Geschwindigkeit,  dass  für  die  gewöhnliche 
kurze  Beobachtungszeit  die  Menge  des  verbundenen  Stoffes  nicht 
messbar  ist.  Schwefelblumen,  deren  Oberfläche  viel  grösser  ist, 
und  an  denen  die  der  Oberfläche  proportionale  Geschwindigkeit 
der  Verbindung  daher  leichter  sichtbar  wird,  zeigen  die  bekannte 
Erscheinung,  dass  sie  immer  nach  einiger  Zeit  sauer  werden;  an 
ihnen  lässt  sich  das  Vorhandensein  der  Reaction  somit  bereits 
sichtbar  machen. 

Was  an  diesem  einen  Beispiele  dargelegt  worden  ist,  muss 
als  eine  vollkommen  allgemeine  Thatsache  angesehen  werden. 
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Alle  chemischen  Systeme,  welche  fähig  sind,  freiwillig  unter 
irgend  welchen  Umständen  einen  chemischen  Process  zu  erfahren, 
d.  h.,  welche  sich  so  ändern  können,  dass  ihre  freie  Energie  ab- 
nimmt, erfahren  thatsächlich,  w  enn  nur  die  räumliche  Bedingung 
der  Berührung  gegeben  ist,  diesen  Process,  nur  häuGg  so  langsam, 
dass  der  Nachweis  des  Vorganges  unmöglich  wird.  Es  ist  dieser 
Satz  allerdings  zunächst  eine  noch  nicht  überall  erwiesene  Ver- 
allgemeinerung aus  beobachteten  Thatsacheu  einerseits,  anderer- 
seits aber  eine  Schlussfolgerung  aus  den  allgemeinen  Gesetzen 
der  Energetik.  Nach  diesen  kann  ein  Gebilde  nur  in  Ruhe  sein, 
wenn  überall  die  Intensitäten  der  vorhandenen  Energie  entweder 
gleich  sind,  oder  sich  gegenseitig  compensiren.  Bei  chemischer 
Energie  ist  eine  Coropensation  nur  ausnahmsweise  unter  be- 
sonderen Bedingungen  möglich  (wie  z.  B.  durch  elektrische 
Energie  in  galvanischen  Anordnungen) ,  doch  lassen  sich  durch 
passende  Einrichtungen,  die  fast  immer  gegeben  sind,  solche 
Compensationsmöglichkeiten  ausscfaliessen ,  und  dann  ist  nichts 
anderes  möglich,  als  der  thatsächliche  Ablauf  der  möglichen 
Reaction. 

Die  Auslösungserscheinungen  beruhen  darauf,  dass  durch 
die  örtlich  oder  zeitlich  beliebig  beschränkte  Einleitung  einer 
schnellen  Reaction  ein  Zustand  geschaffen  wird,  durch  welchen 
die  Bedingungen  einer  Reactionsbeschleunigung  für  die  angren- 
zenden Gebiete  gegeben  werden.  Hierdurch  verläuft  auch  der 
—  räumlich  oder  zeitlich  —  angrenzende  Theil  des  Vorganges 
schneller,  und  dieser  wirkt  wieder  in  gleichem  Sinne  auf  den 
folgenden  Äntheil  und  so  fort.  Die  Explosion  de&  Knallgases 
durch  den  elektrischen  Funken  gehört  zu  diesen  Fällen.  Die  Be- 
schleunigung ist  hier  durch  die  Erhöhung  der  Temperatur  be- 
dingt, welche  zunächst  nur  die  von  dem  Funken  durchsetzten 
Gastheilchen  betrifft.  Durch  die  hierbei  entstehende  Wärme 
wird  auch  in  den  benachbarlen  Theilen  des  Gases  der  Zustand 
schneller  Reaction  hervorgebracht,  und  so  pflanzt  sich  die  Ex- 
plosion mit  grosser  (aber  keineswegs  unendlicher)  Geschwin- 
digkeit durch  die  ganze  Gasmasse  fort.  Damit  eine  Äus- 
lösungserscheinung  zu  Stande  kommt,  ist  also  erforderlich,  dass 
durch  die  Reaction  selbst  eine  Beschleunigung  hervorgerufen 
wird.  Dies  ist  in  den  meisten  Fällen  eine  Erhöhung  der  Tem- 
peratur, in  manchen  Fällen  aber  auch  ein  materielles  Product 
der  Reaction.    So  wirkt  massig  verdünnte  Salpetersäure,  wenn 
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sie  ganz  rein  ist,  nur  wenig  auf  Kupfer  ein:  die  Wirkung  steigert 
sich  aber  langsam  und  wird  dann  schnell. fast  explosiv.  Es  rührt 
dies  daher,  dass  die  niederen  Oxyde  des  Stickstoffs  in  hohem 
Maasse  die  oxydirende  Wirkung  der  Salpetersäure  beschleunigen. 
So  lange  sie  anfangs  nur  in  sehr  geringer  Menge  vorhanden  sind, 
macht  sich  die  Beschleunigung  nicht  merklich  geltend.  Durch 
die  Wirkung  selbst  aber  vermehrt  sich  die  Goncentration  des 
Beschleunigers,  und  der  Vorgang  wird  schneller  und  schneller, 
bis  er  mit  zunehmender  Geschwindigkeit  sein  Maximum  erreicht. 
Durch  die  Erreichung  des  schliesslichen  Gleichgewichtszustandes 
setzt  er  sich  dann  schliesslich  selbst  eine  Grenze ,  nachdem  er 
wegen  der  Abnahme  der  wirkenden  Stoffe  sich  wieder  verlang- 
samt hatte.  Die  vorher  erwähnte  Steigerung  der  Temperatur 
wirkt  zwar  mit,  doch  ist  isie  in  diesem  Falle  keineswegs  die 
alleinige  Ursache  der  Beschleunigung. 

Was  nun  die  Gesetze  der  katalytischen  Erscheinungen  an- 
langt, so  ist  darüber  nur  wenig  bekannt.  Im  allgemeinen  wird 
man  wohl  sagen  dürfen,  dass  in  erster  Annäherung  die  Be- 
schleunigung der  Goncentration  des  Katalysators  proportional  ist. 
Dieser  Satz  ist  in  ziemlich  vielen  Fällen,  insbesondere  bei  der 
Inversion  des  Rohrzuckers  durch  die  Gegenwart  von  Wasser- 
stoff-Ionen nachgewiesen  worden,  und  da  ein  unbedingt  wider- 
sprechendes Beispiel  nicht  bekannt  ist,  so  darf  er  wohl  als 
eine  genügende  Annäherung  an  die  Wahrheit  angesehen  wer- 
den. Die  katalytische  Eigenschaft  kommt  sehr  verschiedenen 
Stoffen  zu,  und  zwar  giebt  es  hier  verschiedene  Klassen.  Einige 
wenige  Katalysatoren  scheinen  überhaupt  durch  ihre  Gegenwart 
all  und  jeden  Vorgang  zu  beschleunigen.  Es  ist  dies  insbeson- 
dere der  Wasserstoff  im  lonenzustande.  Für  einzelne  Fälle, 
insbesondere  die  Inversion  des  Rohrzuckers,  ist  dies  schon  lange 
bekannt ;  doch  hat  mich  eine  auf  diesen  Punkt  seit  längerer  Zeit 
gerichtete  Aufmerksamkeit  gelehrt,  dass  bisher  kein  in  mess- 
barer Zeit  verlaufender  Vorgang  gefunden  werden  konnte, 
welcher  nicht  durch  die  Gegenwart  von  Wasserstoff-Ionen  be- 
schleunigt worden  wäre.  Hierbei  ist  natürlich  vorausgesetzt, 
dass  die  Wasserstoff-Ionen  nicht  andere  chemische  Reactionen 
verursachen,  in  die  sie  materiell  eingehen.  Dem  Wasserstoff-Ion 
schliesst  sich  möglicher  Weise  das  Hydroxyl-Ion  an,  welchem 
gleichfalls  ziemlich  allgemeine  katalytische  Wirkungen  eigen  zu 
sein  scheinen;  doch  sind  über  diese  Frage  in  dem  allgemeinen 
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Sinne  noch  so  wenig  Erfahrungen  gesammelt  worden,  dnss  sich 
hier  nur  erst  Yermuthungen  aussprechen  lassen. 

Neben  diesen  ganz  allgemeinen  Katalysatoren  giebt  es  spe- 
ciellere,  welche  nur  auf  gewisse  Klassen  \on  chemischen  Vor- 
gängen wirken,  und  endlich  ganz  specielle,  deren  Wirkung  auf 
einen  bestimmten  Stoff  oder  Stoffcomplex  beschränkt  ist.  Zu 
den  Gruppenkatalysatoren  gehören  insbesondere  die  Beschleu- 
niger für  Oxydations- und  Reductionsvorgänge,  wie  Ferrosalze 
(d.  h.  das  Ferro- Ion),  Chromsäure,  die  niederen  Oxyde  des 
Stickstoffs  u.  s.  w.  Diese  wirken  auf  viele,  vielleicht  alle  Be- 
ductions-  und  Oxydations  Vorgänge  beschleunigend.  Ob  in  allen 
Fällen  in  proportionaler  Weise,  so  dass  die  Beschleunigung  aus 
zwei  Factoren  besteht,  von  denen  der  eine  von  der  Natur  des 
Vorganges,  der  andere  von  der  des  Katalysators  abhängt,  ist 
noch  unbekannt,  wenn  auch  ein  solches  Gesetz  vermuthet  wer- 
den kann. 

Schliesslich  sind  die  speciellen  Katalysatoren  zu  erwähnen, 
deren  Wirkung  unter  Umständen  an  ausserordentlich  einge- 
schränkte Bedingungen  gebunden  ist.  Hierher  sind  insbesondere 
die  Fei^mente  zu  rechnen,  deren  Wirkungen  sich  allerdings  in 
den  meisten  Fällen  unter  so  verwickelten  Bedingungen  geltend 
machen,  dass  der  Nachweis  der  hier  obwaltenden  Gesetzmässig- 
keiten noch  lange  Zeit  und  viele  Arbeit  erfordern  wird.  Den 
Schlüssel  zu  diesen  verwickeiteren  Erscheinungen  werden  aber 
unzweifelhaft  die  einfacheren  oben  erwähnten  liefern. 

Der  chemischen  Natur  nach  scheinen  die  katalytisch  wirk- 
samen Stoffe  keiner  Klasse  ausschliesslich  anzugehören,  wenn 
auch  eine  Bevorzugung  der  Ionen  in  dieser  Eigenschaft  aus  den 
wenigen  bisher  bekannten  Thatsachen  hervorzugehen  scheint. 
Im  übrigen  ist  die  Vertheilung  dieser  Fähigkeit  unter  nahe  ver- 
wandten Stoffen  auffällig  capricids.  So  ist  Eisen  ein  sehr  kräf- 
tiger Katalysator  für  Oxydationen;  die  nahe  verwandten  Ele- 
mente Kobalt,  Nickel,  Zink  wirken  dagegen  nur  sehr  schwach 
oder  gar  nicht;  beim  Mangan  lässt  sich  noch  einige  Wirkung 
wahrnehmen.  Molybdänsäure  katalysirt  stark  unter  gleichen 
Umständen,  während  Wolframsäure  unwirksam  ist.  Hier  ist 
noch  experimentelles  Material  in  weitem  Umfange  beizubringen, 
ehe  an  die  Skizzirung  von  Gesetzen  gegangen  werden  kann. 

Was  nun  die  Anwendung  dieser  Ueberlegungen  auf  das  in 
der  Ueberschrift  genannte  Problem  der  Willensfreiheit  anlangt. 
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so  handelt  es  sich  in  erster  Linie  um  den  Widerspruch,  welcher 
zwischen  der  Empßndung  der  Wahlfreiheit,  die  jedem  Menschen 
eigen  ist,  und  der  Folgerung  aus  der  mechanistischen  Weltan- 
schauung besteht,  nach  welcher  der  ganze  Verlauf  der  Welt,  nach- 
dem die  Anfangsbedingungen  gegeben  sind,  unabänderlich  in  einer 
dadurch  endgültig  bestimmten  Weise  stattfinden  muss.  Der  Um- 
stand, dass  in  Bezug  auf  das  Zeitmaass  der  Vorgänge  keineswegs 
überall  eine  Bestimmtheit  infolge  der  bisher  bekannten  Gesetze 
gegeben  ist,  gewährt  die  Möglichkeit,  sich  ein  naturgesetzlich  be- 
stimmtes Gebilde  zu  denken,  in  w^elchem  auch  bei  gleichen  An- 
fangszuständen ein  verschiedener  Verlauf  stattfindet,  indem  Ein- 
flüsse wirksam  sind,welche  keinen  endlichen  Energie- und  Arbeits- 
aufwand bedingen,  um  sie  zu  bethätigen.  Sämmtliche  geistigen 
Vorgänge  dürfen  wir  als  unlösbar  mit  materiellen,  insbesondere 
chemischen  verbunden  betrachten,  und  der  Verlauf  der  ersteren 
wird  durch  dieselben  Ursachen  beeinflusst  werden,  welche  auf 
die  letzteren  wirken.  Verfügt  daher  der  Mensch  über  ein  Mittel, 
katalytische  Wirkungen  bei  dem  Ablauf  der  mit  den  geistigen 
Vorgängen  verbundenen  chemischen  zur  Geltung  zu  bringen,  so 
hat  er  dadurch  die  Möglichkeit,  diese  geistigen  Vorgänge  nach 
Umständen  zu  beschleunigen  oder  zu  verlangsamen.  Verlaufen 
mehrere  solche  Processe  gleichzeitig,  so  wird  das  schliessliche 
Ergebniss  der  geistigen  Operation  ganz  verschieden  ausfallen 
können,  je  nachdem  der  eine  oder  der  andere  derselben  be- 
schleunigt oder  verzögert  wird;  denn  der  beschleunigte  wird 
den  verzögerten  gegenüber  die  Oberhand  behalten ,  und  wenn 
der  Vorgang  zu  einer  Handlung  führt,  so  wird  diejenige  Hand- 
lung eintreten,  welche  dem  am  intensivsten  verlaufenden  psycho- 
physischen  Vorgange  entspricht. 

In  dieser  Möglichkeit,  das  Zeitmaass  der  psychischen  Vor- 
gänge zu  regeln,  wenn  auch  das  Eintreten  derselben  nalur- 
gesetzlich,  d.  h.  energetisch  bestimmt  ist,  sehe  ich  nun  die 
Quelle  unserer  Empfindung  der  Willensfreiheit.  Wir  sind  nicht 
frei  darin ,  dass  wir  z.  B.  beim  Anblick  eines  erwünschten  Din- 
ges es  nicht  begehrten,  wohl  aber  sind  wir  frei  darin,  dass  wir 
die  neben  dem  Begehren  auftretenden  Gedankenreihen,  welche 
etwa  uns  die  Besitzergreifung  als  ein  Unrecht  erscheinen  lassen, 
schneller  oder  langsamer,  und  demgemäss  wirksamer  oder 
weniger  wirksam  staltfinden  lassen.  Ja,  es  erscheint  auch  ganz 
wohl  möglich,  dass  es  für  gewisse  derartige  unmittelbare  Wir- 
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kungen  einen  Scbwellenwerth  giebt ,  unter  welchem  sie  nicht 
mehr  in  das  Bewusstsein  gelangen ,  so  dass  durch  sachgem^sse 
Uebung  die  widerstehenden  Gedankenreihen  so  sehr  ausgebildet 
werden  können,  dass  jene  erste  nicht  mehr  als  vorhanden  em- 
pfunden wird.  Doch  ist  die  eingehende  Erörterung  solcher 
Fragen  von  einer  sichereren  Renntniss  der  Psychologie  abhängig, 
als  die  ist,  über  welche  ich  zur  Zeit  verfüge.  Denen,  welche  die 
erforderlichen  Kenntnisse  besitzen ,  wird  es  zu  überlassen  sein, 
in  einer  Anzahl  von  einzelnen  Fällen  zu  prüfen,  ob  und  wie  sich 
die  gegebene  Theorie  bei  der  Anwendung  bewährt.  Insofern 
die  bezüglichen  theoretischen  Versuche  bisher  wohl  ausnahms- 
los, soweit  sie  auf  naturwissenschaftlichem  Boden  angestellt 
wurden,  von  der  Grundlage  der  mechanistischen  Weltanschauung 
ausgegangen  sind,  deren  Unzulänglichkeit  gegenwärtig  bereits 
im  Gebiete  der  reinen  Physik  eingesehen  wird,  erschien  es  sach- 
gemäss,  auf  die  breiteren  Grundlagen  hinzuweisen ,  welche  die 
neuere  Energetik  für  die  Beantwortung  jener  alten  Fragen  ge- 
währt. 
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Leipzig,  am  84.  December  4894. 


Verzeichniss 

der  bei  der  Königl.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften im  Jahre  1894  eingegangenen  Schriften. 


i .  Von  gelehrten  Gesellschaften,  Universitäten  und  öffentlichen 
Behörden  herausgegebene  und  periodische  Schriften. 

Deutschland. 

Abhandlungen  der  Kgl.  Akademie  d.  Wissensch.  zu  Berlin.  Aus d.J. 4898. 
Berlin  d.  J. 

Sitzungsberichte  der  Königl.  Preuss.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Berlin.  4893, 
No.  39—53.  4894,  No.  4—38. 

Acta  Borussica.  Denkmäler  der  preussischen  Staatsverwaltung  im  48.  Jahr- 
hundert. Behördenorganisation  und  allgemeine  Staatsverwaltung. 
Bd.  4.  Berlin  4894. 

Politische  Correspondenz  Friedrichs  d.  Gr.  Bd.  SO.  Berlin  4893. 

Die  Venus -Durchgänge  4  874  und  4882.  Bericht  über  die  deutschen  Beob- 
achtungen. Im  Auftrage  der  Commission  für  die  Beobachtung  des 
Venus-Durchganges  hsg.  v.  A,  Auwers.  Bd.  5, 1.  Berlin  4898. 

KtikuU,  Reinhard,  lieber  einen  bisher  Marcellus  genannten  Kopf  in  den  Kö- 
nigl. Museen.  Vierundfünfzigstes  Programm  zum  Winkelmannsfeste 
der  Archäolog.  Gesellschaft.  Berlin  4  894. 

Berichte  der  deutschen  chemischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahrg.  26, 
No.  49.  SO.  Jahrg.  S7,  No.  4—48.   Berlin  4898.  94. 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  J.  4887.  Dargestellt  von  der  Physikalischen 
Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahrg.  48,  Abth.  4 — ^3.  Berlin  4893.  94. 

Centralblatt  für  Physiologie.  Unter  Mitwirkung  der  Physiologischen  Gesell- 
schaft zu  Berlin  herausgegeben.  Bd.  7  (Jahrg.  4893),  No.  SO — S6. 
Bd.  8  (Jahrg.  4894),  No.  4—4  9.  Berlin  d.  J. 

Verhandlungen  der  Physiologischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahrg.  49 
(4893/94),  No.  S— 47.  Berlin  4  893.  94. 

Abhandlungen  zur  geolog.  Specialkarte  von  Preussen  u.  den  Thüringischen 
Staaten.  Bd.  4  0,  H.  6.  7.  —  Abhandlungen  der  Kgl.  Preuss.  geolog. 
Landesanstalt.  N.  F.   H.  S  (mit  Atlas).  H.  9,  Th.  II.  Berlin  4  893.  94. 

Jahrbuch  der  Kgl.  Preuss.  geolog.  Landesanstalt  u.  Bergakademie  zu  Berlin 
f.  d.  J.  4  89S.  Bd.  4  3.  Berlin  4893. 


Wissenschaftliche  Abhandlungen  der  Physikalisch-Technischen  Reichsan- 
stalt. Bd.  4.  Berlin  4894. 

[4.  u.]  5.  Bericht  über  die  Thätigkeit  der  Physikalisch-Technischen  Reichs- 
anstalt in  den  J.  4894—98.  S-A.  Berlin  4893.  94. 

Hietschel,  Hermann,  Der  Stand  der  wissenschaftlichen  u.  praktischen  Woh- 
nungs-Hygiene  in  Beziehung  zur  Luft.  Festrede  in  d.  Aula  der  Kgl. 
Technischen  Hochschule.  Berlin  4894. 

Jahrbücher  des  Vereins  von  Alterthumsfreunden  im  Rheinlande.  H.  95. 
Bonn  4894. 

Einundsiebzigster  Jahresbericht  der  Schlesischen  Gesellschaft  für  vater- 
ländische Cultur.  Enthält  den  Generalbericht  tiber  die  Arbeiten  und 
Veränderungen  der  Gesellschaft  im  J.  4898.   Breslau  4894. 

Jahrbuch  des  Königl.  Sachs,  meteorologischen  Institutes.  Jahrg.  4  4  (4893). 
Chemnitz  4894. 

Vorläufige  Mittheilung  der  Beobachtangs-Ergebnisse  von  zwölf  Stationen 
II.  Ordnung  in  Sachsen.  Nov.  4893 — Oct.  4  894. 

Schreiber,  Paul,  Charakter  der  einzelnen  Dekaden,  Monate  u.  des  Jahres 
4  898  in  Sachsen  nach  den  Beobachtungen  an  44  Stationen.  Wetter- 
bericht vom  Nov.  4  893 — Octb.4894  (in:  Wissenschaftl.  Beilage  der 
Leipz.  Zeitung  4893.  94). 

Schriften  der  natur  forschen  den  Gesellschaft  in  Dan  zig.  N.  F.  Bd.  8,  H.  3. 4. 
Danzig4894. 

Zeitschrift  des  k.  sächsischen  statistischen  Bureaus.  Redig.  v.  V.  Böhmert. 
Jahrg.  89  (4898),  No.  4—4.  Dresden  4893.  94. 

Jahresbericht  der  Gesellschaft  für  Natur-  und  Heilkunde  in  Dresden. 
Sitzungsperiode  4898 — 94.  Dresden  4894. 

Sitzungsberichte  und  Abhandlungen  der  naturwissenschaftl.  Gesellschaft  Isis 
in  Dresden.  Jahrg.  4893,  Jul.— Dec.  4894,  Jan.— Jun.  Dresden  d.  J. 

Verzeichniss  der  Vorlesungen  und  Übungen  an  der  Kgl.  Sachs.  Technischen 
Hochschule  f.  d.  Sommersem.  4894.   Für  d.  Wintersem.  4894/95. 

Mittheilungen  der  PoUichia,  eines  naturwissenschaftl.  Vereines  der  Rhein- 
pfalz. No.7.  (Jahrg.54)  Dürkheim  ASn.  —  MeMis,  C,  Der  Drachen- 
fels bei  Dürkheim  a.d.H.  Abth.4.  S.-A.  Neustadt  a.d.H.  4  894. 

Beiträge  zur  Geschichte  des  Niederrheins.  Jahrbuch  des  Düsseldorfer 
Geschichtsvereins.  Bd.  8.  Düsseldorf  4  894.  —  Düsseldorf  im  Jahre 
474  5,  nach  E,  P.  Plönnies.  Hsg.  vom  Düsseldorfer  Geschichtsverein. 
Mit  einer  Kunstbeilage.  Düsseldorf  4894. 

Sitzungsberichte  der  physikal.-medicinischen  Societät  in  Erlangen.  H.  5 
(4893).  Erlangen  d.  J. 

Jahresbericht  des  Physikalischen  Vereins  zu  Frankfurt  a./M.  f.  das  Rech- 
nungsjahr 4893/93.  Frankfurt  4  894. 

Helios.  Abhandlungen  u.  monatliche  Mittheilungen  aus  d.  Gesammtgebiete 
der  Naturwissenschaften.  Organ  des  Naturwissenscb.  Vereins  des 
Reg.  -  Bezirks  Frankfurt.  Herausgeg.  von  Ernst  Huth,  Jahrg.  4  4 , 
No.  fr— 4«.  Jahrg.  42,  No.4— 6.  Berlin  4893.  94. 

Societatum  litterae.  Verzeichniss  der  in  d.  Publikationen  der  Akademien 
und  Vereine  aller  Länder  erscheinenden  Eiozelarbeiten  auf  d.  Ge- 
biete d.  Naturwissenschaften.  Im  Auftrage  des  Naturwissenschaftl. 
Vereins  für  den  Reg.-Bezirk  Frankfurt  herausgeg.  von  M,  KUttke, 
Jahrg.  7  (4893),  No.  8—42.  Jahrg.  8  (4894),  No.  4—9. 
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Jahrbuch  für  d.  Berg-  und  Hüttenwesen  im  Königreich  Sachsen  auf  d.  Jahr 
1894.  Freiberg  d.  J. 

Verzeichniss  d.  Vorlesungen  auf  der  Grossherz.  Hessischen  Ludwigs-Uni- 
vers.  zu  Gi essen.  Somnaer  4894,  Winter  4894/95;  Personalbestand 
S.  4894,  W.  4894/95.  —  Schmidt,  Arth.  B,,  Die  geschichtlichen  Grund- 
lagen des  bürgerlichen  Rechts  im  Grossherzogthum  Hessen.  (Progr.) 
Giessen  4  893.  —  Jörf,  Paul,  Die  Reichspolitik  Kaiser  Justinians. 
(Festrede.)  Giessen  1898. —  Pasch,  Moritz,  lieber  den  Bildungswerth 
der  Mathematik.  (Festrede.)  Giessen  4894.  —  44  Dissertationen  a. 
d.  J.  4893/94. 

Neues  Lausitzisches  Magazin.  Im  Auftrag  d.  Oberlausitz.  Gesellsch.  d. 
Wissensch.  herausgeg.  von  R.  Jecht.   Bd.  70,  H.  2.   Görlitz  4894. 

Abhandlungen  der  König).  Gesellschaft  d.  Wissenschaften 'zu  Göttingen. 
Bd.  39,  vom  Jahre  4893.  Göttingen  4  894. 

Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  der 
Georg-Augusts-Univer^ität  aus  d.  J.  1898,  No.45— 21.  Göttingen  d.  J. 

Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen. 
4  894.  Malhem.-phys.  Gl.,  No.  1—3.  Philol.-hist.  Gl.,  No.  4—3.  Ge- 
schäftliche Mittheilungen,  No.  4 .  Göttingen  d.  J. 

Wilhelm  Weber's  Werke.  Herausgeg.  von  d.  Kgl.  Gesellschaft  d.  Wissensch. 
zu  Göttingen.  Bd.  4.  6.   Berlin  4894. 

Jahresbericht  der  Fürsten-  und  Landesschule  zu  Grimma  über  d.  Schul- 
jahr 4898/94,  mit  Beigabe:  Weinhold,  A.,  Bemerkungen  zu  Piatons 
Gorgias  als  Schullektüre.  Grimma  4894. 

Leopoldina.  Amtl.  Organ  d.  kais.  Leopoldinisch-Carolinisch  deutschen  Akad. 
der  Naturforscher.  H.  29,  No.  24.22.  H.  SO,  No.  4—20.  Halle 
4893.  94. 

Zeitschrift  für  Naturwissenschaften.    Originalabhandlungen  u.  Berichte. 

Hrsg.  vom  Naturwiss.  Verein  f.  Sachsen  und  Thüringen  in  Halle. 

5.  Folge.  Bd.  4  (d.  ganzen  Reihe  66.  Bd.),  H.  5. 6.  Bd.  5  (d.  ganzen  Reihe 

67.  Bd.),  H.  4.  2.  Halle  4893.  94. 
42.  u.  43.  Jahresbericht  der  Naturhistorischen  Gesellschaft  zu  Hannover 

f.  d.  Geschäftsjahre  4894/92  u. 4892/98.  Hannover  4894. 
Neue  Heidelberger  Jahrbücher.     Herausg.  vom  Histor.- philosophischen 

Vereine  zu  Heidelberg.  Jahrg.  4,  Heft  4.  2.  Heidelberg  4894. 
Verhandlungen  des  Naturhist.-mediclnischen  Vereins  zu  Heidelberg.  N.  F. 

Bd.  5,  H.  2.  Heidelberg  4894. 
Programm  der  Technischen  Hochschule  in  Karlsruhe  f.  d.  J.  4894/95.  — 

Lektionsplan  der  Technischen  Hochschule  f.  d.  Wiotersem.  4  894/95. 

—  6  Dissertationen  a.  d.  J.  4893/94. 

Chronik  d.  üniversitÄt  zu  Kiel  f.  d.  J.  4893/94.  —  Verzeichniss  der  Vor- 
lesungen. Winter  4  893/94,  Sommer  4  894.  —  Bruns,  Ivo,  Die  griechi- 
schen Tragödien  als  religionsgeschichtliche  Quelle.  (Rede.)  Kiel  4894. 

—  Schoene,  Alfr.,  Conjectanea  critica.  (Progr.)  Kiliae4  894.  —  Schü- 
rer, Emil,   Die  ältesten  Christengemeinden  im  römischen  Reiche. 

(Rede.)  Kiel  4894. 
Wissenschaftliche  Meeresuntersuchungen.  Hsg.  von  der  Commission  zur 
wissenschaftl.  Untersuchung  der  deutschen  Meere  in  Kiel  und  der 
Biologischen  Anstalt  auf  Helgoland.  Im  Auftrage  des  Königl.  Minist, 
für  Landwirthschaft,  Domänen  u.  s.  w.  N.  F.  Bd.  4  H.  4.  Kiel  und 
Leipzig  4  894. 
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Ergebnisse  der  Beobacbtungsstalionen  an  den  deutseben  Küsten  über  die 
pbysilcaliscben  Eigenschaften  der  Ostsee  u.  Nordsee  u.  die  Fischerei. 
Jabrg.  4898,  H.  4—6.  Berlin  4894. 

Publication  der  Kgl.  Sternwarte  in  Kiel,  bsg.  v.  A.  Krüger.  IX,  No.  4 — 8. 
Kiel  4894. 

Schriften  der  physikalisch  -  ökonomischen  Gesellschaft  zu  Königsberg. 
Jahrg.  84  (4898).  Königsberg  d.  J. 

Vierteljahrsschrift  der  Astronom.  Gesellschaft.  Jahrg.  28,  H.  4.  Jahrg.  29, 
H.  4.  2.    Leipzig  4893.  94. 

Catalog  der  Astronomischen  Gesellschaft.  Abtb.  I.  Catalog  der  Sterne  bis 
zur  9.  Grösse  zwischen  80^  nördl.  und  2^  südl.  Declination  f.  d.  Ae- 
quinoctium  1875.  Stück  6:  Zone +^0^  bis +S0°,  beobachtet  auf  der 
Sternwarte  Bonn.  Leipzig  4894. 

Jahresbericht  und  Abhandlungen  des  Naturwissenschaftlichen  Vereins  zu 
Magdeburg.  4898^94.  I.  —  Festschrift  zur  Feier  des  25jtfhrigen 
Stiftungstages  des  Naturwissenschaftlichen  Vereins.  Magdeburg  4  894. 

Jahresbericht  der  Fürsten-  u.  Landesschule  Meissen  vom  Juli  4893  —  Juli 
4894.  Meissen  4894. 

Abhandlungen  der  mathem.-physikal.  Gl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.Wissensch. 
Bd.  48  (in  d.  Reihe  d.  Denkschr.d.66.Bd.).  Abtb. 2.  München  4893. 

Abhandlungen  d.  philos.-philolog.  Gl.  d.  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch 
Bd.  20  (in  d.  Reihe  d.  Denkschr.  d.  67.  Bd.),  Abth.  4.  München  4894. 

Sitzungsberichte  der  malhem.-physikal.  Gl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss. 
zu  München.  4893,  H.  3.  4894,  H.  4—8.  München  4  894. 

Sitzungsberichte  der  philos.-philol.  u.  histor.  Gl.  der  k.  bayer.  Akad.  d. 
Wiss.  zu  München.  4898.  Bd.  II,  H.  3.  4.  4894.  H.  4.  2.  München 
4894. 

Rüdiger,  N.,  Üeber  die  Wege  und  Ziele  der  Hirnforschung.  Festrede  geh 
i.  d.  öffentl.  Sitzung  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch.  am  24.  Nov 
4893.  München  d.  J. 

Fünfunddreissigste  Plenarversammlung  der  histor.  Gommission  bei  der  k 
bayer.  Akad.  d.  Wissensch.  Bericht  des  Secretariats.  München  4  894. 

Sitzungsberichte  der  Gesellschaft  f.  Morphologie  u.  Physiologie  in  München. 
Bd.  9  (4898),  H.  8.  München  4894. 

24.  Jahresbericht  des  Westfälischen  Provinzial -Vereins  f.  Wissenschaft  u. 
Kunst  f.  4892/98.  Münster  4898. 

Abhandlungen  d.  Naturhistorischen  Gesellschaft  zu  Nürnberg.  Bd.  4  0, 
H.  2.  Nürnberg  4894. 

Jahresbericht  d.  Naturhistori.ichen  Gesellschaft  zu  Nürnberg.  4893.  Nürn- 
berg 4894. 

Anzeiger  des  Germanischen  Nationalmuseums.  Jahrg.  4898.  —  Mittheilun- 
gen aus  dem  Germanischen  Museum.  Jahrg.  4898.  — Katalog  der  im 
Germanischen  Museum  befindlichen  Gemälde.  3.  Aufl.  Nürnberg 
4898. 

Mittbeilungen  des  Alterthumsvereins  zu^Plauen  i.  V.  10.  Jahresschrift  au 
d.  J.  4898—94.  Plauen  1893. 

Zeitschrift  der  Historischen  Gesellschaft  für  die  Provinz  Posen.  Jahrg.  7.  8. 
(4892.  98.)  —  Sonder- Veröffentlichungen  der  Historischen  Gesell- 
schaft für  die  Provinz  Posen :  l.  Stadtbuch  von  Posen.  Bd.  1.  4.  2. 
Hsg.  V.  Ad,  Warschauer.  II.  Sagen  und  Erzfihlungen  a.  d.  Provinz 
Posen.  Gesammelt  V.  Otto  Knoop.    Posen  4892.  93. 


Publicationen  des  Astrophysi kaiischen  Observatoriums  zu  Potsdam.  Bd. 9. 

Potsdam  4894. 
Württembergische  Vierteljahrsscbrift  für  Landesgeschichte.    Hsg.  von  der 

Württembergischeo  Kommission  f.  Landesgeschichte.  N.  F.  Jahrg.  2 

(4898),  H.  4—4.  Stuttgart  4898.  94. 

Jahrbücher  des  Nassauischen  Vereins  f.  Naturkunde.  Jahrg.  47.  Wies- 
baden 4894. 

Sittungsbericbte  der  physikal.-medicin.  Gesellschaft  zu  Würz  bürg. 
Jahrg.  4893,  No.  7— H.  Würzburg  d.  J. 

Verhandlungen  der  physikal.-medicin.  Gesellschaft  zu  Würzburg.  N.  F. 
Bd.  27,  No.  5.  Bd.  28,  No.  4.  Würzburg  4898.  94. 

Oesterreich-Ungarn. 

Ljetopis  Jugoslavenske  Akademije  znatosti  i  umjetnosli  (A  gram).  Svez.  8. 
4893.  U  Zagrebu  d.  J. 

Monumente  spectantia  bistoriam  Slavorum  meridionalium.  Vol.  24. 25.  Za- 

grabiae  4898. 
Rad  Jugoslavenske  Akademije  znatosti  i  umjetnosti.   Knjiga  4  4  6.  4  47.     U 

Zagrebu  4893. 
Starine,  na  sviet  izdaje  Jugoslavenske  Akademije  znatosti  i  umjetnosti. 

Knjiga  26.  U  Zagrebu  4  893. 

Mathematische  u.  naturwiss.  Berichte  aus  Ungarn.  Mit  Unterstützung  der 
Ungar.  Akad.  d.  Wissensch.  herausgeg.  Bd.  44,  II.  Hälfte.  Buda- 
pest 4894. 

Verzeichnis  d.  öfTentl.  Vorlesungen  an  der  k.  k.  Franz-Josefs-Universittft  zu 
Czernowitz  im  Sommer- Sem.  4  894,  Winter-Sem.  4894/95.  — 
Uebersicht  der  akad.  Behörden  im  Studienjahr  4894/95.  —  Die  feier- 
liche Inauguration  des  Rectors  der  k.  k.  Franz-Josefs-Universitfit  f. 
4893/94.  Czernowitz  4894. 

Beitrüge  z.  Kunde  sleicrmärkischer  Geschichlsquellen.  Hsg.  v.  d.  Histor. 
Vereine  f.  Steiermark.  Jahrg.  26.  Graz  4  894. 

Mittheilungen  des  Historischen  Vereines  f.  Steiermark.  Heft  42.  —  Ueber- 
sicht der  in  den  periodischen  Schriften  des  Historiscben  Vereines 
für  Steiermark  bis  4  892  veröffentlichten  Aufsätze.  Graz  4  894. 

Zeitschrift  des  Ferdinandeums  f.  Tirol  u.  Vorarlberg.  3.  Folge.   H.  86—88. 

Innsbruck  4892.  93. 
Berichte  des  naturwiss.-medizin.  Vereins  in  Innsbruck.  Jahrg.  20  (4894/92). 

Jahrg.  21  (4892/93).  Innsbruck  4  893.  94. 

Anzeiger  der  Akademie  d.   Wissenschaften  in  Krakau.    Jahrg.   4894, 

No.  4—9.  Krakau  d.  J. 
Acta  rectoralia  almae  universitatis  studii  Gracoviensis  ed.  Wlad.  Wisiocki. 

Tom.  4,  fasc.  2.  Cracoviae  4  893. 

niblijoteca  pisarzöw  polskich   (Wydanictwa  Akad.  umiej.  w   Krakowie). 

T.  25— 28.   Krakowie  4  893. 
Monumente  medii  aevi  historica  res  gestas  Poloniae  iliustrantia.  T.  4  3.   W 

Krakowie  4894. 
Rocznik  Akademii  umiejetnoSci  w  Krakowie.   Rok  4  892/93.   W  Krakowie 

4893. 
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Rozprawy  Akademit  umiejetnoiici.  Wydziatu  filologicznego.  T.  4  9.  (Ser.  II. 
T.  4.)  W  Krakowie  489a.  —  Wydz.  matemat.-przyrodn.  T.  26. 
(Ser.  11.  T.6.)    ib.  .1893. 

Sprawozdania  komisyi  do  badania  historyi  sztuki  w  Polsce.  T.  5,  sesz.  3. 
W  Krakowie  4  893. 

Sprawozdania  komisyi  OzograGczn^j.  T.  28.  Krakow  4  893. 
Zbiör  wiadomosci  do  antropologü  krajowej,  wydaw.  starioiem  komisyi  an- 
tropolog.  Akademii  umiej.  T.  46.  4  7.  Krakow  4892.  93. 

Mittbeilungen  des  Musealvereines  für Krain.  Jahrg. 6.  Abib. 4.2.  Laibacb 

4893. 
Izvestija  Muzejskega  druitva  za  Rranjsko.  Letnik  3.  V  Ljubljani  4893. 

Jahresbericht  der  k.  böhm.  Gesellschaft  d.  Wissenschaften  für  das  Jahr 
4898.  Prag  4894. 

Sitzungsberichte  der  k.  böhm.  Gesellschaft  d.  Wissenschaften.  Math.- 
naturw.  Classe.  Jahrg.  4893.  —  Philos.-histor.-phiiolog.  Classe. 
Jahrg.  4893.  Prag  4894. 

Mittheilung  der  Gesellschaft  zur  Förderung  deutscher  Wissenschaft,  Kunst 
und  Literatur  in  Böhmen.  No.  2.  o.  0.  u.  J. 

Uebersicbt  über  die  Leistungen  der  Deutschen  Böhmens  auf  dem  Gebiet  der 
Wissenschaft,  Kunst  u.  Literatur  i.  J.  4892.  Prag  4894. 

Bruder,  Georg,  Die  Gegend  um  Saaz  in  ihren  geologischen  Verhältnissen. 
Veröffentlicht  mit  Unterstützung  der  Gesellschaft  zur  Förderung 
deutscher  Wissenschaft,  Kunst  und  Literatur  in  Böhmen.  Saaz  4  893. 

Rolin,  Gast.  Aliscans  mit  Berücksichtigung  von  Wolfram's  von  Eschenbach 
Willebalm.  Gedruckt  mit  Unterstützung  der  Gesellschaft  zur  Förde- 
rung deutscher  Wissenschaft,  Kunst  u.  Literatur  in  Böhmen.  Leipzig 
'4894. 

Bericht  der  Lese-  und  Redehalle  der  deutschen  Studenten  in  Prag  über  d. 
J.  4893.  Prag  4894. 

Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Sternwarte 
zu  Prag  im  J.  4893.   Jahrg.  54.  Prag  4  894. 

PeraonalstancI  der  k.  k.  Deutschen  Carl-Ferdinands-Universitttt  in  Prag  zu 
Anfang  d.  Studienjahres  4894/95.  —  Ordnung  d.  Vorlesungen  im 
Sommersem.  4894.   Wintersem.  4894/95. 

Mittheilungen  des  Vereins  für  Geschichte  der  Deutschen  in  Böhmen.  Jahr- 
gang 32,  No.  4--4.   Prag  4  893.  94. 

Lotos.  Jahrbuch  f.  Naturwissenschaft.  Im  Auftr.  des  Vereins  »Lotos«  hsg. 
N.  F.  Bd.  4  4  (der  g.  Reihe  Bd.  42).  Prag  4894. 

Wissenschaftliche  Mittheilungen  aus  Bosnien  und  der  Herzegovina.  Hsg. 
vom  Bosnisch -Herzegoviniscben  Landesmuseum  in  Sarajevo. 
Bd.  4.2.  Wien  4  893.  94. 

Bullettino  di  archeologia  e  storia  dalmata.  Anno  46  (4893),  No.  44.42. 
Anno  47  (4894),  No.  4—7.  Spalato  d.  J.  —  Invito  e  Statute  della 
Societä  per  la  fabbrica  della  Nuova  chiese  Gattedrale.  —  Raccolta  di 
documenti  ,relativi  ai  Monumenti  artislici  di  Spalato  e  Salona,  per 
Luca  Jeliö.  Fase.  4.  Spalato  4894. 

Almanach  der  ICaiserl.  Akad.  d.  Wissenschaften  in  Wien.  Jahrg.  48  (4898). 
Wieud.J. 
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Anzeiger  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissenschaftea  in  Wien.    Malb.-naturw.  Gl. 

Jahrg.  4  893,  No.  9i— 87.  Jahrg.  4894,  No.  4— 9. 42— 23.  —  Philosoph.- 

histor.  Gl.  Jahrg.  4893,  No.  St— 27.  Jahrg.  4894,  No.  4—9.  42—23. 

Wiend.J. 
Archiv  f.  österreichische  Geschichte.    Hsg.  v.  der  z.  Pflege  vaterländ.  Ge- 
schichte aufgestellten  Gommission  der  Kais.  Akad.  d.  Wissensch. 

Bd.  78,  H.  2.  Bd.  79,  H.  4  .*  2.  Bd.  80,  H.  4.  Wien  4  892.  93. 
Denkschriften  der  Kais.  Akad.  d.  Wissenschaften.    Phi los. -histor.  Glasse, 

Bd.  42.   Wien  4893. 
Sitzungsberichte  der  Kaiserl.  Akad.   d.   Wissensch.  Math.-naturw.  Glasse. 

Bd.  402  (4  893),  Abth.  I,  Heft  4—7.     Abth.  II*,  Heft  4—7.    Ablh.  IIb, 

Heft  4—7.  Abth.  III,  Heft  4—7.  —  Philos.-histor.  Gl.  Bd.  429  (4893). 

Wien  d.  J. 
Mittheilungen  der  k.  u.  k.   geographischen  Gesellschaft  in  Wien.    4893. 

Bd.  36  (N.  F.  Bd.  26).    Wien  d.  J. 
Verhandlungen  der  k.  k.  zoologisch-botanischen  Gesellschaft  in  Wien.    4893 

(Bd.  43),  Quart.  III.  IV.  4  894  (Bd.  44).  Quart.  I.  II.    Wien  d.  J. 
Publicationen  für  die  internationale  Erdmessung.    Astronomische  Arbeiten 

der  k.  k.  Gradmessungs-Gommission.   Bd.  6.  Längenbestimmungen. 

Wien  4  898. 
Verhandlungen  der  Österreich.  Gradmessungs-Gommission.  Protokolle  üb. 

die  am  4  4.  u.  4  3.  April  abgehalt.  Sitzung.    Wien  4894. 
Annaleo  des  k.  k.  naturhistorischen  Hofmuseums.   Bd.  8,  No.  3.  4.  Bd.  9, 

No.  4.2.  Wien  4893.  94. 
Abhandlungen  der  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.   Bd.  5,  H.  6.  Bd.  6,  II. 

Hälfte  (mit  Atlas).  Wien  4898. 
Jahrbuch  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrg.  4894  (Bd.  44),  H.  2 — 4. 

Jahrg.  4893  (Bd.  43),  H.  3.  4.  Jahrg.  4894  (Bd.  44],  H.4.   Wien  d.  J. 

Verhandlungen  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jabrg.  4893,  No.  4  4 — 48. 
Jahrg.  4  894,  No.  4—9.   Wien  d.  J. 

Mittheilungen  der  Section  f.  Naturkunde  des  Oesterreichischen  Touristen- 

Glub.  Jahrg.  5.  Wien  4893. 
Publicationen  der  v.  Kuffer'scben  Sternwarte  in  Wien.  Bd.  3.    Wien  4894. 

Belgien. 

Annales  de  TAcadömle  d'arcbäologie  de  Belgique.  T.  47.  48  (IV.  Ser.  T.  7. 8). 
Anvers  4898.  94.  —  Bulletin  (IV.  S^r.  des  Annales),  11.  Partie,  No. 
8—47.  ib.  4893.  94. 

Analecta  Bollandiana.  T.  40— 42. 43.  Fase.  4— 3.  Bruxelles  4894— 94. 
Gatalogus  codicum  hagiographlcorum  latinorum  antiquor.  saec.  XVI.  qui 

asservantur  in  Bibllotheca  nationali  Parisiensi,  ed.  hagiograpbi  Bol- 

landiani.  T.  4—3.  Bruxell.  4  889—93. 
M^moires  de  la  Soci^t^  entomologique  de  Belgique.  2.  Bruxelles  4  892. 
La  Gellule.   Recueil  de  Cytologie  et  d'histologie  gdn^rale.  T.  4  0,  Fase.  4.  2. 

Louvain  4894. 

Dänemark. 

Oversigt  over  det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Forhandlinger  i 
aarct  1893,  No.  3.  4894,  No.  4.  2.    Kjebenhävn  d.  J. 
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Det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Skrifter.  Hist  og  philos.  Afd. 
6.  RflBkke.   Bd.  8,  No.  3.   Kjabenhavn  1894. 

Regesta  diplomaiica  historiae  Danicae,  cora  Societatis  Reg.  scientiar.  Da- 
nicae.  Ser.  II,  Tv  9,  II.  Kjebeohavn  489S.  ' 

England. 

Proceedings  of  tbe  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.  8,  P.  S.  8. 
Cambridge  4894. 

Transactions  of  tbe  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.  15,  P.  4.  Cam- 
bridge 4894. 

Proceedings  of  tbe  R.  Irisb  Academy.    Ser.  III.  Vol.  8,  No.  9.    Dublin 

4894. 
The  Transactions  of  the  R.  Irish  Academy.  Vol.  30,  P.  H  — 4  4.  Dublin  4  894. 

The  scientific  Proceedings  of  the  R.  Dublin  Society.  N.  S.  Vol.  7,  P.6.  Vol.  8, 
P.  4.a.  Dublin  4898.  93. 

The  scientific  Transactions  of  the  R.  Dublin  Society.  Ser.  II.  Vol.  4,  No.  4  4. 
Vol.  5,  No.  4—4.  Dublin  489S.  98. 

Transactions  of  the  Edinburgh  Geological  Society.  Vol.  7,  P.  4.  Edin- 
burgh 4894. 

Proceedings  of  the  R.  Society  of  Edinburgh.  Vol.  20,  p.  97—804.  Edin- 
burgh 4898/94. 

Transactions  of  the  R.  Society  of  Edinburgh.  Vol.  87,  P.  4.  9.  Edinburgh 
4898. 

Proceedings  of  the  R.  Physical  Society.  Vol.  43,  P.  4.  9.  (Session  4899/98. 
4898/94).  Edinburgh  4893.  94. 

Proceedings  and  Transactions  of  the  Liverpool  Biological  Society.  Vol.  8 
(Session  4898/94).  Liverpool  4894. 

Proceedings  of  the  R.  Institution  of  Great  Britein.   Vol.  4  4,  P.  4  (No.  87). 

London  4894. 
Proceedings  of  the  R.  Society  of  London.    Vol.  54,  No.  398.  399.    Vol.  55, 

No.  884—885.  Vol.  56,  No.  836—389.  London  4898.  94. 

Philosophical  Transactions  of  the  R.  Society  of  London.   For  the  year  4893. 

Vol.  484,  A.  B.  London  4893.  —  The  R.  Society  (List  of  the  members) 

30.  Nov.  4893. 
Catalogue  of  scientific  papers.  4874 — 83.  Vol.  40.  London  4894. 

Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society.  Vol.  94,  No.  469 — 474. 
Vol.  95,  No.  475—494.  London  4893.  94. 

Journal  of  the  R.  Microscopical  Society,  containing  its  Transactions  and 

Proceedings.  4894,  P.  4 — 5.  London  d.  J. 
Memoirs  and  Proceedings  of  the  Literary  and  Philosophical  Society  of 

Manchester.  IV.  Ser.  Vol.  8,  No.  4—8.  Manchester  4898.  94. 

Frankreich. 

Annales  de  la  Facultö  des  sciences  de  Marseille.  T.  3,  Fase.  4.  Marseille 

4898. 
Bulletin  de  la  Sociölö  mathömatique  de  France.    T.  94,  No.  8.  9.  T.  99, 

No.  4—8.  Paris  4893.  94. 
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Griechealand. 

Ecole  frangaise  d'Ath^aes.  Bulletio  de  correspoadance  hellöaique.  Ann^e  4  7 
(4898),  No.  1—4.  8—43.  Annöe  48  (4894),  4—7.  Athen,  Paris  d.  J. 

MiltheiluDgen  des  Kaiserl.  DeaUchen  Archtfologischea  Instituts,  Athenische 
Abtheilung.  Bd.  48,  H.  4.  Bd.  49.  H.  4— S.  Athen  4898.  94. 

Holland. 

Jaarboek  van  de  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen  gevestigt  te  Amsterdam, 
voor  4893.    Amsterdam  d.  J. 

Verhandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen.  Afdeel.  Letferkunde. 
II.  Reeks,  Deel  4,  No.  8.  —  Afdeel.  Natuurkunde.  Sect.  I.  Deel  2, 
No.  4—6.  8.  Sect.  II.  Deel  8,  No.  4— 44.  Amsterdam  4893.  94. 

Verslagen  der  Zittingen  van  de  Wis-en  Natuurkund.  Afdeel.  d.  Kon.  Akad. 
y.  Wetensch.  van  t7.  Mai  4898  tot  t4.  Apr.  4894.  Amsterdam  4894. 

Verslagen  en  Mededeelingen  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  Afdeel.  Letter- 
kunde. III.  Reeks,  Deel  40.  Amsterdam  4  894. 

Pascoli,  Joh.f  Phidyle  aliaque  poemata  in  certamine  Hoeuffliano  praemio 

au  reo  ornata.  Amstelodami  4894. 
Nieuw  Archief  voor  Wiskunde.  Dilg.  door  het  Wiskundig  Genootschap  te 

Amsterdam.  9.  Reeks.  Deel  4,1.  Amsterdam  4894. 
Wiskundige  opgaven  met  de  oplossingen  door  de  leden  van  het  Wiskundig 

Genootschap.  Deei  6,  Stuk  8.  Amsterdam  4894. 
Revue  semestrelle  des  publications  matbömaliques.  R6d.  par  P.  J7.  Schaute, 

D,  /.  Kortweg  etc.  T.  9,  P.  4.  9.  Amsterdam  4  894. 
Annales  de  l'Ecole  polytechnique  de  Delft.  T.  8,  Livr.  4.  9.  Leide  4894. 
Verhandelingen  rakende  den  natuurlijken  en  geopenbaarden  Godsdienst, 

uitgeg. door  Teylers  Godgeleerd  Genootschap.  N.  S.  Deel  44.  Haar- 

lern  4894. 
Archives  n^erlandaises  des  sciences  exactes  et  naturelles,  publica  par 

la  Soci6t4  HoUandaise  des  sciences  ä  Hartem.    T.  97,  Livr.  4.  5. 

T.  98,  Livr.  4—4.   Harlem  4894, 
Archives  du  Musöe  Teyler.  S6r.  IL  Vol.  4,  P.  9.  Harlem  4  894. 
Tijdschrift  voor  Nederlandsche  taal-  en  letterkunde,  uitgeg.  van  wege  de 

Maalsch.  der  Nederl.  Letterkunde.    Deel  4  9   (N.  F.  5),  AQ.  4—4. 

—  Register  op  Deel  4 — 49.  Leiden  4894. 
Nederlandsch  kruidkundig  Archief.  Verslagen  en  mededeelingen  der  Neder- 
landsche Botanische  Vereeniging  [Leiden].  Ser.  II.  Deel  B,  Stuk  8. 

Nijmegen  4894. 
Verslag vandenstaatderSterrenwachtteLelden.  4890/99.4892/93. 4898/94. 

Leiden  4892—94. 
Aanteekeningen  van  het  verhandelde  in  de  secti^vergaderingen  van  het 

Provinciaal  Utrechtsch  Genootschap  van  kunsten  en  wetensch.,  ter 

gelegenheid   van  de  algem.  vergad.  gehouden  den  27.  Juni  4893. 

Utrecht  d.  J. 
Questions  mises   au  concours  par  la  Soci6t6  des  arts  et  des  sciences 

ötablie  ä  Utrecht,  4894. 
Verslag  van  het  verhandelnde  in  de  algem.  vergad.  van  het  Provinciaal  Ut- 
rechtsch Genootschap  van  kunsten  en  wetensch., gehouden  d.  27.  Juni 

4  893.  Ulrechtd.  J. 
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Werken  van  het  Historisch  Genootscbap  gevesUged  to  Utrecht.  III.  Ser. 
No.  4.  3.  4.  —  Längeraady  L,  A,  van,  De  nederlandsche  ambassade- 
kapel  te  Parij».  Deel  4.2.  's  Gravenhage  489S.  94. 

Onderzoekingen  gedaan  in  hetPbysiol.  Laboratorium  d.  Utrechtscbe  Hooge- 
school.  IV.  Reeka,  III,  4.  Utrecht  4894. 

Italien. 

Bollettino  delle  pubblicazioni  italiane  ricevate  per  dirilto  di  staropa.  No.  49S 
—246.    Firenze  4898.  94. 

GaUlei,  Galileo,  Opere.  Bdizione  nazionale  sotto  gli  auspicii  dl  S.  M.  il  R^ 
d'Italia.  Vol.  4.  Firenze  4894. 

Atti  della  Fondazione  scientiOca  Cagnola  dalla  sal  institazione  In  poi.  Vol.  4  4 
(4  894^92).  Milan 04898. 

Memorie  del  R.  Institute  Lombarde  di  scienze  e  lettere.  Classe  di  lettere  e 
acienze  morali  e  pollt.  Vol.  4  9  (Ser.  III,  Vol.  4  0),  Fase.  4 .  —  Classe 
di  scienze  matematiche  e  natur.  Vol.  4  7  (Ser.  III,  Vol.  8),  Fase.  2. 
Milano  4892. 

R.  Istituto  Lombarde  di  scienze  e  lettere.  Rendiconti.  Ser.  II,  Vol.  25.  Mi- 
lano 4892. 

Memorie  della  R.  Accademia  di  scienze,  lettere  ed  artf  di  Mo  de  na.  Ser.  II. 
Vol.  9.  Modena  4898. 

Spicitegium  Casinense.  T.  4.  Montecassino  4898. 

Rendiconto  dell'  Accademia  delle  scienze  fisiche  e  matematiche  (Sezione 
della  Soc.  Reale  di  Napoli).  Ser.  II.  Vol.  8  (Anno  88),  Fase.  4.  2. 
Napoli.4894. 

Societä  Reale  di  Napoli.  Atti  della  R.  Accad.  dl  archeologia,  lettere  e  belle 
arti.  Vol.  4  6  (4894 — 93).  —  Rendiconto  delle  tornate  e  dei  lavori 
deir  Accad.  dl  archeologia,  lettere  e  belle  arti.  N.  S.  Anno  7  (4  893). 
Anno  8  (4894).  Marz.-Giagn.  —  Atti  della  R.  Accademia  di  scienze 
morali  e  politiche.  Vol.  26  (4893 — 94).  —  Rendiconto  delle  tornate  e 
dei  lavori  deir  Accad.  di  scienze  morali  e  politiche.  Anno  34  (4892), 
Nov.,  Die.  Anno  82  (4893).  Napoli  4  893.  94. 

Atti  e  Memorie  della  R.  Accademia  di  scienze,  lettere  ed  arti  in  Padova. 
N.  S.  Vol.  9.  Padova  4898. 

Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo.  T.  7,  Fase.  6.  T.  8, 
Fase.  4 — 6.   Palermo  4  898.  94. 

Atti  e  Rendiconti  dell'  Accademia  medico-chirurgica  di  Perugia.  Vol.  5, 
Fase.  4.  Vol.  6,  Fase.  4.  Perugia  4893.  94. 

Atti  della  Societä  Toseana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa.  Memorie. 
Vol.  43.  Pisa  4894. 

Processi  verhall  della  Societä  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa. 
Vol.  8,  adunanza  del  9.  Lugl.  4893.  Vol.  9,  adunanza  del  24.  Genn., 
4.  Marzo,  6.  Maggio  4894. 

Atti  della  R.  Accademia  dei  Lineei.  Memorie  della  Classe  di  scienze  morali, 
storiche  e  fllologiche.  Ser.  IV,  Vol.  9,  P.  I  (Memorie).  Vol.  40,  P.  I. 
Ser.  V.  Vol.  4,  P.  II  (Notizie  degli  scavi),  4893,  Agosto-Dicembre. 
Vol.  2,  P.  II,  4894,  Genn.-Settembre.  —  Rendiconti.  Ser.  V.  Classe 
di  scienze  fisiche,  matematiche  e  naturali.  Vol.  2  (4898),  II.  Sem., 
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Fase.  <2.   Vol.  8  (4694),  [1.  Sem.],  Fase.  1  —  42.    II.  Sem.,  Fase.  1—9. 

Classe  dl  acienze  morali,  stortche  e  fllologiche.  Vol.  t (4898),  Fase.  11. 

12.  Vol.  8  (1894),  Fase.  1 — 9.  —  Rendieonto  dell'  adunanza  solenne  del 

8.  Giugno  1898.  Roma  d.  J. 
Codices  manuscripii  graeci  Ottoboniani  Bibliotbecae  Vaticanae.  Roma  1893. 
Mittheilungen  des  Kais.  Deutsehen  Arebaeologischen  Instituts.    Römisehe 

Abiheilung  (BuUettino  dell'  Irop.  Istituto  Areheologieo-Gennanico. 

Sezione  Romana).  Bd.  8,  H.  9.  Bd.  9,  H.  1—8.  Rom  4894. 
Atti  della  R.  Aeeademia  dei  Fisioeritiei  di  S  i  e  n  a.  Ser.  IV.  Vol.  5,  Fase.  7—1 0. 

Vol.  6,  Fase.  1 — 10.  Processi  verbau  delie  adunanze.  No.  1 — 6.  Siena 

1898.  94. 

Atti  della  R.  Aeeademia  delle  seienze  diTorino.  Vol.  29,  Disp.  1 — 15. 
Torino  1898/94. 

llemorie  della  R.  Aeeademia  delle  seienze  di  Torino.  Ser.  II,  T.  48.  44.  To- 
rino 1898.  94. 

Osservazioni  meteorologiehe  fatte  nell'  anno  1898  all'  Osservatorio  della  R. 
Universitä  di  Torino.  Torino  1 894. 

Atti  del  R.  Istituto  Veneto  di  seienze,  lettere  ed  arti.  Ser.  Vll.  T.  8,  Disp.  4 
—40  ed  Append.  J.  II.  T.  4,  Disp.  1—10.  T.  5,  Disp.  4—8.  Venezia 
4893.  94. 

Temi  di  premio  proelamati  dal  R.  Istituto  Veneto  di  seienze,  lettere  ed  arti 
nella  solenne  adunanza  del  20.  maggio  4894.  Venezia  d.  J. 

Rumänien. 

Buletinul  Soeietft^ii  de  seiin^e  fizice  (Fizica,  Chimia  si  Mineralogia)  din 
Buearesei-Roroänia.  Anul2,  No.9 — 12.  Anul8,  No.4— 4.  Buearesci 
4893.  94.  —  Gentenarui  lui  Lavoisier  4794—4894.  ib.  4895. 

Analele  Institulului  meteorologie  al  Rom&niei.  T.  7.  Anul  4  891.  Bocaresci 
1898. 

Buletinul  Observa^iunilor  Meteorologiee  din  Romania.  Anul  2  (1898).  Bu- 
earesci d.  J. 

Russland. 

Acta  Soeietatis  scientiarum  Fennicae.  T.  19.  Helsingforsiae  4893. 

Bidrag  tili  kttnnedoro  af  Finlands  natur  och  folk,  utg.  af  FinskaVetenskaps- 
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4—44.  Kiev  d.  J. 

Bulletin  de  la  Sociötö  Imp^r.  des  Naturalistes  de  Moscou.  Annäe  4693, 
No.  4.  Annde  4  894,  No.  2.  Moscou  d.  J. 
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Jahresbericht  der  Naturforschenden  Gesellschaft  Graubündens.  N  F.  Jahr- 
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The  21. annual  Report,  f.  4893.  Minneapolis  4894. 

Publications  from  tbe  Lick  Observatory  [Mount  Hamilton].  Vol.  2. 
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Jahrg.  39.  Suppl.  Jahrg.  40  (4894),  No.  4—4.  Jahrg.  44  (4895),  No.4. 

2.  Dresden  4894.  93. 

Sitzungsberichte  und  Abhandlungen  der  naturwissenschaftl.  Gesellschaft  Isis 
in  Dresden.  Jahrg.  4894,  Jul.— Dec.  4895,  Jan. — Jun.  Dresden  d.  J. 

Verzeichniss  der  Vorlesungen  und  Übungen  an  der  Kgl.  Sachs.  Technischen 
Hochschule  f.  d.  Sommersem.  4895.  Für  d.  Wintersem.  4895/96. — 
Bericht  über  die  Kgl.  Sachs.  Techn.  Hochschule  für  4  894/95.  —  Die 
Bibliothek  der  Kgl.  Sachs.  Techn.  Hochschule  i.  J.  4  894.  Dresden 
4895. 

Observations  astronomiques  faites  par  B.  d'Engelhardt.  Part.  8.  Dresde  i  895. 

Beiträge  zur  Geschichte  des  Niederrheins.  Jahrbuch  des  Düsseldorfer 
Geschichtsvereins.  Bd.  9.  Düsseldorf  4  895.  —  Jost,  W„  Die  Schnitz- 
werke am  Marstall  des  Jägerhofes  zu  Düsseldorf.  Düsseldorf  4  895. 

Mittheilungen  des  Vereins  für  die  Geschichte  und  Alterthumskunde  von 
Erfurt.  H.  4  6.  —  Oergel,  G.,  Das  Collegium  majus  zu  Erfurt.  Er- 
furt 4894. 

Sitzungsberichte  der  physikal.-medicinischen  Societät  in  Erlangen.  H.  S6 
(4894).  Erlangen  d.  J. 

Jahresbericht  des  Physikalischen  Vereins  zu  Frankfurt  a./M,  f.  das  Rech- 
nungsjahr 4893/94.  Frankfurt  4895. 

Helios.  Abbandlungen  u.  monatliche  Mittheilungen  aus  d.  Gesammtgebiete 
der  Naturwissenschaften.  Organ  des  Naturwissensch.  Vereins  des 
Reg. -Bezirks  Frankfurt.  Herausgeg.  von  Ernst  Huth,  Jahrg.  M, 
No.  7—42.  Jahrg.  43,  No.4— 6.  Berlin  4895. 

Societatum  litterae.  Verzeichniss  der  in  d.  Publikationen  der  Akademien 
und  Vereine  aller  Länder  erscheinenden  Einzelarbeiten  auf  d.  Ge- 
biete d.  Naturwissenschaften.    Im  Auftrage  des  Naturwissenschaft!. 


VIII     

Vereins  für  den  Reg.-Bezirk  Frankfurt  herausgeg.  von  M,  KUUke. 
Jahrg.  8  (1894),  No.  10—12.  Jahrg.  9  (4895),  No.  4— 9. 
Jahrbuch  für  d.  Berg-  und  Hüttenwesen  im  Künigreich  Sachsen  auf  d.  Jahr 

1895.  Freibergd.  J. 
30.  Bericht  der  oberhessischen  Gesellschaft  für  Natur-  und  Heilkunde. 

Giessen  4895. 
Verzcichniss  d.  Vorlesungen  auf  der  Grossherz.  Hessischen  Ludwigs-Uni- 
vers.  zu  Giessen.  Sommer  4  895,  Winter  4  895/96;  Personalbestand 
S.  4  895.  —  Behrens,  D.,  Friedrich  Diez.  (Festrede). —  Walther,  Heinr., 
Beiträge  zur  Kenntniss  des  trichterförmig  engen  Beckens.   (Habilita- 
tionsschrift). —  59  Dissertationen  a.  d.  J.  4894/95. 
Neues  Lausitzisches  Magazin.     Im  Auftrag  d.  Oberlausitz.  Gesellsch.  d. 
Wissensch.  herausgeg.  von  R.  Jecht.    Bd.  70,  H.  2.   Bd.  74,  H.  4.  S. 
Görlitz  4894.  95. 
Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttin- 
gen. Math.-phys.  Gl.  4  894,  No.  4.    4  895.  No.  4—3.   Philol.-hist.  Gl. 
4894.  No.  t.    4895,  No.  4—4.    Geschöflliche  Mittheilungen.   4895, 
H.  4.  2.  Göttingen  d.  J. 
Plücker  ,  Julius,  Gesammelte  wissenschaftliche  Abhandlungen.  Im  Auftrag 
der  Kgl.  Gesellschaft  d.   Wissenschaften  zu   Göttingen  hrsg.  von 
A.  Schoenflies  und  Fr.  Pockels.  Bd.  4.  Leipzig  4  895. 
Astronomische  Mittheilungen  von  der  Königl.  Sternwarte  zu  Göttingen. 

Hrsg.  von  W.  Schur.  Th.  4.  Göttingen  4895. 
Jahresbericht  der  Fürsten-  und  Landesschule  zu  G  rimma  über  d.  Schul- 
jahr 4894/95.  Grimma  4  895. 
Nova  Acta   Academiac  Caes.    Leopoldino-Carolinae  germanicae  naturae 
curiosorum.  Toni.  35—62.  Halis  4894 — 94.  —  Katalog  der  Biblio- 
thek der  Kais.  Leop.-Carolin.  deutschen  Akad.  der  Naturforscher. 
Lief.  3—5.  Halle  1891—94. 
Leopoldtna.  Amtl.  Organ  d.  Kais.  Lcopoldinisch-Carolinisch  deutschen  Akad. 
der  Naturforscher.     H.  30,   No.  24.  22.    H.  34  ,   No.  4—22.    Halle 
4894.  95. 
Abhandlungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle.    Bd.  4  9.  20. 

Halle  4894.  95. 
Bericht  über  die  Sitzungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle  i.  J. 

4  892.  Halle  d.J. 
Zeitschrift   für  Naturwissenschaften.     Originalabhandlungen  u.  Berichte. 
Hrsg.  vom  Naturwiss.  Verein  f.  Sachsen  und  Thüringen  in  Halle. 
5.  Folge.  Bd.  5  (d.  ganzen  Reihe  67.  Bd.),  H.  3—6.  Halle  4  894.  95. 
Beyschlag,  W.,  Das  200  jährige  Jubiläum  der  Universität  Halle- Wittenberg. 

Festbericht.  Halle  4  895. 
Bodetnann,  Ed.,  Die  Leibniz-Handschriften  der  Königl.  öfTentl.  Bibliothek 

zu  Hannover.  Hannover  u.  Leipzig  4  895. 
Neue  Heidelberger  Jahrbücher.     Herausg.  vom  Histor.- philosophischen 

Vereine  zu  Heidelberg.  Jahrg.  5,  Heft  4 .  2.  Heidelberg  4 895. 
Verhandlungen  des  Naturhist.-medicinischen  Vereins  zu  Heidelberg.  N.  F. 

Bd.  5,  H.  3.  Heidelberg  4  894. 
Programm  der  Technischen  Hochschule  zu  Karlsruhe  f.  d.  J.  4895/96.  — 
Lektionsplan  der  Technischen  Hochschule  f.  d.  Sommersem.  4  895. 
Wintersem.  4  898/96.  —  Haid,  A/.,  Ueber  Gestalt  und  Bewegung  der 
Erde.  Festrede.  —  4  Dissertationen  v.  J.  4  893—95. 


IX      

Chronik  d.  Universität  zu  Kiel  f.  d.  J.  4894/95.  —  Verzeichniss  der  Yor- 
iesungen.  Winter  4894/95,  Sommer  4  895.  —  Bruns,  Ivo,  De  Xeno- 
phontläAgesilai  capiteXl(Progr.).  —  Schoene,Älfr,,  üeberdieAlkestis 
des  Euripides.  (Rede.)  —  Seelig,  Wilh.,  Die  innere  Colonisation  in 
Schleswig-Holstein  vor  hundert  Jahren.  (Rede.)  Kiel  4895.  -—  83 
Dissertationen  a.  d.  J.  4894/95. 

Ergebnisse  der  Beobachtungsstationen  an  den  deutschen  Küsten  über  die 
physikalischen  Eigenschaften  der  Ostsee  u.  Nordsee  u.  die  Fischerei. 
Jahrg.  4893,  H.  7— 12.  Berlin  4896. 

Schriften  des  naturwissenschaftlichen  Vereins  für  Schleswig- Holstein.  Bd. 
4  0,  H.  2.  Kiel  4  895. 

Schriften  der  physikalisch  -  ökonomischen  Gesellschaft  zu  Königsberg. 
Jahrg.  85  (4894).  Königsberg  4895. 

Vierteljahrsschriflder  Astronom.  Gesellschaft.  Jahrg.  29,  H.  3. 4.  Jahrg.  30, 
H.  4—3.    Leipzig  4894.  95. 

Catalog  der  Astronomischen  Gesellschaft.  Abth.  1.  Catalog  der  Sterne  bis 
zur  9.  Grösse  zwischen  80^  nördl.  und  2°  südl.  Declination  f.  d.  Ae- 
quinoctium  1875.  Stück  40:  Zone  +20^  bis  +2^^  beobachtet  auf  der 
Sternwarte  zu  Berlin.  Leipzig  4  894. 

Publication  der  Astronomischen  Gesellschaft  X VI.  Oppolzei\  Th,,  Syzygien- 
tafeln  für  den  Mond.  Leipzig  4  884. 

Zeitschrift  des  Vereins  für  Lübecker  Geschichte  u.  Alterthumskunde.  Bd.  7, 
H.  4.  Lübeck  4894. 

Jahresbericht  der  Fürsten-  u.  Landesschule  zu  Meissen  vom  Juli  4  894  — 
Juli  4895.  Meissen  4  895. 

Festschrift  der  naturwissenschaftlichen  Gesellschaft  Isis  zu  Meissen  zur 
Feier  ihres  50jährigen  Bestehens.  Meissen  o.  J. 

Abhandlungen  d.  histor.  Gl.  d.  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissenscb.  Bd.  24  (in 
d.  Reihe  d.  Denkschr.  d.  68.  Bd.),  Abth.  4.  München  4  895. 

Abhandlungen  der  mathem.-physikal.  Gl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissenscb. 
Bd.  48  (in  d.  Reihe  d.  Denkschr.  d.  66.  Bd.).  Abth.  3.  München  4895. 

Sifzungsberichte  der  mathem.-physikal.  Gl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss. 
zu  München.  4894,  H.  4.  4895,  H.  4.  2.  München  4  894.  95. 

Sitzungsberichte  der  philos.-philol.  u.  histor.  Gl.  der  k.  bayer.  Akad.  d. 
Wiss.  zu  München.  4  894.  H.  4.  4895,  H.  4—8.  München  4  895. 

Loisen,  Max,  Die  Lehre  vom  Tyrannenmord  in  der  christlichen  Zeit.  (Fest- 
rede). —  Sohncke,  L.,  Heber  die  Bedeutung  wissenschaftlicher  Bal- 
lonfahrten. (Festrede.)  München  4894. 

Sechsunddrei88ig9te  Plenarversammlung  der  histor.  Gommission  bei  der  k. 
bayer.  Akad.  d.  Wissenscb.  Bericht  des  Secretariats.  München  4  895. 

Sitzungsberichte  der  Gesellschaft  f.  Morphologie  u.  Physiologie  in  München, 
Jahrg.  4894,  H.  4—3.  Jahrg.  4895,  H.  4.  München  4896. 

22.  Jahresbericht  des  Westfälischen  Provinzial -Vereins  f.  Wissenschaft  u» 
Kunst  f.  4893/94.  Münster  4894. 

Abhandlungen  d.  Naturhistorischen  Gesellschaft  zu  Nürnberg.  Bd.  4  0, 
U.S.   Nürnberg  4  895. 

Jahresbericht  d.  Naturhistorischen  Gesellschaft  zu  Nürnberg.  4894.  Nürn- 
berg 4895. 

Anzeiger  des  Germanischen  Nationalmuseums.  Jahrg.  4894.  —  Mittheilun- 
gen aus  dem  Germanischen  Museum.  Jahrg.  4894.  —  Katalog  der  im 


Germanischen  Museum  vorhandenen*Holzstöcke  vom  ^  5. — 4  8.  Jahrh. 

Tb.  S.  Nürnberg  4894. 
Zeitscbrift  der  Historischen  Gesellschaft  für  die  Provinz  Posen.  Jahrg.  9. 

H.  4.  2.  Posen  4894. 
Publicationen  des  Astrophysikali  sehen  Observatoriums  zu  Potsdam.  Bd.  7. 

II.  4  0.  Potsdam  4  895. 
Wtirttembergische  Vierteljahrsschrift  für  Landesgeschichte.    Hsg.  von  der 

Württembergischen  Kommission  f.  Landesgeschichte.  N.F.  Jahrg.  3 

(4894),  H.  4— 4.  Stuttgart  4894/95. 
Tharander  forstliches  Jahrbuch.  Bd.  47 — 44.  45,4.  u.  Supplem.  Bd.  4 — 6. 

Dresden  4  866—4895. 
Jahrbücher  des  Nassauischen  Vereins  f.  Naturkunde.    Jahrg.  48.    Wies- 
baden 4895. 
Sitzungsberichte    der  physikal.-medicin.   Gesellschaft    zu    Würz  bürg. 

Jahrg.  4894,  No.  5—4  0.  Jahrg.  4  895,  No.  4.  2.  Würzburg  d.  J. 

Verhandlungen  der  physikal.-medicin.  Gesellschaft  zu  Würzburg.  N.  F. 
Bd.  28,  No.  2—7.  Bd.  29,  No.  4—5.  Würzburg  4894.  95. 

Oesterreich-Ungarn. 

Djela  Jugoslavenske   Akademije    znatosti  i  umjetnosti   (Agram)    4  5.    ü 

Zagrebu  4895. 
Ljetopis  Jugoslavenske  Akademije  znatosti  i  umjetnosti.   Svez.  9.  4894. 

U  Zagrebu  4  895. 
Monumenta  historico-juridica  Slavorum  meridionalium.  Vol.  5.  Zagrabiae 

4894. 

Monumenta  spectantia  historiam  Slavorum  meridionalium.  Vol.  26.  Zagra- 
biae 4894. 

Rad  Jugoslavenske  Akademije  znatosti  i  umjetnosti.  Knija  4  47 — 422.  U 
Zagrebu  4894.  95. 

Hjecnik  hrvatskoga  ili  srpskoga  jezika.  Izd.  Jugoslav.  Akad.  znatosti  i  um- 
jetnosti. Svez.  43.  U  Zagrebu  4894. 

Sbornik  Jugoslavenskih  Umjetnih  Spomenika.  U  Zagebru  4  895. 

Zadarski  i  Ra^inin  Lekctonar.  Za  staropa  priredio  Milan  Reietar,  Izd. 
Juguslav.  Akad.  Znat.  i.  umjetnosti.  U  Zagrebu  4894. 

Magyar,  tudom.  Akadömiai  Almanach  4894.  4895.  Budapest  d.  J. 

Mathematische  u.  naturwiss.  Berichte  aus  Ungarn.  Mit  Unterstützung  der 
Ungar.  Akad.  d.  Wissensch.  herausgeg.  Bd.  42(4893 — 94).  Buda- 
pest 4895. 

A  Magyar  tudom.  Akad.  elhünyt  tagyai  fölött  tartott  Eml^kbesz^dek.  Köt. 
4,  szäm.  4 — 5.  Budapest  4  886.  87. 

^rtekez^sek  a  mathematikai  tudomänyok  Kör^böl.  Kiadja  a  Magyar  tu- 
dom. Akad.  Köt.  45,  57.  4.  5.  Budapest  4894. 

Ertekez^sek  a  nyelv-6s-szäptudomänyok  Kör^böl.  Kiadja  a  Magyar  tudom. 
Akad.  Köt.  4  6,  57.  4.  5.  Budapest  4  894. 

Ertekez^sek  a  USrsadalmi  tudomänyok  Köröböl.  Kiadja  a  Magyar  tudom. 
Akad.  Köt.  44,  57.  4—4.  Budapest  4890.  94. 

Ertekez^sek  a  termöszettudomänyok  Köröböl.  Kiadja  a  Magyar  tudom. 
Akad.  Köt.  24,  57.  3.  Köt.  23,  57.  3—42.  Budapest  4894.  94.  95. 


Eriekez«sek  a  tört^neti  ftudomäDyok  KtfröMl.  Köt.  4  5.  57. 4 .  Budapest  4  894. 

Archaeologiai  Ertesitö.  A  M.  T.  Akad.  arch.  bizottsägäoak  6s  av  Orsz.  R6- 
göszeti  8  emb.  Tärsulatnak  Közlönye.  Köt.  43,  57.  3^5.  Köt.  4  4,  57. 
4—5.  Köt.  45,  57.  4—3.   Budapest  4893—95. 

Mathematikai  €s  termdszettadomönyi  ärtesitö.  Kiadja  a  Magyar  tudom. 
Akad.  Köt.  44,  füz.  6—9.  Köt.  42,  füz.  4— 4S.  Köt.  43,  füz.  4.  8. 
Budapest  1898—95. 

Mathematikai  6s  termöszettudomänyi  Közlemdnyek.  Kiadja  a  Magyar  tu- 
dom. Akad.  Köt.  86,  57.  4.  5.  Köt.  86,  57.  4.  8.  Budapest  4893.  94. 

Nyelvtudomänyi  Közlem^nyek.  Kiadja  a  Magyar  tudom.  Akad.  Köt.  88, 
füz.  3.  4.  Köt.  24,  füz.  4—4.  Köt.  85,  füz.  4.8.  Budapest  4898—95. 

Monumenta  HuDgariae  Historica.  Gl.  II.  Vol.  88.  Budapest  4894. 

Monumenta  comttalia  regni  Transsylvaniae.  Köt.  4  6.  47.  Budapest  4898. 94. 

Rapport  sur  ractivitö  de  l'Acadämie  Hongroise  des  sctences  en  4893.  4  894. 
Budapest  4  894/95. 

Ungarische  Revue.  Mit  Unterstützung  der  Ungar.  Akad.  d.  Wiss.  hrsg.  v. 
P.  Bunfahy  u.  Gust,  Heinrich,  Jahrg.  43  (4898),  H.  6—40.  Jahrg.  4  4 
(4894),  H.  4—40.  Jahrg.  45  (4895),  H.  4—4.  Budapest  4898—95. 

Magyarorszägi  tanulök  KülfÖldön.  Vol.  8. 

Acsädyy  /.,  K6t  pönzügytörtönelmi  tanulmäny  4565—4604.  4564—1576. 

Budapest  4894. 
Chyier,  C.  et  Kulczyi^ki ,  L.,  Araneae  Hungariae.  Tom.  4.  2,  I.  Budapest 

4892.  94. 
Csdnki  De%so\  Magyarorszag  tört^nelmi  földrsjza  a  Hunyadik   koräban. 

Köt.  8.  Budapest  4894. 
Frakn(H  V.  Mätyäs  kiräly  levelei  Külügyi  osztöly.  Vol.  4.  Budapest  4893. 
HampelJ.  A  röggib  köz^pkor  eml^kei.  Vol.  4.  Budapest  4894. 
Kirdly  Jänos.  Pozsony  väroa  Joga  a  közöpkorban.  Budapest  4  894. 
Meyer  6.  A,  Szt.-Simon  ezüst  koporsöja  Zäräban.  Budapest  4894. 
Munkäcsi  B,  A  votjäk  nyelv  szötära.  Fase.  3.  Budapest  4  893. 
Övdry  L.   A  M.  T.  Akad.  tOrtönelmi  bizottsägänak  oklevölm&solatai.    II. 

Budapest  4894. 
Simonyi  Zs.  A  magyar  hatdrozök.  II,  2.  Budapest  4895. 
Tiglds   Gdbor,    Ujabb  adaiekok  az  aldunai   zuhatagok  sziklafelirataihoz. 

Budapest  4894. 
TKaly  K.  Bercsönyi  häzassäga.  Budapest  4894. 

Zolnay  Gy,  Nyelveml^keink  a  künyvnyomtatös  koräig.  Budapest  4894. 
Verzeichniss  d.  öffentl.  Vorlesungen  an  derk.  k.  Franz-Josefs-Universität  zu 

Czernowitz   im  Sommer-Sem.  4895,  Winter-Sem.  4895/96.  — 

Uebersicht  der  akad.  Behörden  im  Studienjahr  4895/96.  —  Die  feier- 
liche Inauguration  des  Rectors  f.  4  894/95. 
Mittheilungen  des  historischen  Vereins  f.  Steiermark.  Heft  43.  Graz  4895. 
Zeitschrift  des  Ferdinandeums  f.  Tirgi  u.  Vorarlberg.   3.  Folge.   H.  48.  20. 

Innsbruck  4874. 
Berichte  des  naturwiss.-medizin.  Vereins  in  Innsbruck.  Jahrg.  4.    4  874. 

Innsbruck  4875. 
Starohrvatska  Prosvjeta.  God  1,  br.  4—8.  Kninu  4  895. 
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Anzeiger  der  Akademie  d.   Wissenschaften  in   Krakau.    Jahrg.    4894, 

No.  40.  4  895,  No.  4—7.  Krakau  d.  J. 
Acta  rectoralia  almae  universitatis  studii  Cracovinsis  ed.  Wlad.  Wisiocki. 

Tom.  4,  fasc.  3.  Cracoviae  4894. 
Archivum  do  dziejöw  literaturyi  oswiaty  w  Polsce  (Wydanictwo  Akad.  w 

Krakowie.  T.  8.  W  Krako wie  4895. 
Atlas  geologiczny  Galicyi.  Zeszyt  8.  Krakow  4  894. 
Biblijoteca  pisarzäw  polskich  (Wydanictwa  Akad.  umi^.  w   Krakowie). 

No.  29.  80.  W  Krakowie  4  894.  95. 
Collecianea  ex  archivio  CoUegii  historici  (Archivum  komisyi  histor.)  T.  7. 

Editionum  Collegii  histor.  Acad.  litt.  Cracov.   No.  53.  54.  Krakow 

4894. 
Corpus  anttquissimorum  poetarum  Poloniae  latinorum.   Vol.  4.    (Nicolai 

Hussoviaoi  carmina).  Cracoviae  4894. 
Monumenta  medii  aevi  historica  res  gestas  Poloniae  illustrantia.  T.  4  4.   W 

Krakowie  4  894. 

Pamietnik  Akademii  umigetnosci  w  Krakowie.  Wydzial.  matemat-przywd. 
T.  48,  zes.  8.  Krakow  4  894. 

Roczoik  Akademii  umiQJetnodci  w  Krakowie.  Rok  4  893/94.  W  Krakowie 
4894. 

Rozprawy  Akademii  umiQJetno^ci.  Wydziaiu  filologicznego.  T.  20.  21.  23. 
(Ser.  II.  T.  5.  6.  8.)  —  Wydz.  histor.  filoz.  T.  30.  34.  (Ser.  11.  T.  5. 
6.)  —  Wydz.  matemat.-przyrodn.  T.  27.  (Ser.  II.  T.  7).  W  Krako- 
wie 4  894.  95. 

Sprawozdania  komisyi  fizograficzn^j.  T.  29.  Krakow  4894. 

Sprawozdania  komisyi  JQzykow6j  Akademii  umi^j.  T.  5.  W  Krakowie  4  894. 

Zbiör  wiadomosci  do  antropologii  krajowej,  wydaw.  stariniem  komisyi  an- 

tropolog.  Akademii  uroi^j.   T.  48.   Krakow  4895. 
Finkel,  Ludw.,  Bibliografia  historyi  Polskiej.  Czesc.  2,  zes.  4.  Krakow  4  895. 

Mittheilungen  des  Museal  Vereines  für  Krain.  Jahrg.  7.  Ablh.  4.2.  Laibach 

4894. 
Izvesttja  Muzejskega  drustva  za  Kraojsko.  Letnik  4.  V  Ljubljani  4894. 
Almanachäeske  Akademie Cisafe  FrantiSka  Josefa.  Ro^n.  4.  5.  V  Praze  d.  J. 
Historicky  Archiv.  6isl.  3.  6.  V  Praze  4  894.  95. 

Bulletin  international.   R^sum^s  des  travaux  präsentes.  Classe  des  scienc. 

math^mat.  et  naturelles.  I.  Prague  4  895. 
Rozpravy  äeske  Akad.  Cis.  Frantiika  Josefa.  Trld.  1  (pro  v^dy  filos.,  prävn. 

a  histor.)  Ro6n.  2.  3.  —  Trid.  II  (mathemal.-pHrodn.)  Ro6n.  2.  8.  — 

Trid.  III  (Philolog.)  Ro6n.  2.  3.  V  Praze  4  893.  94. 

Vestnik  Öeske  Akad.  Cls.  Frantiska  Josefa.  Rocn.  2,   tiisl.  4 — 9.  Roon.  3, 

fiisl.  4—3.  Ro6n.  4,  Öisl.  4—8.  V  Praze  4  893—96. 
Oslava  stych  narozenin  Pavia  Josefa  äafaHka.  V  Praze  4  895. 
Sblrka  Pramenüv  ka  Poznäni  literärniho  istvota.  Skupina  4.  Rada  2,  Cisl.  4. 

Skup.  2.  Cisl.  4.  V  Praze  4  893.  94. 
Jaruik,  Jan  ürbanf    Doe  verse  starofranconzsk^  legendy  o  so  Katerin^ 

Alexandriuski.  Y  Praze  4  894. 
Jahresbericht  der  k.  böhm.  Gesellschaft  d.  Wissenschaften  für  das  Jahr 

4  894.  Prag  4  895. 
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Sitzungsberichte  der  k.  böhm.  Gesellschaft  d.  Wissenschaften.  Math.- 
naturw.  Classe.  Jahrg.  4894.  —  Philos.-histor.-philolog.  Classc. 
Jahrg.  4894.  Prag  4895. 

Mittheilung  der  Gesellschaft  zur  Förderung  deutscher  Wissenschaft,  Kunst 
und  Literatur  in  Böhmen.  No.  4.  8.  4.  Prag  o.  J. 

Uebersicht  über  die  Leistungen  der  Deutschen  Böhmens  auf  dem  Gebiete  der 
Wissenschaft,  Kunst  u.  Literatur  i.  J.  4893.  Prag  4895. 

Hermanj  Nicol.y  Die  Sonntags-Evangelia  (Bibliothek  deutscher  Schriftslellcr 
aus  Böhmen.  Hrsg.  im  Auftrage  der  Gesellschaft  zur  Förderung 
deutscher  Wissenschaft,  Kunst  u.  Literatur  in  Böhmen,  Bd.  2).  Prag, 
Wien  u.  Leipzig  4  895. 

HolzneTj  Eug.j  Studien  zu  Euripides.  Gedruckt  mit  Unterstützung  der  Ge- 
sellschaft z.  Förderung  deutscher  Wissenschaft,  Kunst  u.  Literatur 
in  Böhmen.  Prag  4895. 

Bericht  der  Lese-  und  Redehalle  der  deutschen  Studenten  in  Prag  über  d. 
J.  4894.  Prag  4  895. 

Hagnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Sternwarte 
zu  Prag  im  J.  4894.  Jahrg.  55.  Prag  4  895. 

Personalstand  der  k.  k.  Deutschen  Carl-Ferdinands-Universitfit  in  Prag  zu 
Anfang  d.  Studienjahres  4895/96.  —  Ordnung  d.  Vorlesungen  im 
Sommersem.  4  895. 

Mittheilungen  des  Vereins  für  Geschichte  der  Deutscheu  in  Böhmen.  Jahr- 
gang 83,  No.  4—4.   Prag  4894.  95. 

Lotos.  Jahrbuch  f.  Naturwissenschaft.  Im  Auftr.  des  Vereins  »Lotos«  hsg. 
N.  F.  Bd.  4  5  (der  g.  Reihe  Bd.  43).  Prag  4895. 

Verhandlungen  des  Vereins  f.  Natur-  und  Heilkunde  zu  P  ressburg.  N.  F. 
Heft  8  (Jahrg.  4892—93).  Pressburg  4  894. 

BuUettino  dl  archeologia  e  storia  dalmata.    Anno  48  (4  895),  No.  4 — 40. 

Spalato  d.  J. 
Atti  del  Museo  civico  di  storia  naturale  di  Trieste.  Vol.  9.  (N.  S.  Vol.  3). 

Trieste  4895. 
Almanach  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissenschaften  In  Wien.  Jahrg.  44  (4894). 

WIend.J. 
Anzeiger  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissenschaften  in  Wien.    Math.-naturw.  Gl. 

Jahrg.  4894,  No.  24—27.  Jahrg.  4  895.  No.  4— 9.  —Philosoph. -histor. 

Ol.  Jahrg.  4895,  No.  4—9. 
Archiv  f.  Österreichische  Geschichte.    Hsg.  v.  der  z.  Pflege  vaterl&nd.  Ge- 
schichte aufgestellten  Commission  der  Kais.  Akad.  d.  Wissensch. 

Bd.  80,  H.  2.  Bd.  84,  H.  4.  2.  Wien  4  894.  95. 

Denkschriften  der  Kais.  Akad.  d.  Wissenschaften.  Mathem.-naturw.  Classe, 
Bd.  60.  64.  —  Philos.-histor.  Classe,  Bd.  43.  Wien  4893.  94. 

Fontes  rerum  Austriacarum.  Oesterreichische  Geschichtsquellen  hsg.  v.  d. 
histor.  Commission  d.  Kais.  Akademie  d.  Wissensch.  Bd.  47.  2.  Hälfte. 
Wien  4894. 

Monumente  conciliorum  generalium  seculi  XV,  edd.  Caesar.  Academiae 
scient.  socii  delegati.  Concillum  Basileense.  Scriptorum  T.  3.  P.  3. 
Vindobonae  4895. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  Math.-naturw.  Classe. 
Abth.   1,  US  Hb,  111.,  Bd.  402   (4893),    H.  8—40.    Bd.  403  (4894). 
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H.  4—40.  —  Philos.-histor.  Gl.  Bd.  430  (4893).  Bd.  434  (4894).  Regi- 
ster zu  Bd.  414—480.  Wien  4  894. 

Mittheilungen  der  k.  u.  k.  geographischen  Gesellschaft  in  Wien.  4  894. 
Bd.  37  (N.  F.  Bd.  27).    Wien  d.  J. 

Verhandlungen  der  k.  k.  zoologisch-botanischen  Gesellschaft  in  Wien.  Bd.  44, 
U.  3.  4.  Bd.  45,  H.  4—9.  —  Knapp,  /.  A.,  Personen-,  Ort-  u.  Sach- 
register der  Sitzungsberichte  u.  Abhandlungen  der  k.  k.  zool.-bot. 
Gesellsch.  4884—90.  Wien  4894.  95. 

Brunner  von  WcUtenwylj  C,  Monographie  der  Pseudophylliden.  Hsg.  von 
der  k.  k.  zool.-botan.  Gesellschaft.  Mit  Atlas.  Wien  .4  895. 

Publicationen  für  die  internationale  Erdmessung.  Astronomische  Arbeiten 
der  k.  k.  Gradmessungs-Commission.  Bd.  6.  Längenbestimmungen. 
—  Herr,  Jos.,  Bestimmung  der  Polhohe  und  des  Azimutes  auf  den 
Stationen  Spieglitzer  Schneeberg,  Hoher  Schneeberg  und  Witrnik. 
Wien  4894.  95. 

Annalen  des  k.  k.  naturhistorischen  Hofmuseum^.  Bd.  9,  No.  3.  4.  Bd.  4  0, 
No.  4.  i.  Wien  4894.  95. 

Jahrbuch  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrg.  44  (4894),  H.  2 — 4. 
Jahrg.  45  (4895),  H.  4.   Wien  d.  J. 

Verhandlungen  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrg.  4894,  No.  40 — 4  8. 
Jahrg.  4895,  No.  4—9.   Wien  d.  J. 

Relative  Schwerebestimmungen  durch  Pendelbeobachtungen.  Ausgeführt 
durch  die  k.  k.  Kriegs-Marine  i.  d.  J.  4892—94.  Hsg.  vom  k.  k. 
Reichs-Kriegs-Ministerium.  Wien  4895. 

Mittheilungen  der  Section  f.  Naturkunde  des  Oesterreichischen  Touristen- 
Club.  Jahrg.  6.  Wien  4894. 

Beligien. 

Bulletin  de  l'Acad^mie  d'archöologie  de  Belgique  (IV.  S6t.  des  Annales), 
II.  Partie.  No.  48—28.  Anvers  4894.  95. 

Annuaire  de  TAcadömie  R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de 
Belgique.  4894.  95.  (Ann6e  60.  64).  Bruxelles  d.  J. 

Bulletins  de  TAcadömie  R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de 
Belgique.  Annöe  63.  64.  (4  893.  94).  III.  S^r.  T.25.  26.  Bruxelles  d.  J. 

M^moires  de  l'Acad^mie  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Bel- 
gique. T.  50.  Fase.  2.  Bruxelles  4893. 

Mömoires  couronnäs  et  autres  Mömoires  publ.  p.  TAcad^mie  R.  des  scien- 
ces, des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  T.  47.  50—52.  Bruxel- 
les 4898.  95. 

Mömoires  couronnäs  et  Mämotres  des  savants  ötrangers  publ.  p.  l'Acadömie 
R.  des  sciences ,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  T.  53. 
Bruxelles  4893/94. 

Analecta  BoJlandiaoB.  T.  43.  Fase.  4.  T.  44.  Fasc.4— 4.  Bruxelles 4894.  95. 

Annales  de  la  Soci6t^  R.  malacologique  de  Belgique.  T.  27  (IV.  S^r.  T.  7). 
Bruxelles  4892. 

M^moires  de  la  Soci6t6  R.  malacologique  de  Belgique.  T.  27  (IV.S^r.  T.  7). 
Bruxelles  4892. 

Proc^s-verbaux  des  söances  de  la  Sociöt<)  R.  malacologique  de  Belgique. 
Nov.  4892  — Mai  4895. 

La  Cellule.  Recueil  de  Cytologie  et  d'histologie  g^n^rale.  T.  44,  Fase  4. 
Bruxelles  4895. 
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Dänemark. 

Oversigt  over  det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Seiskabs  Forhandlinger  i 
aarel  4894,  No.  S.  4895,  No.  i,  2.    Kjebenhavn  d.  J. 

Det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Seiskabs  Skrifler.  Hist.  og  philos.  Afd. 
6.  RfBkke.  Bd.  4,  No.  2.  —  Naturv.  og  math.  Afd.  6.  RsBkke.  Bd.  8, 
No.  4.  Kjebenhavn  1895. 

England. 

Proceedings  of  tbe  Cambridge  Philosopbical  Society.  Vol.  8,  P.  4.  5. 
Cambridge  4  895. 

Royal  Irish  Academy.  Cunningham  Memoirs.  No.  40.  Dublin  4894. 

Proceedings  of  tbe  R.  Irisb  Academy.  Ser.  III.  Vol.  3 ,  No.  3.  Dublin 
4  894. 

Proceedings  of  tbe  R.  Society  of  Edinburgh.  Vol.  20,  p.  305—480.  Ediu- 
burgb  4894/95. 

Proceedings  and  Transactions  of  Ihe  Liverpool  Biological  Society.  Vol.  9 
(Session  4894/95).  Liverpool  4895. 

Proceedings  of  tbe  R.  Institution  of  Great  Britain.  Vol.  4  4,  P.  2  (No.  88). 
London  4895. 

Proceedings  of  tbe  R.  Society  of  London.  Vol.  57.  58,  No.  340 — 852.  Lon- 
don 4894.  95. 

Philosopbical  Transactions  of  tbe  R.  Society  of  London.  For  tbe  year  4  894. 
Vol.  485.  P.  I.  II,  A.  B.  —  Catalogue  of  tbe  Pbilosophical  Trans- 
actions of  tbe  R.  Society.  London  4895. 

Proceedings  of  tbe  London  Mathematical  Society.  Vol.  25,  No.  495—499. 
Vol.  26,  No.  500^527.  London  4  894.  95. 

Journal  of  tbe  R.  Microscopical  Society,  containing  its  Transactions  and 
Proceedings.  4895,  No.  4 — 6.  London  d.  J. 

Report  on  tbe  scientiflc  results  of  tbe  voyage  of  H.  M.  S.  Cballenger  during 
tbe  years  4872 — 76.  A  Summary  of  the  scientific  results.  P.  4.  2. 
London  4895. 

Memoirs  and  Proceedings  of  the  Literary  and  Pbilosopbicai  Society  of 
Manchester.  IV.  Ser.  Vol.  8,  No.  4.  Vol.  9,  No.  4 — 6.  Manchester 
4894.  95. 

The  Manchester  Museum,  Owens  College.  Studies  in  Biology  from  the  Bio- 
logical Department  of  Owens  College.  Vol.  8.  —  Museum  Hand- 
books:  Handy  Guide  to  tbe  Museum.  —  Catalogue  of  the  library,  by 
W.  E.  Hogle.  —  Catalogue  of  the  Hadfield  Collection  of  Shells  from 
Lifu  and  Uvea,  by  /.  C.  Melvill  and  R.  Standen.  Manchester  4  895. 

Frankreich. 

M^moires  de  la  Socidte  des  sciences  pbysiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 

IV.  S6r.  T.  3,  Cab.  2.  T.  4,  Cab.  4.  2  et  Append.  Paris  4  894.  95. 
Travaux  et  Mämoires  des  facultas  de  Lille.  T.  8,  M^m.  40—44.  Liile4893. 
Mämoires  de  l'Acad^mie  des  belies  lettres  et  arts  de  Lyon.    Classe  des 

sciences  et  lettres.  T.  3.  —  Cartulaire  Lyonnais,  rccueill.  et  publ.  p. 

C.  Giägne,  T.  2.  Paris  et  Lyon  4893. 
Annales  de  la  Soci^tö  d'agriculture,  bistoire  naturelle  et  arts  utils  de  Lyon. 

Vil.  S6r.  T.  4  (4  893).  Lyon  et  Paris  4894. 
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Annales  de  la  Socl6t6  Linnöenne  de  Lyon.    N.  S.    T.  38—40  (4  894—93}. 

Lyon  et  Paris  d.  J. 
Annales  de  la  Facult6  des  sciences  de  Marseille.  T.  8,   Fase.  4—3  el 

Suppl.  T.  4,  Fase.  4— 3. 
Annalcs  de  Tlnslilut  botanico-g^ologique  colonial  de  Marseille.   Vol.  4. 

4893.  Paris  d.J. 
Acadämie  des  sciences  et  lettres  de  Montpellier.  Mömoiresde  la  section 

des  lettres.  S6r.  II.  T.  4 ,  No.  4 — 4.  Mömoires  de  la  section  de  mdde- 

eine.   S6r.  II.    T.  4,  No.  4.    M^moires  de  la  section  des  sciences. 

S6r.  II.  T.  4,  No.  4—4.  T.  «,  No.  4.  Montpellier  4893.  94. 
Bulletin  de  la  Soci6t6  des  sciences  de  Nancy.  T.  43,  Fase.  28.  J9.  —  Cala- 

logue  de  la  biblioth^que.  Nancy  4894.  96. 
Bulletin  des  söances  de  la  Soci^tö  des  sciences  de  Nancy.  Ann6e  6.  No.  4 — 3. 

Nancy  4894. 
Bulletin  da  Mas6um  d'histoire  naturelle.  Ann^e  4895,  No.  4 — 6.  Paris  d.  J. 
Comitä  international  des  poids  et  mesures.    46™«  Rapport  aux  gouverne- 

ments  signataires  de  la  Convention  du  raötre  sur  l'exercise  de  4  89S. 

Paris  4  893. 
Travaux  et  M^moires  du  Bureau  international  des  poids  et  mesures,  publ. 

sous  l'autoritö  du  Conait6  international.  T.  8.  Paris  4898. 
Journal  de  l'^cole  polytechnique.  Cah.  68.  64.  Paris  4  893.  94. 
Bulletin  de  la  Sociötö  matbömatique  de  France.   T.  22,  No.  9.  4  0.  T.  23, 

No.  4.  4.  5.  7.  8.  Paris  4894.  95. 

Griechenland. 

Eeole  frangaise  d' Äthanes.  Bulletin  de  correspondance  helldnique.  Annöe  48 
(4894),  No.  9—42.  Annäe  49  (4895),  No.  4—40.  Athen,  Paris  d.  J. 

Mittheilungen  des  Kaiserl.  Deutschen  Archäologischen  Instituts,  Athenische 
Abtheilung.  Bd.  49,  H.  4.  Bd.  20,  H.  4—8.  Athen  4894.  98. 

Holland. 

Jaarboek  van  de  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen  gevestigt  te  Amsterdam, 
voor  4  894.    Amsterdam  d.  J. 

Verhandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen.  Afdeel.  Letterkunde. 
IL  Reeks,  Deel  4,  No.  4.  —  Afdeel.  Natuurkuode.  Sect.  I.  Deel  2, 
No.  7.  Deel  3,  No.  4—4.  Sect.  IL  Deel  4,  No.  4 — 6.  Amsterdam 
4894.  95. 

Verslagen  der  Zittingen  van  de  Wis-  en  Natuurkund.  Afdeel.  d.  Kon.  Akad. 
V.  Wetensch.  van  26.  Mai  4  894  tot  4  8.  Apr.  4895.  Deel  3.  Amster- 
dam 4895. 

Verslagen  en  Mededeelingen  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  Afdeel.  Letter- 
kunde. III.  Reeks,  Deel  4  4.  Amsterdam  4  895. 

Programma  certaminis  poetici  ab  Acad.  Reg.  discipl.  Neerlandica  ex  legato 
Hoeufftiano  indicti  in  annum  4  896.  —  PascoH,Joh.^  Myrmedon  alia- 
que  poemata.  Amstelodami  4895. 

Nieuw  Archief  voor  Wiskunde.  Uitg.  door  het  Wiskundig  Genootschap  te 
Amsterdam.  2.  Reeks.  Deel  4,  II.  Amsterdam  4895. 

Wiskundige  opgaven  met  oplossingen  door  de  leden  van  het  Wiskundig 
Genootschap.  Deel  6,  Stuk  k — 6.  Neuwe  opgaven.  Deel  6,  No.  466 
—  185.  Deel  7,  No.  4—25.  Amsterdam  4  895. 
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Revue  semestrelle  des  publications  matli^inaliques.  T.  1,  P.  2.  T.  9,  P.  4.2. 
Amsterdam  4  893.  95. 

VcrhaDdelingen  rakende  den  natuurlijken  en  geopenbaardcn  Godsdienst, 
uitgeg.  door  Teylers  Godgeleerd  Genootschap.  N.  S.  DeeHS.  Haar- 
lem  4893. 

Archives  n6erlandaises  des  scicnces  exactes  et  naturelles,  publikes  par 
la  Sociötö  Hollandaise  des  sciences  k  Harlom.  T.  28,  Livr.  5.  T.  29, 
Livr.  4—3.  Hartem  4894.  95. 

Huygens ,  Chr.,  Oeuvres  completes,  publ.  p.  la  Sociäld  hollandaise  des 
sciences.  T.  6.  La  Haye  4  895. 

Archives  du  Mu86e  Teyler.  Sör.  IL  Vol.  *,  P.  3.  4.  Hartem  4  894.  95. 

Levensberigten  der  afgestorvcne  medeledcn  van  de  maatschappij  der  Ne- 
derlandsche  Letterkundc  te  Leiden.  Bijlagc  tot  de  Handelingen 
van  4898/94.  Leiden  4  894. 

Tijdschrirt  voor  Nedertandsche  laal-  en  letlerkunde,  uitgeg.  van  wege  de 
Maatsch.  der  Nederi.  Letterkunde.  Deel  44  (N.  F.  6),  Afl.  4—4. 
Leiden  4895. 

Nodcrlandsch  kruidkundig  Archief.  Verslagen  en  medcdcelingcn  derNeder- 
landsche  Botanische  Vereeniging  [Leiden].  Ser.  II.  Deel  6,  Sluk  4. 
Nijmegen  4895. 

Programme  de  la  Soci<^l6  Batavc  de  Philosophie  exporiracnlalo  de  Rotter- 
dam 4895. 

Aanteekeningen  van  het  verhandelde  in  de  secti^-vergaderingen  van  het 
Provinciaal  Utrechtsch  Genootschap  van  kunslen  en  welensch.,  tcr 
gelegenheid  van  de  algem.  vergad.  gehouden  den  4  9.  Juni  4  894. 
Utrecht  d.  J. 

Questions  mises  au  concours  par  la  Soci616  des  arts  et  des  sciences 
stabile  ä  Utrecht,  4895. 

Verslag  van  het  vcrtiandelnde  in  de  algem.  vergad.  van  het  Provinciaal  Ut- 
rechtsch Genootschap  van  kunsten  en  wetensch., gehouden  d.  4  9.  Juni 
4  894.  Utrecht  d.J. 

Verslag  van  de  alg.  vergad.  der  leden  van  het  histor.  Genootschap,  gehou- 
den te  Utrecht  ter  gelegenheid  van  het  50-jarig  bestaan  van  het  Ge- 
nootschap af  46.  Apr.  4895.  Utrecht  d.  J. 

Bijdragen  en  Mededeelingen  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te 
Utrecht.  Deel  4  6.  's  Gravenhage  4895. 

Werken  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te  Utrecht.  III.  Ser. 
No.  5.  6.  La  Haye,  's  Gravenhage  4894. 

Onderzoekingen  gedaan  in  hetPhysiol.  Laboratorium  d.  Utrechtsche  Hoogc- 
school.  IV.  Reeks.  3,  II.  Utrecht  4895. 

Italien. 

Bollettino  delle  pubblicazioni  italiane  ricevute  per  diritto  di  stampa.  No.  247 

—240.    Firenze  4  895. 
Atli  e  Rendiconti  dell'  Accademia  di  scienze,  lettere  ed  arte  di  Aci reale. 

N.  S.  Vol.  5.  6.   (4  893.  94).  Acireale  4  894.  95. 
Memorie  dell'  Accademia  delle  scienze  deir  Istituto  di  Bologna.   Ser.  ö. 

T.  3.  Bologna  4  893. 
Atti  della  Fondazione  scientifica  Cagnola  dalla  sui  instituzione  in  poi.  Vol. 4  i, 

43.  Milano  4894.  95. 

4895.  2 
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Memorie  del  R.  fstituto  Lombardo  di  scienze  e  lettere.  Glasse  di  letfcere  e 

scienze  morali  e  pollt.   Vol.  49  (Ser.  IIF,  Vol.  4  0),  Fase.  8.   Vol.  fO 

(Ser.  III,  Vol.  4  4),  Fase.  4 .  —  Glasse  di  scienze  matematiche  e  nalur. 

Vol.  47  (Ser.  III,  Vol.  8),  Fase.  8.  4.  Milano  489»--95. 
R.  Istituto  Lombarde  dt  scienze  e  lettere.  Rendiconti.  Ser.  II,  Vol.  26.  27. 

Milano  4  893.  -^  Indice  generale  dei  lavori  dalla  fondazione  all'  anno 

4888.  ib.  4  894. 
Memorie  della  R.  Accademia  dl  scienze,  lettere ed  arti  di  Mode  n  a.  Ser.  II. 

Vol.  40.  Modena  4894. 
Spicilegium  Casinense.  T.  4,  P.  4.  Montecassino  4895. 
Societä  Reale  di  Napoli.  Rendiconto  delle  tornate  e  dei  lavori  dell'  Aecad. 

di  archeologia,  lettere  e  belle  arti.    N.  S.   Anno  8  (4894).    Lugl.- 

Diz.  Anno  9  (4  895).  Genn.-Giugn.  —  Atti  della  R.  Aecad.  di  scienze 

morali  e  politiche.  Vol.  27  (4894 — 95).  —  Rendiconto  delle  tornate  e 

dei  lavori  dell'  Aecad.  di  scienze  morali  e  politiche.  Anno  33  (4894). 

Napoli  4  894.  95. 
Atti  e  Memorie  della  R.  Accademia  di  scienze,  lettere  ed  arti  in  Padova. 

N.  S.  Vol.  10.   Padova  4  894. 
Rendiconti    del    Circolo    matematico   di    Palermo.    T.  9,  Fase.  4 — 6. 

Palermo  4  895. 
Atti  e  Rendiconti  dell'  Accademia  medico-ehirurgiea  di  Perugia.   Vol.  6, 

Fase.  2—4.  Vol.  7,  Fase.  4.  Perugia  4894.  95. 
Processi  verbau  della  Societä Toseana  di  scienze  natural!  residente  in  Pisa. 

Vol.  9,  adunanzadel  4.  Lugl.,  4  8.Nov.4  894,  43.  Genn.,  S.Marzo4893. 
Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincel.   Memorie  della  Glasse  di  scienze  morali, 

sloriche  e  filologiehe.  Ser.  V,  P.  I  (Memorie).  Vol.  4,  P.  II.  (Notizie 

degli  seavi).  Vol.  2,  Ottpb.-Diz.  4894.  Vol.  3,   Genn.-Sett.  4895.  — 

Rendiconti.  Ser.  V.  Glasse  di  scienze  fisicbe.  matematiche  e  natu- 

rali.    Vol.  3  (4894),  II.  Sem.,  Fase.  4  0— 4  2.    Vol.  4  (4895)  [I.Sem.], 

Fase.  4—42.  II.  Sem.,  Fase.  4 — 4  0.  —  Glasse  di  scienze  morali,  sto- 

riche  e  filologiehe.  Vol.  3  (4894),  Fase.  40—42.  Vol.  4  (4898),  Fase. 

4 — 4  0.  —  Rendiconto  dell'  adunanza  solenne  del  9.  Giugno  4894. 

Roma  d.  J. 
Mittheilungen  des  Kais.  Deutsehen  Archaeologischen  Instituts.    Römische 

Abtheilung  (Bollettino  dell'  Imp.  Istituto  Areheologieo-Germanico. 

Sczione  Romana).  Bd.  9,  H.  4.  Bd.  40,  H.  4.  2.  Roma  4894.  95. 
Ministerio  di  Agricoltura,  Industrie  e  Gomercio.  —  Statistica /delle  biblio- 

teehe.  P,  4.  Vol.  4.  2.  Roma  4  893.  94. 
Atti  della  R.  Accademia  dei  Fisioeritici  di  Sie  na.  Ser.  IV.  Vol.  7,  Fase.  4 — 6. 

Processi  verbau  delle  adunanze  4  894.  No.  7.  4  895,  No.  4—4.  Siena 

4  894.  95. 
Atti  della  R.  Accademia  delle  scienze  diTorino.    Vol.  30,  Disp.  4 — 46. 

Torino  4  894/95. 
Osservazioni  meteorologicbe  fatte  nell'  anno  4  894  all'  Osservatorio  della  R. 

üniversilä  di  Torino.  Torino  4  895. 
Atti  del  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  lettere  ed  arti.  Ser.  VII.  T.  5,  Disp. 

4—9.  T.  6,  Disp.  4—3.  Venezia  4894.  95. 
Memorie  del  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  lettere  ed  arti.  Vol.  25,  No.  4 — 3. 

Venezia  4  894. 
Temi  di  premio  proclamati  dal  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  lettere  ed  arti 

nella  solenne  adunanza  del  49.  Maggie  4895.  Venezia  d.  J. 
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Luxemburg. 

Publications  de  rinstitut  R.  Grand -Ducal  de  Luxem bourg.  Section  des 
Sciences  naturelles.  T.  t8.  Luxembourg  4894. 

Rumänien. 

Buletinul  Societä^ii  de  sciin^  fizice  (Fizica,  Chlmia  si  Mineralogia)  din 
Bucaresci-Romdnia.  Aoul3,No.7— 12.  Anul4,No.4  — 4  0.  Bucaresc! 
4894.  96. 

Russland. 

Acta  Soctetaiis  scientiaruro  Fennicae.  T.  SO.  Helsingforsiae  4895. 
Bidrag  tili  kännedom  af  Finska  natur  och  folk,  ut^.  af  Finska  Vetenskaps- 
Societ  Httftet54— 56.  Helsingfors  4  894.  95. 

Observations  publikes  par  Tlnstitut  möteorologique  central  de  la  Sociötö 
des  sciences  de  Finlande.  Livr.  4.  Observations  mötöorologiques 
faites  h  Helsingfors  en  4  898.  Vol.  4S.  Helsingfors  4894.  —  Observa- 
tioDs  mät^orologiques  publikes  par  llnstitut  möt^orologique  central. 
4889—4890.  Kuopio  4895. 

Öfversigt  af  Finska  Vetenskabs-Societetens  Förhandlingar.  36  (4893 — 94). 
Helsingfors  4  894 . 

Universität  Kazan.  2  Dissertationen  a.  d.  J.  4  895. 

Universitetskija  Izvestija.  God  34,  No.  4  2.  God  35,  No.  4—40.  —  Spisok 
licam  sluzascim  v.  imp.  universitete  sv.  Vladimira.Kie  v  4894.  95. 

Bulletin  de  la  Soci^tö  Imp6r.  des  Naturalistes  de  Moscou.  Annde  4894, 
No.  3.  4.  4895,  No.  4.  2.  4.  Moscou  d.  J. 

Bulletin  de  TAcadömie  Imperiale  des  sciences  de  St. -P^tersbourg. 
S6r.  V.  T.  4 ,  No.  4.  T.  2,  No.  4—5.  T.  3,  No.  4.  St.-P6lersbourg 
4894.  95. 

M^moires  de  l'Acad^mie  Imperiale  des  sciences  de  St.- Pötersbourg. 
S6r.  Vn.  T.  4«,  No.  4  2.  Sör.  VIU  Gl.  phys.-mathöm.  Vol.  4,  No.  8. 
St.  -  Pätersbourg  4  894. 

Repertorium  f.  Meteorologie,  hsg.  v.  d.  Kais,  Akad.  d.  Wiss.,  red.  v.  H.  Wild, 
Bd.  47.  Supplbd.  6.  St.  Petersburg  4894. 

Annalen  d.  physikalischen  Centralobservatoriums,  herausg.  von  H.  Wild. 
Jahrg.  4  893,  Th.  4.  2.  St. -Petersburg  4894. 

Comitö  göologique,  St.  Pätersbourg.  Bulletins.  T.  4  3,  No.  4 — 9  et  Suppl. 
T.  4  4,  No.  4—5.  —  Mömoires.  Vol.  8,  No.  3.  Vol.  9,  No.  8.  4.  Vol. 
40,  No.  3.  Vol.  44,  No.  4.  8.  St.  Pötersbourg  4894.  95. 

Acta  Horti  Petropolitani.   T.  4  3,  Fase.  2.   Petropoli  4894. 

Trudy  S.-Peterburgskago  Obscestva  estestvoyspytateiej.  —  Travaux  de  la 
Sociölä  des  naturalistes  de  St.  Pdtersbourg.  T.  23.  Sect.  de  g^logie 
et  de  minöralogie.  T.  25, 4.  Sect.  de  Zoologie  et  de  physiologie.  Sec- 
tion de  botanique.  Protokoly.  4895,  4—5.  St.  Pätersbourg  4  895. 

Godicnyi  Akt  Imp.  S.  Peterburgsk.  Universitela  za  8.  Feb.  4  895.  S.  Peter- 
burg. 

Obozr&nie  propodavanija  nauk  v  Imp.  S.- Peterburgsk.  Universitete  na 
osenne  i  vesenne  polugodie  4895/96.   S.  Peterburg  4895. 

Pravila  biblioteki  Imp.  S.  Peterburgsk.  Universiteta.  S.  Peterburg  4894. 
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Vizantijskij  vremennik  (jl5i;^ai/r»i'«  XQoyixd),   izdavaemyi  pri  imp.  Akad. 

nauk.  T.  i,  Yyb.  2.  8/4.  S.  Peterburg  4  89/i. 
KuronOf  /.,  Russko-japonskie  razgovor.  S.  Peterburg  1894. 
Melioranskiy  P.  Jf.,  Kratkaja  grammatika  kasak-kirkiskago  jazyka.  Gast  4. 

S.  Peterburg  4  894. 

Vostocnyja  zam^tki.  S.  Peterburg  4895. 

Kadern  Bovünetik  Voiaptika.  Jülag,  No.  4—4  7.  S.  Pelerburg  4  893— 95. 

Correspondenzblatl  das  Naturforscher-Vereins  zu  Riga.   Jahrg.  37.  Kiga 

4894. 
Festschrift  des  Naturforscher- Vereins  zu  Riga  in  Anlass  seines  50-jährigen 

Bestehens  am  27.  Mtirz  (9.  April)  4  895.  Riga  d.  J. 
Beobachtungen  des  Tifliser  Physikalischen  Observatoriums  i.  J.  489«.  4893. 

Beobachtungen  der  Temperatur  des  Erdbodens  i.  J.  4888.  89.  Tiflts 

4894.95. 

Schweden  und  Norwegen. 

SverigesülTentligaBibliotek  Stockholm,  Upsala,Lund,  Göteborg.  Accessions- 
katalog. 9  (4  894).  Stockholm  4895. 

Bergens  Museum.  Aarbog  for  4  893.  Afhandlinger  och  Aarberetning.  Ber- 
gen 4894. 

Guldberg^  G.  and  Nansen^  T.,  On  Ihe  development  and  structure  of  the 
whalc.  P.  4.  (Bergens  Museum  V).  Bergen. 

Forhandlingcr  i  Vidcnskabs-Sclskabet  i  Christiania.  Aar  4883.  Christia- 
nia  4  884. 

Die  Norwegische  Commission  der  Europäischen  Gradmessung.  Resultate 
der  im  Sommer  4  894  in  dem  südlichsten  Theile  Norwegens  ausge- 
führten Pendelbeobachtungen,  von  0.  E.  SchWtz.  Kristiania  4  895. 

Publication  der  Norwegischen  Commission  der  Europäischen  Gradmossung. 
Astronomische  Beobachtungen  und  Vergleichung  der  astronomischen 
u.  geodätischen  Resultate.  Christiania  4  895. 

Acta  Universitatis  Lundensis.  Lunds  Universitets  Ärs-Skrift.  T.  30.  l.  II. 
Lund  4  893/94. 

Acta  malhematica.  Hs^.  \.  G.  Mittag- Leffler.  48,4.  49,4—4.  Stockholm 
4894.  95. 

Kongl.  Svenska  Vetenskaps-Akademiens  Handlingar.  Ny  Följd.  Bd.  26. 
Stockholm  4  894/95. 

Öfversigt  af  Kongl.  Vetenskaps-Akademiens  Förhandlingar.  Aarg.  50.  54. 
(4893.  94).  —  TMelf  Hjahn,  Om  Sveriges  zoologiska  hafsstation 
Kristineberg.  Stockholm  4  895. 

Kongl.  Vitterhets  Historie  och  Antiqvitets  Akademiens  Handlingar.  Deel32 
(N.  F.  Deel  42).   Stockholm  4  895. 

Antiqvarisk  Tidskrift  för  Sverige,  utg.  af  kongl.  Vitterhets  Hist.  och  Anti- 
qvitets-Akademien.  D.  5,  H.  4.  D.  43,  H.  4.  D.  44,  H.  2.  8.  D.  45, 
H.  2,  1.  D.  46,  H.  4—3.  Stockholm  4873—95. 

Astronomiska  Jakttagelser  och  Undersökningar  anstälda  pä  Stockholms  Ob- 
servatorium. Bd.  5,  No.  4—4.  Stockholm  4  893—95. 

Entomologisk  Tidskrift  utg.  at  Entomologiska  Föreningen  i  Stockholm.  Arg. 
45  (4  894).  Stockholm  d.  J. 
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Nova  Acta  Reg.  Societatis  scient.  Upsaliensis.  Ser.  III.  Vol.  4  5,  2.  Upsa- 
Uae  4895. 

Bulletin  of  the  Geological  Institution  of  tbe  Universily  of  Upsala.  Vol.  2, 

P.  I,  No.  8.  Upsala  4895. 
Bulletin  mensuel  de  l'Observatoire  m^t^orologique  de  l'Universitd  d'Upsal. 

Vol.  26  (4  894).  Upsal  4  894.  96. 

Schweiz. 

Neue  Denkschriften  der  Allgem.  Schweizer.  Gesellschaft  f.  d.  gesammten 

Naturwissenschaften.  Bd.  84.  Basel  4  895. 
Verhandlungen    der   Schweizerischen    Naturforschenden  Gesellschaft    in 

SchaShausen  30.  Jui. — 4.  Aug.  4894.  77.  Jahresversamnalung.  Jahres- 
bericht 4893/94.  Schaffhausen  4  894. 
Compte-rendu  des  travaux  pr6sentäs  ä  la  77.  Session  de  la  Sociötö  Helv. 

des  Sciences  naturelles  räunis  ä  Schafifhouse  les  30.  Jul. — 4.  Aug. 

4  894.  Gen^ve  4  894. 
Argovia.   Jahresschrift  der  Historischen  Gesellschaft  des  Kantons  Aargau. 

Bd.  49—28.  Aarau  4888—94. 
Basler  Chroniken.  Hsg.  v.  d.  Historischen  u.  Antiquarischen  Gesellschaft  in 

Basel.    Bd.  5.  Leipzig  4895. 
Mittheilungen  der  Historischen  u.  Antiquar.  Gesellschaft  in  Basel.  N.  F. 

Hft.  4.  Basel  4894. 

19.  Jahresbericht  der  Historischen  u.  Antiquarischen  Gesellschaft  in  Basel 
über  d.  Vereinsjahr  4  898/94.    Basel  4894. 

Verhandlungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Basel.  Bd.  4  0,  H.  8. 
3.  Bd.  4  4,  H.  4.  Basel  4  894.  95. 

Mittheilungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  a.  d.  J.  4  894 
(No.  4335—4  872).    Bern  4  895. 

Jahresbericht  der  Naturforschenden  Gesellschaft  Graubündens.  N.  F.  Jahr- 
gang 38  (4894/95).  Chur  4895  u.  Suppl. :  Die  Ergebnisse  der  sani- 
tariscben  Untersuchungen  der  Recruten  des  Kantons  Graubünden  i. 
d.  J.  4  878—79.  Bern  4  895. 

Index  lectionum  in  univers.  Friburgensi  per  mens.  aest.  4  895  et  per  mens. 

biem.  4  895/96.  Friburgi  Helvet.  —  Üniversilö  de  Fribourg.  Auto- 

ritös,  professeurs  et  ötudiants.  Sem.  d'hiv.  4  894/95.  Sem.  d.  616  4  898. 

Sem.  d'hiv.  4  895/96.   Fribourg  4  894.  95.  —  Festrede  zur  feierlichen 

Bröff^nung  des  Studienjahres  4894/95. 
GoUectanea  Friburgensia.  Fase.  3.  Friburgi  Helv.  4895. 
M^moires  de  la  Sociöt^  de  physique  et  d*histoire  naturelle  de  Gen äve. 

T.  32,  P.  4.  Genäve  4894/95. 
Vierteljahrsschrift  d.  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich.  Jahrg.  39, 

H.  3.  4.  Jahrg.  40,  H.  4.  2.  Zürich  4894.  95. 

Serbien. 

Srpska  kralj.  Akademija.  Glas.  45—48.  —  Spomenik.  No.  26—28.  Bcograd 

4894.  95. 
Srpski  etnografski  zbornik.  Knija  4.  Reograd4  894. 
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Nordamerika. 

Transaclions  of  the  American  Philological  Association.  Vol.  35  (4894).  Bo- 
ston d.  J. 

Bulletin  of  tbe  Geological  Society  of  America.  Vol.  6.  Rochester  4  895. 

EI  Instnictor.  Peri6dico  cientifico  y  literario.  Ano  4  4,  No.  7 — 13.  Ano  4S, 
No.  4 — 4.    Aguascalientes  4894.  95. 

Johns  Hopkins  University  Circulars.  Vol.  4  4,  No.  446 — 12S.  Baltimore 
4  895. 

American  Journal  ofMathematics  pure  and  applied.  Publ.under  the  auspices 
of  the  Johns  Hopkins  University.  Vol.  4  6,  No.  4.  Vol.  47,  No.  4—3. 
Baltimore  4894.  95. 

American  Journal  of  Philology.  Vol.  4  5,  No.  2—4.  Vol.  16,  No.  4.  Balti- 
more 4894.  95. 

American  chemical  Journal.  Vol.  4  6,  No.7,  8.  Vol.  47,  No.  4 — 7.  Baltimore 
4894.  95. 

Johns  Hopkins  UniversityStudies  in  historical  and  political  science.  Ser.  XI, 
14.  4«.   Ser.  XII,  4—4«.    Ser.  XUI,  4—8.    Baltimore  4898—95. 

Proceedings  of  the  American  Academy  of  arts  and  sciences.  N.  Ser.  Vol.  24. 
(Whole  Ser.  Vol.  39.)    Boston  4894. 

Memoirs  of  the  Boston  Society  of  natural  history.  Vol.  3,  No  44.  Boston 
4894. 

Occasional  Papers  of  the  Boston  Society  of  natural  hislory.  IV.  W.  0.  Crosby, 
Geology  of  the  Boston  Bassin.  Vol.  4,  P.  S.   Boston  4894. 

Proceedings  of  the  Boston  Society  of  natural  history.  Vol.  36,  P.  8. 3.  Boston 
4894. 

Bulletin  of  the  Buffalo  Society  of  natural  sciences.  Vol.  5,  No.  4.  Buffalo 
4894. 

Bulletin  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  46,  No.  45.  Vol.  35,  No.  4  3.  Vol.  36,  No.  4.  3. 
Vol.  37,  No.  4—6.  Vol.  38,  No.  4.  Cambridge,  Mass.  4  894.  95. 

Memoirs  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  47,  No.  3.  Vol.  48.  49,  No.  4.  Cambridge.  Mass. 
4894.  95. 

Annual  Report  of  the  Curator  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at 
Harvard  College,  Cambridge,  Mass.,  for  4  898/94.  Cambridge,  Mass. 
4894. 

Colorado  College  Studios.  5.  annual  Report.  Colorado  Springs  4894. 

The  Journal  of  comparative  Neurology.  Ed.  by  C.  L.  Herrick.  Vol.  4,  No.  4. 
Vol.  5,  No.  4.  3.    Granville  4894.  95. 

Michigan  Mining  School.  Prospectus  of  elective  studies.  —  Catalogue  of  tbe 
Michigan  Mining  School  1893—94.  Houghton  1894.  95. 

Missouri  Geological  Survey.  Vol.  4, 1.  II.  5 — 7.  Jefferson  City  1894. 

University  of  Nebraska.  Bulletin  of  the  Agricullural  Experiment  Station  of 
Nebraska.  Vol.  8,  No.  43.  —  Press.-Bullelin.  No.  6.  Lincoln  4895. 

Transaclions  of  the  Wisconsin  Academy  of  sciences,  arts  and  letters.  Vol. 
[1].  2—8.  9,  I.  II.  Madison  1873—94. 
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Einzelpreis:  1  Mark. 


SITZUNG  VOM  7.  JANUAR  1895. 

F.  Stohmamiy  Calorimetrische  Untersuchungen.  Yierund- 
dreissigste  Abhandlung. 

lieber  den  Wtrmewerth  der  Amide  und  Anilide 
einbasiseher  SSnren 

von 
F.  Stohmann  und  Rayhünd  Schmidt. 

Vorliegende  Arbeit  schliesst  sich  an  unsere  Abhandlung 
XXX^),  welche  die  Wärmewerlbe  der  homologen  aliphatischen 
SSiuren  zum  Gegenstande  hat.  Nachdem  dort  nachgewiesen 
war,  diAss  die  einbasischen  Säuren,  von  der  Essigsäure  C^H^O^ 
bis  zur  Behensäure  C^^H^^O^,  eine  thermisch  durchaus  homo- 
log verlaufende  Reihe  bilden,  musste  es  vom  grösstem ' Inter- 
esse sein ,  die  Derivate  dieser  Säuren  in  gleicher  Richtung  zu 
untersuchen.  Es  war  diese  Studie  um  so  mehr  geboten,  als 
Berthblot  und  Fooh^),  bei  ihrer  Untersuchung  der  Amide  der 
Essigsäure,  Propion-  und  Benzoesäure  und  der  Anilide  der 
Essigsäure  und  Benzoesäure,  für  Acet-  und  Propionamid  eine 
Differenz  von  nur  4  47,9  Cal.  gefunden  haben,  während,  nach 
Analogie  des  Verhaltens  der  Säuren,  eine  Differenz  von  etwa 
156,6  Cal.  zu  erwarten  sein  würde,  wenn  nicht  in  der  homologen 
Reihe  der  Amide  ganz  besondere  Gesetzmässigkeiten  obwalten. 

4)  Ber.  kön.  Sachs.  Ges.  d.  W.  4893,  S.  604. 
9)  Annal.  Chim.  Pbys.  [6]  22,  48. 

Hftth.-phjB.  OlMie.  1895.  4 


2  F.  Stohmann, 

Wir  haben,  um  hierüber  zu  entscheiden,  die  gatize  Reihe  der 
Amide  und  Anilide  von  der  Ameisensäure  bis  zur  Yaleriansäure 
und  die  der  Laurin-,  Myrislin-  und  Palmitinsäure  untersucht, 
und  kommen  zu  dem  Resultate,  dass  in  beiden  Reihen  genau  die- 
selben Gesetzmässigkeiten  herrschen ,  welche  in  der  Säurereihe 
von  uns  nachgewiesen  worden  sind.  Die  Uebereinstimmung 
geht  in  der  That  so  weit,  dass  die  Werthe  in  diesen  beiden 
Reihen,  auf  Grund  der  für  die  Säurereihe  gesammelten  Er- 
fahrungen, bis  auf  eine  Genauigkeit  von  \  :4  000  sich  vorher 
bestimmen  lassen,  sobald  nur  der  Werth  eines  der  Glieder  der 
Reihen  bekannt  ist. 

Ausserdem  niusste  die  Isomerie  des  Benzamides  und  des 
Formanilides  uns  weiteren  Aufschluss  gewähren  über  die  in 
Abhandlung  XXXUI  *)  und  XXV  2)  gemachten  Schlussfolgerungen, 
nach  welchen  der  thermische  Werth  der  substituirenden  Radi- 
cale  wesentlich  verschieden  ist,  je  nachdem  das  Radical  bei  der 
Substitution  an  ein  Kohlenstoff-  oder  an  ein  Stickstoffatom  ge- 
bunden wird.  Es  ergab  sich  dabei  für  das  in  die  Verbindung 
eintretende]  Phenyl  vOUige  Uebereinstimmung  des  Verhaltens 
der  früher  studirten  Methyl-  und  der  CH^.  COO/^-Gruppe  und 
zwar  nicht  allein  bei  der  Bindung  an  Kohlenstoff  und  Stickstoff, 
sondern  auch  an  Sauerstoff. 

Mit  dem  Studium  der  Amide  und  Anilide  der  zweibasischen 
Säuren  sind  wir  gegenwärtig  beschäftigt.  Dieselben  werden  in 
einer  späteren  Arbeit  behandelt  werden. 


Experimenteller  Theil. 

Formamid, 

H 

CO.NH^         CH^NO  ....  45. 

Das  Präparat  des  Handels,  von  Dr.  H.  König  u.  Comp., 
Leipzig,  wurde  von  uns  im  luftverdünnten  Räume  mehrfach  frac- 
tionirt,  bis  es  bei  13  mm  Druck  einen  constanten'Siedepunkt  von 
1 1 7"  zeigte  (1  u.  2).   Es  wurde  dann  von  Neuem  destillirt,  wo- 


4)  Ber.  kön.  Sachs.  Ges.  d.  W.  4894,  S.  248. 
2)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  44,  393. 
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bei  der  Siedepunkt,  unter  einem  Druck  von  17  mm,  constant  bei 
121^  lag  (3  und  4).  Die  übereinstimmenden  Zahlen  der  Ver- 
brennungswärme beweisen  die  Reinheit  und  Identität  beider 
Präparate. 

Das  flüssige  Säureamid  lässt  sich  nicht  ohne  Weiteres  zur 
Verbrennung  bringen.  Doch  gelingt  dieses  ohne  Schwierigkeit 
nach  Zusatz  einer  nicht  grossen  Menge  von  Campher.  Der  hier- 
zu verwandte  käufliche  Campher  hatte  einen  Wärmewerth  von 
9282,3  cal.  pro  Gramm.  Um  einer  Verdunstung  der  Substanz 
während  der  Wägung  vorzubeugen,  wurde  das  Verbrennungs- 
gefäss  in  mehreren  Fällen  mit  einem  gewogenen  CoUodiumblätt- 
eben  verschlossen,  und  der  Wärmewerth  des  letzteren,  wie  früher, 
nach  Berthblot's  Messungen  mit  2782  cal.  pro  Gramm  in  Rech- 
nung gestellt.  Es  zeigte  sich  jedoch,  dass  der  Verschluss  in 
diesem  Falle  nicht  erforderlich  war,  da  Versuch  1 ,  bei  welchem 
obne  denselben  gearbeitet  wurde,  ein  gleiches  Resultat  wie  die 
übrigen  ergab. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 

Sabstanz 
Formamid  Campher 
Grm.          Grm. 

Collodium 
Gim. 

*„(corr.) 
Grad 

Grad 

Grad 

Wasser- 
werth  W, 

Grm. 

ral. 

4. 
2. 
3. 
4. 

4,4964  i  0,4733 
4,2427  ,  0,4654 
4,8773     0,4442 
4,4909  1  0,4494 

0,0246 
0,0434 
0,0473 

48,2683 
48,4327 

47,6282 
48,0084 

45,8471 
4  6,0300 
45,4429 
46,1426 

2,4542 
2,4027 
2,2153 
4,8958 

2500 
2500 
2500 
2500 

6428,0 
5256,7 
5538,2 
4739,5 

Correctionen. 


Eisen 

Salpeter- 
saure 

Campher 

Collodium 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

cal. 

cal. 

4. 

9,4 

26,0 

1608,7 

— 

4643,8 

2. 

9,4 

42,0 

1835,3 

60,1 

1616,5 

3. 

9,4 

42,3 

1338,5 

37,2 

4397,4 

4. 

9,4 

9,4 

1105,5 

48,4 

4472,4 

4* 


F.  STOHMilirN, 

Warmewerth 


134,8 


99,90 
100,04 
100,81 

99,84 


Mittel  3000,3 


135,0  fttr  constant.  Volam 
134,9    »         r»        Druck 
68,6  BilduDgswärme. 


Acetamid, 
CO.NH^ 


C^H^NO  ....  59. 


Zur  Darstellung  wurde  Eisessig  mit  gasförmigem  Ammo- 
niak gesättigt  und  das  gebildete  Ammoniumsalz  im  Ammoniak- 
strom destillirt.  Das  über  190^  Uebergehende  wurde  aus  abso- 
lutem Alkohol  mehrfach  umkrystallisirt.  Farblose  Krystalle  von 
88°  Schmelzpunkt.  Nach  Vornahme  der  Bestimmungen  von  1 
und  8  wurde  das  Präparat  von  Neuem  umkrystallisirt  und  diente 
dann  zur  Bestimmung  3.  Auf  gleiche  Weise  wurde  bei  allen 
Präparaten  verfahren,  um  Controle  fttr  deren  Reinheit  zu  haben. 

Zur  Sicherung  der  Zündung  der  sonst  gut  verbrennenden 
Substanz  wurde  eine  ganz  geringe  Menge  Naphtalin  verwandt. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 


Acetamid 
Grm. 


Naphtalin 
Grm. 


^„(corr.) 
Grad 


Grad 


Grad 


Wasser- 
werth  Wft 

Grm. 


cal. 


1. 
3. 
3. 


1,0450 
0,9910 
0,8459 


0,0044 
0,0047 
0,0081 


18,1299 
17,1594 
17,7507 


16,0986 
15,8313 
16,1096 


8,0313 
1,9881 
1,6411 


8500 
8500 
8500 


5078,8 
4880,8 
4108,7 


CaLOBIMBTRISCHB  UimKSDCHDNGBN. 

Correctionen. 

Eisen 

Salpeter- 
säure 

Napbtalin 

Im  Ganten 

cal. 

cal. 

cal. 

cal. 

4. 

8. 
3. 

9,4 
9,4 
9,4 

83,8 
48,8 
84,0 

48,3 
45,8 
80,8 

75,8 
73,7 
50,3 

Warmewerth 

des 
Acetamids 

cal. 

pro  Gnn. 
cal. 

pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 

Mittel 
=  400 

4. 
8. 
3.. 

5003,0 
4746,5 
4058,4 

4787,6 
4789,6 
4790,6 

888,5 
888,6 
888,6 

99,96 
400,04 
400,03 

Mittel  4789,3      888,6  fUr  constant.  Volum 

888,7    »        »          Druck 

77,8  Bildungswarme. 

Propionamid, 

c. 

ff, 

1 

r.  H  Kn              1 

71 
CO.NH^  ^»"'' 

Trocknes  propionsaures  Ammonium  wurde  im  geschlossenen 
Rohre  auf  830°  erhitzt  und  das  entstandene  Amid  mehrfach  aus 
C!bIoroform  krystallisirt  (Bestimmung  4  und  8 ;  3  nach  nochma- 
liger Krystallisation  aus  Chloroform ;  4  das  Präparat  von  3  aus 
Aether  umkrystallisirt). 

Schmelzpunkt  aller  Krystallisationen  gleichmassig  bei  80". 

Bestimmung  des  Warmewerthes. 


Substanz 

Propionamid 

Grm. 


*,(corr.) 
Grad 


Grad 


Grad 


Wasser- 

werth  W, 

Grm. 


cal. 


4. 
8. 
3. 
4. 


4,0360 
0,9984 
4,0888 
0,9878 


48,4943 
48,3040 
47,7573 
47,8684 


45,6874 
45,8968 
45,8793 
14,8754 


8,5069 
8,4048 
8,4780 
8,3933 


8500 
8500 
8500 
8500 


I  6867,8 

I  6040,5 

6495,0 

i  5983,8 
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F.  Stohmann, 


Correctionen. 


Eisen 

Salpetersaure 

Im  Ganzen 

cal. 

.  cal. 

cal. 

1. 

9,< 

25,5 

34,6 

2. 

9,1 

27,0 

36,1 

3. 

9,1 

27,0 

36,1 

*. 

9,1 

26,5 

35,6 

Wärmewerth 


des 
Propionamids 

cal. 

pro  Grm. 
cal. 

pro  Grm.- 
.Mol. 

Cal. 

Mittel 
=  400 

1. 

6232,6 

6016,0 

439,2 

99,94 

2. 

5974,4 

6020,2 

439,5 

100,01 

3. 

6158,9 

6021,6 

439,6 

100,03 

4. 

5947,6 

6021,1 

439,5 

100,02 

Mittel  6049,7 


439,4  für  conslant.  Volum 
439,8     9  »        Druck 

83,7  BilduDgswärme. 


Normales  Butyramid, 


CO.  NIL 


c\n,Nü  . 


87 


In  wasserfreie  Normal-Buttersäure  wurde  trocknes  Ammo- 
niak bis  zur  Sättigung  geleitet  und  die  Masse  acht  Stunden  lang 
im  geschlossenen  Rohre  bei  einer  Temperatur  von  230"  erhalten. 
Der  Röhreninhalt  wurde  mit  einem  Gemisch  von  Petroleumäther 
und  Benzol  behandelt,  die  Lösung  von  einer  gewissen  Menge  un- 
gelöst bleibender  Buttersäure  abgegossen  und  zur  Krystallisation 
gebracht.  Das  Butyramid  wurde  mehrmals  aus  Benzol  um- 
krystallisirt  (Bestimmung  \  und  2 ;  3  und  4  nach  nochmaliger 
Krystallisation  aus  Aether). 

Schmelzpunkt  der  Krystalle  \  i  3,5° 


Galorimbtrischb  Untbrsughungkn. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 

Wasser- 

N.  Butyramid 

*„  (corr.) 

*i 

*« — *i 

werth  W, 

H^.(*«-«i) 

firm. 

Grad 

Grad 

Grad 

Grm. 

cal. 

4. 

1,0031 

18,0199 

15,2593 

2,7606 

2500 

1  6901,5 

2. 

0,9800 

18,1780 

15,4818 

2,6962 

2500 

1  6740,5 

3. 

1,0056 

18,1317 

15,3630 

2,7687 

2500 

6921,8 

4. 

1,0897 

18,5090 

15,5137 

2,9953 

2500 

7488,2 

Correctionen. 


Eisen 

Salpetersäure 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

1. 

9,1 

27,4 

36,5 

2. 

9,1 

27,9 

37,0 

3. 

9,< 

26,8 

35,9 

4. 

9,1 

20,9 

30,0 

Wärmewerth 


des 
Butyramids 

cal. 

pro  Grm. 
cal. 

proGrm.- 
Mol. 

Cal. 

Mittel 
=  100 

1. 

6865,0 

6843,8 

595,4 

100,00 

2. 

6703,5 

6840,3 

595,1 

99,95 

3. 

6885,9 

6847,5 

595,7 

100,05 

4. 

7458,2 

6844,3 

595,5 

100,00 

Mittel  6844,0 


595,4  für  constant.  Volum 
596,4     »  »  Druck 

90,4  Bildungswärme. 


Iso-Butyramid, 
//,  C         CIL 

CH 
CO.NH^ 

Darstellung:  Durch  sechsstündiges  Erhitzen  von  trocknem 
Ammoniumisobutyrat  im  geschlossenen  Rohre  bei  230^  und  mehr- 


en f/^iVO 


87. 
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P.  Stohmann, 


fache  Krystallisation  aus  absolutem  Alkohol.   (Bestimmung  4  und 
2;  3  nach  nochmaliger  Krystallisation.) 
Schmelzpunkt  der  Krystalle  127°. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


2. 
3. 


Substanz 

Isobutyramid 

Grm. 


*»(corr.) 
Grad 


Grad 


Grad 


Wasser- 
werth  Wa 

Grm. 


1,0016 
0,9364 
0,8960 


1 8,9229 1  16,1682  2,7547 
17,5329  14,9560  2,5769 
17,71 07  [15,2433    2,4674 

Correctionen. 


cal. 


2500 
2500 
2500 


6886,7 
,  6442,2 
!  6168,5 


1. 

2. 
3. 


Eisen 
cal. 


9,4 
9,i 


SalpetersSare 
cal. 


Im  Ganzen 
cal. 


27,4 
S5,2 
26,6 

Wännewerth 


36,2 
34,3 
35,7 


des 
>  Isobutyramids 

cal. 


2. 
3. 


6850,5 
6*07,9 
6132,8 


Mittel 
s  400 


6839,6 
6843,4 
6844,6 


Mittel  6842,4 


99,96 
400,04 
4  00,03 

595,3  far  const.  Yolum 

596,0     »       »      Druck 

90,5  Bildang8w8rme. 


Iso-Valeramid, 


//,C 


CH 


CH, 


C,H,,NO 


404. 


CO.ATff, 
Darstellung:  Sättigung  von  Isovaleriansaure  mit  trocknem 
Ammoniak  und  sechsstundiges  Erhitzen  im  geschlossenen  Rohre 


Calokimbtuschb  Uhtibsuchunobn. 
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auf  230°,  Ltfsen  und  Krystallisiren  aus  Benzol.  Aus  Äether  um- 
krystallisirt  (Bestimmung  1  und  S ;  3  und  4  nach  nochmaliger 
Krystallisation  aus  Aether). 

Schmelzpunkt  der  Krystatle  128°. 


Bestimmung  des  Warmewerthes. 


SobstaDz 

Isovaleramid 

Grm. 


'»{corr.) 
Grad 


Grad 


Grad 


Grai. 


cal. 


4. 
2. 
3. 
4. 


0,8582 
0,8508 
0,9304 
0,9491 


47,1458 
18,0553 
18,2618 
18,6148 


14,5803 
15,5137 
15,4838 
15,7822 


2,5655 
2,5416 
2,7780 
2,8326 


2500 
2500 
2500 
2500 


6413,7 
6354,0 
6945,0 
7081,5 


Correctionen. 


Eisen 

Salpetarstfure 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

1. 

9,1 

24,4 

33,5 

2. 

9,1 

23,8 

32,9 

3. 

9,1 

22,9 

32,0 

4. 

9,1 

21,2 

30,3 

Wärmewerth 


1. 

2. 
3. 
4. 


des 
Isovaleramids 

cal. 


6380,2 
6321,1 
6913,0 
7051,2 


pro  Grm.- 1     Mittel 
Mol. 

=  100 
Cal.      ' 


7434,4 
7429,6 
7432,6 
7429,4 


Mittel  7431,5 


100,04 
99,97 

100,01 
99,97 


750,9 
750,4 
750,7 
750,4 

750,6  fttr  const.  Volum 

751,6    *        *      Druck 

97,9  Bildungswarme. 


10 


F.  SroBaftWü. 


Laurinamid, 
CO.SH. 


C.^i/„A'0    .  .  499. 


Reine  Laorinsäore  wurde  fein  zerrieben,  mit  der  äquiva- 
lenten Menge  Phosphorpentachlorid  zusammengebracht  und  auf 
dem  Wasserbade  gelinde  erwärmt  Durch  gelindes  Erwärmen 
im  luftverdtlnnten  Räume  wurde  zuerst  das  entstandene  Phos- 
phoroxychlorid  entfernt  und  dann  das  Laurylchlorid  destiUirt. 
Das  Laurylchlorid  wurde  in  starkes  wässriges  Ammoniak  ge- 
tropft, woraus  sich  das  Amid  abscheidet.  Letzteres  wurde  aus 
verdttnntem  Alkohol  umkrystallisirt.  Bestimmungen  4  und  2 
und  3  und  4  sind  mit  verschiedenen  Krystallisationen  aus- 
geführt. 

Schmelzpunkt  der  Krystalle  402^ 

Bestimmung  des  Wärme werthes. 


Substanz 

LauriDamid 

Grm. 

*,(COIT.)  j         *,             *,-», 
Grad            Grad           Grad 

Wasser-   „, ,«  _« 
werthir. '*^'f*"  *< 

Grm.           cal. 

4. 

2. 
3. 
4. 

0,5345 
0,6378 
0,6240 
0,6357 

47,2048'  45,2284     4,9764 
47,5665,'  45,4944     2,3724 
47,5447'  45,2034  1  2,3083 
47,5356     45,4745  j  2,3644 

2607,6 
2507,6 
2507,6 
2507,6 

4956,0 
3948,3 
5788,3 
5428,2 

Correctionen. 


Eisen 

Salpetersaare 

Im  Ganten 

cal. 

cal. 

cal. 

4. 

9,4 

4  4,8 

23,9 

2. 

9,4 

48,5 

27,6 

3. 

9,4 

48,0 

27,4 

H 

9,4 

20,4 

29,5 

Calorimbtriscbk  Untsrsughungbn. 
Wärmewerth 
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des 
Laurinamids 

cal. 

pro  Gnn. 
cal. 

proGrin.- 
Mol. 

Cal. 

.Mittel 
=  400 

1.;     4932,1 

9279,4 

1846,6 

100,00 

2.  1     5920,7 

9283,0 

4847,3 

100,04 

3.'     5761,2 

9277,2 

1846,2 

99,97 

4.  ;     5398,7 

9279,1 

1846,5 

99,99 

Mitte 

1  9279,7 

1846,7  für  const.  Volum 
1849,7     »      »      Druck 

140,8 

Bildungswarme. 

Myrislinainid, 
CO.NH. 


C,,U^^NO    .   .  227. 


Darstellung  aus  reiner  Myrislinsäure  und  Phosphorpenta- 
Chlorid  wie  betoi  Laurinamid. 

Schmelzpunkt  der  Krystalle  404^. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Sabg(anz 

Myristioainid 

Grm. 

*,(corr.)          *, 
Grad      '      Grad 

Grad 

Wasser- 

werth  W, 

Grm. 

cal. 

1. 

2. 
3. 
4. 

0,5747 
0,5950 
0,6004 
0,6127 

17,5891 
17,7404 
17,0860 
18,2869 

15,4010 
15,4758 
14,7991 
15,9525 

2,1881 
2,2646 
2,2869 
2,3344 

2507,6 
2507,6 
2507,6 
2507,6 

5486,9 
5678,7 
5734,6 
5853,7 

Correctionen. 


Eisen 

Salpetersäure 

Im  Ganzen 

ral. 

cal. 

cal. 

1. 

9,1 

18,0 

27,1 

2. 

9,1 

18,5 

27,6 

3. 

9,1 

19,1 

28,2 

4. 

9,1 

20,0 

29,1 

12 


F.  Stobmaitn, 


Wannewerth 


des 
Hyristinamids 

cal. 

pro  Grm. 
cal. 

pro  Gna.- 
liol. 

Cal. 

Mittel 
=  100 

4. 
2. 
3. 
4. 

5459,8 
5654,4 
5706,4 
5824,6 

9500,3 
9497,6 
9504,3 
9506,4 

2456,6 
2155,9 
2157,5 
2157,9 

99,98 

99,95 

400,02 

400,05 

Mittel  9502,4 


2457,0  für  const.  Volum 

2460,6    »        »     Druck 

455,9  Bildungswärme. 


Palmitinamid, 

CO.NH^ 
Darstellung  wie  bei  den  beiden  vorhergehenden,  aus  Pal- 


C,,H,,NO,  .   .  255. 


mitylchlorid  und  starkem  wässrigen  Ammoniak 
Schmelzpunkt  der  Krystalle  4  05,5°. 

Bestimmung  des  Wflrmewerthes. 


Sabstaoz 

Palmitinamid 

Grm. 


►«  (corr.) 
Grad 


^1 
Grad 


Grad 


Wasser- 
werthH^^ 

Grm. 


cal. 


4. 
2. 
3. 
4. 


0,5626 
0,6022 
0,6003 
0,6754 


47,8897 
48,3484 
48,0460 
48,5353 


45,7063 
45,9833 
45,7483 
45,9457 


2,4834 
2,3354 


2507,6 
2507,6 


2,3277  ;  2507,6 
2,6496  i  2507,6 


Correctionen. 


Eisen 

Salpetersäure 

Im  Gauen 

cal. 

cal. 

cal. 

4. 

V 

48,3 

27,4 

2. 

9,1 

48,4 

27,2 

2. 

9,4 

47,6 

26,7 

4. 

9,< 

24,2 

30,3 

5475,4 
5855,5 
5836,9 
6568,9 


Calorimbtrisghb  Untbrsüghüngbn. 
Wärmewerth 
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des 
Palmitinamids 

cal. 

pro  Grm. 
cal. 

proGrm.- 
Mol. 

Cal. 

Mittel 
=  400 

1. 

6447,7 

9683,1 

2469,2 

100,02 

2. 

5828,3 

9678,3 

2468,0 

99,97 

3. 

5810,2 

9678,8 

2468,1 

99,97 

4. 

6538,6 

9685,4 

2469,7 

100,04 

Mittel 

9681,4     2468,7  fOr  const.  Volum 

2472,9    »      »      Druck 

169,6 

Bildungswarme. 

Benzamid, 
CO.NH^ 


C,H,NO 


421. 


Zu  den  Bestimmungen  dienten  zwei  verschiedene  Präparate, 
welche  von  zwei  verschiedenen  Experimentatoren  {i  und  i  von 
B.  Schmidt,  3  bis  5  von  E.  König]  durch  Einwirkung  von  Benzoyl- 
chlorid  auf  kohlensaures  Ammonium  dargestellt  wurden.  Das  zu 
den  Bestimmungen  4  und  2  verwandte  Präparat  wurde  zunächst 
aus  Benzol,  dann  mehrfach  aus  heissem  Wasser  umkrystallisirt. 
Zu  3  und  4  diente  ein  mehrfach  aus  Wasser  krystallisirtes  Prä- 
präparat; 5  war  dasselbe  Präparat  wie  3  und  4,  nur  war  das- 
selbe, um  etwa  vorhandene  Benzoesäure  zu  entfernen,  noch  mit 
Aether  ausgekocht  und  dann  wieder  aus  Wasser  krystallisirt. 

Schmelzpunkt  der  Krystalle  ISS"". 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Subj 
Benzamid 
Grm. 

»tanz 

Collodinm 
Grm. 

*»  (corr.) 
Grad 

Grad 

Grad 

Wasser- 

werth  W, 

Grm. 

cal. 

1. 

2. 
3. 
4. 
5. 

0,8989 
0,9479 
1,0445 
1,0368 
1,0123 

0,0008 
0,0007 

18,6447 
19,0255 
18,0743 
18,3153 
18,0805 

16,1235 
16,3656 
15,4489 
15,7093 
15,5367 

2,5212 
2,6599 
2,6254 
2,6060 
2,5438 

2507,6 
2507,6 
2800,0 
2800,0 
2800,0 

6322,2 
6670,0 
7351,1 
7296,8 
7122,6 
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P.  Stohhaitn, 


Gorrectionen. 


Eisen 

Salpetersäure 

Collodium 

Im  Gaozen 

cal. 

cal. 

cal. 

cal. 

L 

9,1 

17,0 

2,2 

28,3 

2. 

9,1 

17,1 

2,0 

28,2 

3. 

14,6 

20,5 

35,1 

4. 

14,6 

21,0 

— 

35,6 

5. 

14,6 

19,4 

— 

34,0 

Wärmewertb 

des 
Benzamids 

cal. 

pro  Grm. 
cal. 

proGrm.- 
Mol. 

Cal. 

Mitlei 

1. 

6293,9 

7001,8 

847,2 

99,97 

2. 

6641,8 

7006,8 

847,8 

100,04 

3. 

7316,0 

7004,2 

847,5 

100,01 

4. 

7261,2 

7003,4 

847,4 

100,00 

5. 

7088,6 

7002,5 

847,3 

99,98 

Mittel  7003,7      847,4  für  const.  Volum 
847,8    »      »       Druck 
51,7  BilduDgswärme. 
Die  Bestimmungen  des  Warmewerthes  wurden  von  den 
beiden  genannten  Beobachtern  unter  ganz  verschiedenen  Be- 
dingungen ausgeführt.   Die  dabei  gewonnenen  Resultate  liefern 
einen  neuen  Beweis  für  den  hohen  Grad  von  Genauigkeit  der 
Methode. 


CH^NO^ 63. 


Ammoniumformiat, 
H 
CO.ONH, 

Zur  Darstellung  wurde  in  eine  ätherische  Lösung  von  völlig 
wasserfreier  Ameisensäure  wasserfreies  Ammoniak  unter  guter 
Kühlung  und  Umschütteln  geleitet,  so  lange  dieses  noch  auf- 
genommen wurde.  Die  sich  ausscheidenden  Krystalle  des  Sal- 
zes wurden  mit  wasserfreiem  Aether  gewaschen  und  im  luft- 
leeren Baume  getrocknet. 

Die  Verbrennung  wurde  unter  Zusatz  von  etwas  reinem 
Campher  (Wärmewerth  9294,6  cal.  pro  Gramm)  ausgeführt. 


CALOKIHlTmiSCBl  ÜNTBMUCHlIRaBN. 
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Bestimmnng  des  WSrmewerthes. 

Subsh 

Ammonittm- 
formiat 

Grm. 

Campher 
Gm». 

*«  (corr.) 
Grad 

»1 
Grad 

Grad 

Wasser- 
werth  W, 

Groi. 

cal. 

1. 

2. 

1,0668 
1,0840 

0,0542 
0,0307 

16,3056 
15,9883 

15,2244 
14,9809 

1,0812 
1,0074 

2507,6 
2507,6 

2711,2 
2526,2 

Correctionen. 

'     Eisen 
'      cal. 

Salpetersäure 
cal. 

Campher  ' 
cal. 

Im  Ganzen 
cal. 

1. 

2. 

9,1 
9,1 

4,0 
3,5 

503,6  ; 

285,2  1 

516,7 
297'i8 

Wärmewerth 


des 
Ammonium- 
form iats 
cal. 


Mittel 
»  400 


2194,5     I  2057,1 
2228,4     ,  2055,7 

Mittel  2056,4 


129,6      100,03 

129.5  99,97 

129.6  für  const.  Volum 
129,5  J)  »  Druck 
137,0  Bildungswärme. 


Formanilid, 
H 


^0.^<H. 


C,H,NO  .   .  121. 


Aequivalente  Mengen  Anilin  and  krystailisirbare  Ameisen- 
saure  wurden  nach  dem  Verfahren  von  Wallach  und  Wüstbn  ^) 
zunächst  unter  stark  vermindertem  Drucke  im  Wasserbade  er- 
wärmt, bis  kein  Wasser  mehr  überging,  worauf  die  Temperatur 
bis  auf  250"  gesteigert  und  kurze  Zeit  auf  dieser  Höhe  erhalten 
wurde. 


4)  Ber.  ehem.  Ges.  16, 4  45. 
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F.  Stohmann, 


Der  verbleibende  Rttokstand  wurde  in  Aether  gelöst  und 
die  kalte  Flttssigkeit  mit  Petroleumäther  versetzt,  wobei  das 
Formanilid  gefallt  wurde.  Das  Product  wurde  unter  gewöhn- 
lichem Drucke  destillirt,  wobei  es  bei  S85^  Oberging,  und  dann 
noch  mehrere  Male  in  Aether  gelöst  und  durch  PetroleumSther 


Schmelzpunkt  der  Kry stalle  46^. 

Die  Verbrennungen  wurden,  wie  immer,  mit  Präparaten  ver- 
schiedener Krystallisationen  ausgeführt. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


4. 
2. 
3. 

4. 


Substanz 

Formanilid 

Grm. 


4,0573 
0,9907 
0,9627 
1,1037 


*«  (corr.) 
Grad 


18,9639 
18,9174 
18,7063 
17,8031 


Grad 


15,9425 
16,0848 
15,9555 
14,6472 


Grad 


3,0214 
2,8326 
2,7508 
3.1559 


Wasser- 
werth  W^ 

GriD. 


2500 
2500 
2500 
2500 


cal. 


7553,5 
7081,5 
6877,0 
7889,7 


Correctionen. 


Eisen 

Salpetersäure 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

K. 

9,< 

24,0 

30,4 

2. 

9,< 

22,4 

31,5 

3. 

9,< 

21,8 

30,9 

i. 

9,< 

23,0 

32,1 

Wärmewerth 


1. 
2. 
3. 
4. 


des 
Formanilids 

cal. 


7523,4 
7050,0 
6846,1 

7857.6 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm. 
Mol. 

Cal. 


7115,7 
7116,2 
7111,4 
7119,3 


861,0 
861,1 
860,5 
861,4 


Mittel 
SS   400 


100,00 

100,01 

99,94 

100,05 


Mittel     7115,6 


861,0  für  const.  Volum 

861,4    »       »      Druck 

38,1  Bildungswärme. 


Caloriiibtrisghe  Untersughungrn. 
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Acetanilid, 
C0.N<1„ 


C^H^NO 


435. 


Käufliches  Acetanilid  wurde  fractionirt  und  der  constant 
bei  295^  übergehende  Antheil  mehrfach  aus  Aether  umkrystalli- 
sirt.  Zu  den  Bestimmungen  4  und  2,  3,  4  und  5  dienten  drei 
verschiedene  Krystallisationen. 

Schmelzpunkt  der  Krystalle  112''. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Acetonilid 

*a  (corr.) 

*. 

*»-*. 

Wasser- 
werth  W„ 

W,{»„-»,) 

Grm. 

Grad 

Grad 

Grad 

Grm. 

cal. 

4. 

0,8845 

18.8661 

16,2198 

2,6463 

2500 

6615,7 

2. 

0,9484 

18,6997 

15,8510  :  2;8487 

2500 

7121,7 

3. 

0,8184 

18,2732 

15,8151  1  2,4581 

2500 

6145,2 

4. 

0,8670 

18,4704 

15,8640  i  2,6064 

2500 

6516,0 

5. 

0,8400 

18,1328 

15,6075 

2,5253 

2500 

6313,2 

Gorrectionen. 


1. 
2. 
3. 
4. 
5. 


Eisen 
cal. 


9,1 
9,1 
9,1 
9,1 
9,1 


Salpetersäure 
cal. 


Im  Ganzen 
cal. 


16,5 

17,9 

15,2 

I        16,0       , 

'        16,3       I 

Wärmewerth 


25,6 
27,0 
24,3 
25,1 
25,4 


des 
Acetanilids 

cal. 


6590,1 
7094,7 
6120,9 
6490,9 
6287,8 


7476,0 
7480,7 
7481,8 
7486,6 
7485,5 


pro  Grm.- 
MoU 

Cal. 


Mittel  7482,1 


Mittel 
=  400 


1009,3        99,92 
1009,9        99,98 

1010.0  100,00 

1010.7  100,06 
1010,5      100,05 

1010.1  für  const.  Volum 

1010.8  9        9      Druck 
51,7  Bildungswflrme. 


Maili.-pli7B.  GlMse.  1805. 
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F.  STomAim, 


Propionanilid, 

Zur  Darstellüiig  wurde  Propionamid  mit  der  berechneten 
Menge  Anilin  acht  Stunden  lang  erhitzt,  bis  kein  Ammoniak  mehr 
entwickelt  wurde.  Die  ausgegossene  erstarrte  Masse  wurde  ab- 
gepresst  und  mehrfach  aus  Aether  umkrystallisirt. 

Schmelzpunkt  der  Krystalle  405,5^ 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 

Propiooanilid 

Grm. 


*«  (corr.) 
Grad 


Grad 


^n  —  ^1 
j     Grad 


Wasser- 
werth  W, 

Grm. 


cal. 


4. 

2. 
3. 
4. 


4,0058 
1,0365 
0,8883 
0,9166 


17,9480 
18,6446 
17,6379 
18,3479 


14,7891 
15,3850 
14,8431 
15,4668 


3,1589 
3,2596 
2,7948 
2,8811 


2500 
2500 
2500 
2500 


7897,2 
8149,0 
6987,0 
7202,7 


Correctionen. 


Eisen 

Salpetersäure 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

1. 

9,1 

18,0 

27,1 

2. 

9,1 

18,2 

27,3 

3. 

9,1 

18,1 

27,2 

4. 

9,1 

18,7 

27,8 

WSrmewerth 


4. 
2. 
3. 
4. 


des 
Propionanilids 

cal. 


7870,4 
8424,7 
6959,8 
7474,9 


7829,4 
7835,7 
7835,0 

7827,7 


Mittel  7834,9 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


4  466,6 


Mittel 


99  97 
4  467,5  400^05 
4  467,4  4  00,04 
4  466,3        99,95 

4  467,0  für  const.  Volum 
4  468,0    j»      j»      Druck 
57,5  Bildungswärme. 


Calorimbtrisghe  Untshsuchungkn 
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Normales  Butyranilid, 


^^•^<C,ff,   ^"«"^0 


463. 


Dargestellt  durch  Erhitzen  von  Butyramid  mit  der  berech- 
neten Menge  von  Anilin  bis  zum  Aufhören  der  Ammoniakentwick- 
limg,  wozu  eine  Erhitznngsdauer  von  zwei  Tagen  erforderlich 
war.    Krystallisation  aus  verdünntem  Alkohol. 

Schmelzpunkt  der  Krystalle  95°. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Sabstanz 

Batyranilid 

Grm. 


*„  (corr.) 
Grad 


Grad 


Grad 


Wasser- 
werlh  W„ 

Grm. 


W.(*«-*.) 
cal. 


2. 
3. 
4. 


0,8748 
0,8775 
0,6966 
0,6990 


48,5500 
48,8048 
48,8680 
48,9275 


45,7093 
45,9445 
46,5930 
46,6485 


2,8407 
2,8603 
2,2700 
2,2790 


2500 
2500 
2500 
2500 


7404,7 
7450,7 
5675,0 
5697,6 


Correotionen. 


Eisen 

Salpetersäure 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

4. 

9,4 

46,8 

25,9 

2. 

9,4 

46,7 

25,8 

3. 

9,4 

4  4,4 

23,5 

4. 

9,4 

44,6 

23,7 

Warmewerth 


4. 

2. 
3. 
4. 


des 
Batyranilids 

cal. 


7075,8 
7424,9 
5654,5 
5673,8 

Mittel 


Mittel 
=  4  00 


84  46,3 
84  49,5 
8443,0 
8447,0 

8446.4 


4323,0 
4323,5 
4322,4 
4323,4 


400,00 

400,04 

99,96 

400,04 


4323,0  far  const.  Volum 

4324,3    »       »      Druck 

64,2  Bildungswarme. 


«• 
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F.  Stohmann, 


Laarinanilid, 

^11  ^M 


CO .  Ar<; 


H 


C.^H^^NO  .  .  275. 


Darstellung:  Durch  zehnstttodiges  Kochen  der  reinen  Säure 
mit  ttberschüsfligem  Anilin.  Beim  Erkalten  erstarrt  die  Masse 
zu  einem  Gonglomerat  feiner  Nadeln.  Nach  Beseitigung  des 
ttberschttssigen  Anilins  mit  verdünnter  Salzsäure  wurde  das  Ani- 
lid  mehrfach  aus  Weingeist  umkrystallisirt. 

Feine,  seidenglänzende  Nadeln  von  77°  Schmelzpunkt. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 

Laurinanilid 

Grm. 

*„  (corr) 
Grad 

Grad 

Grad 

Wasser- 
werth  Wg 

Grm. 

cal. 

1. 

2. 
3. 
4. 
5. 

0,7294 
0,6856 
0,7590 
0,6522 
0,6611 

18,5675 
18,6039 
18,4296 
17,3948 
17,5594 

15,8341 
16,0340 
15,5836 
14,9480 
15,0817 

2,7334 
2,5699 
2,8460 
2,4468 

2,4777 

2507,6 
2507,6 
2507,6 
2507,6 
2507,6 

6854,3 
6444,3 
7136,6 
6135,6 
6213,1 

Correctionen. 


Eisen 

Salpetersäure 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

1. 

9,1 

18,1 

27,2 

2. 

9,1 

17,0 

26,1 

3. 

9,1 

20,0 

29,1 

4. 

9,1 

16,3 

25,4 

5. 

9,1 

16,3 

25,4 

Wärmewerth 


des 
Laurinanilids 

cal. 


6827,1 
6418,8 


7107,5 


6110,S 
6187,7 


pro  Grm. 
cal. 


9359,9 
9361,4 
9364,3 
9368,5 
9359,7 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


2574,0 
2574,4 
2575,2 
2576,3 
2573,9 


Mittel  9362,8      2574,8  für  oonst.  Volum 


Mittel 

s=:  400 


99,97 

99,99 

100,02 

100,06 

99,97 


2578,4    » 


Druck 


414,1  Bildungswärme. 


GaLORIMKTRISCHK  UNTERSUCHUlTGliN. 
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Hyristinanilid, 


^IS^H 


,B 


CO.N<^  jj   C„ff„JVO, 


303. 


Daratellnng  wie  beim  Laurinanilid.  Aus  verdünntem  Alko- 
hol krystallisirt. 

Schmelspunkt  der  Krystalle  84,5°. 

Bestimmung  des  Wärmewertbes. 


Substanz 

Myristinanilid 

Grm. 


^«(corr.) 
Grad 


Grad 


.-*. 


Grad 


Wasser- 
werth  W, 

GriD. 


cal. 


4. 
2. 
3. 
4. 
5. 


0,7844 
0,7991 
0,6888 
0,5194 
0,6197 


18,4639 
19,1023 
18,5599 
18,1999 
18,4526 


15,4698 
16,0560 
15,9316 
16,2178 
16,0887 


2,9941 
3,0463 
2,6283 
1,9821 
2,3639 


2507,6 
2507,6 
2507,6 
2507,6 
2507,6 


7508,0 
7638,9 
6590,7 
4970,3 
5927,'f 


Gorrectionien. 


Eisen 

Salpetersäure 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

1. 

9,1 

22,4 

31,5 

2. 

9,1 

19,3 

28,4 

3. 

9,< 

17,4 

26,5 

4. 

9,1 

13,3 

22,4 

5. 

9,1 

15,1 

24,2 

Wärmewerth 


des 
Myristinanilids 

cal. 


9,. 
3. 
4. 
5. 


7476,5 
7610,5 
6564,2 
4947,9 
5903,5 


Mittel 
=  100 


9531,5 
9923,8 
9529,9 
9534,7 
9526,4 


Mittel  9528,7 


2888.0  100,03 
2885,7  99,95 
2887,6      100,01 

2888.1  100,03 
2886,5        99,98 

2887.2  für  const,  Volum 
2891,4    Ji        ))      Druck 

127,1  Bildungswärme. 
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F.  Stohmann, 


Palmitinanilid, 


CO  .  N<: 


H 


C,,H,,NO 


334. 


Darstellung  wie  beim  Lanrinanilid.  Das  vom  ttberschOs- 
sigen  Anilin  durch  Behandlung  mit  verdttnnter  Salisflure  be- 
freite Rohproduct  wurde  bei  4  7  mm  Druck  destillirt,  wobei  das- 
selbe zwischen  288°  und  SSi"  fiberging.  Die  desUlIirte  Masse 
wurde  mehrfach  aus  verdünntem  Alkohol  krystallisirt. 

Feine  Nadeln  von  90°  bis  90,5°  Schmelzpunkt. 

Bestimmung  des  Wännewerthes. 


4. 

2. 
3. 
i. 


Substanz 

Palmitinanilid 

Grm. 


0,7392 
0,7057 
0,6844 
0,7048 


» (corr.) 
Grad 


48,5703 
48,6574 
48,0767 
48,4069 


Grad 


45,7093 
45,9257 
45,4399 
45,6784 


Grad 


2,8640 
2,7344 
2,6368 
2,7285 


Wasser- 
werth  W, 

Grm. 


2507,6 
2507,6 
2507,6 
2507,6 


w.(*,-#,) 

cal. 


7474,2 
6849,3 
6642,0 
6842,0 


Correctionen. 


Eisen 

Salpetersäure 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

4. 

9,4 

48,5 

27,6 

2. 

»,< 

47,4 

26,5 

3. 

9,4 

46,8 

25,9 

4. 

9,4 

47,5 

26,6 

Wärmewerth 


des 
Palmitinaniüds 

ca?. 


4. 
2. 
3. 
4. 


7U6,6 
6822,8 
6586,1 
6815,4 


9668,0 
9668,1 
9665,5 
9669,9 


pro  Gnn.- 
Mol. 

Cal. 


Miltel 
=  400 


Mittel  9667,9 


3200,1  100,00 
3200,1  100,00 
3199,3  99,98 
3200,7  100,02 
3200,1  für  const.  Volum 
3204,9  »  »  Di-uck 
139,6  BilduDgswänne. 


Galorihbtriscbe  Untbrsughungbn. 
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Benzanilid, 


C       5 


NO 


197. 


Zur  Darstellung  (£.  König}  wurde  eine  ätherische  Lösung 
von  Anilin  vorsichtig  mit  Benzoylchlorid  versetzt  und  die  sich 
abscheidende  Verbindung  mehrfach  aus  Alkohol  umkrystallisirt. 

Schmelzpunkt  der  Krystalle  461^  bis  4  68^. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


4. 

3. 
4. 


Substanz 

Benzanilid 

Grm. 


1,0478 
0,9869 
0,9983 
1,1022 


*»  (corr.) 
Grad 


18,6393 
18,5755 
18,7159 
19,0422 


Grad 


15,6345 
15,7453 
15,5287 
15,8849 


Grad 


3,0048 
2,8302 
3,1872 
3,1573 


Wassor- 
werth  W„ 

Grm. 


2800 
2800 
2500 
2800 


cal. 


8413,4 
7924,7 
7968,0 
8840,4 


Correctionen. 


Eisen 

Salpetersäure 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

1. 

14,6 

18,0 

32,6 

2. 

14,6 

18,5 

33,1 

3. 

14,6 

17,5 

32,1 

4. 

14,6 

16,5 

31,1 

Wärmewerth 


des 
Benzanilids 

cal. 


8380.8  7998,5 
7891,6  7996,4 

7935.9  7997,5 
8809,3  I   7992,6 

Mittel  7996,2 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 
s  400 


1575,7  100,03 

1575,3  100,00 

1575.5  100,02 

1574.6  99,95 

1575,3  für  const.  Volum 

1576,3    »       »      Druck 

25,2  Bildungswarme. 
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Uebersicht 

der  Wännewerthe  und  der  Bildungswärmen 

bei  coDStantem  Druck. 


Amide: 

Pormamid  (flttssig) . . 

Aceiamid , 

Propionamid 

Norm.  Butyramid 

Iso-Butyramid 

Iso-Yaleramid 

Laurinamid 

Myristinamid 

Padmitinamid 

Benzamid 

AmmoniumfonDiat . . 

Anilide: 

Pormanilid 

Acetanilid 

Propionanilid 

Norm.  Butyranilid  . . 

Laurinanilid 

Myristinanilid 

PalmitinaniUd 

Benzanilid 


C  /f  ,  NO 
C,  H^  NO 
C,  H,  NO 
n    H    NO 


C,  H^  NO 
C,  H,  NO 
C,  H^  NO 
C,  //,  NO 
C,  H^.NO 
C,,H,,NO 
n  H^NO 
,N0 
NO 
NO^ 


.,  „,  NO 
C   H, 


r    n 


C,  JJ,  NO 
C,  A/,  NO 
C,  H^^NO 
C,,H,,NO 
C„//„AO 
C„//„A'0 
C„H,,NO 
C,,U,,NO 


MoL- 
Gew. 

Grin. 


45 
59 

73 

87 

87 

404 

499 

227 

255 

124 

63 

424 
435 
449 
463 
875 
303 
334 
497 


Warme-    Bildungs- 
werth    '  wanne 


Cal. 


434,9 

282,7 

439,8 

596,4 

596,0 

754,6 

4849,7 

2460,6 

2472,9 

847,8 

429,5 


864,4 
4040,8 
4  468,0 
4324,3 
2578,4 
2894,4 
3204,9 
4576,3 


Cal. 


62,6 

77,8 

83,7 

90,4 

90,5 

97,9 

440,8 

455,9 

469,6 

54,7 

437,0 

38,4 

54,7 

57,5 

64,2 

444,4 

427,4 

439,6 

25,2 


A1>geleitete  Resultate. 

4.  Isomerie. 

Bei  den  einbasischen  gesattigten  aliphatischen  Sauren  hat 
sich  gezeigt  (Abhdlg.  XXX'),  dass  die  isomeren  Sauren  dieser 
Reihe  in  ihren  Wannewerthen  wesentlich  gleich  sind,  oder  dass 
wenigstens  die  Verschiedenheiten,  wenn  solche  vorhanden  sind, 
die  Grtfsse  der  ßeobacbtungsfehler  nicht  übersteigen.  Das 
Gleiche  gilt  auch  für  die  Amide  dieser  Saorereihe.   Wir  haben: 

Normales  Butyramid  ....  596,4  Gal. 

Iso-Butyramid 596,0     „ 

\)  Ber.  kön.  sSchs.  Ges.  d.  W.  4  898,  S.  636. 
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Auf  die  Isomerie  des  Benzamids  und  Formanilids  wird 
später  S.  30  zurttcksukommen  sein. 

2.  Homologie. 

Die  homologen  Yerbindangen  zeigen,  sowohl  in  der  Reihe 
der  Amide,  wie  in  der  der  Anilide,  ganz  gleiches  thermisches 
Verhalten  wie  die  einbasischen  gesättigten  aliphatischen  Säuren, 
wie  aus  folgender  Zusammenstellung  hervorgeht: 


Amide: 

Pormamid  (flüssig) 
Acetamid 
Propionamid 
Butyramid  . 
Valeramid  . 
Laurinamid 
Myristinamid 
Palmitinamid 

Anilide: 

Formanilid.  . 
Acetanilid  .  . 
Propionanilid 
Butyranilid.  . 
Laurinanilid  . 
Myristinanilid 
Palmitinanilid 


C  H^  NO 
C,  H^  NO 
C,  II,  NO 
C,  H^  NO 
C^  H,,NO 
C,,H,,NO 
C,,H,,NO 
C,,H,,NO 


Cal. 

439V  ^^^'^ 

596V  ^*^»^ 

2472,9^  ^^^>^ 


C,  H,  NO      861,4 


■8 

C,,H,,NO    2891,ij  J^J;^;| 
C„Ä3,iV0     3204,9^         ' 


Ebenso  wie  bei  den  Säuren ,  so  verhält  sich  auch  hier  in 
beiden  Reihen  das  erste  Glied  weit  abweichend  von  den  übrigen. 
Beim  Formamid  ist  zu  berücksichtigen,  dass  -  dasselbe  nur  im 
flüssigen  Zustande  bekannt  ist,  während  alle  übrigen  Verbin- 
dungen fest  sind.  Würde  man  die  Schmelzwärme  desselben  in 
Abzug  bringen,  so  würde  unzweifelhaft  die  kleine  Verschie- 
denheit von  147,8  und  449,4,  welche  einerseits  zwischen 
Formamid  und  Acetamid  und  andererseits  zwischen  Formanilid 
und  Acetanilid  besteht,  völlig  zum  Verschwinden  kommen, 
da  die  Schmelzwärme  des  Formamids  2  Cal.  nicht  übersteigen 
kann.  In  der  Säurereihe  hatte  sich,  von  der  festen  Essig- 
säure bis  zur  Behensäure,  für  jedes  einzelne  Glied  derselben 
ein  Zuwachs  von  1 56,6  Gal.  ergeben  (Abhdlg.  XXX).   Nimmt  man 
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diese  Zahl  auch  für  die  Reihe  der  Amide  and  Anilide  als  mass- 

gebend an,  80  berechnen  sich  fttr  die  hier  in  Betracht  kommeo- 

den  Verbindungen  folgende  Werthe : 

Berechnet 

Gefandea  Berechnet 

Amide: 

Cal. 

Cal. 

=  400 

Acetamid  .  .  . 

.   .     282,7 

282,7 

Propionamid   . 

.   .     439,3 

439,8 

100,11 

Butyramid    . 

.   .     595,9 

596,1 

100,03 

Valeramid    .   . 

.   .     752,5 

751,6 

99,88 

Laurinamid  .  . 

.   .    4848,7 

1849,7 

100,05 

Hyristinamid 

.   .   2460,9 

2160,6 

99,94 

Palmitinamid 

.   .   2475,4 

2472,9 

99,91 

Anilide: 

Aceianilid    . 

.   .   4040,8 

1010,8 

Propionanilid 

.   .   .   4  467,4 

1168,0 

100,05 

Butyranilid  . 

.  .   4324,0 

1324,3 

100,02 

Valeranilid  . 

.  .   4480,6 

Laurinanilid. 

.   .  .   2576,8 

2578,4 

100,06 

Hyristinanilid 

.   .   2890,0 

2891,4 

100,05 

Palmitinanilid 

.   .   3203,2 

3204,9 

100,05 

Im  Mittel  verhalten  sich  die  berechneten  zu  den  gefundenen 
Werthen  wie  4  00 : 4  00,04  4.  Die  grdssten Abweichungen  betragen 
nach  der  einen  Seite  99,88  und  nach  der  anderen  Seite  4  00,06. 
sie  fallen  in  die  Grösse  der  vorkommenden  Beobachtungsfdiier. 

Der  Durchschnittswerth  von  456,6  Cal.  hat  daher  hier  die 
gleiche  Berechtigung  wie  in  der  Säurereihe.  Vergleicht  man  in 
der  SSurereihe  die  Werthe  für  feste  Essigsaure  und  feste  Propi- 
onsäure, so  ergiebt  sich  hier  die  Differenz  von  457,3  Cal.  Gani 
analoge  Differenzen  zeigen  die  entsprechenden  Amide  (457,4  Cal. 
und  Anilide  (457,2  Cal.). 

So  lange  diese  Differenz  nur  in  der  Säurereihe  bekannt 
war,  musste  dieselbe  unbeachtet  bleiben,  da  sie  nicht  weit  aus 
dem  Bereiche  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  liegt 
Da  sie  sich  aber  in  ganz  gleicher  Weise  in  zwei  anderen  Reihen 
wiederfindet,  so  kann  die  Richtigkeit  derselben  kaum  noch  an- 
gezweifelt werden  und  man  muss  zu  dem  Schlüsse  kommen,  däss 
nicht  allein  das  erste,  sondern  auch  das  zweite  Glied  der  homo- 
logen Reihe  gewisse  Unregelmässigkeiten  zeige  und  ein  ganz 
gleichmässiges  Ansteigen  erst  bei  den  höheren  Gliedern  erfolge. 
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Zu  ganz  gleichem  Resnltate  ist  Eijkman  ^)  in  Bezug  auf  das  Re- 
fractionsvermOgen  in  den  homologen  Reihen  der  Amide,  Ketone, 
Paraffine,  Alkohole  und  Sfluren  gekommen.  Ganz  gleiche  Yer- 
hältnisse  wies  auch  Pbrkin^)  für  die  magnetische  Gircular-Pola- 
risation  nach.  Es  ist  damit  eine  neue  Uebereinstimmnng  zwischen 
dem  durch  die  Yerbrennungswärme  gemessenen  Energiegehalte 
und  den  physikalischen  Eigenschaften  der  organischen  Sub- 
stanzen gewonnen. 

In  der  Reihe  der  Grenzkohlenwasserstoffe,  sowie  in  der 
Reihe  der  Alkohole  sind  ähnliche  Differenzen  der  ersten  Glieder 
bislang  nicht  erkannt. 

Methanreihe  nach  Jul.  Thohsen^):  nach  Bbrthslot^): 

Cal.  Cal. 

Methan 214,9^ 213,5y 

'  >  168,6  '  H58,8 

Aethan 370,4   •    .'....  372,3{ 

Propan 529,2{ ..'....  528,4^        ' 

Trimethylmethan  687,2/ — 

Alkoholreihe:  Cal. 

Methylalkohol  (Stohmaicn  *) * ''^'^1155  4 

Aethylalkohol  (Bbrthblotö) ^*'^'''H64'6 

Propylalkohol  (Longuininb  7) 480,3<  jrä\ 

IsobutylalkoholfLoirGDiNiirB»)  ....  636,7^        ' 

Die  Methane  und  Alkohole  unterscheiden  sich  daher  in 
dieser  Beziehung  wesentlich  von  den  Sfluren,  den  Amiden  und 
Aniliden.  Während  die  Ameisensäure,  deren  Amid  und  Anilid 
angenflhert  um  \  47  Cal.  tiefer  liegen  als  die  Essigsflure  und  deren 
Derivate,  so  sind  die  Methane  und  Alkohole  schon  in  den  ersten 
Gliedern  als  thermisch  homolog  zu  bezeichnen. 

3.  Beziehungen  der  Amide  und  Anilide. 

Die  Anilide  unterscheiden  sich  von  den  Amiden  dadurch, 
dass  in  ihnen  die  Phenylgruppe  C^H^  an  Stelle  eines  Wasser- 


4)  Recoeil  des  traveaux  chimiques  des  Pays-Bas  12, 4  57. 
9)  Joorn.  f.  prakt.  Chem.  [2]  32,  587.     3)  Thermochem.  Unters.  4,  221. 
4)  Annal.  Chim.  Phys.  [6]  30,  547.        5)  Joum.  f.  prakt.  Chem.  [2]  40,  343. 
6)  Ann.  Chlm.  Phys.  [6]  27,  842.  7)  Ann.  Chim.  Phys.  [5]  21,  4  40. 

8)  Daselbst  S.  4 44. 
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stofTatoms  der  ^^,-Gruppe  getreten  ist.   Die  hierdurch  hervor'- 
gebrachte  Wärmetönung  findet  durch  folgende  Vergleiche  ihren 

Zahlenausdruck: 

Cal. 

Formamid  (flüssig) 134,91   ^ag  5 


'D ''''' 


Formanilid  (fest) 861 

Acetamid 282,7 

Acetanilid 1010 

Propionamid 439,8\  7000 

Propionanilid 1168,0/         ' 

Butyramid 596,1^  79»« 

Butyranilid 1324,3/         ' 

Valeramid ''^^»^l  7«Qn 

Valeranilid 1480,6/   ^  ' 

Laurinamid 1849,7\^  798  7 

Laurinanilid 2578,4/         ' 

Myristinamid 2160,6\^  -«^v  « 

Myrislinanilid 2891,4/         ' 

Palmitinamid 2472,9 

Palmitinanilid 3204 


Benzamid 847,81 

Benzanilid 1576 

Sehen  wir  von  dem  ersten  Beispiele  ab,  da  das  flüssige 
Formamid  sich  nicht  streng  mit  dem  festen  Formanilid  verglei- 
chen lässt,  so  ist  der  Uebergang  der  Amide  in  Anilide  durch- 
schnittlich mit  einem  Wärmezuwachse  von  729,3  Gal.  verbun- 
den, wobei  das  Maximum  von  8  Beobachtungen  732,0,  das  Minir 
mum  728,1  Gal.  betrflgt. 

4.  Bildung  der  Anilide  aus  den  Amiden  und  Benzol. 

Die  Bildung  der  Anilide  kann  durch  Vereinigung  von  je 
1  Mol.  der  Amide  mit  1  Mol.  Benzol  unter  Austritt  von  1  Mol. 
Wasserstoff  gedacht  werden,  wobei  je  1  At.  des  Wasserstofimo- 
leküles  aus  der  iV£^,-Gruppe,  das  andere  Atom  aus  dem  Benzol- 
kerne austritt  und  beide  sich  zu  einem  Wasserstoffmoleküle  ver- 
einen. 

Gehen  wir  vom  festen  Acetamid  und  festen  Benzol  aus,  so 
haben  wir: 
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Acetamid S88,7  Gal. 

Benzol 777,3     » 

1060,0  Gal. 

Acetanilid .   <040,8    » 

—  49,2  Gal. 

Der  Wärmewerth  des  Endproductes  liegt  daher  um  49,2  Gal. 
tiefer  als  der  der  reagirenden  Stoffe.  Die  bei  sätnmtlichen  unter- 
suchten Gliedern  sich  ergebenden  Werthe  sind  folgende : 

Acetanilid —  49,2  GaL 

Propionanilid —  49,<  »  ^ 

Butyranilid —  49,4  d 

Valeranilid —  48,3  » 

Laurinanilid —  48,6  » 

Myristinanilid —  46,5  » 

Palmitinanilid —  45,3  » 

Benzanilid —  48,8  » 

In  Abhandlung  XXXI  >j  hatten  wir  Gelegenheit,  bei  der 
Bildung  der  Di-  und  Triglycolaminsäure  aus  Glycolaminsäure 
und  Essigsäure  einen  ganz  analogen  Process  zu  studiren.  Der- 
selbe yerlfluft  ebenso  wie  hier:  unter  Austritt  von  i  Mol.  Wasser- 
stoff, von  dem  1  At.  an  Stickstoff,  das  andere  an  Kohlenstoff 
gebunden  war.  Die  Differenz  der  Wärmewerthe  der  Endpro- 
ducte  im  Vergleiche  zu  den  Ausgangsmaterialien  betrug  dort  im 
Mittel  —  44,0  Gal.,  während  die  mittlere  Differenz  hier  —  48,4  Gal. 
beträgt.  Unter  Berücksichtigung  des  Energiegehaltes  des  aus- 
tretenden gasigen  Wasserstoffs,  während  alle  übrigen  Körper 
fest  sind,  ergeben  sich  folgende  Bildungsgleichungen : 


C,  H^  NO  +  Cg  ^e  =  Cg  H^  NO  - 
C,  H,  NO+C^H^^C^  H,,NO 


1,8 


\)  Ber.  kön.  säohs.  Ges.  d.W.  4894,  S.  49. 
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Das  Aüfangssystem  enthalt  daher  um  durohflohnittlich  80,7 
Gal.  weniger  Energie  als  das  Endsystem.  Bei  den  Glycolamin- 
säuren  betrug  diese  Differens  im  Mittel  25,0  Gal. 

5.  Isomerie  des  Formanilids  und  Benzamids. 

Formanilid  und  Benzamid,  beide  von  gleicher  Zusammen- 
setzung, zeigen  sehr  verschiedene  Wärmewerthe: 

Gal. 

Formanilid ^^^'*l  ii?^  6  Cal 


Benzamid 847 


;J}43,c 


% 


Es  finden  hier  die  gleichen  Verschiedenheiten  statt,  wie 
schon  früher  bei  anderen  gleiohzusammengesetzten  Verbindungen 
beobachtet: 

Sarkosin *01,2\  .«  -  ^  , 

Alanin SST^r^''*  *^"^- 

Diglycolaminsdure 396,3^  j  j  j  n^i 

Asparaginsflure 385,2/      ' 

Die  Ursachen  dieser  Verschiedenheiten  sind  überall  die- 
selben. Im  Formanilid  ist  die  Phenylgruppe,  im  Sarkosin  die 
Hethylgruppe,in  derDiglycolaminsaure  ist  die  CH^,  COO^-Gruppe 
an  ein  Stickstoffatom  gebunden,  während  im  Benzamid,  im  Ala- 
nin, in  der  Asparaginsäure  die  gleichen  Gruppen  an  ein  Kohlen- 
stoffalom  gelagert  sind. 

6.  Thermischer  Werth  des  Phenyls  bei  der  Bindung 
an  Kohlenstoff,  Stickstoff  und  Sauerstoff. 

a.  Bindung  an  Kohlenstoff. 

Formanilid  geht  in  Benzanilid  über,  indem  der  WasserstoflT 
des  Formyls  durch  Phenyl  ersetzt  wird.  Auf  gleiche  Weise  wird 
Ameisensäure  in  Benzoesäure  verwandelt.  Benzol  geht  in  Di- 
phenyl  über,  indem  ein  Benzolwasserstofi"  durch  Phenyl  ersetzt 
wird. 

Diesem  entsprechen  folgende  thermische  Reactionen : 

Cal. 
Formanilid ^^*'*\  711  9  Cal 


Benzanilid •  .  •   4576 


;?}'**'« 
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Gal. 


Ameisensäure  (fest) 59,0 

BeMoösönre 774 


»5\712,7Cal. 


Benzol  (fest) 777,3\-.-^     ^ 

Diphenyl U94,3/  '' ''" 

Uiernacb  wird  der  Wärmewerlh  einer  Verbindung,  wenn 
C^U^  unter  Ersatz  eines  Wasserstoffatomes  sich  an  ein  Kohlen- 
stoffatom lagert,  um  durchschnittlich  74  4,9  Gal.  erhöht. 

Jedoch  muss  bemerkt  werden,  dass  von  dieser  Regel  zahl- 
reiche Ausnahmen  existiren,  worauf  bei  späterer  Gelegenheit 
zurückzukommen  sein  wird.  Doch  mag  bereits  hier  erwflhnt 
werden,  dass  diese  Ausnahmen  nie  einen  so  hohen  Werth  er- 
reichen, um  dem  für  die  Stickstoffbindung  gefundenen  Werthe 
gleich  zu  kommen. 

b.  Bindung  an  Stickstoff. 

Die  hier  massgebenden  Verhältnisse  ergeben  sich  aus  dem 
oben  S.  27  gezogenen  Vergleiche  der  Amide  und  Anilide,  welche, 
für  den  Eintritt  der  in  Stickstoffbindung  tretenden  Phenylgruppe, 
einen  Zuwachs  von  durchschnittlich  729,3  Cal.  ergaben. 


c.  Bindung  an  Sauerstoff. 

Cal. 

Methylalkohol *''^»^\734  9 

Anisol 905,r 


J;J}n,, 


Aethylalkohol 325,71  „^.  » 

Phenetol 4057,2/       ' 

Propylalkohol 480,3\ -««  j 

•^ 4243,4/''^'*'^ 

Benzoesäure 774,7\„oo5 


Phenylpropyläther 


Benzoäsäure-Phenylather  .  . 

Glycolsäure ^^^»'1736  3 

Phenoxylessigsäure  .  .* 903,0/        ' 

Im  Durchschnitt   beträgt    daher  hier  die  Wärmetönung 
733,9  Cal. 

Stellen  wir  die  Werthe  fttr  die  Phenylgruppe  zusammen 
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und  vergleichen  wir  dieselben  mit  den  in  Abhdlg.  XXXII  ^)  für 
die  Methyl-  und  die  CH^,  COOH-Grappe  gefundenen  Werttien: 


C,H, 

CA, 

CBt.COOH 

AnC.  . 

.  .  744,9  .  . 

.  .   456,6  .  . 

.  .   450,9 

AnA.  . 

.  .  729,3   .  . 

.  .   466,6  .  . 

.  .   462,7 

AnO.  . 

.  .  733,9   .  . 

.  .   474,7   .  . 

.  .   470,8 

SO  ergeben  sich  ttberall  gleiche  Beziehungen :  das  gleiche  Radical 
erhöhet  den  Energiegehalt  der  Verbindung,  in  welche  es  eintritt, 
in  sehr  ungleichem  Haasse,  je  nachdem  es  sich  an  ein  Kohlen- 
stoff-, Stickstoff-  oder  Sauerstoffatom  anlagert. 

7.  Bildung  des  Ammoniumformiates  und  der  Amide. 

Ammoniak  vereint  sich  unmittelbar  mit  Ameisensäure  zu 
ameisensaurem  Ammonium,  wobei  es  unter  erheblichem  Wärme- 
verlust seine  chemische  Energie  abgiebt  und  in  den  festen  Zu- 
stand abergeht.  Durch  Vergleichung  des  Wärmewerthes  der 
Ameisensäure  und  des  Ammoniumformiates,  beide  im  festen 
Zustande,  erhalten  wir  daher  den  Werth  des  hypotheUscfa 
festen,  neutralen  Ammoniaks,  so  wie  es  in  den  Ammoniumsaleen 

enthalten  ist: 

Cal. 

Ammoniumformiat 129,5 

Ameisensäure  (fest) 59,0 

Hypothetisch  festes,  neutrales  Ammoniak  .     70,5 

Auf  ganz  anderem  Wege  haben  wir  frtther  (Abhdlg.  XXXI  ^) 
den  Wärmewerth  derselben  Verbindung  zu  74,9  Cal.  ermittelt. 
Leider  ist  das  Ammoniumformiat  das  einzige  Ammoniumsalz  der 
aliphatischen  Säuren,  welches  in  fester,  wasserfreier  Form  dar- 
zustellen ist,  da  alle  übrigen,  selbst  bei  dem  S.  4  4  angegebenen 
Verfahren,  nur  als  schmierige,  nicht  für  die  Untersuchung  ge- 
eignete Massen  erhalten  werden. 

Die  Amide  bilden  sich  aus  den  Ammoniumsalzen  unter  Ab- 
spaltung der  Elemente  von  i  Hol.  Wasser.  Nach  Analogie  gleicher 
Vorgänge  ist  dabei  eine  Aufspeicherung  von  Energie  zu  erwarten. 
Wie  weit  dieses  zutrifft,  ergiebt  sich  aus  folgenden  Zahlen : 

1)  Ber.  kön.  Sachs.  Ges.  d.  W.  4894,  S.  248. 
9)  Ber.  kön.  Sachs.  Ges.  d.  W.  4  894,  S.  58. 
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Gal. 

Ammoniumformiat  (fest) 4  29,5 

Formamid  (flüssig) 134,9 

+  5,4 

Hierbei  ist  allerdings  zu  berücksichtigen,  dass  das  Form* 
amid  nur  flüssig  existirt  und  daher  einen  strengen  Vergleich  mit 
dem  Ammoniumformiat  nicht  zulttsst.  Man  möge  aber  die 
Schmelzwärme,  innerhalb  vernünftiger  Grenzen,  so  hoch  an- 
nehmen wie  man  wolle,  so  kann  sie  den  Werth  von  2  Cal.  nicht 
übersteigen.  Es  bleibt  daher  die  Bildung  des  Formamids  immer 
ein  endothermer  Process. 

Unter  Annahme  des  oben  für  das  hypothetisch  feste  Ammo- 
niak mit  einem  Wärmewerthe  von  70,5  resp.  74,9  Cal.  und  der 
Energieaufspeicherung  von  5,4  Cal.  lässt  sich  daher  vorhersagen, 
dass  die  Amide  um  75,9  bis  77,3  Cal.  höher  liegen  werden  als 
die  zugehörigen  Säuren,  wie  durch  folgende  Zahlenreihe  bewiesen 
wird: 

Cal. 

Ameisensäure  (flüssig) ^^»^17^9 

Formamid  (flüssig). 434,9/      ' 

Essigsäure  Test) 206,7^-«^ 

Acetamid  (fest) 282,7/      ' 

Propionsäure ^^^>^\75  8 

Propionamid 439,8/      ' 

Buttersäure 520,4^-^- 

Butyramid 596,4/      ' 

Valeriansäure 677,2\  - .  . 

Valeramid 754,6/      ' 

Laurinsäure.      4774,8\^--q 

Laurinamid 4849,7/      ' 

Myristinsäure 2085,9t  - .  „ 

Myristinamid 2460,6/      ' 

Palmitinsäure 2398,4\  ^^  ^ 

Palmitinamid 2472,9;      ' 

Benzoösäure 774,7\,y^^ 


Benzamid 847 

l[»th.-pb]ri.  ClMae  1895.  3 
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Im  Mittel  der  neun  Bestimmungen  liegt  daher  der  Wärme- 
werth  der  Ämide  um  75,9  Gai.  höher  als  der  der  zugehörigen 
Säuren.  In  einer  früheren  Arbeit  (Abhdlg.  XXV)  *)  hatten  wir  auf 
Grund  unserer  Untersuchung  des  Asparagins  und  der  von  BnrHE- 
LOT  und  FoGH  ermittelten  Werthe  des  Acet-,  Propion-  und  Bem- 
amids  den  mittleren  Werth  dieser Reaction  zu  78,6  Gal.  berechnet. 

Geht  man  bei  der  Bildung  der  Amide  von  gasförmigem  Am- 
moniak mit  dem  Wärmewerthe  von  90,6  Cal.  jind  den  Werthen 
der  Säuren  wie  oben  aus,  so  wird  der  Process  ein  stark  exother- 
mer, wie  folgende  Gleichungen  zeigen: 

C  H^  0,  +  A£^,  =  C  //j  AO  +  //,0  +  1 7,4 
C,  H,  (\  +  .V//,  =  r,  //,  NO  +  H^0+  14,6 

^1  ^6  ^t  +  ^V^s  =  ^3  ^7  ^'ö  +  ^,0  +  44,8 
C,  //,  0,  +  AT/,  =  C,  H^  NO  +  H^0+  U,9 
^5  ffi.O^  +  ^W,  =  ^5  ^11  ^'0  +  H^O  +  16,2 
^i./^«0.  +  AT/,  =  C,.^„AO+  //,0  +  42,7 

^M  ^«8  ^1  +  -'^^S  =  ^14  '^«»^^'^  +  //,  0  +  1 5,9 

^is^3«Ö,  +  A'//,  =  C.,//„A^O+  ^,0+  46,4 
(\  //,  0,  +  A^^,  =  C,  //,  AO  +  //^O  +  44,5 

Die  hier  sich  geltend  machende  Wärmeentwicklung  setzt 
sich  aber  aus  drei  verschiedenen  Wirkungen  zusammen.  Sie 
beruht  darauf,  dass  bei  diesem  Processe  das  Ammoniak  seine 
Dampfform  und  seine  chemische  Energie  verliert,  dagegen  das 
zuerst  entstehende  Ammoniumsalz  unter  Aufspeicherung  von 
Energie  in  Amid  tLbergeht.  Unter  Berttcksichtigung  dieser  drei 
Factoren  wtLrde  der  Process  wie  oben  endotherm  verlaufen. 

8.  Bildung  der  Anilide. 

Vergleichen  wir  die  Wärmewerthe  der  Anilide  mit  denen 
der  Säuren,  ebenso  wie  es  S.  33  bei  den  Amiden  geschehen  ist, 
so  ergeben  sich  folgende  Beziehungen: 

Ameisensäure  (fest) 59,0\  «^^  . 

1,4/^^*'* 


Formanilid  (fest) 864, 

Essigsäure 206,7\ 

Acetanilid 4  04  0,8/ 


804,4 


4)  Journ.  r.  prakl.  Chem.  [2^  44,  895. 
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Propionsäure 364,0\  j.^.  ^ 

Propionanüid 1168,0/        ' 

Buttersäure ^20,4\  ^.^ 

Butyranilid 1324,3/        ' 

Valeriansäure 677,2\^  «^^  . 

Valeranilid 1480,6/        ' 

Laurinsdure 1771,8\  oa^  ^ 

Laurinanilid 2678,4/      ^ 

Myristinsäure 2085,9\  «^m  m 

Myristinanüid 2891,4/        ' 

Palmitinsäure 2398,4\  «^^  . 

Palmitinanilid 3204,9/      ^ 

Benzoesäure ^'^»^IftOiß 

Benzanilid 1576,3/        ' 

Im  Durchschnitt  wird  daher  der  Wärmewerth  der  Säuren 
durch  den  Uebergang  in  Anilide  um  804,6  Cal.  erhöhet,  wobei 
die  äussersten  Abweichungen  +  ^j^  und  —  2,2  Cal  betragen. 

Zur  Berechnung  der  Bildungswärme  der  Anilide  aus  den 
Säuren  und  Anilin  ist  der  Wärmewerth  des  flüssigen  Anilins 
zu  verwenden.  Derselbe  beträgt  nach  unseren  Bestimmungen, 
über  deren  Einzelheiten  bei  der  Besprechung  der  Anilide  der 
zweibasischen  Säuren  berichtet  werden  wird,  809,3  Cal. 

Führt  man  die  Rechnungen  durch,  so  ergeben  sich  folgende 
Bildüngswärmen : 

C   H^  0^+C^H,iy=C,  H,  iVO+  //,0+  6,9  Cal. 

C,  ^^  0,+  C,^,iV=C,  //,  iVO  +  /f,0  + 5,2  » 

C,H,0^  +  C,H,N=C,H,,NO  +  H^O  +  b,S  . 

C,H,0,+  C,H,N=C,,H,,NO+H,0  +  b,i  » 

C,H,,0^+C,H,N=C,,H,,N0  +  H,0  +  ^,9  » 

C,^H^,0,  +  C,H,N=C,,H^,NO  + 11^0+ 2,1  » 

C,,H,.0^  +  C,H,N=C,,H,,N0+H,0+3,S  >> 

^i6^3«Ö,  +  C,//,iV=C„//„iVO+ ^,0  +  2,8  . 

C,  H,0,+  C,H,N=C,,H,,N0  +  H,0+i,'7  « 

Die  mittlere  Bildungswärme  beträgt  daher  +  4,7  Cal.  Sie 
ist  daher  wie  die  der  Amide  aus  gasigem  Ammoniak  und  Säuren 
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exotherm.  Wahrend  die  der  Amide  aber  im  DnrchschniU  4  5,2  Gal. 
beträgt,  liegt  sie  bei  den  Aniliden  um  4  0,5  Gal.  niedriger.  Es 
erklärt  sich  dieses  vollkommen  aus  der  geringeren  chemischen 
Energie  des  Anilins  gegenüber  dem  Ammoniak  (vergl.  Bbrthblot)  ^). 
Nach  JuL.  Thomsen^)  liegt  die  Neutralisationswärme  des  Anilins 
um  9,7  Gal.  tiefer  als  die  des  Ammoniaks.  Dazu  kommt  noch, 
dass  bei  der  Bildung  der  Amide  das  Ammoniak  im  gasigen  Zu- 
stande genommen  ist^  woftLr,  um  es  mit  flüssigem  Anilin  ver- 
gleichen zu  können,  noch  die  Dampfwärme  in  Abzug  zu  bringen 
sein  würde.  Diese  beträgt  nach  Strohbegk  ^)  5,4  Gal.  Ob  unter 
Berücksichtigung  dieses  Umstandes  die  Bildungswärme  der  Ani- 
lide  aus  Anilinsalzen  endotherm  wird,  darüber  werden  weitere 
Untersuchungen  entscheiden.  Dagegen  spricht  das  Verhalten 
des  Anilin formiates,  welches,  nach  Tobias^),  schon  in  der  Kälte 
freiwillig  in  das  Aniiid  übergeht. 


1)  Ann.  Chim,  Phys.  [6]  21,  355. 

2)  Therm,  ehem.  Unters.  1,  4  08. 
8)  Beiblfitter  Phys.  16,  50«. 

4)  Ber.  ehem.  Ges.  16,  3867. 


W.  Ostwaldy  Ueber  das  Prinzip  des  ausgezeichneten  Falles, 

Wenn  ich  wiederum  auf  diesen  Gegenstand  zurttckkomme, 
so  geschieht  es,  um  einer  Pflicht  der  geschichtlichen  Gerechtig- 
keit zu  genügen.  Durch  die  Güte  des  Herrn  Verfassers  ist  mir 
die  von  J.  Petzoldt  im  Jahre  1891  verfasste,  und  in  der  Viertel- 
jahrsschrift  für  wissenschaftliche  Philosophie  im  gleichen  Jahre 
veröffentlichte  Abhandlung :  Maxima^  Minima  und  Oekonomie  zu 
Händen  gekommen,  welche  mir  bisher  nicht  bekannt  war,  und 
in  weicher  das  fragliche  Prinzip  in  wesentlich  demselben  Sinne 
ausgesprochen  ist,  in  welchem  ich  es  viel  später  veröffentlicht 
habe.  Nur  in  der  Stellung,  welche  es  im  Rahmen  der  Ge- 
sammtwissenschaft  einnimmt,  liegt  ein  gewisser  Unterschied  der 
beiden  Darstellungen  vor.  Während  mein  Vorgänger  auf  dem 
Boden  der  klassischen  Mechanik  steht,  und  ihm  daher  das  Prin- 
zip im  Rahmen  derselben  als  eine  Zusammenfassung  von  Vor- 
handenem, durch  die  Grundsätze  der  Mechanik  bereits  Gege- 
benem erscheint  (S.  i  0),  ist  es  mir  ein  nothwendiger  Bestand- 
theil  des  auf  die  Mechanik  bezüglichen  Gebietes  der  Energetik, 
ohne  welchen  eine  Darstellung  der  Erscheinungen  überhaupt 
nicht  ermöglicht  werden  kann.  Und  eine  gleiche  Rolle  spielt 
das  Prinzip  auch  in  anderen  Gebieten  der  Energetik.  Es  ist  dies 
nicht  sowohl  ein  Gegensatz,  als  vielmehr  eine  Entwicklung  des 
von  meinem  Vorgänger  eingenommenen  Standpunktes,  und  ich 
glaube  überzeugt  sein  zu  dürfen,  dass  in  der  späteren  Auffassung 
die  allgemeine  Bedeutung  des  Prinzipes  vollständiger  zur  Geltung 
kommt,  als  in  der  firüheren. 


SITZUNG  VOM  4.  FEBRUAR  1895. 

Vorträge  hielten: 

1.  Herr  H.  Ambronn,  a.o.  M.:    Ueber  Entwicklung  und  Bedeutung  des 
Nervenmarks. 

2.  Herr  Willi.  Pfeffer,  o.  M. :  Ueber  ein  Zimmer  mit  consianter  Temperatur, 
a.  Herr  Bophni  Lie,  o.  M.:  Zur  allgemeinen  Theorie  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen beliebiger  Ordnung. 

H.  Ambronn  und  H.  Held,  Ueber  Entwicklung  und  Be- 
deutung des  Nervenmarks.    Mit  1  Tafel. 

Den  Anlass  za  nachstehend  mitgetheilten Untersuchungen  gab 
die  Frage,  ob  und  in  wie  weit  die  Nervi  optici  bei  neugebomen 
resp.  wenige  Tage  alten  Säugethieren  markhaltig  sind,  die  wegen 
Verschlusses  der  Lidspalte  fttr  die  ersten  Tage  ihres  extra- 
uterinen Baseins  noch  blind  sind.  Das  Nervenmark  scheint  fttr 
die  functionelle  Leistung  von  Nervenbahnen  nothwendig  zu  sein, 
wenigstens  bei  den  Thieren,  welche  ein  mit  Markscheiden  aus- 
gestattetes Nervensystem  besitzen,  wobei  noch  die  Frage  offen 
ist,  wieweit  nach  unten  zu  in  der  Thierreihe  ttberhaupt  mark- 
lose Nervensysteme  vorkommen.  Wie  wichtig  nun  das  Nerven- 
mark ist,  gebt  einerseits  aus  pathologischen  Fällen  hervor,  bei 
denen  Yerflnderungen  der  Markscheiden  und  Schwund  derselben 
tiefe  Functionsstörungen  im  Nervensystem  hervorrufen,  anderer- 
seits aus  der  Entwicklungsweise  und  inneren  Reifung  des  cen- 
tralen Nervensystems,  das,  wie  zuerst  Flechsig  ausführlich  ge- 
zeigt, in  verschiedenen  Absätzen  markreif  wird,  sodass  auf 
gewissen  Entwicklungsstadien  bestimmte  grosse  Gruppen  von 
Leitungsbahnen  markhaltig  sind,  während  andere  noch  keine 
Spur  von  Nervenmark  erkennen  lassen.  Diese  Parallele  zwischen 
Gehirnentwicklung  und  Markreifung  deutet  in  evidenter  Weise 
darauf  hin,  dass  irgend  welcher  tieferer  Zusammenhang  zwischen 
Functionsfähigkeit  und  Markhaltigkeit  einer  Nervenbahn  be- 
stehen muss. 
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Und  da  nun  bei  jenen  zunächst  noch  blinden  neugeborenen 
Thieren  (Kaninchen,  Katzen  etc.)  von  einer  normalen  speci* 
fischen  Erregung  des  Nervus  opticus  durch  Lichtstrahlen  noch 
nicht  die  Rede  sein  kann,  so  waren  von  der  Untersuchung 
solcher  Sehnerven  auf  ihre  Markhaltigkeit  hin  Aufschlüsse  zu 
erwarten,  ob  das  Markhaltigwerden  einer  Nervenbahn  durch  in 
derselben  cursirende  specifische  Reize  bedingt  resp.  hervorge- 
rufen wird. 

Das  Nervenmark  ist  auf  verschiedene  Weise  mikroskopisch 
nachweisbar;  frisch  in  physiologischer  Kochsalzlösung  unter- 
suchte markhaltige  Nervenfasern  zeigen  die  sogenannte  »doppelte 
Gonturirung«;  in  Osmiumltfsungen  gebracht  bräunen  und 
schwärzen  sich  ihre  Markscheiden.  Auch  durch  Färbung  ge- 
lingt es,  markhaltige  Nervenfasern  kenntlich  zu  machen.  In 
hervorragender  Weise  ist  es  durch  Anwendung  der  Weigbrt- 
schen  Markscheid^nßirbungsmethode  ermöglicht,  markhaltige 
Nerven,  die  mit  Ghromsalzen  vorbehandelt  sind,  durch  Färbung 
mit  Hämatoxylin  und  nachfolgender  vorsichtiger  Entfärbung  als 
blauschwarze  Fasern  aus  dem  Übrigen  umgebenden  entfärbten 
Gewebe  herauszusetzen. 

Man  hat  nun  noch  ferner  in  der  Untersuchung  mit  polari- 
sirtem  Licht,  wie  der  Eine  von  uns  früher  des  Näheren  gezeigt 
und  begründet  hat  (Ambhonn,  das  optische  Verhalten  markhaltiger 
und  markloser  Nervenfasern,  Bericht  der  mathematisch-physi- 
schen Classe  der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften 4890)  ein  bequemes  und  ausreichendes  Mittel,  um  zu 
entscheiden,  ob  eine  Nervenfaser  markhaltig  ist  oder  nicht,  denn 
es  zeigt  eine  markhaltige  Nervenfaser  über  einem  Gypsplättchen, 
wenn  ihre  Längsaxe  mit  der  grösseren  Elasticitätsaxe  des 
Gypsplättchens  parallel  steht,  die  Subtractionsfarbe,  bei  Dre- 
hung um  90^  dagegen  die  Additionsfarbe. 

Es  fragte  sich  nun  zunächst,  ob  die  Resultate,  die  man  beim 
Untersuchen  in  polarisirtem  Licht  erhält,  mit  denen  der  Osmium- 
schwärzung, der  zuverlässigsten  Reaction  auf^^ervenmark  nach 
Gab  und  Hbtvans^)  und  der  WsiGBRT'schen  Färbung  überein- 
stimmen. Lässt  sich  eine  solche  Uebereinstimmung  nachweisen, 
so  hat  man  im  optischen  Verhalten  der  Nervenfasern  ein  bei 

4)  Gad  QodHBTiiARS,  Uebof  dasMyelin,  die  myelinhaltigen  und  myelin- 
losen  Nervenfasern,  Arch.  f.  Anat.  u.  Phys.  Pbysiolog.  Abth.  4890.  S.  531  ff. 
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weitem  einfacheres  und  jedenfalls  auch  zuverlässigeres  Mittel, 
das  Vorhandensein  von  Nervenmark  festzustellen  und  seine 
Entwicklung  zu  verfolgen. 

Es  hat  sich  nun  in  der  That  bei  unseren  Untersuchungen 
herausgestellt,  dass  eine  solche  Uebereinstimmung  besteht,  wobei 
noch  hervorgehoben  werdea  muss,  dass  im  Verlauf  weniger 
Stunden  nach  Tödtung  des  betreffenden  Thieres  die  ganze 
Untersuchung  mit  Leichtigkeit  auszuführen  ist,  ohne  dass  die 
Fasern  mit  irgend  etwas  anderem  als  der  physiologischen 
Kochsalzlösung  behandelt  werden.  Eine  kurze  Beobachtung  im 
Polarisationsmikroskop  Idsst  sofort  erkennen,  ob  der  zu  prüfende 
Nerv  schon  markhaltig  ist  oder  nicht.  Wird  z.  B.  das  Gyps- 
plättchen  Purpur  I  in  der  Weise  zwischen  zwei  gekreuzte  Nicols 
.V.V  und  N^N^  eingeschaltet,  wie  dies  in  beistehender  Skizze 
dargestellt  ist,  in  der  die  Richtung  aa  die  Lage  der  längeren 


Axe  der  Elasticitätsellipse  (im  Sinne  von  Nägbli  und  Schwbn- 
dbnbr)  angiebt,  so  zeigen  die  Myelinscheiden  der  Nerven,  wenn 
sie  parallel  zu  aa  liegen,  die  Subtractionsfarben  (roth,  orange, 
gelb  etc.),  während  die  Bindegewebsscheiden  sowie  die  mark- 
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losen  Nervenfasern  die  Additionsfarben  (violett,  indigo,  blau) 
geben. 

Es  erscheint  nun  femer  noch  als  ein  grosser  Vorzug  der  op- 
tischen Methode  gegenüber  der  Osmiumschwfirzung  und  der 
WEiGBRf'schen  Fttrbung,  dass  die  zu  untersuchenden  Gewebs- 
stücke  mit  nichts  anderem  in  Berührung  kommen  als  der  in- 
differenten physiologischen  Kochsalzlösung,  während  es  sich 
bei  der  Behandlung  mit  Osmiumsäure  resp.  mit  chromsauren 
Salzen  höchst  wahrscheinlich  um  irgend  w^elche  entstehende 
Umwandlungsproducte  des  Myelins  bandelt,  die  dann  der  Lösung 
durch  jene  bei  der  Einbettung  verwendeten  Flüssigkeiten  wie 
Alkohol,  Aether  etc.  widerstehen  und  so  im  letzteren  Falle  eine 
nachfolgende  Färbung  mit  Hämatoxylinlösungen  ermöglichen. 
Dass  hierbei  eine  Veränderung  des  Myelins  eintritt,  geht  auch 
daraus  hervor,  dass  eine  so  behandelte  Nervenfaser  nicht  mehr 
die  oben  erwähnten  optischen  Eigenschaften  zeigt. 

Wir  haben  nun  mittelst  dieser  optischen  Methode  gewisse 
Markreifestadien  des  Nervus  opticus  in  Rücksicht  auf  jene  obige 
Fragestellung  untersucht  und  zugleich  femer  solche  Untersuch- 
ungen auf  die  verschiedensten  Abschnitte  des  centralen  wie 
peripheren  Nervensystems  ausgedehnt,  um  in  weiterer  Weise 
einmal  die  gewonnenen  Resultate  mit  den  nach  WBiGBRT^scher 
Färbung  erhaltenen  Bildem  vergleichen  und  dann  zweitens 
vielleicht  mehr  Anhaltspunkte  dafür  gewinnen  zu  können, 
in  welcher  Weise  man  die  Bedeutung  des  Nervenmarks  aufzu- 
fassen hat. 

Unsere  Untersuchungen  umfaßsen  zunächst  das  Nerven- 
system von  ^  Tag  alten  Kaninchen.  Die  verschiedenen  peri- 
pheren Nerven  wurden  in  Kochsalzlösung  in  einzelne  Bündel 
isolirt  und  so  untersucht,  während  die  verschiedenen  Abschnitte 
des  Gentralnervensystems  in  4  60  ]it  starke  Schnitte  unter  An- 
wendung eines  Gefriermikrotoms  zerlegt  wurden,  die  dann 
ebenfalls  in  Kochsalzlösung  kamen. 

Die  einzelnen  Körpernerven  sowie  die  verschiedenen  intra- 
cerebralen Leitungssysteme  zeigten  nun,  wenn  ihre  Faser- 
richtung parallel  zu  der  grösseren  Elasticitätsaxe  eines  Gyps- 
plättchens  Purpur  I  gebracht  wurde,  bedeutend  von  einander 
abweichende  Farbennüancen.  Die  einen  erschienen  dunkelroth, 
roth,  hellroth,  andere  orange,  orangegelb,  gelb  etc.,  also  alle  in 
der  Subtractionsfarbe ,   während   wieder  andere  Partien   des 
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Nervensystems  noch  additioneile  Färbung  (violett  und  Indigo} 
erkennen  Hessen.  Folgende  Tabelle  giebt  eine  Uebersicht  über 
die  bei  den  verschiedenen  Nerven  und  Leitungsbahnen  beob- 
achteten Farbennttancen. 


Nervensystem  eines  \  Tag  alten  Kaninchens. 

Schnittdicke  460  fi.  Gypsplättchen  Purpur  I.  Lichtquelle: 
Auerlicht.  Die  Nervenzüge  wurden  zunächst  mit  Zeiss  GC  unter- 
sucht, die  einzelnen  Fasern  dann  mit  Zbiss  DD  zur  genaueren 
Prüfung  einzelner  Markröhren. 

Eückemnark: 
Lumbaimark  und  angrenzendes  Dorsalmark. 

Vordere  Wurzeln   —  hellgelb  (manche   Einzel- 

fasem  gelb). 
Hintere  Wurzeln  —  roth  bis  orangeroth  (manche 
Querschnitte  {      Einzelfasern  orangeroth). 

Vorderstrang  —  hellgelb   (manche   Einzel  fasern 

gelb). 
Hinterstrang  —  roth  zum  Theil  orangeroth. 


Querschnitte 


Gervicalmark  und  angrenzendes  Dorsalmark. 

Vordere  Wwzeln  —  gelblich  weiss  (manche  Ein- 

zelfasem  hellgelb). 
Hintere  Wurzeln  —  orangeroth  (manche  Einzel- 
fasern hellroth) . 
Vorderstrang  —  gelb. 
Hinterstrang  —  hellroth. 
Vordere  Commissur  —  orangegelb  (manche  Ein- 
zelfasern orange). 
I  Vorderstrang . —  gelb  (Einzelfaser  gelb;. 
Hinterstrang  —  leuchtend  hellroth  (Einzelfaser 
orangeroth). 
Himstamm:      Hinteres  Lüngsbündel  (Höhe   der  Hinterstrang- 
keme)  —  gelb  (Einzelfaser  gelb). 
Nerv,  hypoglossus  —  gelb  (Einzelfaser  gelb;. 
Burdach'scher  Strang  —  orangeroth  (Einzelfaser 
orangeroth). 
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Absteigende  Trigeminuswurzel  —  orangeroth  ^Ein- 
zelfaser  orangeroth). 

TroiCtus  solitarius  —  roth  bis  hellroth. 

Corpus  restiforme  —  orangeroth  bis  orange. 

Olivenzwtschenschichi  —  orangeroth  bis  orange. 

Nerv,  abducens  —  orangegelb  (Einzelfaser  — 
orangegelb). 

Nerv,  vestibularis  —  orangegelb  (Einzelfaser 
orangegelb]. 

Nerv,  cochlearis  —  roth  (manche  Einzelfasern 
heilroth). 

Nerv,  facialis  —  orangegelb  (Einzelfaser  orange- 
gelb). 

Conyus  trapezoideum  und  dorsale   \  oranc 

Bahn  aus  dem  vord.  Acusticuskern  f 

Striae  acusticae  a.  d.  Tuberculum  —  dunkelroth. 

Mot.  trigeminus  —  orangegelb  (Einfeifaser  orange- 
gelb). 

Sensibler  Trigeminus  —  hell  (blinzelfaser  orange- 
roth). 

Hinteres  Längsbündel  —  orangegelb. 

Nerv,  trochlearis  —  orangegelb. 

Laterale  Schleife  —  orangeroth. 

Nerv,  oculomotorius  —  orangegelb. 

Fontaineartige  Haubenkreuzung  —  orange. 

Ventrale  Haubenkreuzung  —  orange. 

Chiasma  nervi  optici  und  Tractus  opticus  —  vio- 
lett; vereinzelte  rothe  Zttge. 

Nerv,  opticus  —  violett;  vereinzelte  rothe 
Züge. 

Diese  Tabelle  zeigt  nun  erstens,  dass  noch  nirgends  in 
diesen  Abschnitten  des  Nervensystems,  die  zu  den  am  ersten 
markreif  werdenden  Theilen  desselben  überhaupt  gehören,  das 
Stadium,  der  völligen  Markreife  erreicht  ist,  auf  dem  sich  die 
markhaltigen  Nerven  als  glänzend  gelblichweisse  Fasern  im 
polarisirten  Lichte  zeigen.  Hier  bei  dem  ^  Tag  alten  Kaninchen 
erscheinen  die  verschiedenen  motorischen  Nervenbahnen  noch 
fast  alle  orangegelb  bis  gelb,  stehen  somit  auf  einer  tieferen  Stufe 
der  Markreife.    Dieser  Unterschied  beruht  nun  zum  Theil  darauf, 
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dass  bei  dem  |  Tage  alten  Kaninchen  noch  nicht  alle  Fasern, 
z.  B.  im  Facialis,  markhaltig  sind;  je  mehr  markhaltige  Fasern 
in  sonst  gleich  dicken  Nervenbündeln  entstanden  sind,  je  mehr 
Nervenmark  also  quantitativ  im  Querschnitt  vorhanden  ist,  um 
so  mehr  wird  sich  die  Subtractionsfarbe  dem  hellgelb  oder 
weiss  nühem.  Andererseits  rührt  dieser  Unterschied  daher^ 
dass  die  einzelnen  Markröhren  hier  beim  {  Tag  alten  Kaninchen 
noch  nicht  die  Stärke  und  das  Volumen  wie  beim  erwachsenen 
Individuum  erreicht  haben. 

Die  Farbenscala,  welcher  die  verschiedenen  Bezeichungen 
für  die  einzelnen  Markentwicklungsstadien  entnommen  sind, 
wie  sie  sich  im  polarisirten  Licht  zeigen,  ist  folgende  *) : 

Weiss 

Gelblichweiss 

Strohgelb 

Gelb 

Orangegelb 

Orange 

Orangeroth 

Hellroth 

Roth 

Dunkelroth 

Purpur 

Violett 

Indigo 

Blau 

Blaugrün. 

Zweitens  zeigt  nun  jene  obige  Tabelle  über  die  Markreife- 
stadien in  den  einzelnen  Nervenbahnen  eines  ^  Tag  alten 
Kaninchens,  dass  ein  bedeutender  Unterschied  zwischen  der 
Markhaltigkeit  motorischer  Nerven  und  gewisser  centraler  re- 
flectorischer  Systeme  einerseits  und  sensiblen  Nerven  (mit 
Ausnahme  des  Nervus  vestibularis)  und  sensorischen  Systemen 
andererseits  besteht.  Es  ist  dies  ein  Unterschied,  der  bei  Unter- 
suchung von  menschlichen  fötalen  Gehirnen  und  solchen  an- 


i)  Vgl.  die  Tabelle  bei  NXgeli  und  Schwenderer ,   das  Mikroskop. 
i.  Aufl.  S.  826. 
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derer  Wirbelthiere  mit  der  WBiGBRT'scben  Markscheidenfärbungs- 
methode  ausserordentlicb  auffällt,  worauf  der  Andere  von  uns 
frttber  hingewiesen  hat^j ,  und  der  darin  besteht,  dass  in 
den  Nervenbahnen  der  ersten  Kategorie  sich  die  Markscheiden 
tief  dunkel  schon  mit  Hämatoxylin  fttrben  und  so  eine  grosse 
Annäherung  bereits  an  die  blauschwars  gefärbten  entsprechen- 
den Nervenzüge  erwachsener  Individuen  zeigen ,  während  in 
den  Nervenfasern  der  zweiten  Gruppe  zu  derselben  Zeit  das 
Nervenmark  sich  viel  blasser  färbt,  sodass  die  einzelnen  bereits 
markhaltigen  Nervenzüge  als  blassgraue  Fasern  bei  stärkerer 
Yergrösserung  erscheinen.  Im  polarisirten  Lichte  zeigen  sich 
Obereinstimmende  Verhältnisse  mit  jenen  Beobachtungen  an 
Präparaten,  die  nach  der  WsiGERT^schen  Methode  gefärbt  sind. 
Während  die  motorischen  vorderen  Rückenmarkswurzeln  gelb 
aussehen,  erscheinen  die  hinteren  sensiblen  Wurzeln  durchweg 
noch  roth,  nur  zum  Theil  schon  orangeroth  beim  ^  Tag  alten 
Kaninchen,  stehen  also  noch  auf  einer  tieferen  Stufe  der  Mark- 
reife. Dieser  durchgreifende  Unterschied  zeigte  sich  auf  allen 
untersuchten  Querschnittshohen.  Gleiche  Differenzen  bestehen 
zwischen  den  gelben  Yordersträngen  und  den  rothen  bis 
orangerothen  Hintersträngen.  In  Uebereinstimmung  mit  den 
gelb  erscheinenden  Wurzelfasern  im  Yorderhorn  des  Rücken- 
marks zeigen  auch  die  Nervenfasern  der  vorderen  Rücken- 
markscommissur,  aus  denen  sich  zum  Theil  die  Yorderstränge 
aufbauen,  bereits  orangegelb  bis  gelb  aussehende  Markscheiden. 
Gleiche  Unterschiede  wie  die  vorderen  und  hinteren 
Rückenmarkswurzeln  zeigen  auch  die  motorischen  und  sensiblen 
Gehimnerven  mit  Ausnahme  des  Nervus  vestibularis,  der  allen 
sensiblen  Nerven  vorauseilt.  (Hypoglossus,  Abducens,  Facialis, 
motorischer  Trigeminus,  Trochlearis,  Oculomotorius  bereits 
orangegelb  bezüglich  gelb  —  und  andererseits  Tractus 
solitarius  roth,  Gochlearis  roth,  sensibler  Trigeminus  orange- 
roth und  im  Nervus  opticus  zwischen  violetten.  Zügen  erst 
vereinzelte  rothe.)  Nur  der  Nervus  vestibularis  erscheint 
von  allen  diesen  sensiblen  Nerven  bereits  orangegelb  und  zeigt 
somit  gleiche  Markreife  mit  den  motorischen  Nerven,  ein  Yer- 


4)  Held,  Ueber  eine  directe  acustische  Rindenbahn  und  den  Ur- 
sprung des  Vorderseitenstranges  beim  Menschen.  Arch.  f.  Anat.  u.  Phys. 
Anat.  Abthl.  4  892. 
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halten  also,  wie  es  in  derselben  Weise  sich  bei  den  nach 
WsiGBRT'scher  Methode  gefärbten  Präparaten  zeigt.  Ebenso 
sind  die  grossen  reflectorischen  Bahnen  (Yorderseitenstränge 
des  Rückenmarks  und  der  Formatio  reticularis,  hinteres 
Längsbtlndel ,  Seitenstrangbltndel  aus  dem  rothen  Kern  der 
Haube,  optisch-acustische  Reflexbahn)  bereits  in  dem  Markreife- 
stadium, in  dem  sie  im  polarisirten  Licht  orange  bis  orangegelb 
aussehen. 

Es  zeigt  sich  nun  ferner  ein  auffallender  Unterschied  im 
Aussehen  der  verschiedenen  sensiblen  Gehirnnerven  bei  Unter- 
suchung im  polarisirten  Licht ,  wie  aus  obiger  Tabelle  hervor- 
geht. Während  der  Nervus  opticus  fast  noch  völlig  violett  aus- 
sieht beim  ^  Tag  alten  Kaninchen,  mit  Ausnahme  vereinzelter 
rotber  Fasern,  also  zum  grössten  Theii  noch  völlig  marklose 
Axencylinder  enthält,  ist  der  Nervus  vestibularis  bereits  orange- 
gelb; dieser  ist  also  am  markreifsten,  jener  am  wenigsten  mark- 
haltig  entwickelt  in  den  sensiblen  Nerven.  Eine  etwas  höhere 
Entwicklungsstufe  als  der  Sehnerv  zeigt  der  Hörnerv,  der  nach 
obiger  Tabelle  schon  hellrothe  Fasern  führt ;  auf  gleicher  Entwick- 
lungsstufe steht  ungefähr  auch  der  sensible  Yagus-Glossopharyn- 
geus  (Tractus  solitarius  nach  obiger  Tabelle  roth-hellroth].  Die 
der  Yestibularisstttfe  am  meisten  gleichkommende  Harkreife  hat 
der  sensible  Nervus  trigeminus,  der  nach  obiger  Tabelle  orange- 
rothe  Fasern  zum  grössten  Theil  zeigt. 

Femer  fällt  der  Unterschied  auf  in  der  Markreife  zwischen 
den  sensiblen  Nerven  und  ihren  secundären  intracerebralen 
Bahnen;  so  zeigten  sich  der/ Trapezkörper  und  die  laterale 
Schleife  zum  grossen  Theil  schon  als  orangerothe  bis  orange- 
farbene Bahnen,  während  der  Nervus  cochlearis  noch  roth  resp. 
hellroth  aussieht.  Ebenso  erscheinen  Olivenzwischenscbicht 
und  C!orpus  restiforme  orangeroth  bis  orange  gegenüber  den 
rothen  bis  orangerothen  Hintersträngen  des  Rückenmarks ,  für 
welche  sie  secundäre  Bahnen  sind. 

Wir  haben  dann  ferner  etwas  ältere  Kaninchen  zur  Unter- 
suchung herangezogen,  einmal  um  bei  diesen  älteren  Stadien  das 
gegenseitige  Yerhältniss  der  einzelnen  Systeme  bezüglich  ihrer 
Markreife  zu  prüfen  und  andererseits,  um  entscheiden  zu  können, 
ob  diejenigen  Nervenbahnen ,  welche  auf  der  jüngeren  Stufe 
eine  geringere  Markreife  zeigten,  jetzt  stärkere  Entwicklung  der 
Markmasse  erkennen  lassen.     Es  hat  sich  in  der  That  heraus- 


UeBBR  ENTWrCKLUNG  UND  BkDBUTUNG  DES  NbRVBNMARKS.  47 

gestellt,  dass  dies  zu  erwartende  Reiferwerden  der  Myelinscheide 
sich  im  polarisirten  Licht  nachweisen  liess. 

So  zeigt  der  Nervus  opticus  eines  1  \  Tag  alten  Kaninchens 
schon  viele  orangerotheZUge  von  Nervenfasern  zwischen  anderen, 
die  noch  die  Grundfarbe  der  Gypsplättchens  Purpur  I  zeigen, 
gegenüber  dem  Sehnerven  jenes  |  Tag  alten  Kaninchens,  wo  nur 
vereinzelte  rothe  Züge  in  sonstigen  violetten  nachzuweisen 
waren.  Ferner  zeigte  der  Opticus  auf  der  Stufe  eines  3  Tage 
alten  Kaninchens  mehr  oder  weniger  auf  der  ganzen  Fläche 
rothe  Färbung.  Um  diese  Entwicklungsreihe  für  den  Opticus 
zu  vervollständigen,  mag  noch  die  Markstufe  eines  1 0  Tage  alten 
Kaninchens,  also  eines  sehend  gewordenen,  hier  angeführt  wer- 
den, welche  den  Sehnerv  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  deutlich 
orangefarben  zeigte. 

Vor  der  ausführlichen  Beschreibung  der  fortschreitenden 
Markentwicklung  in  den  anderen  in  der  Tabelle  aufgeführten 
Systemen  mag  hier  abgesehen  werden;  es  zeigten  sich  durchweg 
etwas  niedrigere  Subtractionsfarben.  Doch  muss  bemerkt  werden, 
dass  die  Farbenunterschiede  zwischen  orangegelb,  gelb  und 
hellgelb  nicht  so  präcise  sind  wie  z.  B.  zwischen  roth  und  orange. 
Man  kann  sich  jedoch  in  diesen  Fällen  immer  von  der  kräfti- 
geren Entwicklung  der  Markscheide  überzeugen,  wenn  man  den 
Objecttisch  um  90°  dreht  und  die  in  dieser  Lage  auftretenden 
entsprechenden  Additionsfarben  zur  Vergleichung  heranzieht. 
Man  kann  so  leicht  beobachten,  dass  die  auf  niedriger  Markstufe 
indigo  oder  blau  aussehenden  Nervenzüge  in  blauer  bezw. 
bläulichgrüner  Färbung  bei  älteren  Individuen  erscheinen.  Wir 
haben  dann  noch  jüngere  Entwicklungsstadien  von  Nerven- 
systemen als  die  oben  beschriebenen  untersucht,  um  die  Mark- 
reife  der  verschiedenen  motorischen  Nerven  unter  einander 
vergleichen  zu  können  und  so  die  Frage  zu  entscheiden,  ob 
gleichmässig  alle  motorischen  Nerven  den  sensiblen  in  der 
Markentwicklung  voraneilen. 

Es  mögen  einige  Befunde  an  einem  menschlichen  ungefähr 
5  Monate  alten  Foetus  erwähnt  werden,  der  folgende  diesbe- 
zügliche Verhältnisse  zwischen  den  einzelnen  Markstufen  moto- 
rischer Nerven  zeigte : 

Vordere  Rückenmarkswurzeln  —  gelb  (hintere  Wurzeln 
zumTheil  roth}. 
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iV.  hypoghssus  —  viele  Fasern  orange. 

N.  facialis  --  gelb. 

N,  abducens  —  viele  Fasern  orange. 

N.  trigeminus  (mol.)  —  viele  orangerothc  Fasern  (sen- 

sibl.  Trigeminus  —  blau). 
N.  oculomotorius  —  viele   Fasern   orange   (N.  opticus 

-  blau). 

Aus  dieser  Tabelle  ergiebt  sich  also  —  ausser  dem  oben 
erörterten  Unterschied  zwischen  motorischen  und  sensiblen 
Nerven,  der  hier  natürlich  noch  grösser  erscheint  — .dass  ge- 
wisse motorische  Nerven  (z.  B.  vordere  Rückenmarkswurzeln, 
N.  facialis)  bereits  eine  höhere  Stufe  erreicht  haben  wie  andere. 
Es  erhalten  also  nicht  nur  motorische  Nerven  eher  eine  gewisse 
Markreife  wie  sensible,  sondern  innerhalb  der  motorischen 
Gruppe  selber  besteht  noch  ein  Yoraneilen  gewisser  Unter- 
gruppen. Es  muss  vorläufig  die  Frage  unentschieden  bleiben, 
ob  die  Differenz,  wie  wahrscheinlich  ist,  auf  einem  zeltlich 
früheren  Einsetzen  der  Markbildang  beruht  oder  auf'einem  ge- 
steigerteren Markbildungsprocess. 

Wie  aus  dem  Vorstehenden  hervorgeht,  ist  die  optische 
Methode  durchaus  im  Stande,  feine  Nuancen  in  dem  Grade  der 
Entwicklung  von  Markscheiden  nachzuweisen.  Wir  haben  es 
deshalb  nicht  unterlassen,  nochmals  auf  die  Frage  nach  der 
Markhaltigkeit  des  Nervus  olfactorius  beim  Hecht  einzugehen. 
Es  ist  yon  Gad  und  Hbymans  (1.  c.)  nachgewiesen  worden,  dass 
die  Geruchsnerven  des  Hechtes  lecithinhaltig  sind,  und  daraufhin 
hat  der  eine  von  uns  (Ambronn  1.  c.)  nachgewiesen,  dass  auch 
die  optische  Reaction  mit  diesem  chemischen  Befunde  überein- 
einstimmt,  insofern  als  der  grob  zerfaserte  Nervus  olfactorius 
auf  seiner  ganzen  Ausdehnung  Subtractionsfarbe  zeigte.  Und 
da  nun  bei  diesen  letzteren  Untersuchungen  nur  schwächere 
Yergrösserungen  benutzt  wurden,  so  haben  wir  jetzt  noch  ein- 
mal mit  Hülfe  sehr  starker  Yergrösserungen  die  Structur  des 
Olfactorius  zu  lösen  versucht.  Es  stellte  sich  dabei  heraus,  dass 
der  Nervus  olfactorius  nicht  gleichmässig  über  die  ganze  Fläche 
Subtractionsfarbe  zeigte,  sondern  aus  einer  grossen  Anzahl 
ausserordentlich  feiner  markhaltiger  Nervenröhren  besteht ,  die 
sich  in  Form  feiner  orangefarbener  nahe  an  einander  liegender 
Linien  zeigten. 
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Da  es  höchst  wahrscheinlich  ist,  dass  die  charakteristische 
optische  Reaction  des  Nervenmarks  auf  der  Anwesenheit  von 
Lecithin  beruht,  kann  man  wohl  mit  Recht  vermuthen,  dass  jene 
oben  erwähnten  Methoden  zum  Nachweis  von  Nervenmark 
(Osmium-  und  Weigertmethode)  ebenfalls  von  der  Anwesenheit 
des  Lecithins  abhängig  sind.  Es  muss  genaueren  chemischen 
Untersuchungen  vorbehalten  werden,  nachzuweisen,  welche 
Umwandlungsproducte  des  Lecithins  bei  diesen  Färbungen  in 
Betracht  kommen. 

Wenn  wir  nun  die  Harkentwicklung  innerhalb  eines  Ner- 
vensystems überblicken,  so  glauben  wir  als  Regel  aussprechen 
XU  dürfen,  dass  die  specifische  Functionsthätigkeit  einer  Nerven- 
faser wenigstens  bei  höheren  Thieren  erst  dann  beginnt,  wenn 
ihr  Axencylinder  von  einer  normal  entwickelten  Myelinscheide 
umgeben  ist.  Dies  zeigt  sich  an  dem  Opticus  eines  10  Tage 
alten  Kaninchens,  der  schon  die  normale  optische  Reaction  eines 
ziemlich  fertigen  Nerven  zeigte,  zum  Unterschied  von  den  Optici 
wenig  Tage  alter  Thiere.  Sollte  sich  die  oben  geäusserte  An- 
schauung als  allgemein  gültig  herausstellen,  so  wäre  man  um- 
gekehrt berechtigt,  aus  dem  Vorhandensein  oder  Fehlen  der 
Markscheide  einen  Rückschluss  auf  die  bestehende  oder  noch 
nicht  vorhandene  resp.  verloren  gegangene  Funotionsthätigkeit 
zu  machen. 

Es  sprechen  nun  diese  Resultate  für  die  schon  früher  und 
hauptsächlich  von  R.  Wagnbr  ^)  vermuthete  Bedeutung  der  Mark- 
scheide als  einer  Art  Isolator;  die  isolirende  Eigenschaft  der 
Markscheide  suchte  Wagnbr  in  dem  Fettreichthum  des  Nerven- 
marks ^j. 

Wenn  wir  diese  Ansicht  über  die  Bedeutung  des  Nerven- 
marks als  Isolator  irgend  welcher  Art  wieder  aufnehmen,  so 
glauben  wir  auf  Grund  unserer  histologischen  Befunde  dazu 
berechtigt  zu  sein.  Es  fragt  sich  nun,  wie  diese  Isolation  zu 
denken  ist;  es  kämen  hier  in  Betracht  erstens  die  isolirte  Fort- 
leitung elektrischer  Ströme  im  Axencylinder  und  zweitens  der 
Schutz  gegenüber  osmotischen  Störungen,  die  in  der  Quer- 
richtung auf  den  Axencylinder  einwirken  können. 


4)  R.  Wagnbr,  Neurologische  Untersuchungen  in  Oöttinger  Anzeigen, 
Nachrichten  von  der  Univ.    Februar  4  850. 

2)  Vgl.  auch  KöLLiKER,  Milcroskopische  Anatomie,  4850  I.  S.  54  4. 
Mfttk-phy«.  duM.  1895.  4 
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Dass  die  elektrische  Leitfähigkeit  in  der  Längsrichtung 
markhaltiger  Nervenfasern  bedeutend  besser  ist  als  in  der 
Querrichtung,  geht  aus  den  Versuchen  von  HsaiiAPrif  ^)  hervor, 
der  an  frischen  peripheren  Nerven  das  Yerhttltniss  von  Lfings-  xu 
Querwiderstand  gegenttber  elektrischen  Strömen  wie  4  :  5  fand, 
und  der  diese  auffallende  Erscheinung  auf  innere  Polarisation 
zurückführte. 

Ohne  auf  die  Frage  einzugehen',  ob  diese  auffallenden 
Unterschiede  in  der  Längs-  und  Querleitung  nur  auf  innere 
Polarisation  zurtlokzuftthren  sind,  wollen  wir  hier  nur  die  Mög- 
lichkeit betonen ,  dass  hierbei  auch  ein  durch  die  Markscheide 
verursachter  Widerstand  eine  Rolle  spielen  dürfte. 

Diese  Versuchsergebnisse  lassen  sich  also  auch  unter  der  An- 
nahme der  isolirenden  Eigenschaft  der  Markscheide  sehr  wohl 
interpretiren.  Und  da  nun  femer  die  allgemeinen  Anordnungen 
von  Leitungsbahnen  zwischen  peripheren  Sinnesapparaten  und 
centralen  Gehirntheilen  die  sind ,  dass  die  Endverzweigungen 
von  Axencylindern  sensibler  Nerven  in  peripheren  Sinnesappa- 
raten marklos  sind,  so  erscheinen  diese  an  solchen  Stellen  gegen 
äussere  Einwirkungen  ungeschtltzt  und  somit  befähigt,  Reize 
aufzunehmen. 

Damit  aber  die  Fortleitung  dieser  Reize  ohne  weitere 
Störung  erfolgen  kann,  müssen  die  Fasern  in  ihrem  weiteren 
Verlaufe  gegenüber  äusseren  Einflüssen  (vielleicht  auch  gegen 
osmotische  Störungen)  möglichst  isolirt  sein;  und  dieser  Schutz 
ist  eben  nach  unserer  Anschauung  erst  dann  genügend  vor- 
handen, wenn  die  Markscheide  ihre  normale  Ausbildung  erlangt 
hat  und  als  Isolator  in  diesem  Sinne  für  die  Fortleitung  der  Reize 
dienen  kann.  Genau  dieselben  Verhältnisse,  wie  bei  den  Reiz 
vermittelnden  Sinnesapparaten,  bestehen  an  den  Einmündungs- 
stellen  sensibler  Bahnen  im  Centralnervensystem,  insofern  als 
auch  hier  die  letzten  Verzweigungen  der  Axencylinder  marklos 
sind  und  so  durch  hier  vorhandene  enge  Beziehungen  zu  den 
ebenfalls  marklosen  Protoplasmaästen  von  Systemzellen  die  bis 
hierher  isolirt  fortgeleitete  Erregung  auf  eine  zweite  aus  diesen 
Zellen  entspringende  intracerebrale  Leitungsbahn  übertragen 
können.    Andererseits  sind  die  Endverzweigungen  motorischer 


1)  Hermann,  Handbuch  der  Physiologie  U  4879  und  Pflüger's  Archiv 
Bd.  42  4888  Ueber  die  Polarisation  der  Muskeln  und  Nerven. 
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Nerven  an  den  Muskelmassen  e|)enfalls  markfrei,  sodass  auch 
hier  die  Uebertragung  des  Reii^es  auf  die  Muskelfasern  nicht 
durch  eine  isolirende  Schicht  gestört  ist.  Und  da  nun  die  Mark- 
reife  einuaal  in  sensorischen  Systemen  sensibler  Nerven  etwas 
frtther  eintritt  als  in  den  sensiblen  Nerven  selbst  (mit  Ausnahme 
des  N.  vestibularis),  und  zweitens  noch  früher  in  den  grossen 
reflectorischen  Systemen  und  in  den  durch  diese  beeinflussten 
motorischen  Nerven,  so  folgt,  dass  hierdurch  die  intracerebrale 
Ausbreitung  und  Uebertragung  sensibler  Reize  in  bestimmter 
Weise  geregelt  ist.  Weil  die  motorischen  Nerven  und  die  re- 
flectorischen Systeme,  die  zu  deren  Ursprungskernen  hin  Reize 
übertragen,  diejenigen  Leitungsbahnen  sind,  welche  zuerst  im 
ganzen  Nervensystem  fertig  werden ,  so  können  sie  nur  allein 
als  fuuctionsreife  Nervenstränge  eine  isolirte  Fortpflanzung  von 
Reizen  übernehmen,  sobald  sensible  Leitungen  ihnen  solche  zu- 
führen. Nur  auf  einem  bereits  fertigen  Schienenstrang  können, 
um  diesen  Vergleich  zu  gebrauchen,  Eisenbahnwagen  in  be- 
stimmter Richtung  auf  grössere  Entfernungen  hin  fortbewegt 
werden;  und  so  erscheint  auch  hier  die  Uebertragung  sen- 
sibler Reize  zu  einem  Muskelapparat  hin  an  den  in  jedem  Zeit- 
abschnitt fertigen,  d.  h.  markreifen  Nervenstrang  gebunden. 
Die  Grundeinrichtungen  im  Nervensystem  erscheinen  vom  Stand- 
punkt der  Entwicklung  aus  als  reflectorische  und  die  ersten 
Aeusserungen  seiner  beginnenden  Function  als  Reflexacte. 

Diese  letzteren  Verhältnisse  sind  auf  der  beigefügten  Tafel 
an  zwei  schematischen  Zeichnungen  erläutert.  Die  Farben- 
unterschiede in  niarkhaltigen  Bahnen  entsprechen  ungefähr 
den  beobachteten  Subtractionsfarben  und  geben  dadurch  ein 
annäherndes  Bild  von  dem  Stadium  der  Markreife  zu  einer  be- 
simmten  Entwicklungszeit. 

Fig.  1  giebt  die  reflectorischen  Beziehungen  zwischen  Hür- 
und  Sehnerv  einerseits  und  dem  motorischen  Apparat  für  Kopf- 
und  Augenbewegungen. 

Fig.  S  zeigt  entsprechende  Beziehungen  zwischen  den  hin- 
teren und  vorderen  Rückenmarkswurzeln. 


Herr  Pfeffer  sprach  über  ein  Zimmer  mit  constanten  Tempe- 
raturen. 

Physiologische  Arbeiten  erfordern  in  mannigfacher  und  oft 
in  so  ausgedehnter  Weise  bestimmte  Wärmegrade,  dass  es  oft 
unmöglich  ist  mit  dem  beschränkten  Raum  in  Thermostaten  aus- 
zukommen. Es  wurde  deshalb  im  botanischen  Institut  ein 
Zimmer  construirt,  welches  gleichzeitig  z.  B.  Temperaturen  von 
%%fiP  bis  37^  G.  darbietet.  Erreicht  ist  dieses  durch  eine  regula- 
torisch wirkende  Ofenheizung,  deren  Einrichtung  näher  aus- 
einandergesetzt wurde. 


Sophns  Lie»  Zur  allgemeinen  Theorie  der  partiellen  Differen- 
tialgleichungen beliebiger  Ordnung, 

(Die  neuen  Theorien  dieser  Abhandlung  tbeilte  ich  der  König!.  Sttchs. 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  am  41.  October  4898  mit.  Sodann  ent- 
wickelte ich  sie  eingehend  in  meinen  Vorlesungen  an  der  Universität 
Leipzig  im  Wintersemester  4893 — 4894. 

SOPHUS  LiE.) 

In  der  ganzen  modernen  Mathematik  ist  die  Theorie  der 
Differentialgleichungen  die  wichtigste  Disciplin. 

Es  dürfte  richtig  sein,  zu  sagen,  dass  die  ßegriffe  Differen- 
tialquotient und  Integral,  deren  Ursprung  jedenfalls  bis  auf 
Arghimbdbs  zurückgeht,  dem  Wesen  der  Sache  nach  durch  die 
Untersuchungen  von  Kepler,  Desgaetbs,  Gayalieri,  Fermat  und 
Wallis  in  die  Wissenschaft  eingeführt  worden  sind.  Dass  aber 
nichtsdestoweniger  diese  Forscher  keineswegs  als  Begründer 
der  Infinitesimalrechnung  betrachtet  werden  können,  dürfte 
schon  daraus  hervorgehen ,  dass  sie  noch  nicht  bemerkt  hatten, 
dass  Differentiation  und  Integration  inverse  Operationen  sind. 
Diese  capitale  Entdeckung  *),  die  uns  jetzt  als  selbstverständlich 
erscheint,  gehört  Newton  und  Lbibniz,  die  überdies  die  uner- 
messliche  Tragweite  der  besprochenen  Begriffe  erkannten  und 
gleichzeitig  zweckmassige  Algorithmen  einführten.  Ganz  be- 
sonders  wichtig   waren    einerseits  Nzwtom's  Entdeckung  der 


4)  Die  Frage,  ob  Newton  oderLEiBiiiz  zuerst  bemerkt  haben,  dass 
Differentiation  und  Integration  inverse  Operationen  sind,  hat  offenbar  die 
grösste  Bedeutung  für  die  Entscheidung  des  alten  Prioritfitsstreites  hin- 
sichtlich der  Begründung  der  Infinitesimalrechnung.  Wenn  ich  eine  münd- 
liche Mittheilang  des  Herrn  Zevthen  richtig  verslanden  habe,  wird  dieser 
Forscher,  der  schon  so  viel  für  die  Geschichte  der  Mathematik  geleistet 
hat,  die  soeben  besprochene  Frage  in  einer  bald  erscheinenden  Arbeit  be> 
handeln. 
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Binomialformel,  die  ja  zeigte,  wie  man  viele  Differentiale  und 
Integrale  findet,  andererseits  Leibriz^s  Einführung  der  Symbole 
dx,  dy,  sowie  endlich  die  Betrachtung  und  Verwerlhung  der 
höheren  Differentialquotienten. 

Die  Anwendungen  der  Begriffe  Differential  und  Integral, 
die  von  Newton's  und  Leibniz^s  Vorgängern  herrühren,  bezogen 
sich  fast  nur  auf  das  Ziehen  von  Tangenten,  und  die  Bestimmung 
von  Bogenlängen,  Flächenräumen  und  Volumina.  Bei  der 
freieren  Auffassung  der  beiden  Begriffe ,  die  von  Newton  und 
Leibniz  herrührt,  war  es  diesen  grossen  Mathematikern  mög- 
lich ,  solche  Probleme  ernstlich  in  Angriff  zu  nehmen,  die  wir 
jetzt  als  Differentialgleichungen  bezeichnen.  Vielleicht  dürfte  es 
richtig  sein,  zu  behaupten,  dass  gerade  die  Formulirung  und  In- 
tegration von  Differentialgleichungen  die  epochemachenden  Fort- 
schritte sind,  die  in  erster  Linie  die  Newton-Leibnix^sche 
Aera  und  gleichzeitig  die  jetzige  höhere  ^Mathematik  charak- 
terisiren. 

Ganz  besonders  berühmt,  und  zwar  mit  vollem  Grunde,  ist 
Newton's  Ableitung  der  KEPLBR'schen  Gesetze  der  Planetenbe- 
wegung aus  dem  von  Newton  selbst  formulirten  Gravitations- 
gesetz. Diese  nicht  allein  für  die  Mechanik  epochemachende 
Entdeckung  beruht  factisch  auf  der  Integration  eines  Systems 
von  Differentialgleichungen ;  denn  das  Gravitationsgesetz  giebt 
die  Differentialgleichungen  der  Planetenbewegung,  und  die 
KEPLER'schen  Gesetze  sind  weiter  nichts  als  die  zugehörigen  In- 
tegralgleichungen. 

Die  Brüder  Jacob  und  Johann  Beunoülli  {\  654—1705,  i  667 — 
1748)  gaben  mehrere  Beiträge  zur  Theorie  der  Differentialglei- 
chungen; besonders  berühmt  sind  ihre  Untersuchungen  über 
geodätische  Curven  und  isoperimetrische  Probleme,  die  als 
Anfänge  der  Variationsrechnung  zu  betrachten  sind. 

Der  italienische  Mathematiker  Rigcati  (1676—4754)  lenkte 
die  Aufmerksamkeit  auf  einige  Fälle  der  später  so  berühmten 
Gleichung 

ä-^=Ma.)+V,(a:)y  +  X,(.r)y*, 

die  unter  den  nichtintegrablen  Differentialgleichungen  unzwei- 
felhaft als  die  einfachste  und  wichtigste  zu  betrachten  ist. 
Neuere  gruppentheoretische   Untersuchungen  zeigen  nämlich, 
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dass  diese  Gleichung  als  ein  Analogon  der  algebraischen 
Gleichung  fünften  Grades  aufgefasst  werden  kann. 

Glairaut  (1743 — 4765),  der  besonders  durch  seine  Unter- 
suchungen über  gewundene  Gurven  bekannt  geworden  ist,  be- 
schäftigte sich  mit  Gleichungen  von  der  Form 

y  —  ^y'  —  9{y')  =  ^^ 

deren  Integrationstheorie  bekanntlich  mit  dem  Begriffe  Linien- 
coordinaten  in  Verbindung  steht.  Man  darf  daher  behaupten, 
dass  der  Ursprung  des  Begriffes  Liniencoordinaten  (ja  sogar 
Dualität)  bis  auf  Clairaut  zurückgeführt  werden  kann. 

Noch  mächtiger  war  der  Einfluss  d'ALBifBBHT's(4747— 4783) 
auf  die  allgemeine  Theorie  der  Differentialgleichungen.  Durch 
Aufstellung  des  allgemeinen  mechanischen  Princips  ^),  das  seinen 
Namen  trägt,  führte  er  alle  Probleme  der  Dynamik  auf  Differen- 
tialgleichungen zurück  und  gab  hiermit  Nbwton's  bahnbrechen- 
den mechanischen  Ideen  eine  allgemeingültige  und  definitive 
Form.  Sehr  wichtig  waren  ebenfalls  d'ALEMBERT's  schöne  Unter- 
suchungen über  gewöhnliche  und  partielle  lineare  Differential- 
gleichungen. 

Die  Namen  Euler,  Lagrange  und  Laplage,  Moxge,  AmpI<:rk 
und  Ppafp  bezeichnen  eine  neue  Epoche  in  der  allgemeinen 
Theorie  der  Differentialgleichungen,  die  sich  u.  a.  dadurch 
charakterisiren  lässt,  dass  man  anfing,  auch  die  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen unter  allgemeinen  Gesichtspunkten  zu  be- 
trachten. Bei  dieser  Gelegenheit  kann  ich  selbstverständlich 
nicht  auf  alle  Beiträge  zur  Theorie  der  Differentialgleichungen 
eingehen,  die  von  diesen  grossen  Mathematikern  und  ihren  noch 
grösseren  Nachfolgern  Gauss,  Caught,  Fouribr,  Abel,  Jagobi  und 
RiBHANN  herrühren.  Ich  will  aber  versuchen,  im  Kapitel  I,  wenn 
auch  nur  in  grossen  Zügen ,  einige  unter  den  wichtigsten  Rich- 
tungen in  den  neueren  Untersuchungen  über  Differentialgleich- 
ungen kurz  zu  charakterisiren.    Ausführlicher  gehe  ich  dabei 


h)  Neaerdings  hat  Herr  OsnrALD  versucht,  ein  allgemeines  Princip 
aufzustellen,  das  alle  Naturgesetze  umfassen  soll.  Es  ist  aber,  wie  schon 
früher  von  mir  hervorgehoben,  zu  beklagen,  dass  die  bisherige  mathe- 
matische Formalirung  dieses  Princips  so  vag  und  unklar  ist,  dass  Mathe- 
matiker den  Sinn  desselben  nicht  verstehen  können.  Erst  wenn  eine  wirk- 
liche Formulining  des  Princips  voriiegt,  iKsst  sich  die  Frage,  ob  z.  B. 
Hbktz  lihnliche  Ideen  gehabt  hat,  entscheiden. 
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nur  auf  diejenigen  Richtungen  ein,  die  mit  meinen  eigenen 
Untersuchungen  in  Verbindung  stehen.  Sodann  versuche  ich 
in  Kapitel  II  einige  von  mir  herrührende  Theorien,  die  bis  jetzt 
nur  in  der  norwegischen  Sprache  und  in  knapper  Form  skizzirt 
waren,  in  die  richtige  Beleuchtung  zu  setzen.  In  den  folgenden 
Kapiteln  entwickele  ich  sodann  ziemlich  ausführlich  wichtige 
und  allgemeine  Integrationstheorien,  die  ebenfalls  von  mir  her- 
rühren. 


Kapitel  I. 

YergleickeBde  Betraditnngeii  über  neuere  Untersaeknngen ,  die  sich 
auf  Differential^leielmngeii  beziehen. 

In  diesem  Kapitel  versuchen  wir  zuerst  eine  Uebersicht 
über  die  seit  Euler  und  Lagrange  ausgeführten  Untersuchungen 
über  Differentialgleichungen  zu  gewinnen.  So  unvollständig  und 
unvollkommen  auch  diese  unsere  Betrachtungen  sein  mögen, 
so  werden  sie  doch  dazu  dienen,  die  Tendenz  unserer  eigenen 
Bestrebungen  klar  zu  stellen.  Ganz  besonders  eingehend  be- 
schäftigen wir  uns  sodann  mit  der  von  Monge,  Laplagb,  Aifpl:RE 
und  Darboux  entwickelten  Theorie  der  Charakteristiken  und  ge- 
winnen hierdurch  die  Grundlage  für  die  Darstellung  eigener 
Untersuchungen,  die  in  den  folgenden  Kapiteln  entwickelt 
werden. 


Verschiedene  Richtungen  innerhalb  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen. 

Soweit  ich  es  übersehe,  dürfte  es  richtig  sein  zu  sagen,  dass 
die  in  den  letzten  hundertundzwanzig  Jahren  veröffentlichten 
Untersuchungen  über  Differentialgleichungen  sich  grösstentheils 
in  vier  oder  fünf  verschiedenen  Kategorien  einordnen  lassen, 
zwischen  denen  sich  allerdings  viele  Berührungspunkte  finden 
lassen. 

Zu  der  ersten  Kategorie  rechne  ich  zunächst  die  von  ErLER, 
Lagrangb  und  Monge  angefangenen  Untersuchungen  über  par- 
tielle Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  die  von  Pfaff, 
Caughy,  Hamilton,  Jagobi,  A.  Mayer  und  Anderen  weiter  geführt 
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worden  sind.  Hierher  rechne  ich  ferner  die  von  Monge  und 
Laplagb  angefangenen  Untersuchungen  über  partielle  Differen- 
tialgleichungen zweiter  und  höherer  Ordnung.  Unter  Laplacb^s 
und  Mongb's  Nachfolgern  auf  diesem  Gebiete  sind  Ampere  ,  Dar- 
Boux  und  einige  andere  französische  Mathematiker  diejenigen, 
die  die  wichtigsten  Fortschritte  begründet  haben.  In  allen 
diesen  Arbeiten  spielt  der  MoNGB'sche  Begriff  Charakteristik  im- 
plicite  oder  explicite  eine  wichtige  Rolle. 

Zu  der  zweiten  Richtung  rechne  i^h  die  von  d'ALEMBBRT, 
PouRiBR  und  Gaucht  angefangenen,  von  RiEMAifir,  Wbierstrass, 
Mbrat,  Schwarz,  G.  Nbumann,  Poingar^,  Pigard  und  vielen  an- 
deren hervorragenden  Mathematikern  weitergeführten  Unter- 
suchungen, die  sich  einerseits  mit  Integrabilittttsbedingungen 
beschäftigen,  andererseits  mit  der  Bestimmung  derjenigen  Inte- 
grale, die  zu  gegebenen  Anfangsbedingungen  gehören. 

Zu  der  dritten  Richtung  rechne  ich  die  meisten  neueren 
Untersuchungen  über  lineare  Differentialgleichungen,  deren 
Grundlage  eigentlich  die  von  Caughy  und  Abbl  geschaffene  all- 
gemeine Functionentheorie  ist.  Muss  man  auch  sagen,  dass 
Gauss  und  Ribmann  für  diese  Richtung  die  Bahn  gebrochen 
haben,  so  muss  man  doch  Fugbs  (4866)  als  den  eigentlichen  Be- 
gründer dieser  Richtang  auffassen.  Diese  Untersuchungs- 
richtung  erhielt  eine  neue  Tragweite  durch  die  Einftlhrung  des 
GALOis^schen  Begriffs  der  discontinuirlichen  Gruppe.  In  den  mir 
bekannten  Arbeiten  Ribmann's  kommt  dieser  Begriff  nicht  ex- 
plicite vor;  ebenso  wenig  in  Fuchs'  älteren  Untersuchungen. 
Die  ersten  Arbeiten,  die,  soweit  mir  bekannt,  den  GALOis'schen 
Gruppenbegriff  für  die  allgemeine  Theorie  der  (linearen)  Diffe- 
rentialgleichungen verwerthen,  sind  G.  Jordan's  Publicationen 
in  der  ersten  Hälfte  des  Jahres  4874.  Einen  Fortschritt  be- 
gründete andererseits  FuGHs'Verwerthung(4  875)  derGAYLBY^schen 
Invariantentheorie  für  die  linearen  Differentialgleichungen.  Da- 
bei ist  immerhin  zu  beachten,  dass  diese  Resultate  sich  einfacher 
und  sogar  vollständiger  durch  Vereinigung  von  G.  Jordan's  soeben 


4)  Es  ist  ja  sicher  genug»  dass  in  Riemarr's  wie  in  so  vielen  älteren 
Arbeiten  der  Gruppenbegriff  implicite  vorkommt.  Ob  aber  Rikmanii  den 
Gruppenbegriff  wirklich  besass,  darüber  weiss  man  doch  wohl  nichts.  Der 
Umstand,  dass  Ribmamr  in  seinen  Untersuchungen  über  AsBL'sche  Integrale 
gar  nicht  Galois  citirt,  deutet  nicht  gerade  darauf,  dass  er  mit  Galois'  Ar- 
beiten, und  Ideen  genauer  bekannt  war. 
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citirten  Untersuchungen  mit  F.  Kleines  im  Jahre  4874  durchge- 
führter Bestimmung  ^j  aller  disconiinuirlichen  projecti  ven  Gruppen 
der  Geraden  ableiten  Hessen,  wie  Klein  nachträglich  zeigte. 

Zu  dieser  Richtung  gehören  eine  grosse  Anzahl  functionen- 
theoretischer  Untersuchungen,  die  von  Schwarz,  Hbrüitb,  Thom«, 
Frobenius,  Fi'CHS,  Klein,  PoiNCARfi,  Pigard,  Appbl,  Painlbv£ 
und  Anderen  herrühren.  Auf  diese  Untersuchungen  brauchen 
wir  hier  nicht  einzugehen;  dagegen  besprechen  wir  später, 
wenn  auch  nur  flüchtig,  Cogklbs,  Lagubrrb^s  und  Halphbn's  sowie 
Pigard's  und  Vbssiot's  Untersuchungen  über  lineare  Differential- 
gleichungen. 

Zu  der  vierten  Richtung  rechne  ich  diejenigen  Untersuch- 
ungen, die  expHcite  oder  implicite  meinen  allgemeinen  Begriff 
der  continuirlichen  Gruppen  für  die  Integrationstheorie  ver- 
werthen.  In  den  hierher  gehörigen  Arbeiten  spielt  gleichzeitig 
der  aus  dem  Gruppenbegriffe  fliessende  Begriff  Differential- 
invariante eine  fundamentale  Rolle.  Auf  die  geschichtliche  Entr- 
wickelung  dieser  beiden  Begriffe  brauche  ich  bei  dieser  Ge- 
legenheit nicht  einzugehen.  Diese  ganze  Richtung  nimmt  ihren 
Ursprung  in  meiner  in  den  Jahren  4869 — 4870  gemachten  Ent- 
deckung, dass  die  Integrationstheorien  der  älteren  Mathematiker, 
die  früher  als  isolirte  Theorien  betrachtet  wurden,  durch  Ein- 
führung des  Begriffs  der  continuirlichen  Gruppen  auf  eine  ge- 
meinsame Quelle  zurückgeführt  werden  können.  Diese  Be- 
merkung führte  mich  sogleich  zu  einer  Reihe  neuer,  allerdings 
einfacher  Integrationstheorien,  die  sämmtlich  einen  gruppen- 
theoretischen Charakter  besassen  (Ges.  d.  W.  Ghristiania  4874. 
Math.  Ann.  Bd.  V). 

Im  Jahre  487S  skizzirte  ich,  wenn  auch  in  knappster  Form, 
mehrere  umfassende  Integrationstheorien,  die  auf  einer  In- 
variantentheorie der  unendlichen  Gruppe  aller  Berührungs- 
transformationen, sowie  auf  einer  Invariantentheorie  der  unend- 


4)  Im  November  4  878  theilte  ich  Klein  mit,  dass  ich  alle  continuir- 
lichen Gruppen  in  einer  Veränderlichen  auf  die  projective  Form  gebracht 
hatte.  Diese  meine  Mittheilung  war,  wenn  ich  nicht  irre,  die  äussere  Ver- 
anlassung SU  Klbin's  im  Frühling  4  874  durchgeführter  Bestimmung  aUer 
discontinuirlichen  projectiven  Gruppen  in  einer  Veränderlichen.  Von  In- 
teresse dürfte  es  noch  sein,  zu  notiren,  dass  Klein  sich  schon  in  dieser  Zeit 
Brief  vom  30.  April  4874)  mit  der  Frage  nach  allen  eindeutigen  Func- 
tionen mit  einer  discontinuirlichen  projectiven  Gruppe  beschäftigte. 
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liehen  Gruppe  aller  Punkttransformationen  beruhen  (vgl.  kurzes 
Resum^  mehrerer  neuer  Theorien,  April  \  872 ;  Zur  Theorie  der 
Diflferentialprobleme  October  4872;  Zur  Invariantentheorie  der 
Beriihrungstransformationen,  December  1872;  Ges.  d.  W.  Ghristi- 
ania).  Eine  ausführlichere  Darstellung  dieser  Theorien  gab  ich 
in  denselben  Verhandlungen  fttr  4873  —  Febr.  4875;  vgl.  Math. 
Ann.  Bd.  VIII  und  XI.  Ks  ist  hier  nicht  nothwendig,  meine 
zahlreichen  weiteren  Publicationen  über  diese  Gegenstände  zu 
citiren;  nur  möchte  ich  darauf  hinweisen,  dass  meine  wichtig- 
sten Resultate  in  den  Math.  Annalen  Bd.  XXiy  und  XXV  in 
knapper  Form  zusammengestellt  sind.  Für  alle  diese  meine 
Untersuchungen  ist  es  charakteristisch,  dass  ich  mich  nicht  dar- 
auf beschränke^  gewisse  Integrationen  zu  leisten,  sondern  in  jedem 
einzelnen  Fail  genau  angebe,  welche  Reductionen  möglich  sind. 
Allerdings  ist  zu  bemerken,  dass  meine  Beweise  dafür,  dass 
weitere  Reductionen  unmöglich  sind,  noch  nicht  alle  in  extenso 
vorliegen. 

Zu  dieser  Richtung  rechne  ich  ferner  die  schönen  Arbeilen 
von  Lagubrrb  und  Halphbn  über  Transformation  von  gewöhn- 
lichen linearen  Differentialgleichungen.  Diese  Untersuchungen 
beziehen  sich  factisch  auf  die  unendliche  Gruppe 

x,=(p[x),    y,=yfp(x], 

was  allerdings  von  den  beiden  Verfassern  nicht  gesagt  wird.  Ich 
muss  annehmen,  dass  Laguerrk  (4879)  und  Halphbn  (4  882)  meine 
Invariantentheorie  der  Berührungstransformationen  und  meine 
darauf  begründeten  Integrationstheorien  ursprünglich  nicht 
näher  gekannt  haben,  sonst  würden  sie  doch  wohl  auf  die 
vielen  Analogien  zwischen  diesen  beiden  Theorien  hingewiesen 
haben  ^).  Zu  bemerken  ist  übrigens,  dass  der  englische  Mathe- 
matiker CoGKLE  schon   im  Jahre  4870  für  lineare  Differential- 


\)  Dass  meine  älteren  geometrischen  Arbeiten  über  Curven  und 
Flächen  mit  unendi.%eh  vielen  projectiven  Transformationen  Halpben  nicht 
unbekannt  waren,  geht  aus  den  Citaten  seiner  Dissertation  (4  879)  hervor. 
Dass  er  aber  die  Tragweite  meiner  Integrationstheorien  ursprünglich  nicht 
kannte,  geht  schon  daraus  hervor,  dass  seine  in  den  Jahren  4879 — 1864 
veröffentlichten  Integrationstheorien  nicht  allein  einen  ganz  speciellen 
Charakter  haben,  sondern' überdies  unvollkommen  sind,  indem  sie  die 
Ordnung  und  die  Anzahl  der  erforderlichen  Integrationsoperationen  keines- 
wegs auf  ihr  Minimum  hcrabdrücken. 
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gleichungen  Ideen  entwickelt  hatte ,  die,  obgleich  particulär, 
immerhin  mit  Laguerre's  Ideen  verwandt  sind. 

Zu  dieser  Richtung  rechne  ich  endlich  eine  Reihe  neuer 
Untersuchungen  von  Picard  und  Vbssiot,  auf  deren  Wichtigkeit 
ich  schon  bei  vielen  Gelegenheiten  hingewiesen  habe. 

Wenn  die  hier  gegebene  geschichtliche  Darstellung  correct  w/, 
so  kann  ich  darauf  Anspruch  machen,  zuerst  den  Gruppenbegriff 
für  die  Integrationstheorie  der  Differentialgleichungen  verwerthet 
zu  haben.  Innerhalb  der  FucHs'schen  Richtung  wurde  ja  der 
Gruppenbegriff  und  zwar  der  Begriff  der  discontinuirlicheti 
Gruppe  zuerst  im  Jahre  \  874  von  C.  Jordan  verwerthet.  Da- 
gegen stammt  meine  Theorie  der  Functionengruppen  aus  dem 
Jahre  4  872 ,  während  der  Ursprung  meiner  Integrationstheoric 
eines  vollständigen  Systems  mit  bekannter  endlicher  oder  un- 
endlicher Gruppe  sich  noch  weiter  zurück  verfolgen  lässt.  — 

Ich  bin  mir  selbstverständlich  sehr  wohl  bewusst,  dass  es 
viele  wichtige  Untersuchungen  ttber  Differentialgleichungen 
giebt,  die  sich  nicht  unter  eine  der  vier  besprochenen  Rich- 
tungen unterordnen  lassen.  Als  solche  Untersuchungen  nenne 
ich  Briot  und  Boi}qi;bt's  functionentheoretische  Untersuchungen, 
ferner  Darbouk's  Arbeiten  über  algebraische  Differentialglei- 
chungen, sowie  die  von  Bruns  und  Poincar^  herrührenden,  so 
werthvollen  Untersuchungen  ttber  das  Problem  der  drei  KOrper 
und  endlich  einige  andere  functionentheoretische  Untersuchungen. 
Die  vorhergehenden  kritischen  Bemerkungen  machen  eben 
auf  Vollständigkeit  keinen  Anspruch.  Da  aber  die  Zahl  der 
Untersuchungen  über  Differentialgleichungen,  besonders  in 
den  letzten  Decennien  so  colossal  wächst,  schien  es  mir  be- 
rechtigt, einmal  zu  versuchen,  auf  die  gegenseitigen  Bezieh- 
ungen aller  dieser  Untersuchungen  einzugehen.  Wenn  ich  erst 
die  erforderlichen  bibliographischen  Studien  gemacht  habe, 
werde  ich  an  anderer  Stelle  ausführlich  auf  diesen  Gegen- 
stand zurückkommen. 


Zwischen  diesen  verschiedenen  Richtungen  finden  sich 
viele  Berührungspunkte,  die  hohes  Interesse  darbieten.  Meine 
eigenen  Bestrebungen  gehen  in  erster  IJnie  darauf  hinaus ,  den 
Begriff  der  continuirlichen  Gruppen  auch  für  die  drei  erstge- 
nannten Richtungen  zu  verwerthen. 
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Dass  es  naturgemSiss  ist,  die  ganze  Theorie  der  partiellen 
Differentialgleichungen  4 .  0.  von  gruppentheoretischem  Stand- 
punkte zu  behandeln,  habe  ich  schon  in  meinen  ältesten  Arbeiten 
gezeigt.  In  dieser  Arbeit  versuche  ich  in  so  grosser  Ausdehnung 
wie  möglich  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
beliebiger  Ordnung  auf  diejenige  der  Gleichungen  erster  Ord- 
nung zurtlckzufahren  und  dadurch  die  allgemeine  Theorie  einer 
gruppentheoretischen  Behandlung  zugänglich  zu  machen.  Meine 
nächste  Arbeit,  deren  Inhalt  schon  im  Anfange  des  vorigen 
Jahres  dieser  Gesellschaft  mitgetheilt  wurde,  geht  in  dieser 
Richtung  noch  wesentlich  weiter. 


§2. 

Theorie  der  Charakteristiken  der  partiellen  Differentialgleichangeii. 

Aus  Lagrangb's  Theorie  der  vollständigen  Losungen  einer 
partiellen  Differentialgleichung  4 .  0. : 

F(xyzpq)  —  0 

folgt,  wie  Monge  betonte,  dass  alle  Integralflächen  einer  solchen 
Gleichung,  die  sich  in  einem  Punkte  berühren,  eine  Gurve  ge- 
mein haben  und  sich  überdies  längs  dieser  Curve  berühren. 
Monge  bezeichnete  diese  Gurven*)  als  Charakteristiken;  er  fand, 
dass  zu  jeder  Gleichung  F=  0  (höchstens]  oo'  Charakteristiken 
gehören,  sowie  dass  jede  Integralfläche  oo*  Charakteristiken 
enthält.  Hieraus  zog  er  nun  insbesondere  den  Schluss,  dass 
durch  jede  Curve,  die  keine  Charakteristik  ist,  sich  nur  eine  In- 
tegralfläche hindurchlegen  lässt. 

Monge  dehnte  den  Begriff  Charakteristik,  wenn  auch  in 
wenig  präciser  Form,  auf  partielle  Differentialgleichungen  be- 
liebig hoher  Ordnung  in  xy  z  aus. 


4)  Mongk's  grosse  Bedeutung  für  die  Theorie  der  Differentialglei- 
chungen beruht  wesentlich  darauf,  dass  er  diese  Disciplin  durch  Einfüh- 
rung einfacher  Elementarbegriffe  einer  begrifflichen  Auffassung  zugänglich 
machte.  Ihm  und  seinen  Zeitgenossen  fehlte  die  freie  Auffassung  der  Ima- 
ginäreHf  die  Kenntniss  des  Begriffs  der  n- fachen  Räume,  sowie  theilweise 
die  functtonentheoretische  SMngenx, 
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Fttr  Gleichungen  zweiter  Ordnung 

F(xyzpqrst)  =  0 

gestaltet  sich  diese  Ausdehnung  etwa  folgendermassen : 

Monge  bezeichnet  auf  jeder  Integralflache  diejenigen  Curven 
als  Charakteristiken,  die  die  Gleichung 

erfüllen.    Jede  Integralfl&che  enthalt  somit  cx)*  MoNGE'sche  Cha- 
rakteristiken, die,  sobald  der  Ausdruck 


ör  hl 


-m 


nicht  verschwindet,  in  zwei  verschiedene  Schaaren  zerfallen 
und  somit  die  Flache  zweifach  überdecken.  Man  definirt  diese 
Curven  am  einfachsten  indirecL  Zieht  man  nämlich  auf  einer 
beliebigen  Integralflache  eine  Curve,  die  keine  Charakteristik 
ist,  so  giebt  es  keine  andere  Integralflache,  die  die  gegebene 
Flache  nach  dieser  Curve  osculirL 

In  entsprechender  Weise  dehnt  sich  der  Charakteristiken- 
begriff  auf  beliebige  partielle  Differentialgleichungen  (in  den 
Veränderlichen  xy  z)  aus. 

Diese  Betrachtung  führte  Moxgk  und  Ampere  zu  Integra- 
tionstheorien, die  jedenfalls  einige  partielle  Differentialglei- 
chungen von  der  Form 

A  (rt  —  s^)  +  Br+  Cs  +  Dt+E=0 

auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen  zurückführen. 

Monge  und  Amp^rb  erkannten  nämlich,  dass  es  möglich  ist. 
drei  lineare  Differentialgleichungen 

[\)  aj,  dx  +  bi,dy  +  c^  dz  +  dj,  dp  +  e^dq  =  0   (k  =  4,  2,  3) 

aufzustellen,  die  von  jeder  Charakteristik  der  einen  Schaar  er- 
füllt werden.  (Dem  entsprechend  befriedigen  die  Charakte- 
ristiken der  zweiten  Schaar  ein  analoges  totales  System,  das 
hier  zunächst  nicht  in  Betracht  kommt.)  Es  können  nun  mehrere 
wesentlich  verschiedene  Falle  eintreten.  Wir  wollen  mit  Monge 
und  Ampere  insbesondere  den  Fall  berücksichtigen,  dass  das 
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totale  System  (4]  integrabel  ist,  und  zwar  wollea  wir  annehmen, 
dass  zwei  und  nur  zwei  unabhängige  Integrale 

u{xyzpq),  V  [xyzpq] 
vorhanden  sind. 

Längs  einer  Charakteristik  haben  auf  jeder  Integralflache 
sowohl  1/  wie  v  constante  Werthe,  die  aber  (im  Allgemeinen) 
bei  dem  Uebergang  zu  einer  anderen  Charakteristik  der  be- 
treffenden Flache  variiren.  Auf  jeder  einzelnen  Integralflache 
sind  daher  u  und  v  durch  eine  Relation 

V  —  <jp  (m)  =  0 

gebunden,  deren  Form  natttrlicherweise  für  die  verschiedenen 
Integralflachen  nicht  immer  dieselbe  ist. 

Nun  aber  sind  u  und  v  bestimmte  Functionen  vonxyzpq] 
dementsprechend  ist  die  Gleichung 

V  —  cp  (w)  =  0 

eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  richtiger 
gesagt:  die  Gleichung 

V  —  <JP  (u)  =  0) 

reprasentirt,  wenn  cp  eine  willkürliche  Function  bezeichnet,  un- 
endlich viele  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
Hieraus  ergiebt  sich,  dass  man  die  allgemeinen  Integral- 
flachen der  vorgelegten  MoNGE-AMPl^RE\schen  Gleichung  zweiter 
Ordnung  dadurch  findet,  dass  man  alle  Integralflachen  aller 
Gleichungen  erster  Ordnung 

V  —  q>{u)  =  0 

aufsucht,  und  sodann  unter  ihnen  alle  herausgreift,  die  die  vor- 
gelegte Gleichung  zweiter  Ordnung  erfüllen.  Nun  aber  ist  es 
leicht  zu  sehen,  dass  es  eine  und  nur  eine  partielle  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  giebt,  die  von  den  Integralflachen 
aller  Gleichungen 

V  —  (p{u)  =0 

erfüllt  wird.  In  der  That:  die  beiden  durch  Differentiation 
gefundenen  Gleichungen: 
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dv  ,    .     du 

dv         ,,  K    du 

geben  durch  Elimination  von  q>^  [u]  die  einzige  Gleichung 

dv  du        dv  du 

dx  dy         dy  dx         ' 

die  offenbar  eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
darstellt,  die  mit  der  vorgelegten  MoNGB-AiiPitRB'schen  Gleichung 
identisch  ist. 

In  dieser  Weise  ergiebt  sich  der  schöne  von  Mongb  und 
ÄHPitRB  erhaltene  Satz : 

Erfüllen  auf  den  Inte^alflächen  einer  vorgelegten  Monge - 
Amp^r  ersehen  Gleichung 

Ar  +  Bs  +  Ct  +  I)  +  h:  (rt  —  s*)  =  0 

die  charakteristischen  Streifen  erster  Ordnung  (der  einen  Scham\ 
zwei  Gleichungen  von  der  Form 

u  (xyzpq)  =  a  =  ConsL 

v  (xyzpq)  =:  6  =  Const.^ 

so  lassen  sich  die  allgemeinen  Integralflächen  dadurch  finden^  dass 
man  das  allgemeine  intermediäre  Integral 

V  —  q)  (u)  =  0 

aufstellt  und  die  zugehörigen  Integralflächen  dieser  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  aufsucht, 

Suchen  wir  insbesondere  diejenige  Integralfläche  der  vor- 
gelegten MoNGB-AiipfeRB'schen  Gleichung  (1),  die  eine  gegebene 
Curve  X  =  X  [t),  y  =  Y{t)y  z=Z(t]  enthält  und  längs  ihr  eine  ge- 
gebene Developpable  berührt,  so  berechnen  wir  zuerst  vermöge 
der  Gleichungen  der  Curve  und  der  hinzutretenden  Relationen 
;)  =  P[t),  q  =  Q{t)  die  beiden  Grössen  u(xyzpq)  und  v{xyzpq) 
als  Functionen  von  t  und  finden  sodann  durch  Elimination  von  / 
eine  Relation  v  —  cp  [u)  =  0,  die  als  eine  partielle  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  aufzufassen  ist;  sodann  sucht  man 
diejenige  Integralfläche  dieser  Gleichung  erster  Ordnung,  die  die 
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gegebene  Curve  enthKlt.  —  Auf  die  in  speciellen  Fällen  mög- 
lichen Integrationsvereinfachungen  gehen  wir  hier  nicht  ein. 

Nehmen  wir  jetzt  eine  ganz  beliebige  partielle  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung: 

F  [xyzpqrst]  =  0  . 

Für  alle  Integralflächen  erfüllen  die  charakteristischen 
Streifen  zweiter  Ordnung^]  sechs  lineare  Differentialgleichungen 
von  der  Form 

(2)  aj,  dx  +  bj,dy  +  Cj, dz  +  dj,dp  +  ej,  dq 

+  fj^dr-+-  gj^  ds  +  Ä^  d/  =  0 
(A  =  4,2,3...6), 

die  ein  totales  System  bilden. 

Setzen  wir  nun  mit  Darroux  voraus^  dass  dieses  totale 
System  integrabel  ist  und  zwar  zwei  und  nur  zwei  unabhängige 
Integrale 

M  [xyz  ...  rst) ,  t;(. ...) 

besitzt.  Dann  haben  auf  jeder  Integralfläche  die  Grossen  u  und 
V  Werthe,  die  längs  einer  Charakteristik  (der  einen  Schaar)  nicht 
variiren,  während  sie  bei  dem  Uebergang  von  einer  Charak- 
teristik zu  einer  anderen  Charakteristik  der  betreffenden  Inte- 
gralfläche im  Allgemeinen  alle  beide  sich  ändern.  Hieraus  zieht 
nun  Darboux  den  Schluss,  dass  jede  Integralfläche  von  F=0 
eine  gewisse  Gleichung  von  der  Form 

V  —  <jp  (w)  =  0 

erfallt.  Diese  neue  Gleichung  ist  aber,  sobald  die  Form  der 
Function  cp  gegeben  ist,  eine  partielle  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung ,  die  mit  F  =  0  gewisse  Integralßächen  ge- 
mein hat 

Wir  wollen,  obgleich  Darboux  darauf  nicht  eingeht,  die- 
jenige Integralfläche  von  F=0  suchen,  die  eine  gegebene  Curve 

y=Y{x),     z  =  Z(x) 

4)  Ich  bezeichne  eine  Charakteristik  als  einen  charakteristischen 
Streifen  erster  oder  zweiter  etc.  Ordnung,  wenn  ich  nicht  allein  die  Werthe 
der  Grössen  x,  y,  x,  sondern  auch  die  Werthe  der  Differentialqaotienlen 
p9  9i  ^9  *t  t,  etc.  längs  der  Charakteristik  berücksichtige. 

lUt1i.-pkyt.ClMN.  18ft6.  6 
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enthalt  und  längs  ihr  eine  gegebene  Developpable  berührt. 
Anders  ausgesprochen :  wir  denken  uns  in  meiner  Terminologie 
einen  Elementstreifen 

y=Y{x),     z  =  Z(x),     p=P{x),     q  =  0{x) 

gegeben  und  suchen  die  zugehörige  Integralflache  von  F=  0. 
Jetzt  genügen  die  Gleichungen : 

zusammen  mit  r/F=0,  jedenfalls  im  Allgemeinen,  zur  Be- 
stimmung der  Grössen  r,  s,  t  als  Functionen  von  x  für  alle 
Punkte  der  gegebenen  Curve.  Diese  Bestimmung  wird  nach 
Monge  und  Caucht  nur  dann  illusorisch,  wenn  die  Determinante 

M     r    0.   I 

'  0     1.    r  I  =Frr*  —  F^r  +  F^ 

'   F       F       Fs    • 
'^r      *^s      ^t    I 

für  alle  Punkte  der  gegebenen  Curve  verschwindet,  anders 
ausgesprochen,  wenn  die  Curve  als  Charakteristik  auftritt 
Sehen  wir  von  diesem  Ausnahmefall  ab,  so  erkennen  wir  durch 
ganz  ähnliche  Betrachtungen,  dass  nicht  allein  r,  5,  /,  sondern 
auch  die  Ableitungen  dritter  und  höherer  Ordnung  als  Func- 
tionen von  X  längs  der  Curve  bestimmt  sind.  Durch  Einsetzung 
der  Werthe: 

y=Y{x),    z  =  Z{x),    p=P{x),    q  =  Q{x), 

r  =  R{x),     s  —  S{x),     f=:T{x) 

finden  wir  daher,  dass  auch  die  Grössen  u{x  ,,,t)  und  v(x.,.f 
sich  längs  der  Curve  als  Functionen  von  x: 

u  =  U(x) ,     V  =  V(x) 

berechnen  lassen.  Sodann  ergiebt  sich  durch  Elimination  von 
X  eine  ganz  bestimmte  Relation 

V  —  (p(u)=  0  j 

die  nur  die  Grössen  u  und  v  enthält.  Da  nun  Caucht's  allge- 
meine Theorie  zeigt,  dass  zu  den  gegebenen  Anfangsbedingungen 
wirklich  eine  Integralfläche  von  F  =  0  gehört,  da  es  and9re^ 
seits  sicher  ist,  dass  es  eine  und  nur  eine  Gleichung  v  —  %ff{ü) 
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=  0  giebt,  die  für  alle  Punkte  unserer  Integralfläche  besteht, 
und  da  wir  endlich  wissen,  dass  die  eben  gefundene  Gleichung 
V  —  q)(u)  =  0  für  oo*  Punkte  unserer  Integralflache  besteht,  so 
können  wir  mit  Sicherheit  schliessen ,  dass  gerade  diese  Glei- 
chung V  —  qp(M)  =  0  für  alle  Punkte  unserer  Fläche  besteht. 
Wir  Beigen  später,  wie  sich  hieraus  die  Bestimmung  der  Fläche 
ergiebt. 

Darboux  bemerkt  nun,  dass  die  linearen  Dificrentialglei- 
chungen  (2)  eine  Quadratwurzel  enthalten  und  somit  factisch  zwei 
totale  Systeme  darstellen.  £r  beschränkt  sich  auf  den  Fall,  dass 
jedes  unter  diesen  beiden  totalen  Systemen  zwei  unabhängige 
Integrale 

u^,  v^  und  II,,  V, 

besitzt.  Alsdann  erfüllt  jede  Integralfläche  von  F=  0  eine  ge- 
wisse Gleichung  Vf  —  <)pjuj  =  0  und  zugleich  eine  gewisse 
Gleichung  v^  —  9«(^«)  =  ^*  Si^^d  umgekehrt  (p^  und  <p^  beliebig 
gewählte  Functionen  ihrer  Argumente,  so  findet  Darboux,  dass 
die  drei  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

F=0,     v^  =  q),(u^)  =  0,    t>,— 9),K)  =  0 

immer  ein  unbeschränkt  integrables  System  bilden;  ihre  oo*  ge- 
meinsamen Integralflächen  werden  durch  gewöhnliche  Differen- 
tialgleichungen bestimmt. 

Dies  ist  der  Kern  der  DARBoi:x'schen  Theorie,  die  sich ,  wie 
er  selbst  angiebt,  nach  mehreren  Richtungen  ausdehnen  lässt. 
Ganz  besonders  betrachtet  er  den  Fall,  dass  für  eine  Gleichung 
zweiter  Ordnung  die  beiden  totalen  Systeme  der  charakteristi- 
schen Streifen  irgend  einei*  Ordnung  je  zwei  Integrale  u^  v^  und 
u,  v^  haben.    Er  bemerkt,  dass  alsdann  das  Gleichungssystem 

immer  unbeschränkt  integrabel  ist.  In  dieser  Weise  inte- 
grirt  Darboux  durch  gewöhnliche  Differentialgleichungen  alle 
partielle  Differentialgleichungen^  deren  allgemeines  Integral  Am- 
päre's  erster  Classe  angehört. 

Es  ist  sehr  zu  bedauern,  dass  Darboux  seine  so  werthvollen 
und  weitreichenden  Untersuchungen  nur  ganz  knapp  skizzirt  hat. 

5* 
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Daher  enthalten  seine  Publicationen  keineswegs  die  voUsttadige 
Verwerthung  seiner  neuen  Ideen. 

M.  Lkty  i)  vervollständigte  gelegentlich  Darbouh's  Theorie 
durch  eine  wichtige,  wenn  auch  naheliegende  Bemerkung.  Lbyy 
betrachtete  eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
F=0,  die  mit  einer  Gleichung  zweiter  oder  höherer  Ordnung 
Integralflachen  gemein  hat,  deren  analytischer  Ausdruck  nicht 
nur  von  arbiträren  Constanten  abhängt.  Er  erkannte,  dass 
diese  gemeinsamen  Integralflächen  charakteristische  Streifen  be- 
sitzen, die  durch  ein  simultanes  System  gewöhnlicher  Differen- 
tialgleichungen bestimmt  werden. 

Präciser  gesagt:  Lety  erkannte,  dass,  sobald  zwei  solche 
Gleichungen  zweiter  Ordnung  vorliegen,  dass  dann  alle  gemein- 
same Integralflächen,  die  sich  in  einem  Punkte  osculiren,  sich 
immer  längs  einer  Curve  osaUiren,  die  fttr  beide  Differentialglei- 
chungen eine  Charakteristik  darstellt. 

Hieraus  zog  er  nun  den  Schluss,  dass  eine  Gleichung  F=:  0 
zweiter  Ordnung  durch  Integration  simultaner  Systeme  gewöhn- 
licher Differentialgleichungen  erledigt  werden  kann,  sobald  unter 
den  beiden  totalen  Systemen  der  charakteristischen  Streifen 
etwa  m-ter  Ordnung  auch  nur  das  eine  System  zwei  unab- 
hängige Integrale  t/,  v  besitzt.  In  dieser  Weise  erledigte  Levy 
partielle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  ^  deren  ollge- 
gemeines  Integral  nicht  Ampere^s  erster  Klasse  angehört. 

Levy  gab  an,  dass  man  drei  Systeme  gewöhnlicher  Differen- 
tialgleichungen integi^iren  müsste. 

Im  Jahre  4874  bemerkte  ich,  dass  es  unter  den  von  Levy 
vorausgetzten  Umständen  immeT genügt,  zwei  simultane  Systeme 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  zu  iniegriren.  Nachdem 
nämlich  durch  Integration  des  so  oft  besprochenen  totalen 
Systems  zwei  Grossen  ti,  t;  gefunden  waren,  konnte  man  sich  die 
Aufgabe  stellen,  diejenige  Integralfläche  von  F=0  zu  linden, 
die  eine  gegebene  Curve  enthält  und  längs  ihr  eine  vorgelegte 
Developpable  bertlhrt.  Diese  Anfangsbedingungen  liefern  (vgl. 
S.  64  u.  ff.)  vier  Relationen 

y=Y(x),   z  =  Z(x),  p  =  P{x),   q  =  Q{x), 

die  längs  jener  Curve  die  Grössen  y,  ä,  p,  q  als  Functionen 


4)  Comptes  rendus  4  872. 
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von  X  bestimmen.  Dabei  erfüllen  die  Functionen  Y,  Z,  P,  Q 
eo  ipso  die  Relation 

Bezeichnen  wir  nun  die  Werthe  von  r,  s,  t  längs  dieser 
Curve  mit  /?((r),  S[x)^  T(x) ,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung 
dieser  drei  Grössen  die  Relationen 

F{xYZPQRST)  =0, 

die  im  Allgemeinen  nach  R,  S  und  T  auflösbar  sind.  Setzen 
wir  dabei  der  Einfachheit  wegen  voraus,  dass  u  und  v  nur  Diffe- 
rentialquotienten erster  und  zweiter  Ordnung  enthalten ,  so  er- 
halten wir  sogleich  eine  Bestimmung  von  u  und  v  als  Functionen 
von  X : 

U=zU[x),     V=:V[X) 

und  sodann  durch  Elimination  von  x  eine  Relation : 

V  —  <p{u)  =  0  . 

Diese  Gleichung  hat  nun  nach  Darboux  Integralflachen  mit 
F  =  0  gemein ,  die  nicht  nur  von  arbiträren  Gonstanten  ab- 
hängen. Die  zugehörigen  charakteristischen  Streifen  werden 
nach  Lbvy's  Bemerkung  durch  Integration  eines  simultanen 
Systems  gefunden.  Unter  diesen  Streifen  greift  man  diejenigen 
oo*  heraus,  die  mit  dem  Flächenstreifen 

y  =  y,  z  =  Z,  p=P,  q  =  Q,  r  =  R(x),  s  =  S[x),  t=T(x) 

ein  Werthsystem  xyzpqrst  gemein  haben. 

Hiermit  ist  die  gesuchte  Integralfläche  von  F=0  ge- 
funden <}. 

Ich  will  andeuten,  durch  welche  Betrachlungen  ich  ursprünglich  die 
Richtigkeit  von  Levt's  Angaben  erkannte. 

Nehmen  wir  zuerst  eine  partielle  DifTerentialgleichung  erster  Ord- 
nung F(xyzpq)  «s  0.  Betrachten  wir  nun  alle  Integralflächen  einer  solchen 
Gleichung,  die  ein  Element  xyzpq  gemein  haben,  so  erfüllen  die  zuge- 
hörigen Werthe  von  r,  s,  t  zwei  lineare  Gleichungen.  Bildet  man  sodann 
die  Gleichung 

0=ir(Xc-aj)«  +  5(Ä'-aj){r~y)4-i«(y- !/)»+•••, 


I)  LiE,  Verhandl.  der  Ges.  der  Wissensch.  zu  Christiania  1874,  S.  874. 
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die  die  DuptN'sche  Indicatrix  aller  dieser  Flächen  darstellt,  so  siebt  man, 
dass  diese  Carven  zweiter  Ordnung  ein  Büschel  bilden,  und  dass  äberdies 
dieses  Büschel  aus  OO^  concentrischen  Kegelschnitten  besteht,  die  einander 
in  zwei  Punkten  berühren.  Diese  Bemerkung  führt  unmittelbar  zu  dem 
Satze,  der  für  Lagrange's  und  Monge's  Integrationstheorie  der  Gleicbunj; 
F{xyxpq]s=i  o  die  Grundlage  bildet,  nämlich  zu  dem  Satze:  Uabeo  zwei 
Integralflächen  einer  Gleichung  F{xyzpq)=sQ  ein  Element  a;v;s|»9 gemein- 
sam, so  haben  sie  auch  ein  benachbartes  Element  gemein. 

Setzen  wir  nun  andererseits  mit  Darboux  und  Leyt  voraus,  dass  zwei 
partielle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

r—f{sxyzpq)  =  0,    t-- <p  {xyzpqs)=sO 

vorliegen,  die  oo°°  gemeinsame  Integralflächen  haben  und  somit  jedenfalls 
die  Bedingung  f  (p'  —  4  =sO  erfüllen,  so  erkennt  man  unmittelbar,  dass  die 
Indicatrixcurven  dritter  Ordnung  dieser  Flächen 

«(X-af +  8,^(X-aj)«(y-y)  +  3y(X-rr)(r-y)=«4-cr(y-y)'  =  0 

OO^  Gurven  dritter  Ordnung  sind,  die  sich  osculiren. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  alle  gemeinsame  Integralflächen,  die 
sich  in  einem  Punkte  osculiren,  sich  längs  einer  Curvc  osculiren. 


Kapitel  8. 
yervoUständigaiig  der  Theorie  der  Monge'seheB  Charakteristtkeii. 

Nachdem  es  mir  gelungen  war,  die  im  vorigen  E^pitel  re- 
sumirten  Theorien  von  Hongk,  AMPfeRB,  Darboux  und  Leyt  toU- 
ständig  zu  verstehen ,  was  wegen  der  knappen  Redaction  be- 
sonders von  Lbvy's  Untersuchungen  immerhin  eine  gewisse 
selbstständige  Arbeit  verlangte ,  sah  ich  sogleich ,  dass  die  von 
Darboux  herrührenden  neuen  Ideen  nicht  vollständig  von  Leyy 
verwerthet  waren.  Ich  begnügte  mich  vorläufig  damit,  im 
Februar  \  880  in  den  Verhandlungen  der  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaft zu  Ghristiania  einige  Methoden  zu  skizziren,  die  factisch 
die  von  meinen  Vorgängern  herrührende  Theorie  der  Charak- 
teristiken wesentlich  vervollständigen.  Indem  ich  diese  meine 
alten  Theorien  in  diesem  Kapitel  ausführlidier  darstelle,  halte 
ich  es  für  zweckmässig,  zuerst  meine  gewöhnliche  Terminologie 
zu  erklären. 

Wir  sagen ,  dass  ein  System  von  zwei  partiellen  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung 

(3)  F,{xyzpqrst)^0,     F,(...)  =  0 
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unbeschränkt  integrabel  ist,  wenn  sie  gemeinsame  Integralflächen 
besitzen,  die  keine  weiteren  Differentialgleichungen  zweiter  oder 
erster  Ordnung  erfttUen.  Dabei  sind  aber  nach  Darboux's  allge- 
meiner Theorie  zwei  und  nur  zwei  Fälle  denkbar,  je  nachdem  die 
Gleichungen  oo^  oder  oo"^  gemeinsame  Integralflachen  besitzen. 
Im  letzten  Falle  sage  ich ,  dass  unser  unbeschränkt  integrables 
System  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  ein  /nt;o- 
lutionssystem  oder  DARBoux'sches  System  bildet. 

Dem  entsprechend  sage  ich,  dass  ein  System  von  partiellen 
Differentialgleichungen  m-ter  Ordnung  unbeschränkt  integrabel  ist, 
wenn  sie  gemeinsame  Integralgebilde  besitzen,  die  keine  weitere 
Gleichung  rw-ter  oder  niedrigerer  Ordnung  erfüllen.  Ich  be- 
zeichne femer  ein  unbeschränkt  integrables  System  von  Diffe- 
rentialgleichungen als  ein  DARBoux'sches  System,  wenn  die  ge- 
meinsamen Integralgebilde  nicht  nur  von  arbiträren  Constanten 
abhängen.  Insbesondere  bezeichne  ich  ein  DARBOux'sches  System 
als  ein  Involutionssystem  ^  wenn  die  Zahl  der  gemeinsamen  In- 
tegralgebilde ihren  Maximumwerth  hat. 

In  dem  speciellen  von  uns  zuerst  betrachteten  Falle  (3)  ist 
jedes  DARBOux'sche  System  ein  Involutionssystem,  Dies  gilt 
aber  keineswegs  immer.  Die  Regel  ist,  dass  unter  den  unbe- 
schränkt integrablen  Systemen  sich  mehrere  verschiedene  Klassen 
finden,  die  nach  meiner  Terminologie  als  DARBoux'sche  zu  be- 
zeichnen sind.  Unter  diesen  Klassen  bilden  die  Involutions- 
Systeme  eine  Klasse  für  sich,  die  als  die  unbedingt  wichtigste  zu 
betrachten  ist. 

Wir  wollen  nun  zuerst  das  von  Levy  gefundene  Resultat 
nochmals  ableiten. 

Wir  wenden  uns  also  zu  den  unbeschränkt  integrablen 
Systemen  zweiter  Ordnung: 

F,{xyzpqrst)  =  0,     F,  (....)=0. 

Greifen  wir  unter  allen  Integralflächen  eines  solchen 
Systems  oo'  heraus,  so  können  wir  diese  oo'  Flächen  in  unend- 
lich vielen  Weisen  in  c»*  Schaaren  anordnen,  die  etwa  durch 
die  Gleichung 

(D(xyzab)  =  c 

definirt  werden.    Hier  sind  a,  6,  c  arbiträre  Gonstanten,  unter 
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denen  die  Gonsiante  c  fttr  alle  Flttchen  einer  Schaar  einen  be- 
stimmten Werth  hat.    Bildet  man  die  beiden  Gleichungen 

^X+^zP'^^'^i       Ö)y  +  Ö),  9  =  0 

und  eliminirt  sodann  die  Parameter  a  und  6  zwischen  diesen 
beiden  Gleichungen  und  (D  =  Cj  so  erhält  man  eine  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung 

V{xyzpq)  =  c, 

die  fttr  jeden  Werth  des  Parameters  c  (mindestens)  oo*  Integral- 
flächen mit  den  beiden  Gleichungen  F^  =  0,  F^  =  0  gemein  hat. 
Man  kann  sich  daher,  sobald  ein  unbeschränkt  integrables 
System  F^=0  ,  F,  =  0  vorliegt,  die  Aufgabe  $teUen^  alle  Glei- 
chungen V{xyzpq)  =c  zu  finden,  die  für  jeden  Werth  von  c 
(mindestens}  oo*  Integi^alflächen  mit  F^=0  und  F,  =  0  gemein 
haben.  Diese  Forderung  kommt  darauf  hinaus,  dass  die  vier 
Gleichungen  zweiter  Ordnung 

F,=:0,     F,  =  0 

Vco+V,p+Vj,r+V^s  =  0 
Vy+V,q+VpS+Vgt  =  0 

(mindestens)  oo^  gemeinsame  Integralflächen  haben  sollen. 

Eliminiren  wir  r,  s  und  t  zwischen  diesen  Gleichungen,  so 
erhalten  wir  eine  oder  unter  Umständen  zwei  Gleichungen,  die 
die  Form 

besitzen  und  dabei  in  F's  Differentialquotienten  homogen  sind. 
Indem  wir  nun  weiter  gehen,  können  wir  ohne  wesentliche 
Beschränkung  annehmen,  dass  die  Gleichungen  F^  =  0,  F^  =  0 
in  der  Form 

r  +  R(xyzpqs)  =  0,     r+  r{-.-)  =  0 

vorliegen^).  Differentiiren  wie  diese  beiden  Gleichungen  nach 
X  und  y,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  Differentialquo- 
tienten dritter  Ordnung  a,  ß,  /,  d  die  Relationen 


1)  Auf  diese  Form  lässt  sich  nämlich  unser  Gleichungssystem  immer 
durch  eine  passende  Berührungstransformation  bringen. 
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1 

fi. 

0 

0 

0 

4 

Rs 

0 

0 

r. 

i 

0 

0 

0 

r. 

1 

Tsß  +  y    +-=o 

ist  nun  die  Determinante 


=  4  —  T,Rs  =  ^  —  TR' 


von  Null  verschieden,  so  hat  unser  unbeschränkt  integrables 
System  gerade  oo*  Integralflächen.  Verschwindet  dagegen  diese 
Determinante  identisch,  so  ist  das  System  F^  =  0,  F^  =  0  ein 
DARBoux'sches,  oder,  was  jetzt  auf  dasselbe  hinauskommt,  ein 
Involutionssyslem. 

Elimiuiren  wir  zwischen  den  vier  Gleichungen 

r  +  R  =  0,   /+  r=0 

Vy+V,q+Vj,s+V^t  =  0 

die  Grössen  /*,  s  und  t,  so  erhalten  wir  eine  oder  zivei  partielle 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zur  Bestimmung  von  V 
als  Function  der  fünf  Veränderlichen  xyzpq^  je  nachdem  in 
der  Matrix 

I   1       R' 

0     r 


0 
4 
0 


die  dreireihigen  Determinanten 

F,-fl'Fp,     rVg-Vp,     Vg{Vg-R'Vp),     Kp(rF,-Kp) 

sämmtlich  identisch  verschwinden  oder  nicht.  Man  übersieht 
hier  unmittelbar,  dass  die  beiden  Ausdrücke  Vg  —  R'Vp  und 
TV^ —  Vp  jedenfalls  nur  dann  verschwinden  können,   wenn 
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1  —  /?'r  =  0  ist,  das  heisst,  wenn  die  Gleichungen:  /+  W  =  0, 
^  -|-  r  =  0  ein  Involutionssystem  bilden.  In  diesem  Falle  wären 
aber  die  Grössen 

V  V 

Functionen  von  xyzpq  und  dementsprechend  hätten  R  und  T 
die  Form 

y 

R  =  s  ^  '{'  m[xyzpq)  =  a«  +  m 

T=^s  /  +  n{xyzpq)=   -s  +  n. 
Vg  a 

Infolge  dessen  fiele  die  Grösse  s  aus  den  Gleichungen 

Vx+V,p-Vp{s^  +  m)+VgS=0, 

heraus  und  es  mttsste  also  V  die  Gleichungen 

Vx+VzP-^yp  =  ^^      Vy+V,q^nVg  =  0, 

erfüllen ,  die  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
darstellen.  Alsdann  wäre  aber  V=c  ein  gemeinsames  inter- 
mediäres Integral  der  Gleichungen  t\  =  0 ,  h\  =  0,  und  von 
diesem  Falle  können  wir  hier  absehen. 

Liegt  also  ein  unbeschränkt  integrables  System  von  zwei 
partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  vor : 

F,[xyzpqrst)  =  0,     f^,  (••.)  =  0  , 

so  sind  die  drei  folgenden  Fälle  denkbar. 

Unsere  Gleichungen  können  ein  gemeinsames  intermediäres 
Integral 

W{xyzpq)  =c 

besitzen,  das  durch  Integration  einer  gewöhnlichen  Differential- 
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gleiohung  erster  Ordnung  gefunden  wird.  In  diesem  Falle  ist 
das  Gleichungssysteoi  F^  =  0 ,  F,  =  0  äquivalent  mit  dem  In* 
begriff  der  beiden  Gleichungen 

rfW       ^       dW      ^ 
fix  '      dy 

Es  ist  ferner  denkbar,  dass  die  Gleichungen  F,  =  0 ,  F,  =  0 
grctde  oo*  IntegralflSichen  besitzen,  deren  Bestimmung  durch  die 
Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  vierter 
Ordnung  geleistet  wird.  Es  ist  endlich  denkbar,  dass  F^  =  0, 
F^  =  0  oo**  gemeinsame  Integralflächen  besitzen ,  unter  denen 
aber  nie  mehr  als  oo*  vorhanden  sind,  die  eine  bestimmte 
partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  erfüllen. 

Zur  Unterscheidung   dieser  drei  Fälle  führen  die  nach* 
stehenden  Kriterien. 

Man  bringt  die  beiden  Gleichungen  F^  =  0,  F^  =  0  auf  die 
Form 

r  +  R{xyzpqs)  =  0,     t+T('")=0 

und  bildet  sodann  die  Gleichungen 


fallt  nun  die  Grösse  s  von  selbst  aus  diesen  beiden  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  heraus,  so  liegt  der  erste  Fall  vor. 
Es  besitzen  dann  R  nnd  S  die  Formen: 

R^=^a(xyzpq)s+  m(xyzpq) 
S^^  +  n[xyzpq), 

und  es  bestimmen  die  drei  linearen  partiellen  Differentialglei- 
chungen 

Vg-aVj,  =  0 

Vy  +  qV^--nVg=:^0 

zusammen  mit  einer  vierten  durch  Klammeroperation  gefundenen 
Gleichung  ein  vollständiges  System,  das  eine  und  nur  eine 
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Lösung  V=  W(xyzpq)  besitzt;  alsdann  ist  W=c  das  gesuchte 
intermediäre  Integral. 

Sind  die  hiermit  angegebenen  Kriterien  nicht  erfüllt,  so 
findet  man  durch  Elimination  von  «  eine  einzige  partielle  Diffe- 
rentialgleichung 

die  V  als  Function  von  xyzpq  bestimmt  und  dabei  in  den  Diffe- 
rentialquotienten Vj. ...  homogen  ist. 

Ist  nun  V  [xyzpq)  eine  beliebige -Lösung  von  fi  =  0,  so 
bilden  die  Gleichungen 

F,=0,     F.  =  0,     V=c 

fttr  jeden  Werth  der  Constante  c  ein  unbeschränkt  integrables 
System  mit  oo*  gemeinsamen  Integralflachen.  Es  giebt  jetzt 
selbstverständlich  immer  oo"^  verschiedene  Gleichungen  F=c, 
deren  jede  wie  gesagt  cx)*  Integralflächen  des  Systems  F,  =  0, 
F\  =  0  liefert. 

Es  ist  aber  wohl  zu  beachten^  dass  hieraus  keineswegs  ohne 
weiteres  folgt,  dass  die  vorgelegten  Gleichungen  F^  =  0  und 
h\  =  0  do°°  gemeinsame  Integralflächen  haben.  Dies  tritt  ein 
dann  und  nur  dann,  wenn  die  Grösse  R^T,  —  4  identisch  ver- 
schwindet. Ist  diese  Bedingung  nicht  erfallt,  so  haben  die 
Gleichungen  F,  =  0 ,  F\  =  0  nur  cx)*  gemeinsame  Integral- 
flächen. 

Liegt  daher  ein  unbeschränkt  integrables  System  zweiter 
Ordnung 

(5)  F,(xyzpqrst)=(i,     Ft['-]  =  ^ 

vor,  so  ist  es  unter  allen  Umständen  naturgemäss,  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung 

V{xyzpq)  =  c 

zu  suchen,  die  von  mindestens  oo*  gemeinsamen  Integralflächen 
der  vorgelegten  Gleichungen  erfüllt  werden.  Man  eliminirt  zu 
diesem  Zwecke  die  Grössen  r,  s,  t  zwischen  F^  =  0,  F\  =  0  und 
den  beiden  Gleichungen 

yy+V,q+V^s+V^t  =  iS 
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und  erhält  dadurch,  wenn  wir  von  dem  Falle  absehen,  dass 
Ff  =  0  und  F^  =  0  ein  gemeinsames  intermediäres  Integral 
haben,  eine  einzige  partielle  Differentialgleichung  4.0: 

a[xyzpqV^VyV,Vj,V^)  =  0, 

die  Tals  Function  der  Grössen  xyzpq  bestimmt.  Wir  wollen 
zeigen,  dass  diese  partielle  Differentialgleichung  .ß  =  0  immer 
semilinear  ^)  ist.    Wir  zeigen  femer,  dass  wenn 

z=f[xy) 

eine  gemeinsame  Integraliläche  der  beiden  Gleichungen  F^  -=.  0, 
ff  =  0  darstellt,  dass  dann  die  drei  Gleichungen 

im  /un/dimensionalen  Räume  xyzpq  immer  eine  jsu^eidimensio- 
nale  Punktmannigfaltigkeit  darstellen,  die  in  meinem  Sinne  ein 
wirkliches   Integralgebilde   der   partiellen  Differentialgleichung 
ei'Ster  Ordnuug  ß  =  0  liefert. 
Es  sei  in  der  That 

z  =f(xyabc) 

die  Gleichung  von  öo'  gemeinsamen  Integralfl&chen  der  beiden 
Gleichungen  F,  =  0 ,  F,  =  0.  Es  existiren  dann  (vgl.  S.  74 ,  72) 
unendlich  viele  solche  Functionen  V(xyzp'q)j  dass  die  beiden 
partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

Vx+V,P+ypr  +  VgS  =  0 

Vy+y2<l+Vj,si^V^l  =  0 

bei  der  Substitution  z=f  erfüllt  werden,  welche  Werthe  auch 
die  drei  Parameter  abc  haben. 

Lösen  wir  daher  die  Gleichungen  z  =fj  p=^fxj  <l=fy 
nach  abc  auf: 

a  =  A(xyzpq)  j    b  =  Bj     c=^C 
und  fuhren  sodann  die  Bezeichnung 

0[xyABC)  ^=  0[xyabc) 


4}  Vgl.  meine  Note  in  den  Gott.  Nachricbten  October  487S,  S.480  u.  f. 
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ein,  sp  sehen  wir,  dass  die  oben  betrachteten  Functionen  Fund/* 
immer  die  Relationen 


fxxi     ^qtacy  —  ^ 

^yT-  ^xiy~r  ^piocy"^  ^qfyy^^ 

identisch  erfOllen. 

Nun  aber  bestehen  die  Relationen 


(7)  FAxyzpqf^rxyfyy)  =  ^,     ^t(--)  =  0 

ebenfalls  identisch.  Also  muss,  wie  schon  frtther  bemerkt,  auch 
die  durch  Elimination  der  Grossen  f^j^  f^  fyy  zwischen  (6) 
und  (7)  hervorgehende  Gleichung 

identisch  bestehen.  Dabei  ist  es  unsere  einzige  Voraussetzung, 
dass  die  Function  V  so  gewählt  ist,  dass  eine  jede  unter  den 
oo*  Gleichungen  V^=c  (mindestens)  oo*  Integralflächen  mit  den 
beiden  Gleichungen  F^  ==  0,  F^  =  0  gemein  hat. 

Setzen  wir  jezt  fortwahrend  voraus,  dass  die  Gleichung 
z=f(xyabc)  uns  oo*  gemeinsame  Integralflächen  der  beiden 
Gleichungen  F^  =  0,  F,  =:  0  liefert,  und  schreiben  wiederum: 

V[xyABC)=W, 

so  findet  unsere  Voraussetzung  wiederum  darin  ihren  analyti- 
schen Ausdruck,  dass  die  Gleichungen 

(8)  F,[xyzpqf^f^fyy)  =  Q,     F.(...)  =  0 
identisch  bestehen.    Es  bestimmen  nun  die  Gleichungen 

zr=:f[xyabc],    p  =  fx,     g=fy 

im  /tin/Tachen  Räume  xyzpq  oo'  zweidimensionale  Punkt- 
mannigfaltigkeiten, deren  jede  oo*  Elemente  besitzt,  deren  Coor- 
dinaten  (Math.  Ann.  Bd.  IX,  S.  S50— S51) 

^1  y,  ^,  Py  ?,  Vx  '  yy  '  Vi'Vp''  Vq 

durch  die  fttnf  Gleichungen 
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bestimmt  sind.  Diese  oo*  Punktmannigfaltigkeiten  besitzen  so- 
mit zusammen  oo^  oo*  =  oo^  Elemente,  die  aus  der  Schaar  aller 
oo^  Elemente  des  /ufi/Tachen  Raumes  durch  die  beiden  Glei- 
chungen 

ausgeschieden  werden. 

Besitzen  die  beiden-  partiellen  Differentialgleichungen 
F|  (rc  •  •  •  t)  =  0,  F,  =  0,  wie  wir  angenommen  haben,  mehr  als 
oo'  gemeinsame  Integralflächen,  so  können  die  beiden  Glei- 
chungen (9)  oo"^  verschiedene  Formen  haben.  Es  ist  aber 
leicht  zu  sehen,  dass  unsere  oo^  Elemente  im  fanffachen  Räume 
immer  eine  Gleichung  erfttllen,  die  eine  ganz  bestimmte  Form 
besitzt.    Es  ist  dies  die  Gleichung 

die,  wie  wir  wissen,  hervorgeht,  wenn  die  Grössen  /^,  /^,  fyy 
zwischen  den  Gleichungen  (8j  und  (9)  eliminirt  werden. 

Hiermit  ist  nachgewiesen,  dass,  wie  früher  angekündigt, 
die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ß  (...)  =  0 
im  Räume  xyzpq  von  jeder  zweidimensionalen  Punktmannig- 
faltigkeit yrs/*,  p=^fx}  ^'^'fy  erfüllt  wird,  sobald  die  Glei- 
chung 2  =/*  im  dreidimensionalen  Räume  xyz  eine  Fläche  dar- 
stellt, die  die  beiden  Gleichungen  F^  =  0,  F^  ==  0  befriedigt. 

Wenn  das  unbeschränkt  integrable  System  F^  ==  0,  F^  =  0 
im  Räume  xyz  nur  oo*  Integralflächen  z  =  q)[xyabcd)  be- 
sitzt, ist  dieses  Resultat  trivial.  Denn  dann  bestimmen  die 
Gleichungen 

z  =  (p{xyabcd),    p  =  (Pxj    g  =  9q 

im  Räume  xyzpq  gerade  oo*  zweidimensionale  Punktmannig- 
faltigkeiten, deren  oo*  oo*  =  oo^  Elemente 
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selbstverständlich  eine  und  nur  eine  Gleichung 

@{xyzpqVa:VyV,VpVg)=Q 

erfüllen.  Dabei  liefern  jene  oo*  Punktmannigfaltigkeiten  eo 
ipso  in  meiner  Terminologie  eine  vollständige  Lösung  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  erster  Ordnung  @  =  0. 

Dagegen  besitzt  das  erhaltene  Resultat  sogar  ein  hervor- 
ragendes Interesse,  sobald  die  beiden  partiellen  Differential- 
gleichungen F^  s=  0,  F^  =  0  ein  Involutionssystem  bilden,  wenn 
sie  also  oo"^  gemeinsame  Integralflächen  js  :=/*  besitzen. 

Denn  aus  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
1.  0.  ist  bekannt,  dass  jedes  wirkliche  Integralgebilde  (d.  h. 
jedes  Integralgebilde ,  das  die  grösstmögliche  Ansahl  Elemente 
enthält)  von  charakteristischen  Streifen  erzeugt  ist.  Insbeson- 
dere ist  es  bekannt,  dass  die  Integralgebilde  der  Gleichung 
QsszO  von  den  vorhandenen  oo^  charakteristischen  Streifen 
erzeugt  sind,  und  dass  dabei  jedes  Integralgebilde  oo'  charakte- 
ristische Streifen  enthält.  Wir  behaupten,  dass  der  Punktort 
eines  Streifens  im  fünffachen  Räume  eine  Curve  und  kein  Punkt 
ist;  anders  ausgesprochen:  wir  behaupten,  dass  die  Grossen 
xyspq  nicht  ftlr  jeden  charakteristischen  Streifen  constante 
Werthe  haben  können;  dies  folgt  unmittelbar  daraus,  dass 
jedenfalls  einige  unter  den  fünf  Grössen  V^  Vy  V^  V^  Vg  in  fl=0 
vorkommen  mtlssen.  Wir  fügen  hinzu,  dass  auch  nicht  die  drei 
Grössen  rr,  y,  z  für  jeden  charakteristischen  Streifen  constante 
Werthe  haben  können ;  dies  folgt  daraus,  dass  die  Zahl  der  vor- 
handenen zweidimensionalen  Integralgebilde  mindestens  oo*  ist, 
und  dass  die  Zahl  aller  zweidimensionalen  Integralgebilde  keine 
andere  partielle  Differentialgleichung  4.0.  als  iß  =  0  erfüllen, 
sodass  jeder  charakteristische  Streifen  mindestens  zu  einer 
zweidimensionalen  Mannigfaltigkeit  z  =/",  p  =fxj  9=^fy  gebort. 
Hierin  liegt  nämlich,  dass,  sobald  xyz  oder  auch  nur  xy  fUr 
einen  charakteristischen  Streifen  constante  Werthe  haben,  dass 
dann  zpq  ebenfalls  für  diesen  Streifen  constante  Werthe  haben 
müssen.  Die  oo^  charakteristischen  Streifen  im  fünffachen 
Räume  sind  daher  dargestellt  durch  i2  =  0  und  sieben  hinzu- 
tretende Gleichungen  zwischen  den  Grössen 

a?,  »,  ^,  P,  9,  V^iVyiV^'.Vj,:  Vg 

und  sieben  arbiträren  Constanten,  aus  denen  zwei  und  nur  zwei 
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Gleichungen  zwischen  xyz  und  den  arbiträren  Constanten  sich 
ableiten  lassen : 

(p,[xy%c,  ...  C7)  =  0,     g).(...)  =  0. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  im  dreifachen  Räume  die  Flächen 
j3  =  /"  sämmtlich  von  unendlich  vielen  Curven  erzeugt  werden, 
die  der  Schaar  (p^  =  0,  r/),  =  0  gehören. 

Es  lässt  sich  nun  nachweisen,  dass  die  Curvenschaar  r/^«  =  0, 
^j  =  0  nicht  oo^,  sondern  nur  oo'^  Curven  umfasst,  und  dem- 
entsprechend, dass  im  fünffachen  Räume  zwar  die  Zahl  der  cha- 
rakteristischen Streifen  gleich  oo%  dass  dagegen  die  Zahl 
der  charakteristischen  Curven  auch  in  diesem  Räume  gerade 
oo*  ist*). 

Da  nämlich  die  Zahl  der  vorhandenen  zweidimensionalen 
Integralgebilde  der  Gleichung  i3  =  0  durch  das  Symbol  cx)*^ 
ausgedrückt  wird,  so  kann  jedes  Integralgebilde  nur  cx>*  cha- 
rakteristische Curven  enthalten.  Hieraus  folgt,  dass  im  fünf- 
fachen Räume  jede  charakteristische  Curve  den  Punktort  von 
oo*  charakteristischen  Streifen  darstellt. 

Hieraus  folgt  ferner,  dass  durch  jeden  Punkt  des  fünffachen 
Raumes  nur  oo^  charakteristische  Curven  gehen.  Diese  Curven 
erfüllen  daher  drei  nichtlineare  Gleichungen  von  der  Form 

g> {xy zp qdxdy dzdpdq)  =  0  . 

Nimmt  man  im  fünffachen  Räume  eine  beliebige  Curve,  die  diese 
drei  Gleichungen  erfüllt,  und  construirt  die  oo^  berührenden 
Charakteristiken,  so  erhält  man  immer  ein  zweidimensionales 
wirkliches  Integralgebilde  der  Gleichung  i2  =  0  und  gleichzeitig 
«ine  Integralfläche  des  Involutionssystems  F^  =  0,  F,=  0. 

Hiermit  hat  nach  meiner  Ansicht  Levy^s  Theorie  ihre  wahre 
'  Form  erhalten.    Jetzt  ist  die  Verallgemeinerung  naheliegend. 


1)  Schon  in  meiner  ersten  Arbeit  über  die  allgemeine  Theorie  der 
partiellen  Differentialgleichungen  lenkte  ich  die  Aufmerksamkeit  auf  solche 
partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  für  welche  die  Zahl  der 
charakteristischen  Streifen  grösser  als  die  Zahl  der  charakteristischen 
Curven  ist.  (Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Christiania  1879,  kurzes 
Resum6  ...)  Bei  einer  anderen  Gelegenheit  werde  ich  u.  A.  auf  die  wich- 
tigen Beziehungen  zwischen  den  beiden  Begriffen:  DxRBOUx'sches  System 
und  involutionssysiem  eingehen. 

Matb.-phyi.  Cluae.  1895.  6 
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Wir  betrachten  jetzt  ein  unbeschränkt  integrables  System 
erster  Ordnung,  bestehend  aus  drei  Gleichungen 

(A)         ^^(ccyz,  z^p,q,V%q^)  =  0  ,     g,  =  0  ,     g,  =  0  , 
die  z^  und  z^  als  Functionen  von  xy  bestimmen.    Erfüllen 

dieses  System ,  so  definiren  diese  beiden  Gleichungen  im  vier- 
fachen Räume  xyz^z^  eine  zweidimensionale  Mannigfaltigkeit. 
Da  unser  System  55i  =  0 ,  g^  =  0 ,  g,  =  0  unbeschränkt  inte- 
grabel  sein  soll,  so  existiren  mindestens  oo'  solche  zweifach 
ausgedehnte  Integral-Mannigfaltigkeiten.  Ist  nun  die  Zahl  dieser 
Mannigfaltigkeiten  gerade  oo^,  so  folgt  es  unmittelbar  aus 
meinen  allgemeinen  Theorien,  dass  eine  ganz  bestimmte  semi- 
lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

Oixyz^z^^—     y-     r—     -—    =0 

\    ^   *    *  brr      hy     hz^      bzj 

vorhanden  ist,  fttr  welche  diese  oo'  Mannigfaltigkeiten  in  meinem 
Sinne  des  Wortes  Lösungen  sind,  und  Überdies  eine  vollständige 
Losung  bilden.  Es  ist  aber,  jedenfalls  von  vornherein,  über- 
raschend, dass  unsre  Integral-Mannigfaltigkeiten  z^  =/*,  z^  =  if> 
auch  dann  Lösungen  einer  partiellen  Differentialgleichung  (Z>  =  0 
darstellen,  wenn  ihre  Anzahl  grösser  als  cx>'  ist. 

Unter  den  Integral-Mannigfaltigkeiten  des  Involutionssystems 
gj  =  0,  g^  =  0,  gj  =  0  denken  wir  uns  oo*  herausgegriffen,  die 
keine  von  Parametern  freie  endliche  Relation  tp[xyz^z^  =  (S 
erfüllen.  Diese  Mannigfaltigkeiten  befriedigen  zwei  endliche 
Relationen  zwischen  xyz^z^  und  zwei  Parametern  a  und  6. 
Die  eine  unter  diesen  Relationen  denken  wir  uns  auf  die  Form* 

V(xyz^z^a)  —  6  =  0 

gebracht,  und  sodann  nach  x  und  y  differentiirt: 

Eliminiren  wir  sodann  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  und 
Si  =  0 ,  St  =  ^  7  gj  =  0  die  Grössen  p^  p,  q^  q^,  so  erhalten  w  ir 
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eine   (und   wie  wir  hier  ohne  weitere  Disoussion   annehmen 
können,  nur  eine)  Relation  von  der  Form 

also  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung. 

Wir  wollen  beweisen,  dass  diese  partielle  Differentialglei- 
chung semilinear^ ist,  und  dass  jede  Integral-Mannigfaltigkeit 
z^  =/'(a;  y),  J3j  =  y  [xy)  unseres  Involutionssystems  (A)  eine 
Lösung  von  ii  =  0  darstellt. 

Zum  Beweis  nehmen  wir  oo*  beliebige  Integral-Mannig- 
faltigkeiten 

«1  =  f(xy(^b) ,     z^  =  q>{xya  b) 

des  Involutionssystems  {A)  und  bemerken,  dass  jede  derartige 
Mannigfaltigkeit  oo'  Elemente  besitzt,  deren  Goordinaten 

nach  meinen  allgemeinen  Theorien  durch  z^=^fy  z^  =  (p  zu- 
sammen mit  den  beiden  Gleichungen 

bestimmt  sind.    Geben  nun  z^=fjZ^^=(p  durch  Auflösung 

o  r=A{xyz^z^) ,     b  =  B[xyz^z^ 
und  wird  zur  Abkürzung 

xf)[xyAB)  =  '^ 
gesetzt,  so  liefern  die  Formeln 

(B)  \  •_  '_ 

zwei  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  deren 
Lösungen  die  oo*  gewählten  Integral-Mannigfaltigkeiten  z^  =/*, 
Ä,  =  9  des  Involutionssystems  g^  =  0 ,  g^  =  0 ,  S,  =  0  dar- 
stellen. Die  Form  der  beiden  Gleichungen  (B)  beruht  nun 
mehr  oder  weniger  darauf,  welche  Integral-Mannigfaltigkeiten 
des  Involutionssystems  grade   gewählt  wurden.     Es  ist  aber 

6* 
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möglich,  eine  partielle  DiffereDtialgleichung  erster  Ordnung  von 
ganz  bestimmter  Form  zu  finden,  die  von  alleti  Integral-Mannig- 
faltigkeiten des  Involutionssystems  befriedigt  wird.  In  der 
That,  es  bestehen  die  drei  Gleichungen 

identisch  in  xyab,  welche  oo*  Integfal-Mannigfaltigkeiten  des 
Involutionssystems  wir  auch  gewählt  haben.  Dementsprechend 
bestehen  die  drei  Gleichungen 

ebenfalls  immer  identisch  und  zwar  in  oryz^  z^. 

Eliminirt  man  daher  die  vier  Grössen  fx9^xfy9y  zwischen 
den  drei  letzten  Relationen  und  den  beiden  partiellen  Differen- 
tialgleichungen erster  Ordnung  (B),  so  wird  die  hervorgehende 
partielle  Differentialgleichung  4.0.: 

deren  Form  offenbar  eine  ganz  bestimmte  ist,  von  jeder  Inte- 
gral-Mannigfaltigkeit des  Involutionssystems  84  =  ö»  •••  Ss  =  ö 
erfüllt. 

Hiermit  ist  die  Richtigkeit  meiner  früher  aufgestellten  Be- 
hauptung erwiesen. 

Wir  ziehen  nun  hieraus  den  fundamentalen  Schluss,  dass 
jede  Integral-Mannigfaltigkeit  des  Involutionssystems  von  Charak- 
teristiken erzeugt  ist.  Unsere  partielle  Differentialgleichung 
ß  =  0  im  vierfachen  Vianme  xyz^z^  hat  cx>^  charakteristische 
Streifen.  Jede  Integral-Mannigfaltigkeit  des  Involutionssystems 
(A)  aufgefasst  als  Integralgebilde  von  ß  =  0  enthält  00*  charak- 
teristische Streifen,  Hieraus  folgt  aber  keineswegs,  dass  jede 
Integral  -  Mannigfaltigkeit  00^  verschiedene  charakteristische 
Curven  enthält.  Das  kann  auch  nicht  der  Fall  sein,  weil  sonst 
nicht  00^  verschiedene  zweidimensionale  Integral-Mannigfaltig- 
keiten des  Involutionssystems  (A)  vorhanden  sein  könnten. 

Jede  zweidimensionale  Integral  -  Mannigfaltigkeit  z^  =  f 
z^  =  (p  unseres  Involutionssystems  g,  =  0,  S,  =  ö)  Sj  =  Ö  ent- 
hält somit  zwar  00*  verschiedene  charakteristische  Streifen,  da- 
gegen aber  nur  00'  verschiedene  charakteristische  Curven.  Jede 
solche  Curve  ist  der  Ort  von  00*  charakteristischen  Streifen. 
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Die  semilineare  partielle  Differentialgleichung  .(2  =  0  hat 
somit  zwar  im  vierfachen  Räume  oo'^  charakteristische  Streifen] 
dagegen  aber  nur  oo*  charakteristische  Curven,  unter  denen 
jedesmal  oo*  durch  einen  Punkt  xy  z^  z^  allgemeiner  Lage 
gehen. 

Hieraus  ziehen  wir  nun  zunächst  den  Schluss,  dass  jedem 
Punkte  xyz^z^eln  £lementarkegel  zugeordnet  ist,  der  nur 
co^  Fortschreitungsrichtungen  enthält,  und  somit  nicht  durch 
eine  MoNOB^sche  Gleichung,  sondern  durch  zwei  solche  Glei- 
chungen 

O^  (xyz^  z^  dx^  dy^  dz^  dz^  =  0  >     O,  =  0 

definirt  wird. 

Wir  schliessen  ferner,  dass  der  Punktort  aller  oo*  charak- 
teristischen Streifen,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  eine  zwei- 
dimensionale Punkt^Mannigfaltigkeit  ist,  die  eo  ipso  eine  Inte- 
gral-Mannigfaltigkeit des  Involutionssystems  ist. 

Es  ist  wohl  zu  beachten,  dass  die  hiermit  gefundenen 
Eigenschaften  unserer  Gleichung  £2^=0  keineswegs  unmittel- 
bar daraus  hervorgehen,  dass  diese  partielle  Differentialglei- 
chung erster  Ordnung  semilinear  ist. 

Liegt  überhaupt  eine  semilineare  Gleichung  in  vier  Ver- 
änderlichen x^  x^  cc,  a?4  vor 

n[.x\x^x^x^p,p^p^p;)  =  0  , 

so  kann  man  *),  wenn  den  x  feste  Werthe  ertheilt  werden  und 
die /^  als  homogene  Ebenencoordinaten  in  einem  dreifachen  Räume 
gedeutet  werden,  schliessen,  dass  IT  =  0  in  diesem  dreifachen 
Räume  eine  Regelfläche  darstellt.  In  dem  vorliegenden  Falle 
kommt  etwas  hinzu,  nämlich  dass  die  Regelfläche  sich  auf  eine 
Curve  des  dreifachen  Raumes  reducirt. 

Es  lassen  sich  hier  noch  weitere  Schlüsse  ziehen.  Es  giebt 
offenbar  im  Räume  (e^jz^js,  unendlich  viele  und  zwar  oo*  viele 
Curven,  die  unsere  beiden  MoNGs'schen  Gleichungen  (Z>^  =  0, 
(2>,  =  0  erfüllen.  Nehmen  wir  nun  eine  ganz  beliebige  der- 
artige Integralcurve  des  Gleichungssystems  0^  =  0,  (P^  =  0,  so 
berührt  sie  in  jedem  Punkte  eine  ganz  bestimmte  charakteris- 


4)  Göttinger  Nachrichten.  Oclober4872. 
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tische  Curve  der  Gleichung  ß  =  0.  Die  oo*  hierdurch  definirten 
charakteristischen  Curven  erzeugen  eine  zweidimensionale  Punkt- 
Mannigfaltigkeit,  die  eine  Integral-Mannigfaltigkeit  von  ii  =  Oj 
sowie  des  Involutionssystems  liefert. 

Hiermit  ist  die  Integration  des  Involutionssystems 

auf  die  einfachst  möglichen  Operationen  zurttckgeftthrt. 


Betrachten  wir  jetzt  ein  ganz  beliebiges  unbeschränkt 
integrables  System  von  Differentialgleichungen  und  setzen  wir 
dabei  voraus  —  wie  wir  ohne  Beschränkung  können  —  dass 
dieses  System  von  erster  Ordnung  ist.  Die  unabhängigen  Ver- 
änderlichen nennen  wir  x^  . . .  a;f|  und  die  gesuchten  Functionen 
Sj . . .  j5„j.    Wir  setzen  ferner 

Die  Gleichungen  unseres  unbeschrankt  integrablen  Systems 
haben  somit  die  Form 

(a)  Fj{x^...Xn,  a,...3^,  />,,••• /'♦nn)  =  « 

Wir  bilden  die  n  Gleichungen 

(ft  =  1,2...n) 

und  setzen  dabei  voraus  (dass  die  Zahl  9  so  gross  ist),  dass  sich 
die  mn  Grössen  p^i^  zwischen  den  q  -f-  n  Gleichungen  (a)  und  (bi 
eliminiren  lassen.  In  dieser  Weise  erhalten  wir  ein  System  von 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  einer  ein- 
zigen unbekannten  Function  V: 
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Wir  behaupten,  dass  dieses  System  von  partiellen  Differen- 
tialgleichungen 4.  0.  semilinear  ist;  wir  behaupten  femer,  dass, 
wenn  die  Gleichungen 

s,  =  y,  (x. . . .  a?J  ,     ^,  =  qp, ...  Ä^  =  (jp„, 

eine  Lösung  des  ursprünglichen  unbeschränkt  integrablen 
Systems  F^  =  0, . . .  F^  =  0  darstellen,  dass  dann  dieselben  Glei- 
chungen js,  ==  r/)^ , . . .  s^  =  q)^  in  meinem  Sinne  des  Wortes 
eine  Lösung  des  Gleichungssystems  ^2^  =  0,  ß,  =  0  . ..  liefern. 
Zum  Beweis  bemerken  wir,  dass  die  Gleichungen  js,  =  qp, , . . . 
5„,  =  qp^  im  Räume  a;^...a:„,  «|...«„i  eine  n-dimensionale 
Punkt-Mannigfaltigkeit  darstellen.    Die  Elemente 

dieser  Mannigfaltigkeit  werden  nach  meiner  allgemeinen  Theorie 
bestimmt  durch  die  n  hinzutretenden  Gleichungen 

Wir  können  dabei  annehmen,  dass  die  Gleichungen  js,  =qp^ , . . . 
z^  =  (p^  etwa  77)  arbiträre  Parameter  a^ , . ..  a^  enthalten,  und 
dass  sie  nach  diesen  Parametern  auflösbar  sind: 

a,.  =  Ai(x,  ...XnZ,..,z^)  =  A^(xz]  . 

Benutzen  wir  überdies  die  Bezeichnungen 

ilj(x^.,.Xnj  A,...AJ  =  [xp(x^.,,Xnj  a,  ...oj], 

so  liefern  die  n  Gleichungen 


(c) 


ein  semilineares  System  von  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  für  welche  in  meinem  Sinne  des  Wortes  die 
Gleichungen 

eine  vollständige  Lösung  bilden. 
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Es  ist  nun  aber  zu  bemerken,  dass  die  Form  der  Glei- 
chungen (c)  nicht  nur  durch  die  Form  der  ursprünglich  vorge- 
legten Gleichungen  Fj  =  0  bestimmt  wird.  Indem  man  nach 
und  nach  verschiedene  Gleichungssysteme  z^  =  (p^(xa), . . , 
ZJJ^  =  (ptJ^[xa)  zu  Grunde  legt,  erhalt  man  mehrere  verschie- 
dene Gieichungssysteme  (c).  Es  ist  aber  möglich ,  ein  System 
von  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  den 
unabhängigen  Veränderlichen  x^ ...  x^,  z^  ...  z^^  mit  einer  ein- 
zigen Function  F  aufzustellen,  das  von  allen  Mannigfaltigkeiten 

In  der  That,  die  Glei- 


=.  =  9'» 

•••2m  = 

9>m 

befriedigt 

wird 

chungen 

Pj(x,.. 

•  ^nt 

3,  ...3^1 

m-m-' 


bestehen  identisch  fttr  alle  Mannigfaltigkeiten  z^  =  (p^ 


^1  zwischen  den 

bXj,j 

c),  so  erhält  man  ein 


<p^.    Eliminirt  man  daher  die  Grössen 

letzten  Gleichungen  und  dei^  Gleichungen 

System  von  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

n^{x,...x^,  z,...z^,  V^^...V^^...  K,J=0, 

das  von  allen  Mannigfaltigkeiten  j^^  =  9^, . . .  z^  =  q)^  befriedigt 
wird,  das  gleichzeitig  eine  ganz  bestimmte  Form  besitzt  und 
überdies  durch  einfache  Elimination  gefunden  werden  kann, 
wenn  es  überhaupt  existirt. 

Hiermit  ist  das  angekündigte  Resultat  erhalten  und  es  gilt 
somit  der  folgende  Satz,  dessen  Tragweite  sich  auf  partielle 
Differentialgleichungen  beliebig  hoher  Ordnung  ausdehnt,  indem 
derartige  Gleichungen  sich  immer  auf  Gleichungen  ei^ster  Ord- 
nung zurückführen  lassen : 

Satz.  Liegt  ein  unbeschränkt  integrables  System  von  q  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  n  unabhängigen 
und  m  abhängigen  Veränderlichen  vor: 

F/((r,  ...cr„,  z,  ...z^,  P41    ••Pmn)  =  0,     Pik  =  ^^ 
so  bildet  man  die  Gleichungen 

>  =  1,...n). 
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Gelingt  es  nun ,  die  nm  Grössen  p^j^  zwischen  diesen  q  +  n  Glei- 
chungen zu  elimimren,  so  bilden  die  hervorgehenden  Relationen 

ein  System  von  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
mit  einer  einzigen  unbekannten  Function  F,  das  von  allen  Integral- 
Mannigfaltigkeiten  s^  =  (^^ , . . .  js^  =  fp^  des  Gleichungssystems 
F,  =  0, . . .  F^  =  0  befriedigt  wird. 

Es  stellt  sich  nun  sogleich  die  Frage,  welche  praktische  Be- 
deutung dieser  Satz  besitzt.  Hierzu  ist  nun  zunächst  zu  antworten, 
dass  wir,  sobald  die  besprochene  Elimination  möglich  ist,  sobald 
also  ein  Gieiohungssystem  Qj  =  0  vorhanden  ist,  immer  durch 
Integration  eines  gewöhnlichen  simultanen  Systems  eine  Schaar 
von  Punkt-Mannigfaltigkeiten  finden,  von  denen  alle  Integral- 
gebilde erzeugt  sind.  Noch  präciser^)  und  vollständiger  charak- 
terisiren  wir  die  Bedeutung  des  gefundenen  Satzes,  wenn  wir 
Saiden,  dass  jedes  System  Fj  =  0,  ftlr  welches  ein  System  ß  =  0 
wirklich  vorhanden  ist,  auf  ein  anderes  unbeschränkt  integrables 
System 

Fj  « .  xi  ...  x;^^,   zl  zi.,.p,\  ...)  =  0 

reducirt  werden  kann,  das  weniger  als  n  unabhängige  Veränder- 
liche enthält.  Ist  z.  B.  die  Zahl  n  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen des  ursprünglich  vorgelegten  Systems  Fj  =  0  gleich  zwei^ 
so  lässt  sich  die  Integration  des  Systems  Fy  =  0 ,  sobald  das 
System  Sij  =  0  existirt,  auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen 
zurtLokftthren. 

Eine  Erniedrigung  in  der  Zahl  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen ist  im  Allgemeinen  eine  wesentlich  grössere  Leistung  als 
eine  Verminderung  in  der  Zahl  der  abhängigen  Veränderlichen, 
die  ihrerseits  mit  der  Erniedrigung  in  der  Ordnung  eines  Systems 
zu  vergleichen  ist. 


4)  Die  vorhergehenden  Entwickelungen  dieses  Kapitels  finden  sich 
alle,  wenn  auch  in  knapper  Form,  in  meiner  früher  citirten  Arbeit  aus 
dem  Jahre  4880.  Die  ifachstehende  wichtige  Bemerkung  wurde  damals 
nicht  explicite  gemacht. 
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Kapitel  HI. 

Jede  infinitesimale  BerührnngstransforBiation  einer  partiellen  Differen- 
tialgleichnng  erzengt  specielle  Integralgebilde. 

Wenn  eine  vorgelegte  partielle  Differenlialgleichung  eine 
infinitesimale  Punkt-  oder  Berührungstransformation  gestattet, 
so  werden  in  gewissen  Fällen  alle  Integralgebilde  von  der  infini- 
tesimalen Transformation  in  sich  verschoben. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  lineare  partielle  Differentialglei- 
chung mit  Constanten  Coefficienten 

ap  +  bq  —  c=^0  , 

die  bekanntlich  auch  foigendermassen  geschrieben  werden  kann 

Die  zugehörigen  Integralflächen 

c        a  \a        Ol 

sind  lauter  Gylinderflächen  mit  parallelen  Erzeugenden;  jede 
einzelne  derartige  Fläche  wird  in  sich  von  der  infinitesimalen 
Translation 

ox  öy  dz 

verschoben. 

Liegt  andererseits  eine  beliebige  lineare  partielle  Differen- 
tialgleichung 

^{xyz)p  +  T]{xyz)  q  —  l;[xyz)  =  0 

vor  j  so  gestattet  jede  Integralflache  die  infinitesimale  Transfor- 
mation, deren  Symbol  ist: 

^ä^  +  '^ä^  +  ^äl- 

Dieser  Satz  ist  weiter  nichts  als  eine  gruppentheoretische  Auf- 
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fassung  von  Lagrangb's  berühmter  Theorie  der  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  in  drei  Veränderlichen. 

Betrachten  wir  andererseits  nicht-lineare  partielle  Differen- 
tialgleichungen erster  Ordnung 

W{xyzpq)  =  0  . 

Auch  jetzt  ist  es  möglich,  infinitesimale  Transformationen  anzu- 
geben, die  jede  Integralflache  in  sich  verschieben.  Dies  ist  ja 
nämlich  der  Fall  mit  jeder  infinitesimalen  Bertthrungstransfor- 
mation,  deren  charakteristische  Function  die  Form 

Q(xyzpq)  .  W 

besitzt,  dabei  vorausgesetzt,  dass  q  sich  ftlr  Werthsysteme 
xyzpq  allgemeiner  Lage,  die  W=  0  erftlllen,  regulär  verhält. 
Auf  diese  Bemerkung,  die  sich  auf  alle  partiellen  Differen- 
tialgleichungen erster  Ordnung  in  beliebig  vielen  Veränderlichen 
ausdehnt,  beruhen  im  Grunde  alle  Integrationstheorien,  die 
derartige  Gleichungen  auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen 
zurückführen  ^). 

Es  giebt  nun  aber  auch  infinitesimale  Berührungstransfor- 
mationen, die  zwar  eine  partielle  Differentialgleichung  (erster 
Ordnung)  in  sich  transformiren,  nicht  aber  alle  Integralgebilde 
invariant  lassen,  während  sie  allerdings  selbstverständlich  jedes 
Integralgebilde  in  ein  Integralgebilde  überführen. 

Mit  derartigen  Vorkommnissen  beschäftigen  wir  uns  in  diesem 
Kapitel  und  stellen  uns  insbesondere  die  Frage,  welchen  Vor- 
theil  man  bei  der  Integration  partieller  Differentialgleichungen 
aus  dem  Vorhandensein  derartiger  Transformationen  ziehen 
kann.  Wir  werden  nachweisen,  dass  man  jedenfalls  das  Auf- 
treten derartiger  Transformationen  dazu  benutzen  kann,  durch 
relativ  einfache  Integrationsprocesse  gewisse  ausgezeichnete 
Integralgebilde  zu  finden,  die  dadurch  charakterisirt  sind,  dass 
sie  bei  der  betreffenden  infinitesimalen  Transformation  in  sich 
verschoben  werden.     Im  nächsten  Kapitel  zeigen  wir  sodann, 


4)  An  anderer  Stelle  habe  ich  Itfngst  nachgewiesen,  dass  eine  infini- 
tesimale Bertthrungstransformation  nie  alle  Integralgebilde  einer  partiellen 
Differentialgleichung  zweiter  oder  höherer  Ordnung  in  sich  verschiebt. 
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dass  man  die  Existenz  derartiger  Transformationen  in  noch  viel 
weitergehenderer  Weise  verwerthen  kann. 

Um  das  Verständniss  meiner  Theorie  zu  erleichtern, 
schicke  ich  zuerst  einige  einfache  aber  lehrreiche  Beispiele 
voraus. 

Betrachten  wir  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 

(A)  « (yz)p  +  /^  ft/^)  9  —  y  (.v^)  =  0 , 

deren  Coefficienten  von  x  frei  sind.  Ftthrt  man  nun  neue  Ver- 
änderliche Jr^  y^  z^  vermöge  einer  Transformation 

AT,  = ./'  +  a  ,     y^  =y  ^     »,  =  jz     [a  =  Const.) 

ein,  so  wird  die  Form  der  Gleichung  bewahrt.  Fttr  eine  geo- 
metrische Auffassung  heisst  dies,  dass  jede  Translation  iSngs 
der  X'Axe  jede  Integralflache  in  eine  Integralfläche  überführt. 
Diese  Sachlage  findet  darin  ihren  vollen  Ausdruck,  dass  die 
infinitesimale  Translation 

bx 

jede  Integralfläche  in  eine  ebensolche  überführt.  Die  allgemeine 
Theorie,  die  in  diesem  Kapitel  in  ihren  Hauptzügen  entwickelt 
wird,  sagt  nun  fUr  diesen  speciellen  Fall,  dass  unter  den  Inte- 
gralflächen  unserer  Gleichung  (A)  solche  vorhanden  sind,  die 

von   der  infinitesimalen  Translation   -r-^  in  sich   verschoben 

werden. 

In  der  That,  machen  wir  in  unserer  linearen  partiellen 
Differentialgleichung  (A)  die  Substitution 

so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  Y  die  Gleichung 

ß{yy)^-yiyy]  =  Q, 

die  als  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  den  beiden  Veränderlichen  y  und  Y  sicher  integrabel 
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ist  und  zwar  in  allgemeinster  Weise  durch  eine  Function  Y  [y] 
befriedigt  wird,  die  eine  arbiträre  Constante  enthält. 

Daher  finden  sich  unter  den  oo*  Integralflächen  einer  jeden 
linearen  partiellen  Differentialgleichung  in  xyzj  die  eine  infini- 
tesimale Translation  längs  der  x-Axe  gestattet  und  somit  die  Form 

a  (y^)p  +  ß  iy^)  q  —  y{y^)  =  o 

besitzt,  gewisse  und  zwar  oo*  Cylinderflächen,  die  bei  jener  infini- 
tesimalen Translation  in  sich  verschoben  werden. 

Denken  wir  uns  jetzt  ganz  allgemein  eine  beliebige  lineare 
partielle  Differentialgleichung  (und  zwar  der  Einfachheit  wegen) 
eine  mit  drei  unabhlingigen  Veränderlichen 

vorgelegt;  und  setzen  wir  dabei  voraus,  dass  zufälligerweise  eine 
infinitesimale  Transformation 

bekannt  ist,  die  unsere  Gleichung  Af=0  in  sich  transformirt. 
Diese  Annahme  findet  nach  meinen  allgemeinen  Theorien  ihren 
analytischen  Ausdruck  in  dem  Stattfinden  einer  Relation  von  der 
Form 

x{A{n)-A(x{n)==Q.Af. 

Diese  Relation  aber  zeigt  nach  Jagobi's  und  Bour^s  allgemeinen 
Theorien,  dass  die  beiden  Gleichungen 

yI/'=0,     Xf=0 

eine  gemeinsame  Lösung  (p{xyz)  besitzen.  Setzen  wir  sodann 
(p  gleich  einer  arbiträren  Constante,  so  erhalten  wir  oo*  Flächen 

(p(xyz)  =  a, 

die  von  Bahncurven  der  infinitesimalen  Transformation  Xf  er- 
zeugt sind,  und  überdies  die  partielle  DiflTerentialgleichung 

ap  +  ift?g  —  y  =  0 
erfüllen. 
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Diesen  Satz  sprechen  wir  folgendermassen  aus : 
Führt  eine  infinitesimale  Transformation 

jede  Integralfläche  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

ap  +  ßq^Y=Q  =  Af 

in  eine  Integralfläche  über^  so  giebt  es  immer  oo*  Integralflächen 
von  Af^=0,  die  bei  jener  infinitesimalen  Transformation  in  sich 
verschoben  werden. 

Es  ist  nun  aber  leicht,  diesen  Satz  auf  beliebige  partielle 
Differentialgleichungen  auszudehnen,  die  eine  bekannte  oder  un- 
bekannte infinitesimale  J9miArun(;5transformation  gestatten. 

Betrachten  wir  zuerst  der  Einfachheit  wegen  eine  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  drei  Veränderlichen 

F[xyzpq)  =  a  =  Const. 

und  setzen  wir  voraus,  dass  F=^a  die  infinitesimale  Bertthrungs- 
transformation 


[Wf]-W^^ 


gestattet. 

Setzen  wir 


Vi  Pi 

y=zx^,     z  =  cc,,     -p=iS^     —9  =  '^, 

SO  nimmt  unsere  partielle  Differentialgleichung  die  Form  an 

N[x,x^x^p,p^p;\  =  a 

und  das  Symbol  der  infinitesimalen  Bertthrungstransformation 
wird  der  PoissoN'sche  Klammerausdruck 

>  r»  Ps ' 

dabei  sind  A'  und  H  homogen  in  den  p  und  zwar  ist  N  homogen 
von  nullter  Ordnung,  //  dagegen  homogen  von  erster  Ordnung 
In  den  p. 
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Unsere  Annahme,  dass  die  infinitesimale  Bertthrungstrans- 
formation  (Hf)  eine  jede  unter  den  oo*  partiellen  Diflferential- 
gleichungen  N^=a  invariant  lässt,  findet  darin  ihren  analy- 
tischen Ausdruck,  dass  die  bekannte  Relation 

(UN)  =  0 

identisch  besteht.  Hieraus  lässt  sich  nun,  wenn  wir  die  Be- 
zeichnung 

i 
—  //  ==  M(a;^  x^  x^p,  p^p,)  =  W 

einfuhren,  den  Schluss  ziehen,  dass  die  beiden  Gleichungen 

N  =  a,     M=0       * 

für  jeden  Werlh  von  a  gewisse  und  zwar  oo^  gemeinsame  Inte- 
gralflJichen  haben.  In  der  That,  die  Relation  {HN)  =  0  liefert 
unmittelbar  die  Gleichung 

(p,if,iV)  =  0=p,(JlfiV)+|^Jf, 

die  uns  zeigt,  dass  der  Rlammerausdruck  [M  N)  vermöge  H  =  0 
verschwindet. 

Die  hiermit  gefundenen  Integralflachen  jeder  einzelnen 
Gleichung  N=a  werden  wirklich  von  der  infinitesimalen  Be- 
rührungstransformation  (Hf)  in  sich  verschoben. 

Der  Beweis  gestaltet  sich  übrigensi  unter  gewissen  Ge- 
sichtspunkten einfacher,  wenn  wir  die  ursprünglichen  Goordi- 
naten  xyzpq  beibehalten.  Denn  unsre  Annahme,  dass  eine 
jede  unter  den  oo*  partiellen  Difiereotialgleichungen 

F[xyzpq)  =  a 

die  infinit,esimale  Bertthrungstransformation 

gestatten  solle,  deckt  sich  damit,  dass  der  Ausdruck 

bF 
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identisch  verschwinden  soll;  und  daraus  folgt,  dass  der  eckige 
Klammerausdruck 

[WP] 

vermöge  VV=0  verschwindet,  was  wiederum  zeigt,  dass  die 
Gleichungen 

cx)*  gemeinsame  Integral  flächen  haben,  die  von  unserer  infini- 
tesimalen Berührungstransformation  in  sich  verschoben  werden. 
Diese  Theorie,  die  sich  ohne  weiteres  auf  alle  partiellen 
Difl*erentialgleichungen  erster  Ordnung  in  n  Veränderlichen 
ausdehnt,  giebt  den^wirklichen  Schltlssel  zu  allen  Untersuchungen 
ttber  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  die  von 
Lagrange  und  seinen  Nachfolgern  bis  Jacobi  inclusive  ausgeführt 
worden  sind.  Hit  der  Entdeckung  der  hier  skizzirten  Trans- 
formationstheorie der  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  fingen  meine  allgemeinen  Untersuchungen  auf  diesem 
Gebiete  an.  Bei  dieser  Gelegenheit  brauche  ich  nicht  auszu- 
führen, wie  diese  Betrachtungen,  die  aus  den  Jahren  1 874 — \  872 
herrühren^),  mich  zur  Entwickelung  der  allgemeinen  Theorie  der 
Berührungstransformationen  sowie  zur  Begründung  meiner 
Theorie  der  Transformationsgruppen  führten.  Dagegen  scheint 
es  mir  zweckmässig,  einmal  meine  längst  angedeutete^)  Aus- 
dehnung der  soeben  resumirten  Entwickelungeu  auf  beliebige 
partielle  Differentialgleichungen  von  zweiter  und  höherer  Ord- 
nung wirklich  durchzuführen.  Im  nächsten  Kapitel  zeige  ich 
sodann ,  dass  man  aus  dem  Vorhandensein  (bekannter)  infini- 
tesimaler Berührungstransformationen  einer  zur  Integration 
vorgelegten  partiellen  Differentialgleichung  im  Allgemeinen 
einen  noch  grösseren  Vortheil  ziehen  kann.  Die  weitergehenden 
Entwickelungeu  des  nächsten  Kapitels,  die  wesentlich  mehr 
leisten,  beruhen  für  eine  oberflächliche  Betrachtung  auf  ganz 
andern  Principien ;  es  ist  indess  möglich,  die  Entwickelungeu 
beider  Kapitel  von  einem  höheren  Gesichtspunkte  zu  sehen; 


1]  Vgl.  die  kurze  Note:   Kurzes  Resum^  etc.  Verh.  der  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  zu  Christiania  April  487i. 
2)  Math.  Annalen  Bd.  XI,  S.  490,  Fussnote. 
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alsdann  erkennt  man,  dass  beide  Theorien  aus  einer  gemein- 
samen Quelle  fliessen. 


Setzen  wir  voraus,   dass  eine  zur  Integration  vorgelegte 
partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

F(xyzpqrst)r=  0 
eine  bekannte  infinitesimale  Berührungstransformation 

gestattet.  Es  ist  dann  immer  möglich,  eine  partielle  Differential- 
gleichung erster  Ordnung,  nämlich  die  Gleichung 

W  {xyzpq)  =  0 

aufzustellen,  die  mit  F=  0  oo*  Integralflächen  gemein  hat. 

Um  dies  zu  beweisen ,  ftthren  wir  durch  Bertthrungstrans- 
formation 

x'  =  X(xyzpq),    y'^Y,     z'  =  Z, 

P'  =  P(....),    g'  =  0(....) 

neue  Veränderliche  ein,  die  so  gewählt  sind,  dass  die  infini- 
tesimale Transformation  die  Form 

IL 

hx' 

annimmt.  Durch  Einführung  dieser  Veränderlichen  verwandelt 
sich  F=0  in  eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung, die  alle  Translationen  längs  der  x'-Axe  gestattet ;  sie  ist 
daher  von  x'  frei  und  besitzt  dementsprechend  die  Form 

O{y'z'p'q'r's't')  =  0. 

Machen  wir  hier  die  Substitution 

'^'=Y{y'), 

so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  Y{y')  die  Gleichung 


»(»■•••^••»^)=». 


Mfttb.-phys.  ClaBB6.     1S95. 
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die  als  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
sicher  integrabel  ist  und  dabei  in  allgemeinster  Weise  von  einer 
Function  Y{y')  befriedigt  wird,  die  zwei  arbiträre  Parameter 
enthält.  Hiermit  ist  die  Richtigkeit  unserer  Behauptung  er- 
wiesen; bei  den  Betrachtungen,  die  uns  zu  diesem  Resultate 
fahrten,  haben  wir  implicite  vorausgesetzt,  dass  unter  den 
Werthsystemen  xyzpq^  die  VK=  0  erftlllen,  solche  vorhanden 
sind,  fttr  welche  nicht  allein  W,  sondern  auch  F  sich  regulär 
verhalten. 

Wir  formuliren  das  erhaltene  specielle,  doch  aber  wichtige 
Resultat  folgendermassen : 

Gestattet  eine  vorgelegte  partielle  Differentialgleichung  zweitei^ 
Ordnung 

P(xyzpqrst)  =  0 

die  infinitesimale  Berührungstransformaiion 

[wn  -  w^L 

und  giebt  es  dabei  unter  den  Werthsystemen  xyzpq,  die  W^s=0 
erfüllen ,  solche,  für  welche  nicht  allein  W,  sondern  auch  F  sich 
regulär  verhalten ,  so  haben  die  beiden  partiellen  Differentialglei- 
chungen 

F=0,     H^=0 

oo*  gemeinsame  Integralflächen;  anders  ausgesprochen:  es  hat 
dann  F=0  im  Allgemeinen  oo*  Integralflächen,  die  von  der  in- 
finitesimalen Transformation  in  sich  verschoben  werden^). 

So  einfach  dieser  Satz  auch  ist,  so  genügt  er  schon,  um 
eine  Reihe  längst  bekannter,  aber  isolirt  stehender  Resultate 
auf  ihre  wirkliche  Quelle  zurückzuführen. 

Wenn  eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
alle  Bewegungen  gestattet,  so  besteht  sie  einfach  in  einer  Re- 
lation zwischen  den  beiden  Krümmungsradien 

ß  (i?,  Ä,)  =  0  . 

Unter  den  Integralflächen  einer  derartigen  Gleichung  finden  sich 
daher  immer  gewisse  Cylinder,  Rotationsflächen  und  Schrauben- 


4)  Unter  Umständen  erfüllen  aUe  Integralflttchen  von  W>^0  lugleich 
=  0. 
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flachen,  und  zwar  erhalt  man  im  jeden  einzelnen  Falle  (min- 
destens) (X)^  Integralflachen,  die  eine  infinitesimale  Bewegung 
gestatten. 

So  z.  B.  giebt  es  Rotationsflachen  und  zugleich  Schrauben- 
flachen, die  Hinimalflachen  sind  oder  aber  constante  Krümmung 
resp.  constante  mittlere  Krümmung  haben. 

Unter  den  partiellen  Differentialgleichungen 

giebt  es  einige,  die  nicht  allein  alle  oo*  Bewegungen ,  sondern 
überhaupt  alle  c»^  Aehnlichkeitstransformationen  gestatten.  Das 
ist  der  Fall  mit  den  Gleichungen 

n 

-^  =  a  =  Const. 

Daher  dürfen  wir  schliessen,  dass  sich  unter  den  Flächen,  deren 
Krümmungsradien  in  einem  gegebenen  constanten  Yerhaltniss 
stehen,  immer  solche  finden  lassen,  die  Spiralflächen  sind,  solche 
also,  die  eine  unendlich  kleine  Transformation  gestatten,  die 
die  Form 

Ci{xp  +  yq  +  zr)  +  c,  (yp  —  xq)  +  c^(zq  —  yr) 
+  c^{xr  —  zp)  -^c^p  +  CQq  +  c.r      • 

besitzt.  Es  waren  gerade  diese  Betrachtungen,  die  mich  seiner- 
seits zur  Entdeckung  derjenigen  Minimalflächen  führten,  die 
Spiralflächen  sind. 

Der  aufgestellte  Satz  gestattet  mehrere  Verallgemeine- 
rungen, die  grosses  Interesse  darbieten,  wenn  sie  auch  als  ein 
selbstverständlicher  Ausfluss  meiner  allgemeinen  Theorien  auf- 
gefasst  werden  können. 

Beschranken  wir  uns  zunächst  auf  partielle  Differential- 
gleichungen in  xyz,  so  erhalten  wir  zunächst  durch  fast  wort- 
lautende Wiederholung  der  oben  angestellten  Betrachtungen 
den  Satz : 

Sats.  Gestattet  eine  partielle  Differentialgleichung  m^^^ 
Ordnung  in  xyz: 

V^z\ 


(h   z\ 
a'y^pgr...— 1  =  0 
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die  infinitesimale  Berührungstransfortnation : 

[Wf]  -  w^L , 

SO  haben  die  beiden  partiellen  Differentialgleichungen 

JF=0,     T7=0 

im  Allgemeinen  oo*'^  gemeinsame  Integralflächen^  deren  Bestimmung 
nur  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  m**^ 
Ordnung  verlangt.  Diese  HiUfsgleichung  enthält  arbiträre  Con- 
stanten,  die  in  Wegfall  kommen,  wenn  die  Gleichung  erster  Ord^ 
nung  TV  =  0  schon  integrirt  vorliegt. 

Zur  Illustration  dieses  Satzes  betrachten  wir  zuerst  die 
partielle  Differentialgleichung  vierter  Ordnung,  die  alle  isothermen 
Flächen  bestimmt.  Diese  Differentialgleichung  gestattet  offenbar 
die  zehngliedrige  Gruppe  aller  conformen  Punkttransformationen. 
Daher  liefern  unsere  Theorien  oo'**  isotherme  Flächen, 
deren  jede  eine  infinitesimale  conforme  Punkttransformation  ge- 
stattet. 

Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  partielle  Differen- 
tialgleichung vierter  Ordnung,  die  alle  Translationsflächen  de- 
finirt;  diese  Gleichung  gestattet  alle  oo^^  linearen  Punkttrans- 
formationen des  Raumes ;  daher  lässt  sich  schliessen,  dass 

Translationsflächen  vorhanden  sind,  die  jedesmal  eine  infinitesi- 
male lineare  Transformation  gestatten. 

Es  ist  nun  möglich,  diese  an  sich  interessanten  Translations- 
flächen wirklich  zu  bestimmen.  Die  betreffenden  Flächen  zer- 
fallen in  zwei  Kategorien,  je  nachdem  bei  der  infinitesimalen 
linearen  Transformation  die  unendlich  fernen  Punkte  in  Ruhe 
bleiben  oder  unter  sich  vertauscht  werden. 

Von  der  ersten  Kategorie  können  wir  aber  absehen,  da  es 
von  vornherein  klar  ist,  dass  sie  nur  abwickelbare  Flächen,  ja 
sogar  nur  Cylinderflächen  umfasst. 

Wir  können  somit  annehmen,  dass  unsere  infinitesimale 
Transformation  die  unendlich  fernen  Punkte  unter  sich  ver- 
tauscht; alsdann  wird  die  unendlich  ferne  Ebene  projectiv 
transformirt;  und  somit  treten  in  dieser  Ebene  oo'  Curven  auf. 
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die  sämmtlich  invariant  bleiben.    Unter  diesen  Curven,  deren 
Gleichungen  die  Form  haben: 


iO 


(S'  il)'— =^°''*' 


greifen  wir  zwei  beliebige  heraus,  indem  wir  dem  Parameter  a 
zwei  bestimmte  Werthe  a^  und  a,  ertheilen.  Meine  aligemeine 
Theorie  der  Translationsflächen  giebt  sodann  unmittelbar  eine 
partielle  Differentialgleichung 

R(pq)r+S[pq)s+T{pq)l=^0, 

deren  Integralflachen  Translationsflächen  sind,  deren  erzeu- 
gende Gurven  jedesmal  cx>*  Tangenten  besitzen,  die  eine  der 
beiden  früher  besprochenen  unendlich  fernen  Gurven  schneiden. 
Ist  nun 

das  Symbol  der  betreffenden  infinitesimalen  Transformation,  so 
sind  die  gesuchten  Translationsflächen  bestimmt  durch  die 
beiden  partiellen  Differentialgleichungen 

(E)  ?P  +  i??— ?=0 

(F)  Är  +  5s+n  =  0, 

unter  denen  die  erste  neun  wesentliche  arbiträre  Constanten  ent- 
halt; während  in  der  letzten  Gleichung  überdies  die  Parameter 
a^  a,  auftreten.  Diese  beiden  partiellen  Differentialgleichungen 
haben  nun  für  allgemeine  Werthe  der  besprochenen  elf  Para- 
meter jedesmal  oo*  gemeinsame  Integralflächen.  Dies  folgt 
daraus,  dass  die  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
(F),  wie  eine  evidente  geometrische  Betrachtung  zeigt,  die  infini- 
tesimale Transformation  (D)  gestattet. 

Will  man  die  endliche  Gleichung  dieser  Flächen  finden,  so 
kann  man  zuerst  die  Bahncurven 

der  infinitesimalen  Transformation  (D)  bestimmen ;  sodann  erhält 
man  eine  partielle  Differentialgleichung  in  ;^: 
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deren  Integralgleichung 

die  gesuchten  Flachen  darstellt.  Es  ist  nun  sehr  bemerkens- 
werth,  dass  die  hier  angegebenen  Operationen  wirklich  durch- 
geführt werden  können ;  zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  die  fol- 
genden Betrachtungen  an. 

Da  eine  lineare  Transformation  jedes  Parallelogramm  in  ein 
Parallelogram  ttberftthrt  und  in  Folge  dessen  congj^uente  Cui'ven 
in  ebensolche  verwandelt,  so  haben  wir  früher  behaupten 
können,  dass  eine  derartige  Transformation  immer  Translations- 
flache in  Translationsfläche  überführt.  Wenn  nun  eine  Trans- 
lationsflache eine  infinitesimale  lineare  Transformation  gestattet, 
so  sind  von  vornherein  zwei  Möglichkeiten  denkbar:  es  ist 
denkbar,  dass  die  oo^  congruenten  und  gleichgestellten  Curven 
unsrer  Flache  unter  einander  vertauscht  werden,  oder  aber 
dass  sie  nach  und  nach  in  andere  Schaaren  congruenter  Curven 
übergehen.  Mit  der  letzten  Möglichkeit  brauchen  wir  uns  aber 
nicht  zu  beschäftigen,  denn  sie  könnte  jedenfalls  nur  für  die  von 
uns  bestimmten  Flachen  eintreten,  die  in  oo  vielen  Weisen 
als  Translationsflachen  aufgefasst  werden  können.  Es  erübrigt 
also  nur  noch  die  Möglichkeit  zu  erledigen,  dass  die  betrefifende 
infinitesimale  lineare  Transformation  jede  Schaar  congruenter 
Curven  invariant  lasst.  In  diesem  Falle  muss  jede  Curve  einer 
derartigen  Schaar  selbst  eine  infinitesimale  lineare  Transfor- 
mation gestatten,  indem  jede  Curve  der  Schaar  von  zwei  unab- 
hängigen linearen  Transformationen  in  dieselbe  benachbarte 
Curve  übergeführt  wird.  Hieraus  folgt,  dass  es  immer  möglich 
ist,  beide  Schaaren  congruenter  Curven,  die  auf  unsrer  Flache 
liegen,  und  also  die  Flache  selbst  zu  bestimmen. 

Unter  den  hiermit  bestimmten  Translationsflachen,  die  eine 
infinitesimale  lineare  Transformation  gestatten,  finden  sich  ins- 
besondere die  geradlinigen  Minimalflachen.  Diese  Schraubeti- 
flächen  sind,  beiläufig  bemerkt,  die  einzigen  geradlinigen  Trans- 
lationsflächen,  die  nicht  gleichzeitig  Cylinder  sind. 

Wir  wollen  angeben,  wie  man  alle  diese  Flachen  durch 
möglichst  einfache  Rechnungen  finden  kann. 
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In  älteren  Arbeiten  zeigte  ich^  dass  man  alle  linearen  homo- 
genen infinitesimalen  Transformationen  auf  kanonische  Form 
bringen  kann.    Ist  nun 

3 

eine  solche  kanonische  Form,  so  bildet  man  die  Transformation 

und  versucht  sodann  durch  die  Variabelnänderung 

^k  =  ^Ä  +  «Ä 

die  Constanten  d^,  c/,,  d,  sflmmtlich  oder  wenigstens  einige  unter 
ihnen  wegzuschaffen. 

Ist  insbesondere  die  Determinante 

\<^ik\ 

Yon  Null  verschieden,  so  können  alle  d^  ohne  weiteres  gleich 
Null  gesetzt  werden. 

Sucht  man  nun  alle  Translationsflächen,  die  die  infinitesi- 
male Transformation 

(6)  ^Oii,XiPf,+^dkPj, 

ik  h 

gestatten,  so  bemerkt  man  zunächst,  dass  jede  erzeugende  Gurve 
nach  dem  Früheren  eine  gewisse  infinitesimale  Transformation 
zulässt,  die  die  Form 

2^ifc^iPlc+^^kPk 

besitzt.  Man  bestimmt  die  oo*  Bahncurven  dieser  letzten  Trans- 
formation, und  greift  unter  ihnen  eine,  etwa  C  heraus;  sodann 
erzeugen  alle  oo*  Bahncurven  der  ersten  infinitesimalen  Trans- 
formation, die  C  schneiden,  eine  Fläche,  die  die  verlangte  Eigen- 
schaft besitzt.  —  In  dieser  Weise  liefern  leicht  ausführbare  Rech- 
nungen die  gesuchten  Translationsflächen. 

Nehmen  wir  z.  B.  die  infinitesimale  Transformation 

axp  +  byq  -{-  czr        [abc  =}=  0) 
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und  fügen  einen  Ausdruck  nullter  Ordnung  hinzu,  so  erhalten 
wir  die  Transformation 

[ax  +  l)p  +  (by  +  m)q  +  [cy  +  n)  r . 

Die  Bahncurven   dieser   letzten  Transformation  sind  gegeben 
durch  die  Gleichungen 

by+m=  {by^  +  m)^^ 
csi  +  n=  (c«p  +  n)  e^^ . 

Dementsprechend  werden  die  Bahncurven  der  ersten  Transfor- 
mation bestimmt  durch  die  Gleichungen: 


J  = 

xe<" 

»?= 

■y^ 

J  = 

zeF. 

Eliminirt  man  zwischen  diesen  sechs  Gleichungen  die  Grössen 
.r,  y,  3,  ertheilt  sodann  den  Grössen  a?Q ,  y^,  z^  bestimmte  Werthe 
und  deutet  endlich  i  und  r  als  Parameter,  so  bestimmen  die 
drei  Gleichungen: 

6^  =  —  m^  +  (6y„  +  m)  e*(«^-^0 
cj  =  —  ne'^-l-iczo  +  wjt''^^^"^'^ 

offenbar  eine  Translationsfläche,  die  die  gesuchten  Eigen- 
schaften besitzt. 

Betrachten   wir  jetzt   eine   partielle  Differentialgleichung 
m^*'  Ordnung  in  it  -j-  <  Veränderlichen 

mit  9  bekannten  infinitesimalen  Bertthrungstransformationen 
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die  paarweise  vertausohbar  sind : 

während  die  charakteristischen  Functionen  keine  homogene 
Relation 

erfüllen.  Giebt  es  dann  Werthsysteme  jsa?^  ...  x;, />,... ,  die  die 
Gleichungen 

^,=0...,     Wg  =  0 

erfüllen,  für  welche  sich  überdies  die  Gleichung  F  =  0  regulär 
verhält,  so  haben  die  Gleichungen 

W^  =  0 W^9  =  0,     F=0 

gemeinsame  Lösungen. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen  und  gleichzeitig  zu  präcisiren, 
denken  wir  uns,  wie  immer  möglich,  neue  Veränderliche 

2A....A-.P,...P^ 

eingeführt,  die  so  gewählt  sind,  dass  die  charakteristischen 
Functionen  unserer  infinitesimalen  Transformationen  die  Form 

P     P  P 

annehmen.  Geschrieben  in  diesen  Veränderlichen  erhält  dann 
f  =  0  eine  Form 

die  von  A'^.<y+i  . . .  A„  frei  ist. 
Setzen  wir  daher 

so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  @  eine  sicher  integrable 
partielle  Dififerentialgleichung  m^^^  Ordnung  in  den  Veränder- 
lichen 
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Hiermit  ist  das  angekündigte  Resultat  erwiesen,  und  gleich- 
zeitig eine  Integrationsmethode  angegeben,  die  sich  oft  als  prak- 
tisch erweisen  wird,  obgleich  sie  mehr  Integrationsoperationen 
verlangt,  als  streng  nothwendig  ist. 


Die  in  dem  vorigen  Beispiel  gemachte  Annahme,  dass  die 
Kiammerausdrücke  B^Bj^f—  Bj^B^f  alle  Null  sind,  lässt  sich 
durch  allgemeinere  Voraussetzungen  ersetzen.  Nehmen  wir  z.  B. 
an,  dass  die  Gleichung 


'H'"'-""^)  = 


zwei  inGnitesimale  Bertlhrungstransformationen  gestattet,  die 
eine  Gruppe  mit  zwei  Parametern  erzeugen.  Sind  nun  diese 
Transformationen  nicht  vertauschbar,  so  können  wir  annehmen, 
dass  die  Veränderlichen  schon  so  gewählt  sind,  dass  unsere 
infinitesimale  Transformationen  in  der  Form 

vorliegen.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  F  frei  von  x^  und 
homogen  in  den  Grössen 

a?2 . . .  a?„ ,  js ,  dx^ ,, ,  dx^ y  ^^j 
so  dass  sie  die  Form 

besitzt. 

Setzen  wir  nun 


und 

X, 


i . 


-=yt7 — 7-=-  =  yn-4 

so  kommt 
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SO  dass  unsere  partielle  Differentialgleichung  die  Form 

^(.,......|l^..)=o 

annimmt,  die  nur  die  Grössen  y,  . . .  ^n  W  und  die  zugehörigen 
Differentialquotienien  erster  bis  m}^^  Ordnung  enthält. 

Gestattet  daher  eine  partielle  Differentialgleichung  vnf*^  Ord- 
nung F=sO  in  den  Veränderlichen  zx^x^.,,  x^  (m>2)  eine 
zweigliedrige  Gruppe  von  Berührungstrans formationen  ^  die  von 
den  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

erzeugt  wird^  so  habm  die  partiellen  Differentialgleichungen 

F=0,     IV,  =0,     IV,  =  0 
die  grösstmögliche  Anzahl  gemeinsamer  Lösungen. 


Setzen  wir  jetzt  allgemein  voraus,  dass  eine  vorgelegte 
partielle  Differentialgleichung  m^^  Ordnung  in  den  Veränder- 
lichen zx^  ,.,Xf^  eine  ^gliedrige  Gruppe  von  Bertthrungstrans- 
formationen 


[W^n-Wu-Z^r  (k^i,i...q) 


gestattet  und  nehmen  wir  überdies  noch  an,  dass  die  W  keine 
Relation  erfüllen,  die  die  Form 
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besitzt,  dann  haben  die  Gleichungen 

die  grösstmögliche  Anzahl  gemeinsamer  Lösungen,  und  dabei 
bleibt  jede  einzelne  unter  diesen  Lösungen  bei  der  g-gliedrigen 
Gruppe  invariant  *). 

Um  dies  zu  beweisen,  stellen  wir  die  folgenden  lieber- 
legungen  an. 

Der  Raum  zx^  . . .  a?»  enthält  oo***"^ *  Elemente:  zx^  ,.,x^ 
p^...  Pn-  Unter  ihnen  giebt  es  im  Allgemeinen  oo*'*"^  * "  ^ ,  die 
die  q  Gleichungen 

erfüllen.  Die  Elemente  der  hierdurch  bestimmten  Schaar  ge- 
niessen  die  Eigenschaft,  dass  jedes  derartige  Element  von  jeder 
infinitesimalen  Transformation  der  vorgelegten  Gruppe  in  sich 
verschoben  wird.  Da  nun  diese  Eigenschaft  nach  der  Natur  der 
Sache  eine  bei  der  endlichen  wie  infinitesimalen  Transformation 
unserer  Gruppe  invariante  ist,  folgt  zunächst,  dass  die  von  den 
Gleichungen  W^  =0  ...  \Vq=^  0  bestimmte  Schaar  von  Ele- 
menten bei  allen  Transformationen  det^  Gruppe  invariant  bleibL 

Die  00*'*  +  *"?"^*  Elemente  unserer  invarianten  Schaar 
ordnen  sich  in  Theilgebiete ,  die  einzeln  invariant  bleiben. 
Die  kleinsten  invarianten  Theilgebiete  umfassen  höchstens  oo'^ 
Elemente,  unter  denen  jedes  einzelne  mit  allen  benachbarten 
Elementen  desselben  Gebietes  vereinigt  liegt. 

Die  cx)^  "^  "  Elemente  der  Schaar  W^^=O^...Wg=^0  ordnen 
sich  somit  in  etwa  oo^  kleinste  invariante  Theilgebiete  E^j  unter 
denen  jedes  oo*"  Elemente  umfasst,  die  einen  Elementverein 
bilden. 


1)  Im  Texte  setzen  wir  stillschweigend  voraus,  dass  sich  unter  den 
Werihsystemen  irc, ...,  die  unser  Gleichungssystem  erfüllen,  solche 
finden  lassen,  für  welche  sich  die  in  Betracht  kommenden  Functionen  re- 
gulär verhalten. 
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Zwischen  benachbarten  Elementvereinen  Ey  finden  nun 
eigenthümliehe  Beziehungen  statt,  die  darin  bestehen,  dass,  so- 
bald zwei  bestimmte  benachbarte  Elemente,  die  zu  zwei  ver- 
schiedenen Ey  gehören,  vereinigt  liegen,  dass  dann  zwei  beliebige 
benachbarte  Elemente  dieser  beiden  Ey  vereinigt  liegen.  Inso- 
fern finden  also  zwischen  den  oo^  Elementvereinen  Ey  genau  die- 
selben Beziehungen  statt,  wie  zwischen  den  charakteristischen. 
Streifen  einer  partiellen  Dlfi'erentialgleichung  erster  Ordnung. 

Es  ist  auch  nicht  schwer,  das  erhaltene  Resultat  auf  seinen 
inneren  Grund  zurückzuführen.  Unsere  Annahme,  dass  die 
q  infinitesimalen  Bertlhrungstransformationen 

eine  9-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  findet  darin  ihren  analytischen 
Ausdruck,  dass  die  q  charakteristischen  Functionen  W^, ,.,  Wg 
paarweise  Relationen  von  der  Form 

erfüllen.  Hieraus  folgt  aber  unmitttelbar,  dass  die  partiellen 
Differentialgleichungen  1.  0. 

in  meinem  Sinne  des  Wortes  ein  Involutionssystem  bilden. 
Dieses  Involutionssystem  hat  charakteristische  Mannigfaltigkeiten, 
und  das  sind  gerade  die  Elementvereine,  die  wir  früher  mil  A*,, 
bezeichnet  haben.  — 

Unsere  frühere  ausdrückliche  Voraussetzung,  dass  die  Wj. 
keine  homogene  Relation  ß  =  0  erfüllen ,  lasst  sich  offenbar 
durch  allgemeinere  Annahmen  ersetzen. 

Es  ist  nun  ein  allgemeiner,  von  mir  herrührender  Satz,  dass 
die  charakteristischen  Mannigfaltigkeiten  eines  Involutions- 
systems erster  Ordnung  sich  immer  ein-eindeutig  (d.  h.  nicht 
unendlichdeutig),  auf  die  Elemente  erster  Ordnung  eines  passend 
gewählten  Punktraumes  ^^  §^  ...  §^f  in  solcher  Weise  beziehen 
lassen,  dass  zwei  benachbarte  charakteristische  Mannigfaltig- 
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keiten^  deren  benachbarte  Elemente  immer  vereinigt  liegen^  sich 
im  Räume  C$,  •••^n'  ^'^  '^®^  Elemente  (C^tt)  abbilden ,  die 
vereinigt  liegen. 

Hieraus  folgt  nun,  das  die  ursprünglich  vorgelegte  partielle 
Differentialgleichung  m^'  Ordnung  und  die  hinzutretenden  Glei- 
chungen erster  Ordnung  T^^  =  0, . . .  Wg  =  0,  das  heisst  also, 
dass  das  ganze  Gleichungssystem 

(L)  F=0,     W^  =  0,...Wg  =  0 

sich  durch  eine  einzige  partielle  Differentialgleichung  m^' 
Ordnung 


^(Ui" 


ersetzen  Ittsst.  Da  diese  letzte  Gleichung  immer  Lösungen  be- 
sitzt, so  gilt  dasselbe  fUr  das  Gleiohungssystem  (L). 

Hiermit  ist  das  angekündigte  Resultat  bewiesen.  Dabei 
leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  die  obenstehenden  Entwicke- 
lungen  ohne  Aenderung  gültig  bleiben,  wenn  nicht  eine  einzelne 
Gleichung  m^^  Ordnung,  sondern  ein  unbeschränkt  integrables 
System  m^'  Ordnung  vorgelegt  ist.  Wir  können  daher  den  fol- 
genden Satz  formuliren: 

Satz.  Liegt  ein  unbeschränkt  integrables  System  von  par- 
tiellen Differentialgleichungen  mf'^  Ordnung  vor : 

(/r=4,2...). 
das  eine  continuirliche  Gi^ppe  von  Berührungstransformationen 

gestaltet  y  so  findet  man  alle  Integralgebilde  des  Systems  F^  =  0, 
F,  =  0  . . .,  die  bei  der  Gruppe  invariant  ftteifcen,  indem  man  zu 
den  Gleichungen  Fj^  =  0  noch  die  q  Gleichungen 

Tr,  =  o,  ...  %  =  o 
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hinzufügL  Diese  q  letzten  Gleichungen  bilden^  wenn  sie  sich  nicht 
widei'sprechenj  immer  ein  Involutionssystem  erster  Ordnung^  deren 
charakteristische  Mannigfaltigkeiten^  wenn  sie  in  hinlänglich 
grosser  Anzahl  vorhanden  sind,  sich  zu  Integralgehildeti  des  ur- 
sprünglich vorgelegten  Gleichungssystems  F,  =  0 ,  F,  =  0  . . . 
zusammenfassen  lassen. 


Wir  betraehten  jetzt  ein  System  von  partiellen  Differential- 
gleichungen, das  die  m  Grössen  z^  z^...  z^  als  Functionen 
von  a?f .. .  a;„  bestimmt.    Setzen  wir  zur  Abkürzung 

so  hat  unser  Gleichungssystem  die  Form 

Jedes  Werthsystem  x^  . . .  a?n ,  z^  . . .  ä,^  ,  y>i*^ . . .  p^n^  nennen  wir 
ein  Element,  Wir  sagen  ferner,  dass  eine  Schaar  von  Elementen 
einen  Elementverein  bilden ,  wenn  zwei  benachbarte  Elemente 
der  Schaar  immer  das  Gleichungssystem 

dzi^p\dx^ pindx^=0  (i=4  ...m) 

erfüllen.  Ein  Elementverein  enthält  höchstens  oo*^  und  min- 
destens oo^  Elemente. 

Wir  bezeichnen  einen  Elementverein  als  einen  Integral- 
verein eines  Systems  von  Differentialgleichungen  F^  =  0, 
F,  ==  0  . . . ,  wenn  die  Elemente  des  Elementvereins  sämmtlich 
die  Gleichungen  F;^  =  0  erfüllen.  Wir  unterscheiden  zwischen 
Integral  -  F| ,  Integral- K,,  ...  Integral- F„,  je  nach  der  Dimen- 
sionenzahl des  betreffenden  Integralvereins. 

Wir  sagen  nun^  dass  das  System  von  Differentialgleichungen 
F^  =0,  F,  =  0  ...  unbeschränkt  integrabel  istj  wenn  alle  Ele- 
mente des  Gleichungssystems  mindestens  einem  Integral-V^  an- 
geh(fren. 

Wir  nennen  andererseits  das  System  von  Differentialglei- 
chungen F^  =:  0,    Ff  =  0  ...  ein  Involutionssystem ^  wenn  jede 
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Inlegral'Vg  des  Gleichungssystems  allgemeiner  Lage  in  mindestens 
einem  Integral-V^  enthalten  ist. 

Wir  wollen  nun  annehmen ,  dass  ein  Involutionssystem 
erster  Ordnung 

F,  =  0,     F,  =  0,... 

zwischen  den  unabhängigen  Veränderlichen  x^  ...x^  und  ihren 
Functionen  z^,..z„^  gewisse  (bekannte]  infinitesimale  Trans- 
formationen 

[k=i,i...r) 

gestattet,  die  eine  r-gliedrige  Gruppe  bilden,  (sowie  dass  die 
grössten  Determinanten  der  Matrix 

I  ?fc4  •••  hn^k^  "•  Cfcm  I 

nicht  identisch  verschwinden). 

Giebt  es  nun  hinlänglich  viele  Elemente  allgemeiner  Lage^  die 
alle  nachstehenden  Gleichungen  erster  Ordnung 

F,  =  0,     F.  =  0,... 

Cw  — Pl  hi  — P2?A, Pnhn  =  Ö 

(fc=  < ...  r,     e  =  1  ..,  m) 

eifüllen^  so  ist  das  hiermit  erhaltene  System  von  Differetitialglei- 
chungen  unbeschränkt  integrabel. 

Der  Beweis  wird  genau  in  derselben  Weise  geführt,  wie  in 
dem  vorigen  Beispiele. 


Kapitel  4. 

Partielle  Differentialgleichangen,  die  eine  anendliche  Grnppe  gestatten. 

Im  vorigen  Kapitel  beschäftigten  wir  uns  mit  partiellen 
Difi'erentialgleichungen,  die  eine  continuirliche  Gruppe  gestatten. 
Wir  zeigten,  dass,  sobald  eine  infinitesimale  Transformation 
einer  derartigen  Gleichung  vorliegt,  im  Allgemeinen  specielle 
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Integral-Mannigfaltigkeiten  vorhanden  sind,  die  bei  jener  Trans- 
formation nicht  in  neue  Integralgebilde  übergeführt  werden, 
sondern  in  sich  verschoben  werden.  Gestattet  daher  eine  vor- 
gelegte partielle  Differentialgleichung  eine  endliche  oder  unend- 
liche continuirliche  Gruppe,  so  geben  die  vorhergehenden 
Theorien  Methoden  zur  Bestimmung  gewisser  Kategorien  von 
Integralgebilden,  die,  sobald  die  vorgelegte  Gruppe  unendlich 
ist,  im  Allgemeinen  nicht  nur  von  arbiträren  Constanten'  ab- 
hangen. 

Es  ist  nun  aber  möglich,  wie  wir  in  diesem  Kapitel  an  ein- 
fachen Beispielen  nachweisen  werden,  noch  grösseren  Vortheil 
von  dem  betreffenden  Umstände  zu  ziehen.  Wir  stützen  uns 
bei  der  Entwicklung  dieser  neuen  Methoden,  die  nach  unserer 
Ansicht  eine  hervorragende  Wichtigkeit  besitzen,  auf  unsere 
allgemeine  Theorie  der  Differentialinvarianten.  Diese  unsre 
Methoden  beruhen  sämmtlich  darauf,  dass  wir  bei  der  Behand- 
lung einer  partiellen  Differentialgleichung,  die  eine  bekannte  un- 
endliche continuirliche  Gruppe  gestattet,  neue  Veränderliche 
einführen  und  zwar  ein  [volles)  System  von  Diff'erentialinvaiianten, 
das  nach  unsrer  allgemeinen  Theorie  zu  jeder  continuirlichen 
Gruppe  gehört. 

Beispiel  I.  Betrachten  wir  zuerst  die  unendliche  continu- 
irliche Gruppe,  deren  infinitesimale  Transformationen  die  allge- 
meine Form 

^< 

besitzen,  wobei  Z  eine  arbiträre  Function  des  Argumentes  z  be- 
zeichnet. 

Bezeichnen  wir  nun  wie  gewöhnlich  die  Differentialquo- 
tienten von  Z  mit  Z',  Z"...,  so  besitzen  die  infinitesimalen 
Transformationen  der  zugehörigen  erweiterten  Gruppen  die  Form 


+     • 
Iffttb.-pbys.  ClMse.  1895. 
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Wünscht  man  daher  alle  (agehtfrigen  Differentialinvarianten 
nuUter,  erster  und  zweiter  Ordnung  eu  finden,  so  bildet  man 
die  Gleichungen 

die  in  Uebereinslimmung  mit  unseren  allgemeinen  Theorien  ein 
YoUstUndiges  System  bestimmen.  Unter  ihren  Lösungen  finden 
sich  zwei  von  nuUter  Ordnung,  nämlich 


X  und  y , 

eine  von  erster  Ordnung: 

q 

und  zwei  von  zweiter  Ordnung 

qr  —  ps        bu       qs  —  pt 
q*       "  hx  '          9* 

hu 

Nach  unseren  allgemeinen  Theorien  drückt  sich  jede  Diffe- 
rentialinvariante  durch 

xyu 

und  den  successiven  Differentialquotienten 

hu     hu     h^u 
hx     öy     hx* 

aus.    Es  bilden  dabei  die  drei  Grössen  x  y  und  u  nach  unsrer 
Terminologie  ein  volles  System  von  Di/fefentiaUnvarianten. 
Jede  Relation  von  der  Form 


o/         hu  hu       \       ^ 


liefert  nun  eine  invariante  Differentialgleichung 
W(xyzpqrst .,,)  =  0  . 
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Existirte  eine  invariante  Dififerentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung, die  sich  nicht  auf  die  Form 


ß 


(hu  hu\ 
•^     hx  byl 


zurückführen    Hesse,    so    müsste   vermöge    dieser   Gleichung 
zweiter  Ordnung  die  dreireihige  Determinante  der  Matrix 


0     0 
0     0 


'1     0 
0    p 


0     0     0     0 
q     r     s     t 
p«  pq    q^ 


verschwinden, 
schliessen  wir: 


Da  eine  solche  Gleichung  nicht  vorhanden  ist, 


Gestattet  eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
alle  Transformationen  der  unendlichen  (h^ippe 


"^^"^  hz  ' 


für  welche 


X, 


V 


ein  volles  System  von  Oifferentialinvarianten  liefern^  so  kann  sie 
die  Form  ' 

hu  hu] 


^l  hu   hu\        . 

iilxyu^—  -—1  =  0 
\    ^     hx  hyl 


erhalten j   womit  ihre  Reduction  auf  gewöhnliche  Differential- 
gleichungen geleistet  ist. 

Entsprechende  Uebcrlegungen  geben  den  allgemeinen  Satz : 

Gestattet  eine  partielle  Differentialgleichung  m^®'  Ordnung 

in  den  Veränderlichen  x  y  z  alle  Transformationen  der  unend- 

liehen  Gruppe  Z(z)-^^  so  lässt  sie  sich  ohne  Integration  auf 
oz 

eine  Gleichung  (m —  4)*®'  Ordnung  zurückführen,  die  selbst  eine 

allgemeine  Form  in  den  Veränderlichen  xyu  besitzt.    Gelingt  es, 

diese  Hülfsgieichung  (;w  —  4  )^«'  Ordnung  zu  integriren,  so  bleibt 

nur  übrig  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

8* 
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zu  integriren.  Es  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  bei  der  Er- 
ledigung unserer  beiden  HUlfsgleichungen  die  bekannte  Gruppe 
Z[z)r  in  keiner  Weise  verwerthet  werden  kann. 

Beispiel  2.    Betrachten  wir  jetzt  die  unendliche  Gruppe 

^    '  hx  ÖJ2   ' 

die  ich  im  Jahre  \  883  (Gesellschaft  der  Wissenschaft  zu  Christi- 
ania*}  bei  meiner  Bestimmung  aller  unendlichen  Gruppen  in 
zwei  Veränderlichen  als  eine  kanonische  Form  aufstellte  \). 
Bezeichnen  wir  nun  die  Incremente  der  Grössen  xys  wie  ge- 
wöhnlich mit  dx,  6y^  dz,  und  setzen  dementsprechend: 

(Ja;  =  ^(jT,      (Jy  =  0,      (Ja  =  —  ^'zdir, 

so  finden  wir  nach  bekannten  Regeln: 

(Jr  =  (-  3^'r  -  3rp  -  T'^JÄr 

Es  ist  daher 
'        ^  hx       ^  \     hz^    '^  hp    *   ^  hq    *         hr    *  h$ 


+4)_r(.|£+3,|f+,|f)-r.|^ 


das  Symbol  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation 
unserer  zweimal  erweiterten  Gruppe.  Die  zugehörigen  Diffe- 
rentialinvarianten von  nullter,  erster  und  zweiter  Ordnung  sind 
daher  bestimmt  als  Lösungen  des  vollständigen  Systems 


4)  Verhandl.  der  Gesellschaft  der  Wissenschaft  zu  Cfaristiania  4S88. 
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'  rz  +  ^PT::  +  (lii+^s^  +  t-Jr  =  ^ 


Wir  finden  also  eine  Differcntialinvarianle  nullter  Ordnung, 
nflmlich  y,  die  wir  mit  a  bezeichnen,  eine  von  erster  Ordnung: 

(i  =  -    und  awei  von  zweiter  Ordnung,  nämlich 


zs 


pq 


z 


Dementsprechend  ist 


ii(fjivuv)  =  0 


die    allgemeine  Form   einer  invarianten  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung. 

Dass  hiermit  wirklich  alle  invarianten  partiellen  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung  gefunden  sind,  ergiebt  sich  am 
einfachsten  daraus,  dass  unter  den  vierreihigen  Determinanten 
der  Matrix 


0  0 

0  z 

0  0 

0  0 


0  0 
%pq 
z  0 
0     0 


0  0  0 
3r  2ä  t 
3p  q  0 
z     0     0 


solche  vorbanden  sind  z.  B. 


i  0 

0  z 

0  0 

0  0 


0     0 
%p  3r 
z     3p 

0     z 


=  s' 


die  weder  identisch,  noch  vermöge  einer  wirklichen  partiellen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  verschwinden. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  es  leicht  einzusehen,  dass  alle 
Differentialinvarianten  dritter  und  höherer  Ordnung  sich  durch 
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Differentiation  aus  /.i^  v^  u,  v  ableiten  lassen  und  dass  somit  diese 
vier  Grossen  nach  meiner  Terminologie  ein  volles  System  von 
Differeniialinvarianien  bilden. 

Betrachten   wir  nämlich  eine  beliebige  Fläche,  die  keine 
Relation  von  der  Form 


lF(y,  |)  =  0=H^(iui 


erfüllen ,  so  können  wir  die  Grössen  a  ß  als  Gaussische  Coordi- 
naten  für  die  Punkte  dieser  Fläche  wählen^  anders  ausge- 
sprochen, wir  können  statt  xy  die'Grössen  aß  als  unabhängige 
Veränderliche  einführen.  Indem  wir  dies  thun,  können  wir 
nachweisen,  dass  die  vier  Grössen 

.  hu      hu     hv      hv 

^^^  hii'  h^'  bji'  b^ 

DifTerentialinvarianten  und  offenbar  Differentialinvarianten 
dritter  Ordnung  unserer  Gruppe  sind.  Um  das  zu  beweisen, 
wählen  wir  zwei  beliebige  Differentialinvarianten  m*"  Ordnung, 
etwa  U  und  \\  und  bilden  die  allgemeine  Gleichung 

mit  der  arbiträren  Function  <Z>.  Indem  wir  (Z>  nach  und  nach 
in  allen  möglichen  Weisen  wählen,  erhalten  wir  unendlich  viel 
Differentialgleichungen  r/j^^' Ordnung,  die  sämmtlich  intermediäre 
Integrale  und  zwar  die  aligemeinsten  intermediären  Integrale 
der  Differentialgleichung  (m  +  1)^'  Ordnung 


dU  du 

dx  dy 

dV  dy_ 

dx  dy 


=  0  =  J 


sind.  Da  nun  der  allgemeine  Ausdruck  0{UV)  immer  eine 
Differentialinvariante  darstellt,  so  ist  J  =  0  sicher  eine  in- 
variante Differentialgleichung. 

Sind  daher  UV  W  dve\  Differentialinvarianten,  so  ist  die 
Gleichung 
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du  dV 

dx  dx 

du  dV 

dy  dy 


—  c 


dW 
dx 
dW 
dy 


=  0 


immer  eine  invariante  Differentialgleichung,  welchen  Werlh 
auch  die  C!onstante  c  haben  mOge.  Diese  Gleichung  lasst  sich 
aber  auf  die  Forlu  bringen 


du 

dV 

dU 

dW 

dx 

dx 

dx 

dx 

dU 

dV 

• 

du 

dW 

dy 

äy 

dy 

dy 

=  c 


und  hier  ist  die  linke  Seite  gerade,  weil  c  eine  arbiträre  Con- 
stante  darstellt,  sicher  eine  Differentialinvariante. 

Die  gefundene  Differentialinvariante  lässt  sich  nun,  wenn 
wir  {/und  Wals  unabhängige  Veränderliche  statt  xy  einführen, 
durch  die  Functionaldetenninante  der  Grossen  U  V  hinsichtlich 
der  unabhängigen  Veränderlichen  UW: 

dU  dV 

dU  dU      _ dV 

(W  dV      "^dW 

dW  dW 
ersetzen. 

In  unserem  Falle  sind  also  wirklich  die  Grössen  [Mj,  die 
wir  kurz  durch 

U^    Uy    V^    Vp 

bezeichnen,  Differentialinvarianten. 

Wir  kennen  somit  acht  Differentialinvarianten,  nämlich 


(N) 


fi,    V,    U,   V, 


w^,  w, 


PI    ^fÄl 


deren  Ordnung  kleiner  als  vier  ist.  Nun  aber  lässt  sich  nach- 
weisen, dass  es  nicht  mehr  als  sieben  unabhängige  Differential- 
invarianten  giebt,  deren  Ordnung  kleiner  als  vier  ist.  Wollen 
wir  nämlich  alle  diese  Differentialinvarianten  berechnen,  so 
müssen  wir  zu  den  früher  gefundenen  Formeln 
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dx  =  §{x)dT,     8y=:0,     8z  =  —  ^  sdr 

8r  =  . -  31"  r  -  3|"/'  -  ?"  «) ^^ 

8s  =  [—'i?s-?'q)Sx,    St  =  -^'tdT 

noch  die  Ausdrucke  der  Incremente 

6a  =  (-  4^  a  -  6  f''  —  *l^*>s")  ir 

dd  =  —  ^8.ST 

hinzufügen. 

Die   gesuchten  Differenlialinvarianten  sind  Losungen  des 
vollständigen  Systems : 

hz  '   hp        ^  hq  6r  hs  ht  ha 

,  V + 3»  V + ,f + „.  ^ + 3.  V + ,  y  _  „ 

hp  '   bi-        ^  hs  ha  i)(i  hy 

das  zivölf  unabhängige  Veränderliche  mithält  und  aus  fünf 
unabhängigen  Gleichungen  besteht,  indem  die  eine  fUnfreihige 
Determinante  der  zugehörigen  Matrix  den  Werth  z*^  besitzt. 
Hieraus  ergiebt  sich  andererseits,  dass  jede  invariante  Differen- 
tialgleichung dritter  Ordnung  sich  als  eine  Relation  zwischen 
Differentialinvarianten  darstellen  lässt,  andererseits,  dass  die 
Zahl  der  unabhängigen  Differentialinvarianten  dritter  Ordnung 
gleich 

42  —  5=7 
ist. 
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Hieraus  ziehen  wir  den  Schluss,  dass  die  aoht  Grössen  (N) 
durch  eine  und  nur  durch  eine  identische  Relation 

verbunden  sind. 

Jetzt  können  wir  eine  allgemeine  Integrationstheorie  für 
alle  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  ent- 
wickeln, die  unsere  Gruppe  gestatten. 

Liegt  in  der  That  eine  invariante  partielle  Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung  vor,  so  können  wir  sie  nach  früheren 
Auseinandersetzungen  auf  die  Form 

bringen.  Sodann  lösen  wir  diese  Gleichung  nach  u  oder  v, 
etwa  nach  v  auf, 

und  berechnen  sodann  die  Differentialquotienten  u^  und  Uy. 
In  dieser  Weise  gelingt  es,  aus  der  identischen  Gleichung  W=  0 
eine  Relation  von  der  Form 

abzuleiten.  Hiermit  ist  es  uns  gelungen,  die  Bestimmung  von 
u  als  Function  von  /i  und  v  auf  die  Integration  einer  partiellen 
Differentialgleichung  ei^ster  Ordnung,  also  auf  gewöhnliche  Diffe- 
rentialgleichungen zurttckzuftthren. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  sich  über  die  Inte- 
gration von  77  =  0  nichts  Besonderes  sagen  lässt,  indem  77  eine 
ganz  beliebige  Function  von  seinen  fünf  Argumenten  ist.  Setzen 
wir  aber  voraus,  dass  die  Integration  von  77  =  0  schon  geleistet 
ist,  so  gestattet  uns  die  zugehörige  Integralgleichung 

zusammen  mit  der  vorgelegten  Gleichung  12  ss=  0 ,    auch  die 
Grösse  v  als  Function  von  ^i«,  v  zu  berechnen:  t;  =  Vi^iv), 
Die  beiden  in  dieser  Weise  gefundenen  Gleichungen 
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liefern  aber  nach  Substitution  der  Werthe 

q  zs  —  pq  l 

^  •»  >o 

die  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung: 
zs  —  pq 


"(■'•^-T-^l'-l)-»' 


die  gemeinsame  Integralflächen  haben,  und  sogar  ein  Involu- 
tionssystem zweiter  Ordnung  bilden.  Daher  lässt  sich  die  Be- 
stimmung der  gemeinsamen  Integralflächen  (vgl.  S.  74 — 84 )  durch 
die  Integration  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  leisten. 

Gestattet  daher  eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnimg  in  xy  %  die  unendliche  Gruppe: 

so  verlangt  ihre  Integration  nur  die  successive  Integration  von  drei 
gewöhnlichen  simultanen  Systemen. 


Entsprechende  Theorien  lassen  sich  entwickeln  für  be- 
liebige Systeme  partieller  Differentialgleichungen  in  xyz,  die 
unsere  Gruppe  gestatten.  Wir  beschränken  uns  auf  die  folgen- 
den einfachen  Bemerkungen. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  ein  Involutionssystem  dritter 
Ordnung 

F^{xyzpqr,.  afiyd)  ==0,     F,  =  0 

vorliegt,  das  unsere  unendliche  Gruppe  gestattel.  Nach  unseren 
früheren  Auseinandersetzungen  können  wir  mit  Sicherheit 
schliessen,  dass  dieses  Gleichungssystem  auf  die  Form 

0^  {^IVUVUfl  UyV^,Vy)  =  0  ,       <D,  =  0 

gebracht  werden  kann.  Erinnern  wir  uns  nun  überdies  der 
identischen  Relation  Tr=0,  so  sehen  wir,  dass  die  beiden 
Grössen  u  und  t;  als  Functionen  von  |u  und  v  durch  drei  par- 
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tielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

0)^=0,    a>,  =  o,     W=0 

bestimmt  sind.  Wir  finden  daher  (vgl.  S.  82  u.  ff.)  die  Grössen  u 
und  V  als  Functionen  von  fi  und  v  durch  Integration  gewöhn- 
licher Differentialgleichungen.  Sodann  behandeln  wir  die  ge- 
fundenen Integralgleichungen 

u  =  U(iÄv) ,     V  =  V{i.iv) 

wie  im  vorigen  Beispiele. 


Wäre  nur  eine  Gleichung  dritter  Ordnung  vorgelegt,  die 
unsere  Gruppe  gestattet,  etwa  die  Gleichung 

F(xyz..,yö)  =  0, 

so  bringen  wir  sie  auf  die  Form 

fügen  sodann  die  Gleichung  W  =  0  hinzu  und  müssen  sodann 
das  Involutionssystem  erster  Ordnung 

mit  den  beiden  unbekannten  Functionen  u  und  v  integriren. 
Durch  zweimalige  Differentiation  und  Elimination  von  v  ersetzt 
man  dieses  Involutionssystem  erster  Ordnung  mit  zwei  unbe- 
kannten Functionen  durch  ein  einziges  Involutionssystem  dritter 
Ordnung  mit  der  einzigen  Function  u: 

e,    (^IVU,    U^..,     Uyyy)     =     0     ,  0,     =     0. 

Um  das  hiermit  erhaltene  Resultat  zu  verallgemeinern, 
stelle  ich  die  folgenden  Ueberlegungen  an. 

Ein  Involutionssystem  in  den  Veränderlichen  xyz  besitzt 
mehrere  charakteristische  Zahlen ,  unter  denen  aber  eine  ganz 
bestimmte,  die  ich  mit  to  bezeichne,  ohne  Vergleich  die  wich- 
tigste ist.  Diese  Zahl  w,  die  ich  als  Classe  des  Involutions- 
system bezeichne,  deßnire  ich  folgendermassen. 


124  Sophias.  LiE, 

Liegt  in  den  Veränderlichen  xyz  ein  Involutianssystem  m**^ 
Ordnung  vor,  so  ist  die  Differenz  zwischen  der  Zahl  der  Diffe- 
rentialquotienten  (m  +  qY^  Ordnung  und  der  Zahl  der  durch  Diffe- 
rentiation hervorgehenden  unabhängigen  Differentialgleichungen 
(m +  })'**■  Ordnung  immer  dieselbe,  gleichgültig,  ob  q  gleich  oder 
grösser  als  Null  ist.  Diese  Zahl  bezeichne  ich  mit  lo  und  nenne 
sie  die  Classe  des  Involutionssystems. 

Benutze  ich  diese  Terminologie,  so  geben  die  Ent- 
wickelungen  des  Kapitel  2  so  zu  sagen  unmittelbar  den  folgen- 
den Satz: 

Theorem.  Wenn  die  Classe  eines  Involutionssystems  in  den 
Veränderlichen  xyz  gleich  Null  oder  4  ist,  so  lässt  sich  die  Er- 
ledigung des  Involutionssystems  auf  gewöhnliche  Differentialglei- 
chung zuiiickführen. 

Wir  können  aber  jetzt  auch  noch  den  folgenden  allgemeinen 
Satz  aufstdlen: 

Theorem.  Gestattet  ein  Involutionssystem  w*^  Classe  die  un- 
endliche Gruppe  §(x)p  —  S'zr,  so  lässt  es  sich  immer  zurück- 
führen auf  ein  Involutionssystem  (w  —  4)'"^  Classe  verbunden  mit 
einem  Involutionssystem  erster  Classe. 

Nach  unseren  früheren  Auseinandersetzungen  gilt  genau 
dasselbe  für  lavolutionssysteme,  die  die  unendliche  Gruppe  Z(z)r 
gestattet.  In  der  That:  Das  soeben  formulirte  Theorem  ist  nur 
der  specielle  Fall  eines  allgemeinen  Theorems,  das  sich  auf  alle 
Involutionssysteme  in  beliebig  vielen  Veränderlichen  und  ebenfalls 
auf  alle  une7idlichen  Gruppen  ausdehnen  lässt.  In  dieser  Ab- 
handlung beschranken  wir  uns  aber  auf  specielle  Fälle  dieser 
allgemeinen  Theorie,  die  wir  an  anderen  Stellen  eingehend  ent- 
wickeln wollen. 


Betrachten  wir  jetzt  partielle  DiOerentialgleichungen,  die 
die  Gruppe 

gestatten.   Hier  hat  die  zweimal  erweiterte  infinitesimale  Trans- 
formation die  Form 
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-(S'  +  iV^-m't  +  n"'})^- 

Es  sind  daher  die  Differentialinvarianten  zweiter  Ordnung 
die  Lösungen  des  vollständigen  Systems 

'1  =  0       K-O       -^=0       ^^0 

das  heisst  sie  sind  Functionen  von 

z  und  —  • 
pq 

Hieraus   schliessen   wir,  dass  die  invarianten  Differentialglei- 
chungen zweiter  Ordnung  durch  die  allgemeine  Formel 

pq        ^' 

dargestellt  werden.  Hier  geben  die  auf  Seite  4  4  3  u.  ff.  entwickelten 
Methoden  die  beiden  intermediären  Integrale 

e--r'P'''ll  =  A'(x),     e--r'^"'^^  =  B'(y), 

woraus  durch  Quadratur  die  allgemeine  Integralgleichung 

fe-f'P  ^''dz  =  A(x)  +  B  [y) 

hervorgeht. 

Unsere  Gruppe  hat  vier  Differentialinvarianten  dritter  Ord- 
nung, die  wir  mit 

s 

Z  =iU,    =  1/,       M,    V 

■       pq 

bezeichnen;  ferner  sieben  Invarianten  vierter  Ordnung;  da  nun 
aber 

|U,  V,  w,  V,  w^,  W^,  Vf,,  IV 
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solche  Invarianten  sind,  so  besteht  eine  identische  Relation 

Liegt  nun  irgend  eine  invariante  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung  vor,  so  bringen  wir  sie  zunächst  auf  die  Form 

und  schaffen  sodann  aus  T^  =  0  etwa  die  Grösse  t;  weg.  Hier- 
durch erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  u  als  Function  von  ^ 
und  V  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung.  Ist 
sie  integrirt,  so  bilden  die  beiden  in  dieser  Weise  erhaltenen 
Differentialgleichungen  dritter  Ordnung 

u  —  [7(iU v)  =  0  ,     V'-V(^v)  =  X^ 

ein  Involutionssystem  dritter  Ordnung  zweiter  Classe. 

Um  nun  eine  weitere  Reduction  zu  erreichen,  verwerthen 
wir  den  Umstand,  dass  die  bekannte  Gruppe  zwei  uns  bekannte 
unendliche  Untergruppen  enthalt,  nämlich  die  Gruppen 

^{x)p  und  ri{y)q 

(die  überdies  alle  beide  invariante  Untergruppen  sind). 

In  Folge  dessen  gelingt  es  uns  sogar,  in  zwei  verschiedenen 
Weisen  unser  Involutionssystem  zweiter  Classe  auf  ein  System 
erster  Classe ,  also  auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen  zu- 
rückzuführen. Indem  wir  uns  an  dieser  Stelle  mit  diesem  Re- 
sultate begnügen,  gehen  wir  auf  die  Frage,  ob  die  gefundenen 
gewöhnlichenDifferentialgleichungen  besondere  Vereinfachungen 
gestatten,  gar  nicht  ein. 

Durch  Weiterführung  dieser  Betrachtungen  erhält  man  den 
Satz: 

Theorem.  Gestattet  ein  Involutionssystem  n^^^  Classe  in 
xyz  die  unendliche  Gruppe 

^[^)P  +  ri[y)qy 

so  lässt  es  sich  zurückführen  auf  ein  Involutionssystem  (n  —  ^y^ 
Classe  und  gewöhnliche  Differentialgleichungen. 
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Aehnliche  Betrachtungen  zeigen^  dass  dieser  Satz  auch  für 
solche  Involutionssysteme  in  xys  besteht,  die  die  unendliche 
Gruppe 

gestattet. 

Gestattet  andererseits  ein  Involutionssystem  n'«^  Classe  in 
xyz  die  unendliche  Gruppe 

mit  mehreren  bekannten  invarianten  Untergruppen^  so  lässt  sich 
unser  Problem  zurückfuhren  auf  die  Integration  eines  Involu- 
tionssystems (n  —  3)'*''  Classe  etc. 

Wie  gross  die  mögliche  Erniedrigung  ist,  beruht  eben  in  jedem 
Falle  auf  der  Zahl  der  willkürlichen  Functionen,  die  in  der  be- 
kannten unendlichen  Grujype  auftreten,  präciser  gesagt,  auf  den 
Classenzahlen  dei*  Definitionsgleichungen  der  betreffenden  Gruppe, 


Denken  wir  uns  andererseits,  dass  ein  Involutionssystem 
in  xyz  vorliegt,  das  eine  unbekannte  Gruppe  von  Berührungs- 
transformationen gestattet,  so  stellt  sich  zunächst  die  Frage,  wie 
man  diese  Gruppe  in  einfachster  Weise  bestimmt.  Zur  allge- 
meinen Erledigung  dieser  Frage  muss  man  zuerst  alle  Gruppen 
auf  kanonische  Formen  bringen.  Meine  allgemeinen  Theorien 
gestatten,  wie  Ittngst  von  mir  angegeben,  alle  diese  Probleme 
rational  zu  erledigen. 

Alle  EntWickelungen  dieser  Abhandlung  beruhen  explicite 
oder  implicite  auf  meiner  allgemeinen  Transformationstheorie. 
In  meiner  nächsten  Arbeit,  deren  Inhalt  ich  übrigens  schon  seit 
längerer  Zeit  dieser  Gesellschaft  mitgetheilt  habe,  versuche  ich 
die  Frage,  wie  man  den  Gruppenbegriff  in  rationeller  Weise  für 
die  Theorie  der  DiiTerentialgleichungen  verwerthet,  ganz  allge- 
mein zu  behandeln.  Kann  auch  nicht  darüber  die  Rede  sein, 
diese  Frage  in  definitiver  Weise  zu  erledigen,  so  wage  ich  doch 
zu  behaupten,  dass  meine  allgemeinen  Resultate  die  Aufmerk- 
samkeit der  Mathematiker  verdienen. 
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In  meinen  Vorlesungen  im  Wintersemester  1893 — 1894 
illustrirte  ich  die  Theorien  des  letzten  Kapitels  durch  einige 
weiteren  Beispiele.  Zwei  unter  meinen  Zuhörern,  nflmlich  die 
Herren  Bbudon  und  Williams  werden  wahrscheinlicherweise 
versuchen,  die  von  mir  skizzirten  Theorien,  auf  die  die  Fürstlich 
jABLONowsKi'sche  Gesellschaft  inzwischen  die  Aufmerksamkeit 
gerichtet  hat,  zu  verwerthen  ^}. 


4)  In  einer  bald  erscheinenden  Arbeit  gebe  ich  eine  ausführlichere 
Darstellung  meiner  längst  veröffentlichten  Bestimmung  alier  Flächen ,  die 
eine  continuirliche  prcffective  Gruppe  gestatten.  Ich  sehe  mich  dazu  veran- 
lasst, da  es  sich  gezeigt  hat,  dass  Mathematiker,  die  sich  für  diese  Unter- 
suchung interessiren,  nicht  dazu  im  Stande  gewesen  sind,  einige  von  mir 
unterdruckten  einfachen  Rechnungen  auf  eigene  Hand  zu  reproduciren. 
(Vgl.  Archiv  for  Math. ...  Bd.  7,  Christiania  i  882,  sowie  Theorie  der  Transfgr. 
Bd.  3,  Leipzig  4  893.) 


Beru^U  d.  K.S.  Gs3.il  Wisa.  l8pS 
Zum  Aufaulx  Amhronn. 


f 


INHALT. 


S«i4e 
F.   Stohmann,     CaloriroetriBche    Untersuchungen.      Vierund- 

dreiMigste  Abhandlung 1 

W.  Ostwald y  Ueber  das  Prinzip  des  ausgezeichneten  Falles  .  37 
H.  Ambronn  und  H.  Held,  Ueber  Entwicklung  und  Bedeutung 

des  Nervenmarks.    .Mit  1  Tafel 38 

Pfeffer,  Ueber  ein  Zimmer  mit  constauteu  Temperaturen  .    .  52 
Sophus  Lie,  Zur  allgemeinen  Theorie  der  partieUeu  Differen- 
tialgleichungen beliebiger  Ordnung 53 


Druck  TOD  Breitkopf  ä  Hirt«l  in  LeiptiK 


BERICHTE 

ÜBER  DIE 

VERHANDLUNGEN 

DER  KÖNIGLICH  SÄCHSISCHEN 

GESELLSCHAFT  DER  WISSENSCHAFTEN 
ZU  LEIPZIG 

MATHEMATISCH-PHTSISCHE  CLA8SE. 
1895. 


IL 


LEIPZIG 

BEI  8.  HIRZEL 

1895. 


Einzelpreis:  1  Mark. 


SITZUNG  VOM  4.  MÄRZ  1895. 

Vorträge  hielten: 
i.  Herr  Adolph  Mayer,  e.  M.:    Ueber  die  Lagrange'sche  MuUiplicaloren- 
meihode  und  das  allgemeinste  Problem  der  Variationsrechnung  bei  einer 
unabhängigen  Variabein. 

2.  Herr  Hemuum  Credner,  o.M.:  Üeber  die  Phosphoritknollen  des  Leipziger 
Mittel-Oligocäns  und  die  norddeutsche  Phosphoritzone  (siehe  » Abhand- 
lungen <). 

3.  Herr  WUhelm  Oatwald,  o.  M.:  Ueber  physiko-chemische  Messmethoden. 

4.  Herr  Xaz  von  Frey ,  a.o.  M.:  Beiträge  zur  Sinnesphysiologie  der  Haut. 
Dritte  Mittheilung. 

5.  Herr  Carl  Henmann,  o.  M.:  Ueber  einen  Ersatz  des  Dirichlet'schen  Prin- 
cipes  für  gewisse  Fälle. 

6.  Herr  Sophua  Lie,  o.M.:  Ueber  eine  Abhandlung  des  Herrn  G.  Schbffers: 
Eine  Abbildang  der  Genftden  des  Raumes  in  der  Ebene. 
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A.  Mayer,  Die  Lagi^ange^sche  MuliiplicaiorenmeOiode  und  das 
allgemeinste  Problem  der  Variationsrechnung  hei  einer  unabhängigen 
Variabein, 

Im  Jahrgang  1885  dieser  Berichte  und  dann  noch  etwas 
weiter  ausgeftthrt  im  26.  Bande  der  Mathematischen  AnnaLen 
habe  ich  eine  strenge  Begründung  der  LACRXNGs'schen  Multipli- 
catorenmethode  für  die  Aufgabe  gegeben,  die  als  das  allgemeinste 
Problem  des  Maximums  und  Minimums  einfacher  Integrale  an- 
gesehen werden  darf^]: 

Unter  allen  stetigen  Functionen  y^^  '"lyn  ^^^  ^7  die  r 
gegebenen  Differentialgleichungen  4.  0.  genügen  und  in  den 

4)  Man  kann  sich  immer  auf  erste  Differentialquotienten  der  unbe- 
kannten Functionen  beschränken,  da  man,  wenn  ursprünglich  höhere 
Differentialquotienten  auftraten,  nur  die  niedrigeren  Ableitungen  einer 
jeden  unbekannten  Function  neuen  Variabein  gleichzusetzen  und  dafür 
diese  Definitionsgleichungen  als  neue  Bedingungsgleichungen  hinzuzu- 
fügen braucht,  um  die  Aufgabe  auf  eine  solche  mit  nur  ersten  Differenlial- 
quotienten  zurückgeführt  zu  haben. 

]Catk.-pkys.  CImh«.    1895.  9 
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beiden  gegebenen  Grenzen  x^  und  x^  gegebene  Werthe  besitzen, 
diejenigen  zu  finden,  für  welche  ein  gegebenes  Integral 


C 


einen  grössten  oder  kleinsten  Werth  erhält. 

Bedenkt  man  aber,  dass  die  Differentialgleichung 

verbunden  mit  der  Grenzbedingung,  dass  y^  i\lT  x^=x^  ver- 
schwinden soll,  als  Werth  der  Function  y^  an  der  Stelle  x  =  x^ 
eben 

fx, 
fdx 


ergiebt,  so  erkennt  man,  dass  diese  Aufgabe  selbst  wieder  nur 
ein  specielier  Fall  der  folgenden  ist: 

Unter  allen  stetigen  Functionen  y^ ,  y, ,  . . . ,  y„  der  uncib- 
hängigen  Variabein  x,  welche  r  +  4  gegebe$^e  Differentialgleichungen 
4.  O/ 

M)         (Pki^i  Voj  Vii     1  Vm  ^07  y/»  •••»  »•)  =  0 , 

*=0,1, ...,r<n, 

identisch  erfüllen ,  und  von  denen  überdies  die  n  letzten  für  zwei 
gegebene  Werthe  x^  und  x^  von  cc,  die  erste,  y^,  dagegen  nur  für 
X  =i  x^y  gegebene  Werthe  besitzen,  diejenigen  zu  finden,  denen 
ein  grösster  oder  kleinster  Werth  der  Function  y,  an  der  Stelle 
x  =  x^  zugehört. 

Hit  diesem  allgemeinsten  Problem  der  Variationsrechnung 
bei  einer  unabhängigen  Yariabeln  habe  ich  mich  bereits  fraher 
(diese  Berichte  4  878)  beschäftigt,  damals  aber  die  LAGiANGB'sche 
Regel  einfach  als  selbstverständlich  angenommen. 

Die  Differentialgleichungen,  welche  dieselbe  liefert,  sind  in 
Bezug  auf  die  Yariabeln  y  vollständig  symmetrisch  gebaut  und 
bringen  hierdurch  die  Reciprocitätsverhältnisse,  welche  zwischen 
dem  vorliegenden  Problem  und  demjenigen  bestehen,  in  welchem 
y^  mit  irgend  einer  der  n  anderen  Variabein  y,,  ...,  Vn  seine 
Rolle  ausgetauscht  hat,  unmittelbar  zur  Anschauung. 

Obgleich  daher  das  erste  speciellere  Problem  insofern  un- 
gleich wichtiger  ist,  als  sich  bisher  alle  interessanteren  Aufgaben 
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der  Yariationsrechnung  noch  immer  ihm  unterordnen  Hessen,  so 
hat  doch  auch  das  allgemeine  Problem  und  vor  allem  die  Frage 
eigenes  Interesse,  ob  denn  auch  seine  Lösungen  nothwendig 
den  LAGEAii6B*schen  Differentialgleichungen  genügen  müssen. 

Diese  Frage  su  entscheiden,  ist  der  Zweck  der  folgenden 
Betrachtungen.  Sie  werden  zeigen,  dass  die  Lagrang^sche 
Multiplicatorenmethode  in  der  That  auch  für  das  allgemeine 
Problem  zu  Recht  besteht,  ja  dass  sie  sich  hier  in  gewisser  Hin- 
sicht noch  einfacher  begründen  Ittsst,  als  für  das  früher  behandelte 
specielle  Problem.  Während  dort  nämlich  gewisse  Ausnahmen 
eintreten  konnten  ^) ,  gilt  hier  die  LAORANGB'sche  Regel  ohne  jede 
Ausnahme,  und  das  erklärt  sich  auch  sofort  daraus,  dass  die 
LAGRAiv6B*schen  Gleichungen  im  allgemeinen  Problem  verkürzte, 
im  speoiellen  dagegen  unverkürzte  lineare  Differentialgleichungen 
in  Bezug  auf  die  Multiplicatoren  sind. 

An  die  Ableitung  der  Differentialgleichungen  des  allge- 
meinen Problems  musste  sich  naturgemäss  auch  eine  Discussion 
dieser  Gleichungen  anschliessen,  d.  h.  es  war  nun  auch  die  Frage 
noch  zu  beantworten,  wann  denn  das  Problem  möglich  und  be- 
stimmt ist,  und  dies  wieder  veranlasste  mich,  die  4  878  nur  ange- 
deutete Reduction  der  Differentialgleichungen  des  Problems  auf 
eine  partielle  Differentialgleichung  4 .  0.  mit  nur  n  4- 1  unab- 
hängigen Yariabeln  gleichfalls  noch  wirklich  durchzuführen. 

§<• 

Ableitung  der  Differentialgleiehnngen  des  Problems  und  Anzahl 
ihrer  Integrationseonstanten. 

Kommen  unter  den  gegebenen  Differentialgleichungen  (1) 
endliche  Gleichungen  vor,  oder  lassen  sich  aus  ihnen  die  Diffe- 
rentialquotienten yii  y'ij  -"y  yn  vollständig  eliminiren,  so  kann 
man  sich  immer  aus  diesen  Gleichungen  schon  eine  oder  mehrere 
der  Unbekannten  y  selbst  als  Functionen  von  x  und  von  den 
übrigen  bestimmt  denken.  Daher  ist  es  keine  Beschränkung  der 
Allgemeinheit,  wenn  man  voraussetzt,  dass  die  Determinante: 

i)  Eine  demnächst  in  den  Matliem.  Annalen  erscheinende  neue  und 
höchst  originelle  Begriindungsart  der  Lagrange' sehen  Methode  von  Herrn 
TuMKsiiA  dürfte  übrigens  auch  diese  Ausnahmen  beseitigen. 

9* 
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weder  an  sich  Null  ist,  noch  auch  in  Folge  der  Bedingangs- 
gleichungen  (4  j  identisch  verschwindet 

Ist  dann  die  Aufgabe  überhaupt  allgemein,  d.  h.  ohne  Be- 
schränkung der  vorgeschriebenen  Grenzwerthe  lüsbar,  so  muss 
sie,  so  lange  die  letzteren  nicht  ganz  besondere  Ausnahmewerthe 
erhalten,  jedenfaUs  auch  solche  Lösungen  zulassen,  für  welche 
die  Determinante  (Sl]  nicht  identisch  Null  wird. 

Diese  Lösungen  denke  ich  mir  bereits  gefunden  und  be- 
zeichne sie  eben  durch  ^o  i !/{ >  •  *  •  >  Vn  (sodass  also  im  Folgenden 
Vo ,  y, ,  . . . ,  y^  bestimmte  stetige  Functionen  von  x  bedeuten, 
von  denen  aber  auch  noch  die  ersten  Ableitungen  zwischen  cc^ 
und  x^  als  stetig  vorausgesetzt  werden). 

Dann  muss  für  alle  stetigen  Variationen  dy^j  ...,dy„, 
welche  für  x  =  x^  und  x  =  x^  verschwinden  und  zusammen 
mit  öy^  den  r+  1  linearen  Differentialgleichungen  genügen: 

(3)  ^  (^Piyiäyi  +  ffiy/  Sy/)  =  o , 

0 

die  Variation  dy^  sowohl  an  der  Stelle  x  =  Xf^  als  auch  an  der 
Stelle  x:=x^  den  Werth  Null  annehmen. 

Es  handelt  sich  darum,  aus  dieser  Forderung  Differential- 
gleichungen abzuleiten,  welche  unsre  Lösungen  ^o)  ^i«  •••  y  ^n 
nothwendig  befriedigen  müssen,  und  welche  zugleich  auch  diese 
Lösungen  zu  bestimmen  gestatten,  und  hierzu  wieder  kommt  es 
zunächst  darauf  an,  aus  den,  nach  den  Differentialquotienten 
von  dj/o,  dt/^,  ...,  dy^  auflösbaren  Gleichungen  (3)  die  Werthe 
dieser  r  -^  \  Variationen  selbst  zu  berechnen. 

Zu  dem  Ende  multiplicire  ich  die  r  +  \  Bedingungs- 
gleichungen (3j  mit  den  vorläufig  unbestimmten  Factoren  Xj^, 
addire  sie  dann  und  schreibe  die  Summe  in  der  Form : 

Nach  der  über  die  Determinante  (2)  eingeführten  Annahme  sind 
nun  die  r  +  4  Gleichungen : 

(5)  i'*(4^^.V,-^^')  =  0, 
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auflösbar  nach  den  Differentialquotienten  der  Multipiicatoren 
Iq,  l^J  .., ,  l^,  und  bilden  somit  ein  verkürztes  System  von 
r-j- 1  linearen  Differentialgleichungen  4 . 0.  zwischen  lQ^l^,...^l^ 
und  X,  das  r  +  i  linear  unabhängige  Systeme  von  Lösungen 
zulässt : 

%  %    >        '^i   "*!    )         .   .   .  ,     A,.   r.^   j 

a  =  0,4,  ...,r  . 

Legt  man  den  Multipiicatoren  der  Reihe  nach  diese  r  -^  i  ver- 
schiedenen Werthsysteme  bei,  so  erhält  man  aus  (4)  die  r  -\-  i 
Gleichungen : 

und  aus  diesen  entspringen  weiter,  da  alle  Variationen  dy  fttr 
x  =  x^  verschwinden  sollen,  durch  Integration  zwischen  den 
Grenzen  x^  und  x  die  Gleichungen : 


0  0  r+1  0  ,,  r  . 

Jxq      J+i  0      ^  ax     t 

Die  Determinante : 

^±  ).\l\...  l',2±:  cp'.yl  ip[y\ . . .  <p',y', 

dieser  r  +  4  Gleichungen  ist  nicht  Null,  sie  liefern  also  un- 
'miitelbar  die  gesuchten  Losungen  dy^,  tJy^ ,  . . . ,  dy^  der  Glei- 
chungen (3). 

Wählen  wir  überdies  x^  und  x^  so,  dass  diese  Determinante 
auch  für  x  =  x^  und  x  =  x^  nicht  verschwindet,  so  bleiben  die 
Gleichungen  (6)  auch  an  diesen  beiden  Stellen  noch  auflösbar 
nach  dy^j  dy^ ,  . . . ,  äyr-  Angewandt  auf  die  Werthe  x^^  und  x^ 
von  X  lehren  sie  daher  einerseits,  dass  ^y^,  ^Jt/i ,  . . . ,  dy^  an 
der  Stelle  x  =  dt^^  schon  von  selbst  den  verlangten  Werth  Null 
annehmen,  und  ergeben  andrerseits  für  die  Werthe  dy^^,  ^Vuj 
. . . ,  dy^^  dieser  Variationen  an  der  Stelle  x  =  x^  die  r  +  ^ 
von  einander  unabhängigen  Gleichungen: 
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Aus  diesen  erhält  man  ftlr  die  dyg^  selbst  Werthe  von  der  Form: 

0        ^Jxo       r+1  0      ^  ax      f 

Die  Constanten  Factoren  c^  aber  kann  man  unter  die  Integral- 
zeichen ziehen  und  dann  alle  Integrale  zu  einem  vereinigen. 
Auf  diese  Weise  findet  man,  wenn  man  noch: 

(8)  :S'"e^"  =  4 

setzt: 

(9) 

und  hierin  sind  nach  (8) 

^.=ju?,  ^.=iu?,...,  Ar  =  ju^ 

wiederum  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (5). 

Die  Grundforderung  unserer  Aufgabe,  dass  dy^  für  jc=x^ 
gleichzeitig  mit  öy^ ,  . . .  dy^  versehwinden  muss,  reducirt  sich 
demnach  auf  die,  dass  die  Gleichung: 

(<  0)    n.  ^  räx±.  6y,2'  U  yi  y,  -  ^'f  ^Ai^)  =  0 

^fx^         r+l  0       ^  u^        f 

erfüllt  werden  muss  durch  alle  stetigen  Functionen  dyr^j . . .  d^n, 
welche  in  den  beiden  Grenzen  x^  und  x^  verschwinden,  und 
die  r  Bedingungen  erfüllen: 


öy,, = -£y-^^  6y.2^  [d'P'^yr  -  '-^^] , 


[^^)  ny^^yx±.iy,;^.[4^',y,-':^ 


?  =  1,2,  ...,  r. 


f)  Man  hfltte  natürlich  auch  gleich  unmittelbar  aus  den  Giekhungen 
,7]  schliessen  können,  dass  eine  der  n  -f-  \  Gleichungen: 

eine  Folge  der  übrigen  sein  muss. 
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Setzt  man  aber  für  r  =  r  +  1 , . . .  n: 

1 

wo  die  Off  Gonstanten,  die  Zj.  und  u^  stetige  Functionen  von  x 
bedeuten,  die  für  x  =  x^  und  x  =  x^  verschwinden,  und  von 
denen  die  z„  so  willkürlich  als  möglich  bleiben  sollen,  die  u? 
dagegen  passend  zu  wählen  sind,  so  geht  diese  Forderung  über 
in  die,  dass  die  Gleichung: 

(40')  wi+2!'''^Ko=^ 

eine  blosse  Folge  der  r  Gleichungen  sein  muss : 

1 

Kann  man  nun  die  Functionen  u^  so  wählen ,  dass  die  De- 
lemiinante: 

nicht  Null  wird,  so  beschränken  die  Gleichungeh  (1 4 ')  die  Will- 
kür der  z  in  keiner  Weise,  sondern  ordnen  nur  jedem  gegebenen 
Functionensystem  z^.^^ , . . . ,  jz^  ein  System  Gonstanten  a^ , . . ,  a^ 
zu,  welche  diese  r  Gleichungen  befriedigen. 

In  diesem  Falle  muss  also  für  alle  stetigen,  in  beiden 
Grenzen  verschwindenden  Functionen  z  eine  Relation  von  der 
Form  bestehen: 

in  der  die  ß  von  der  Wahl  der  Functionen  z  unabhängige  Gon- 
stanten sind. 

Setzt  man  aber: 

1 

so  kann  man  nach  (4  0)  und  (4  4)  diese  Relation  so  schreiben: 
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Ihr  Beslehen  verlangt  daher,  dass  hierin  der  CoefBcient  jedes 
einzelnen  Zj.  Null  sei. 

Nach  (4  4)  sind  aber  mit  den  ^t  zugleich  auch  die  Func- 
tionen: 

wieder  Lösungen  der  Differentialgleichungen : 

So  oft  also  die  Determinante  (43)  nicht  fttr  alle  stetigen,  in 
beiden  Grenzen  verschwindenden  Functionen  u^  stets  Null  ist, 
muss  es  nothwendig  Lösungen  X^y  ^i, . . .  ^r  ^^^  ^*+ ^  Gleichungen 
(5)  geben ,  welche  gleichzeitig  auch  die  n  —  r  Gleichungen  er- 
füllen : 

T  =  r  +  4 , . . , ,  n  . 

Nehmen  wir  jetzt  umgekehrt  an ,  dass  die  Determinante  J^  Null 
sei^  welche  stetigen^  in  beiden  Grenzen  verschwindenden  Functionefi 
man  auch  für  die  u^  setzen  möge,  so  kann  dies  einmal  davon  her- 
rühren, dass  jedes  einzelne  Element: 

für  sich  stets  Null  ist.  Das  aber  verlangt,  dass  jede  der 
Summen : 

sei,  führt  also  unmittelbar  wieder  zu  dem  früheren  Resultate. 

Es  kann  aber  auch  sein,  dass  von  der  Determinante  ^^  nur 
für  irgend  ein  p  >  4  und  ^  r  sämmtliche  Unterdeterminanten 
p^^^  Grades  identisch  verschwinden,  dagegen  irgend  eine  üntef- 
determinante  {p  —  4)*^»^  Grades,  etwa: 

nicht  für  alle  u^  Null  ist. 


^ 
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Setzt  man  dann  far 

»4,    w«,...,    tiP-*;   ir  =  r+4,...n, 

irgend  solche  an  beiden  Grenzen  verschwindende  stetige 
Functionen  von  x,  welche  Jp^^  nicht  zum  Verschwinden 
bringen,  und  entwickelt  die  Determinante 

nach  den  Elementen  W^  ,  so  ergiebt  sich : 

p 

I 

1 


wo  die  Goeflicienten: 


uP 


Ton  den  p  Elementen: 

p  =  4,2,...p  , 
und  damit  auch  von  den  Functionen 

selbst  unabhängige  Constanten  sind,  und  jedenfalls  c^Jp^^ 
nicht  Null  ist. 

Setzt  man  aber 

l«7)  ^c^f^i=n^, 

SO  kann  man  die  Formel  (4  6)  so  schreiben : 


Jx^        r+l  0        ^ 


djH^pkyT\ 

da:      I 


Nach  Voraussetzung  ist  nun  Jp  Null  fttr  alle  beliebigen,  in  beiden 
Grenzen  verschwindenden  Functionen  wf^, ,  . . . ,  uf ,  also  müssen 
die  Grössen : 

A^j  =  /r^j ,     Ä|  =  /Tj  ,  . . . ,  A^  =  /r,. , 


^ 
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die  nach  (4  7j  bereits  den  Differentialgldohungen  (5)  genügen, 
gleichzeitig  auch  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (1 5]  sein, 
und  man  sieht  somit: 

In  jedem  Falle  müssen  die  Lösungen  Vo  >  Vi  >  •  -  •  >  Vn  ^^^^^ 
Problems  die  Eigenschaft  besitzen,  den  n+i  Differentialgleichungen : 

gemeinsame  Lösungen  Ä^ ,  A, ,  .  . . .  X^  aw  verschaffen.  — 

In  den  Multiplicatoren  k^,  l^^  ,.,,k^  sind  zu  den  ursprüng- 
lichen n  +  4  Unbekannten  y^jP^,  *  -^Vn  ^^^^  **  +  ^  ne\3L%  Un- 
bekannte hinzugetreten.  Dafür  hat  man  aber  neben  den  eben 
gewonnenen  n  +  4  Differentialgleichungen  (4  8)  auch  noch  die 
^+1  gegebenen  Differentialgleichungen  (4)  selbst  und  somit 
gerade  eben  soviel  Gleichungen  als  Unbekannte. 

Um  jedoch  der  Ltfsung  y^  für  a?  =  x,  und  den  Lösungen 
^, , . . . ,  ^„  an  den  beiden  gegebenen  Stellen  x^  und  x^  gegebene 
Werthe  verschaffen  zu  können,  müssen  diese  Lösungen  Sn  +  4 
willkürliche  Gonstanten  enthalten. 

Nun  bleiben  die  Gleichungen  (48]  unverändert,  wenn  man 
i^,  Aj,  . . . ,  A,.  durch  cA^,  cA,,  . . . ,  cX^  ersetzt,  wo  c  eine  will- 
kürliche Constante.  Von  den  willkürlichen  Gonstanten,  welche 
die  vollständige  Integration  des  Systems  Differentialgleichungen 
(4)  und  (48)  mit  sich  bringt,  tritt  daher  eine  nur  als  gemein- 
schaftlicher Factor  in  den  Lösungen  A  auf.  Möglich  und  bestimmt 
kann  folglich  unser  Problem  nur  dann  sein,  wenn  dies  System 
Differentialgleichungen  von  der  Ordnung  2  n  +  8  ist« 

Setzt  man  aber: 

(49)  ß  =  A,r/>o  +  K<Pi  + H  K'pr  T 

so  kann  man  die  Differentialgleichungen  (4  8)  kürzer  so  schreiben: 

und  erkennt  leicht,  dass  das  System  Differentialgleichungen  (4), 

(20)  dann  und  nur  dann  von  der  Ordnung  2n  +  8  ist,  wenn  die 
u  +  r  -4-  2  Gleichungen : 

(21)  Ä^  =  ""     '''*  =  " 
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die  n  4-  r  +  S  Unbekannten  bestimmen : 

(22)  vij  Vii   ',  yki  Ky  K^   "1  V. 

In  der  That,  lassen  sich  die  Gleichungen  (24)  nach  diesen 
Unbekannten  auflösen,  so  seien: 

(23)  .v/  =  (y/),   h={h) 

die  Auflösungen  und  überhaupt  werde  ihre  Substitution  durch 
Einschliessung'in  ( )  angezeigt. 

Dann  kann  man  die  Gleichungen  [i),  (SO)  ersetzen  durch 
die  2  w  +  2  Differentialgleichungen  1 .  0.  zwischen  ^o»  ^i»  •••  >  yn» 
«^0»  ^i,  '•'>  v^  und  er: 

und  durch  die  r  +  i  endlichen  Gleichungen: 

(25)  Xic  =  {Xk) . 

Die  vollständige  Integration  des  Systems  (24)  liefert  unmittelbar 
die  Lösungen  y  der  Gleichungen  (4 ),  (20),  und  durch  Einsetzung 
seiner  Lösungen  erhält  man  aus  (25)  auch  die  Lösungen  k  jener 
Gleichungen.  Hit  dem  System  (24)  ist  daher  auch  das  ursprüng- 
liche System  (1),  (20)  sicher  von  der  Ordnung  2n  +  2. 

Andrerseits  gestatten,  nach  unsrer  Voraussetzung  über  die 
Determinante  (2),  die  ?-  +  4  letzten  Gleichungen  (24)  keinenfalls 
eine  Elimination  der  i/.  Soll  sich  also  aus  allen  fi  -f-  '^  +  2  Glei* 
ohungen  (24)  eine  von  den  Grössen  (22)  freie  Gleichung  ableiten 
lassen ,  so  kann  dieselbe  jedenfalls  nicht  frei  sein  von  allen  v. 
Ziehen  aber  die  Gleichungen  (24)  die  Gleichung  nach  sich: 

so  muss  nothwendig,  nachdem  jedes 

V|  durch  das  entsprechende  r-~7 

ersetzt  wurd^,  mit  dieser  Gleichung  zugleich  auch  die  Gleichung: 

vermöge  der  Gleichungen  (4)  eine  Identität  werden,  und  dann 
folgt  aus  den  Gleichungen  (20): 
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also  auch: 

Nun  ist  die  Gleichung  (26)  entweder  wiederum  eine  oder  aber 
keine  blosse  Folge  der  Gleichungen  (1). 

Im  ersten  Falle  ist  nach  (27)  auch  eine  der  n  +  \  Glei- 
chungen (20)  eine  Folge  der  übrigen  und  der  Gleichungen  (4); 
die  Gleichungen  (4),  (20)  reduciren  sich  also  auf  weniger  als 
n  +  r  -f-  2  Gleichungen ,  sie  reichen  nicht  mehr  aus,  um  alle 
n  +  r  +  2  Unbekannte  y  und  X  als  Functionen  von  x  zu  defi- 
niren,  und  das  Problem  wird  unbestimmt. 

Dieser  Fall  tritt  unter  anderem  immer  dann  ein,  wenn  man 
X  nur  als  eine  der  ursprünglichen  Aufgabe  fremde  Hülfsvariable 
eingeführt  hatte.  Dann  nttmlich  werden  die  Gleichungen  (4)  frei 
von  X  und  zugleich  homogen  0.  0.  in  den  Differentialquotienten 
yii  yli  •  *  •  >  Vn*   Durch  (4),  resp.  an  sich  wird  also  sowohl 

ß  =  0, 
als  auch: 

Differeutiirt  man  aber  beide  Relationen  vollständig  nach  x  und 
zieht  die  Ableitungen  von  einander  ab,  so  sieht  man,  dass  die 
Gleichungen  (4 )  auch  die  Gleichung  nach  sich  ziehen : 

Wenn  dagegen  die  Gleichung  (26)  keine  blosse  Folge  der 
Gleichungen  (4)  ist,  so  kann  man  nach  (27)  die  Gleichung  (26) 
selbst  einer  der  n  Gleichungen  (20)  substituiren.  Dann  aber  enthält 
das  System  (4),  (20)  nur  noch  n  Differentialgleichungen  2.  0. 
und  daher  ist  klar,  dass  seine  Integration,  falls  das  System 
überhaupt  alle  unbekannten  Functionen  bestimmt,  doch  jeden- 
falls nur  weniger  willkürliche  Gonstante  einführen  kann,  als  im 
allgemeinen*  Falle.  Die  Aufgabe  wird  also  entweder  unmöglich 
oder  aber  wiederum  unbestimmt.  — 
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Redaetion  der  DifferentialgleiehuDgeii  des  Problems. 

Bestimint  und  möglich  kann  nach  dem  Vorhergehenden 
unser  Problem  nur  dann  sein,  wenn  die  n  +  f  +  2  Gleichungen : 

auflösbar  sind  nach  den  n  +  r  +  i  Unbekannten  y/  und  Aj^ ,  und 
dann  ftthrt  die  Substitution  ( )  dieser  Auflösungen  seine  Diffe- 
rentialgleichungen über  in  die8n  +  8  Differentialgleichungen 

Es  ist  nun  wohlbekannt,  dass  diese  Differentialgleichungen  die 
kanonische  Form  besitzen  und  daher  äquivalent  sind  einer  par- 
tiellen Differentialgleichung  1.  0.  mit  n  +  2  unabhängigen 
Variabein,  aber  ohne  die  unbekannte  Function  selbst. 

Das  Eigenthümliche  am  System  (24)  aber  ist,  dass  sich  das- 
selbe stets  zurückführen  lässt  auf  ein  System  von  nur  noch 
27)  4-  1  Differentialgleichungen  1.0.  und  damit  zugleich  auf  eine 
partielle  Differentialgleichung  \ .  0.  mit  nur  n  -J-  4  unabhängigen 
Variahein,  die  aber  die  unbekannte  Funotion  selbst  enthält. 

Definirt  man  nämlich  //  als  Function  der  Variabein  ac,  y^, 
?/« »  •  •  1  .Vfi  7  «^0»  ^i  j  •  •  •  >  ^n  durch  die  Gleichung: 

(28)  //  =2'.- 1;,  (i//)  -  (ß)  =^.-  V,  (y/)  , 

0  0 

und  variirt  nun  die  Variabein  y  und  v,  so  ergiebt  sich,  wenn 
man  die  Identitäten: 

beachtet,  sofort: 

d.h. 
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Daher  besitzen  eben  die  Gleichungen  (84)  die  kanonische  Form : 


(30) 

~5v,'      (Ix 

Zugleich  aber  ist  nach 

(28)  und  (29) 

"=?'<' 

also 

homogen  1.  0.  in 
SeUt  man  daher: 

den  Variabein  v«, 

V,,. 

:34) 

H^-PH, 

so  erhalt  //  die  Form: 

(38) 

H=v,F(x, 

y.,y.c-!.v*»Pi 

,p*, 

)  p«)  > 

und  wenn  man  hieraus  die  Werthe  der  partiellen  Differential- 
quotienten von  //  berechnet  und  die  Relation  benutst: 


??pa  =  _ -L /ff^ -L  „  '^^A 

dx  ~       vAdx'^'^''  dxj' 


so  sieht  man,  dass  das  System  (30)  sich  seinerseits  wieder  auf 
die  8 n -|- 1  Differentialgleichungen  1 . 0. swischen x,y^,y,,...,y„, 
Pi.Pi.-MPnred«cJrt: 


(33) 


dx  ÄpA '      dx       by„  "^  '^*  hy. 


nach  deren  Integration  sich  v,  durch  die  Quadratur  bestimmt: 

hF 


'»«"•  =  -/b^'^^  + 


Const. 


Damit  ist  einmal  auf  neuem  Wege  wieder  geseigt,  dass,  wenn 
unser  Problem  nicht  unbestimmt  ist,  die  Lösungen  y  seiner 
Differentialgleichungen  nicht  mehr  als  in  +  i  willkttrliche  Gon- 
stauten  enthalten  künnen.  Zugleich  sind  aber  damit  auch  diese 
Differentialgleichungen   selbst  auf  eine  partielle   Differential- 
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gleichung  1 .  0.  mit  nur  noch  n  4-  4  unabhängigen  Variabein 
zurttckgefilhrt.,  die  dafür  aber,  im  Allgemeinen  wenigstens,  die 
unbekannte  Function  selbst  enthalt. 

Denn  das  System  (33)  ist  äquivalent  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung: 

^yp^/^L  t,  V   ...  v    ^  ^0  ...  ^M' 

hx-^r^^'^^^'         '2/n,  jy^,   jy^,         ,  ^J 
Ist: 

irgend  eine  vollständige  Lösung  derselben,  so  bilden  die  in-^i 
Gleichungen  mit  den  2n+  \  willkttrlichen konstanten  a^  a,, ... ,  a^^ , 

die  vollständigen  Integralgleichungen  des  Systems  (33).  ^) 

Nach  (81),  (28),  (31)  und  (38)  aber  erhält  man  die  Function  F 
direct,  indem  man  aus  den  n  +  r  -^  i  Gleichungen : 

die  n  4-  r  +  1  Unbekannten 
bestimmt  und  die  Werthe  der  i/  in: 

n 

F=yiS^Phy'h 

1 

einsetzt. 

Zur  Zurttckführung  der  Differentialgleichungen  des  Problems 
auf  eine  partielle  Differentialgleichung  erhält  man  daher  die  fol- 
gende Regel  ^) : 

Man  löse  die  n  +  r-i-i  Gleichungen: 

A  =  1,2,...,n;     A  =  0,1,...r, 


4)  Jacobe,  Werke  Bd.  V,  p.  291. 
t]  Diese  Berichte  1878,  p.  20. 
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nach  den  n  +  r  -j-  i  Unbekannten  au/*: 

y«,yi'.  •••,y'«;  K-K---'^r 

und  führe  durch  Substitution  der  Auflösungen  if  die  Gleichung: 

über  in  eine  partielle  Differentialgleichung  /.  0.  zwischen  der  wn- 
bekannten  Function  y^  und  den  n  +  4  unabhängigen  Variabeln 

aP,y«,  --Myti- 

Hat  man  vtm  dieser  partiellen  Differentialgleichung  irgend 
eine  vollständige  Lösung 

.Vo=  ^o(^)y*»    -Myti,  «,«4,  --M  ö«) 

gefunden^  so  erhält  man  durch  Auflösung  der  n-^  K  Gleichungen 
mit  den  2  w  -}-  4  willkürlichen  Constanten  a ,  a^ ,...,  a,,  ,/?,,...,/!?„ : 

nach  den  w  +  <  Unbekannten  So»  ^i ?  •  •  •  >  y«  unmittelbar  die  voll- 
ständigen Lösungen  y  der  Differentialgleichungen  (4),  (20),  womit 
zugleich  auch  die  Verhältnisse  ihrer  Multiplicatoren  X  bestimmt 
sindj  während  man  diese  selbst  schliesslich  durch  eine  blosse  Qua- 
dratur aus  einer  der  Gleichungen  (20)  finden  kann. 


W.  Oatwaldy  Ueber  physiko-chemische  JUessmethoden, 

Die  Entwickelung  der  physikalischen  Chemie  hat  den  ar- 
beitenden Forscher  mit  einer  ganzen  Reihe  neuer  Hilfsmittel  zur 
Beantwortung  von  bestimmten  Fragen  über  die  Beschaffenheit 
und  Constitution  chemischer  Gemenge,  insbesondere  in  Lösungen, 
beschenkt.  Die  vorhandenen  Methoden  haben  eine  sehr  ver- 
schiedene Tragweite  und  Anwendbarkeit,  und  geben  auf  wesent- 
lich verschiedene  Fragen  quantitative  Antwort.  Im  Interesse 
einer  sachgemässen  Anwendung  dieser  Methoden,  welche  nicht 
immer  erreicht  worden  ist,  erscheint  es  wttnschenswerth,  eine 
Uebersicht  darüber  zu  erlangen,  welche  Fragen  einerseits  durch 
die  einzelnen  Verfahren  beantwortet  werden  können,  und  was 
andererseits  die  Bedeutung  der  durch  jedes  einzelne  Verfahren 
erhaltenen  Ergebnisse  ist. 

Zunächst  giebt  es  eine  Anzahl  von  Eigenschaften ,  welche 
aller  » Materie a  zukommen;  durch  das  Vorhandensein  derselben 
ist  eben  das  bestimmt,  was  wir  Materie  nennen.  Hierher  gehört 
Masse,  Gewicht,  Volum  u.  s.  w.  Von  diesen  Eigenschaften  wird 
am  meisten  das  Gewicht  benutzt,  um  den  Nachweis  vorhandener 
Materie  im  Allgemeinen  zu  führen ;  da  es  von  irgend  welchen 
Aenderungen  innerhalb  einer  abgeschlossenen  Menge  Materie 
nicht  geändert  wird,  so  ist  es  für  diesen  Zweck  vor  allem  ge- 
eignet. Dagegen  gestattet  die  Eigenschaft  des  Gewichtes  nicht, 
irgend  welche  Unterschiede  der  Materie  wahrzunehmen  und 
nachzuweisen. 

Von  minderer  Allgemeinheit,  aber  dadurch  zu  bestimmteren 
Aufschlüssen  geeignet,  sind  die  Eigenschaften,  welche  ich  colligor 
tive  zu  nennen  vorgeschlagen  habe.   Sie  kommen  zunächst  nicht 

lUth.-plgrt,  CUMfe.  16tt5.  4  0 
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aller  Materie  unter  allen  Umständen  zu,  es  ist  aber  allgemein  zu 
behaupten,  dass  für  alle  Materie  die  Umstände  hervorgebracht 
werden  können,  unter  welchen  sie  coUigative  Eigenschaften  be- 
sitzt. Die  nothwendige  Bedingung  dazu  ist,  dass  die  Materie 
einen  möglichst  grossen  Raum  stetig i)  erfüllt.  Wir  kennen  zwei 
Arten  einer  solchen  Raumerfüllung:  bei  den  Gasen  und  bei  den 
Lösungen.  Fttr  beide  Zustände  der  Materie  gelten  dieselben  Ge- 
setze bezüglich  des  Verhältnisses  der  Energie  zum  Baume:  die 
Volumenergie  wird  durch  das  Product  von  Druck  und  Volum  dar- 
gestellt, und  ist  der  sogenannten  absoluten  Temperatur  propor- 
tional. Wir  haben  demnach  für  die  beiden  Zustände  die  Gleich- 
ung pv  =  h  Tj  wo  R  eine  Constante  für  eine  gegebene  Menge 
(d.  h.  ein  gegebenes  Gewicht)  Materie  ist. 

Nun  kann  man  offenbar  die  mit  einander  zu  vergleichenden 
Mengen  verschiedener  Materie  so  bestimmen,  dass  die  Constante 
R  für  sie  denselben,  ein  für  allemal  festgesetzten  Werth  hat.  Die 
nach  dieser  Definition  bestimmten  Gewichte  nennt  man  Mole- 
kulargewichte, und  es  ist  das  empirische  Gesetz  bekannt,  dass 
diese  Mengen  sich  zu  einander  verhalten,  wie  die  chemischen 
Verbindungsgewichte  der  betreffenden  Stoffe,  entweder  un- 
mittelbar oder  nach  Multiplication  mit  rationalen ,  meist  kleinen 
Factoren.  Geschichtlich  hat  sich  die  Kenntniss  dieser  Beziehung 
zuerst  an  den  Gasen  entwickelt,  für  welche  Gat-Lussag  das  Ge- 
setz fand,  dass  sie  sich  zu  gleichen  oder  in  einfachen  Verhält- 
nissen stehenden  Volumen  verbinden,  gleichen  Druck  und  gleiche 
Temperatur  vorausgesetzt.  Der  oben  gegebene  Ausdruck  ist 
nichts  als  eine  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  auf  den  Fall, 
dass  die  Gase  nicht  gleichen  Druck  und  gleiche  Temperatur  haben. 
Für  Lösungen  ist  das  Statthaben  dieser  Beziehung  vouyan  t'Hoff 
nachgewiesen  worden. 

Durch  die  atomistische  Hypothese  ist  dieses  Naturgesetz  in 
die  Gestalt  der  Molekularhypothese  geformt  worden ,  und  man 
findet  auch  in  ganz  sorgfältig  geschriebenen  Lehrbüchern  eine 

1)  Diese  Stetigkeit  darf  nicht  als  eine  absolute  aufgefasst  werden, 
selbst  im  experimentellen  Sinne  nicht.  Denn  die  sogenannten  Methoden 
zur  Bestimmung  der  Grösse  der  Molekeln  beweisen,  dass  unterhalb  der 
Dimension  von  etwa  10"""  cm  der  von  der  Materie  erfüllte  Raum  un- 
stetige Eigenschaften  annimmt,  oder  genauer  gesagt,  unhomogen  wird. 
Es  soll  die  oben  erwähnte  Stetigkeit  der  RaumerfüUung  nur  bis  zu  dieser 
Grenze  beansprucht  werden. 
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Molekel  als  das  kleinste  Quantum  Materie  definirt,  welches  für 
sich  bestehen  und  mit  underen  in  Wechselwirkung  treten  kann. 
Offenbar  schwebt  diese  Definition  ganz  in  der  Luft,  denn  es 
liegen  überhaupt  keine  Versuche  vor,  das  kleinste  Quantum 
Materie  bu  bestimmen,  welches  für  sich  existiren  kann.  Auch 
trägt  die  Definition  dem  re/o/iven  Charakter  der  als  Molekular- 
gewicht bezeichneten  GrOsse  keine  Rechnung.  Auf  Grund  der 
oben  gegebenen  energetischen  Definition  wird  man  als  Molekular- 
gewichte solche'  Mengen  verschiedener  Stoffe  zu  bezeichnen 
haben,  für  welche  der  Werth  der  Constanten  R  im  Zustande  der 
Vertheilung  in  einem  grossem  Räume  gleich  ist.  Will  man  eine 
anschaulichere  Definition,  so  kann  man  dasselbe  dadurch  aus- 
drücken, dass  man  solche  Mengen  Materie  vergleicht,  welche  bei 
gegebener  Temperatur  gleiche  Volumenergie  pv  haben. 

Bei  allen  Zustandsänderungen,  bei  welchen  diese  Volum- 
energie in  Frage  kommt,  kann  man  durch  die  Messung  dieser 
Energie  in  Beziehung  auf  die  entsprechende  Stoffmenge  die  zu 
einem  bestimmten  Werthe  der  Constanten  R  gehörige  Stoffmenge 
ermitteln,  und  jede  derartige  Operation  führt  demgemäss  auf 
eine  »  Molekulargewichtsbestimmungc  Da  es  in  allen  diesen  Fallen 
immer  und  nur  auf  die  entsprechende  Energieleistung  ankommt, 
so  müssen,  wie  es  auch  die  Erfahrung  lehrt,  alle  die  verschiede- 
nen Methoden  der  Molekulargewichtsbestimmung  immer  dasselbe 
Ergebniss  zeigen ,  wenn  die  Bedingungen  dieselben  oder  doch 
vergleichbar  sind. 

Die  Eigenschaften  nun ,  welche  von  den  Aenderungen  der 
Volumenergie  abhängen,  und  welche  demnach  für  die  ver- 
schiedensten Stoffe  gleich  sein  müssen,  wenn  die  Volumenergie 
denselben  Werth  hat,  sind  es,  die  colligative  genannt  werden. 
Somit  wird  man  als  äquimolekulare  Mengen  solche  Mengen  be- 
zeichnen, für  welche  die  coUigativen  Eigenschaften  gleiche 
Werthe  haben.  Misst  man  die  verschiedenen  Stoffe  nicht  nach 
ihrem  Gewicht  schlechthin,  sondern  nach  Einheiten,  welche 
durch  den  Inhalt  einer  gleichen  Menge  Volumenergie  bei  einer 
bestimmten  Temperatur  bestimmt  sind,  oder  mit  anderen  Worten 
nach  Molekulargewichten,  so  ergeben  die  coUigativen  Eigen- 
schaften unmittelbar  eine  Bestimmung  der  Concentration  des  be- 
treffenden Stoffes,  gemessen  in  seiner  Einheit,  oder  die  molekulare 
Dichte  des  Stoffes.  So  beweist  beispielsweise  eine  Gefrierpunkta- 
erniedrigung  einer  wässerigen  Lösung  um  4 ,89°,  dass  in  einem 

10* 
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Liter  die  mit  2  g  Wasserstoff  äquimolekulare  Menge  irgend  eines 
Stoffes  oder  Stoffgemisches  vorhanden  ist.  Die  Natur  dieses 
Stoffes  unterliegt  keiner  Beschränkung,  ausser  dass  er  nicht  das 
Lösungsmittel  selbst  sein  darf;  insbesondere  wirken  Ionen  genau 
so,  wie  freie  Molekeln,  und  es  ist  bekannt,  dass  wegen  der  un- 
erwarteten Wirkung  der  Ionen  die  Dissociationstheorie  ins  Leben 
gerufen  wurde. 

Alle  Fragen  also,  die  sich  auf  Grund  der  Kenntniss  des 
Molekulargewichtes  beantworten  lassen,  können  mittelst  der 
Messung  einer  colligativen  Eigenschaft  entschieden  werden. 
Auf  die  Frage,  ob  die  gemessene  molekulare  C!oncentration  von 
einheitlichen  oder  gemengten  Stoffen  herrührt,  giebt  es  auf  die- 
sem Wege  keine  Antwort.  Der  lange  Streit  darüber,  ob  der 
Dampf  des  Salmiaks  z.  B.  dissocürt  ist,  oder  nicht,  zeigt  anschau- 
lich ,  wie  hilflos  in  dieser  Beziehung  die  coUigative  Methode  der 
Dampfdichtebestimmung  ist.  Ebenso  ist  es  gleichgültig,  welche 
von  den  vielen  möglichen  Methoden  man  anwendet.  Unter  glei- 
chen Bedingungen  geben  sie  alle  immer  die  gleiche  Auskunft, 
und  man  lernt  aus  einer  Messung  des  osmotischen  Druckes  in 
dieser  Hinsicht  nicht  mehr  und  nicht  weniger,  als  aus  der  einer 
Gefrierpunktserniedrigung. 

Während  die  bisher  betrachteten  Eigenschaften  aller  Materie 
zukommen  oder  doch  erthetlt  werden  können,  ist  die  nun  ssu 
besprechende  Eigenschaft  zwar  noch  weit  verbreitet,  aber  nicht 
mehr  allgemein.  Es  ist  die  elektrolytische  Leitfähigkeit.  Diese 
Eigenschaft  kommt  nur  den  Ionen  zu,  für  deren  Vorhandensein 
sie  das  entscheidende  Kennzeichen  bildet;  man  kann  also  sagen, 
dass,  wo  elektrolytische  Leitfähigkeit  vorhanden  ist,  auch  Ionen 
vorhanden  sein  müssen. 

Auch  über  die  Goncentration  der  charakterisirten  Klasse 
von  Stoffen,  der  Ionen,  giebt  die  Messung  der  Leitfähigkeit  Aus- 
kunft, allerdings  aber  in  weit  beschrankterer  Weise,  als  die 
colligativen  Eigenschaften  es  thun.  Denn  während  dort  die  Con- 
stante  nur  noch  mit  einer  einfachen  Temperaturfunction  multi- 
plicirt  war,  ist  sie  hier  von  der  Natur  der  Ionen,  des  Lösungs- 
mittels und  von  der  Temperatur  abhängig.  Beschränkt  man 
sich  auf  eine  bestimmte  Temperatur  und  auf  ein  bestimmtes 
Lösungsmittel  (praktisch  kommt  allein  Wasser  in  Betracht) ,  so 
hat  man  nur  noch  mit  dem  Coefficienten  der  Wanderungs- 
geschwindigkeit zu  thun,  welcher  für  die  meisten  Ionen  inner- 
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halb  ziemlich  naher  Grenzen  schwankt.  Sieht  man  von  den 
ganz  isolirt  stehenden  Ionen  Wasserstoff  und  Hydroxyl  ab,  so 
liegen  die  äussersten  bekannten  Werthe  der  lonengeschwindig- 
keiten  zwischen  Grenzen ,  die  sich  wie  \  :  6  verhalten.  Man 
wird  also  aus  grosser  Leitfähigkeit  mit  völliger  Sicherheit  auf 
eine  grosse  lonenconcentration  zu  schliessen  haben,  und  um- 
gekehrt; um  aber  aus  dem  gemessenen  Werthe  der  Leitfähigkeit 
einen  Schluss  auf  den  genauen  Werth  der  lonenconcentration 
ziehen  zu  können,  muss  man  wissen,  welche  Ionen  vorhanden, 
und  welches  ihre  Wanderungsgeschwindigkeiten  sind.  Auf 
Grund  der  vorhandenen  Kenntnisse  der  Einzelwerthe  und  der 
allgemeinen  Beziehungen  wird  man  schon  jetzt  die  meisten  hier 
auftretenden  Fragen  beantworten  können.  Weiss  man  nicht, 
welche  von  den  möglichen  Ionen  vorhanden  sind,  so  kann  man 
doch  fnr  die  möglichen  Falle  meist  hinreichend  genaue  Schätz- 
ungen machen,  um  die  eine  oder  andere  Möglichkeit  auszu- 
schliessen. 

Weitere  Eigenschaften ,  welche  ahnlich  wie  die  elektrische 
Leitfähigkeit  eine  bestimmte  grössere  Klasse  von  Stoffen  er- 
kennen Hessen,  sind  kaum  bekannt.  Allenfalls  dürfte  die  Eigen- 
schaft der  Drehung  der  Polarisationsebene  in  flüssigem  oder  ge- 
löstem Zustande  hier  angeführt  werden,  welche  dem  Nachweise 
von  TAN  t'Hoff  gemfiss  mit  ganz  bestimmten  Gonstitutionsverhalt- 
nissen,  nämlich  dem  Vorhandensein  eines  sogenannten  asymmetri- 
schen Kohlenstoffatoms  zusammenhängt.  Dieser  Nachweis  ist 
nach  den  bisherigen  Erfahrungen  allgemeingültig  (insofern  nicht 
asymmetrischer  Stickstoff  in  Frage  kommt,  worüber  noch  weitere 
experimentelle  Nachweise  abzuwarten  sind),  aber  nicht  um- 
kehrbar. Abwesenheit  von  optischer  Drehung  ist  kein  Beweis 
für  die  Abwesenheit  von  asymmetrischem  Kohlenstoff.  Zwar 
ist  in  solchen  Fällen  der  Stoff  meist  in  active  Bestandtheile  von 
entgegengesetzter  Drehung  spaltbar;  da  aber  gegebenenfalls  die 
Unmöglichkeit  der  Spaltung  nicht  allgemein  beweisbar  ist,  so 
ist  auch  die  Umkehrung  des  Satzes  nicht  beweisbar. 

Im  Anschluss  an  diesen  Fall  könnte  man  als  hierhergehörig 
noch  die  grosse  Zahl  weiterer  constitutiver  Eigenschaften  an- 
führen. Diese  beruhen  indessen,  soweit  ich  es  übersehen  kann, 
sämmtlich  nur  auf  quantitativen  Unterschieden ,  nicht  -auf  dem 
Vorhandensein  oder  der  vollkommenen  Abwesenheit  einer  be- 
stimmten Eigenschaft,  und  haben  daher  nicht  den  bindenden 
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Charakter,  wie  die  Drehung  der  Polarisationsebene.  Doch  scheint 
kein  Grund  vorhanden  zu  sein ,  dass  es  nicht  noch  mehr  solche 
Eigenschaften,  wie  die  letztere  geben  sollte. 

Endlich  giebt  es  Gruppeneigenschaften,  weiche  der  in  den 
gegenwartigen  Anschauungen  lebende  Chemiker  allerdings  nicht 
zu  diesen  rechnen  würde:  es  sind  dies  die  Ergebnisse  der  Ele- 
mentaranalyse im  allgemeinen,  nicht  auf  organische  Ver- 
bindungen beschränkten  Sinne.  Solange  man  die  Elemente  als 
in  ihren  »Verbindungen«  real  vorhanden  ansieht,  kann  man  hier 
natürlich  nicht  von  Gruppeneigenschaften  reden,  sondern  nur 
von  den  Eigenschaften  des  betreffenden  Elements,  welches  aus 
seinen  Verbindungen  wieder  abgeschieden  wird.  Stellt  man 
sich  aber  auf  den  kritischen  Standpunkt,  nach  welchem  diese 
Ausdrucksweise  nur  eine  durch  die  Hypothese  der  Fortexistenz 
der  Elemente  in  den  Verbindungen  auf  eine  kurze  Form  ge- 
brachte Darstellung  der  Verhaltnisse  ist,  so  wird  man  allerdings 
in  der  Elementaranalyse  ein  Hilfsmittel  zum  Erkennen  gewisser 
KlcLSsen  von  Stoffen,  nämlich  der  Abkömmlinge  je  eines  be- 
stimmten Elementes  anerkennen. 

Die  noch  übrig  bleibenden  Messhilfsmittel  beziehen  sich 
auf  individuelle  Stoffe.  Hierher  gehören  in  erster  Linie  die  ge- 
wöhnlichen analytischen  Reactionen ;  und  zwar  geben  dieselben 
in  den  meisten  Fällen ,  in  denen  man  sie  anwendet,  nämlich  in 
verdünnten  wässerigen  Lösungen,  das  Vorhandensein  bestimmter 
Ionen  zu  erkennen. 

In  einem  vor  Kurzem  erschienenen  Werke^j  habe  ich  ge- 
zeigt, wie  sich  die  Thataachen  der  analytischen  Chemie  voll- 
ständig und  widerspruchsfrei  unter  diese  Formel  bringen  lassen, 
und  wie  die  sogenannten  anomalen  Reactionen  sich  in  dem 
Lichte  der  lonentheorie  sämmtlich  deuten  lassen.  Der  Nieder- 
schlag, welchen  Raryumsalze  in  einer  Lösung  erzeugen,  beweist, 
wenn  er  die  Eigenschaften  des  Raryumsulfats  hat,  mit  unzweifel- 
hafter Sicherheit  das  Vorhandensein  von  SO^- Ionen  in  der 
Flüssigkeit,  während  Abkömmlinge  der  Schwefelsäure,  in  wel- 
chen solche  Ionen  nicht  vorhanden  sind,  wie  z.  B.  die  noch  in 
letzter  Zeit  von  Rbgoura^)  untersuchten  Ghromsulfonsäuren, 
keinen  Niederschlag  mit  Baryumsalzen  geben. 


\)    Die   wisseDscbaftlichen   Grundlagen    der  analytischen  Chemie. 
Leipzig,  W.  Engelmann.     1894. 

2)     Compt.  rend.  Wk,  474.  1892. 
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Gleichseitig  gestatten  ebendieselben  Methoden  auch  einen 
Schluss  auf  die  Goncentration  derselben  Ionen  in  der  Lösung, 
wenigstens  insofern  sie  ein  Minimum  erkennen  lassen,  unter 
welchem  die  Goncentration  nicht  liegen  darf,  wenn  überhaupt 
eine  Beaction  eintreten  soll.  Denn  da  man  aus  allgemeinen 
energetischen  Gründen  den  Satz  aussprechen  darf,  dass  in  jedem 
Gemenge  jeder  mögliche  Stoff  auch  wirklich  vorhanden  ist,  nur 
in  sehr  vielen  Fällen  in  einer  nicht  mehr  nachweisbaren  Menge, 
so  wird  man  auch  behaupten  dürfen,  dass  beispielsweise  in  den 
Lösungen  der  eben  erwähnten  Ghromsulfon  säure  Ionen  vor- 
handen sind.  Nur  darf  man  gleichzeitig  behaupten,  dass  sie, 
da  die  Lösung  durch  Baryumsalze  nicht  gefällt  wird,  in  einer 
Menge  vorhanden  sind ,  deren  Betrag  unter  einem  bestimmten, 
durch  die  Eigenschaften,  insbesondere  dieLöslichkeit  des  Baryum- 
sulfates  gegebenen  Werthe  liegt.  Wie  dieser  Betrag  zu  be- 
stimmen ist,  wird  später  genauer  erörtert  werden. 

Wenn  wir  also  durch  eine  derartige  Beaction  die  Gegen- 
wart eines  gewissen  Ions  nachgewiesen  haben,  so  sind  wir  zwar 
berechtigt,  zu  behaupten,  dass  die  Lösung  in  Bezug  auf  dieses 
Ion  concentrirter  ist,  als  der  fragliche  Grenzwerth  angiebt,  wir 
dürfen  aber  nicht  behaupten,  dass  die  Gesammtmenge  des  durch 
die  Beaction  gemessenen  Stoffes  im  lonenzustande  zugegen  ge- 
wesen ist.  Vielmehr  sind  die  Fälle  überaus  häufig,  dass  nur  ein 
Theil  dieses  Stoffes  als  Ion  zugegen  ist,  und  dass  in  dem  Maasse, 
wie  die  analytische  Beaction  (z.  B.  die  Fällung)  vorschreitet,  das 
Ion  sich  aus  anderen  Verbindungen  erst  bildet.  Dies  ist  z.  B. 
in  jeder  etwas  concentrirteren  Salzlösung  der  Fall ,  wo  nur  ein 
Theil  des  Salzes  dissociirt  ist,  durch  die  Analyse  nichtsdesto- 
weniger aber  die  Gesammtmenge  des  Stoffes  angegeben  wird, 
welches  in  das  fragliche  Ion  übergehen  kann. 

Hierbei  lassen  sich  noch  etwas  feinere  Unterschiede  beob- 
achten, welche  auf  der  Geschwindigkeit  der  lonenbildung,  und 
des  umgekehrten  Vorganges  beruhen.  Die  Geschwindigkeit, 
mit  der  sich  einfache  lonenreactionen,  wie  die  Bildung  der  Salz- 
molekel aus  den  beiden  Ionen,  und  umgekehrt  die  Dissociation 
derselben  in  ihre  Ionen,  vollziehen,  ist  unmessbar  gross.  Da- 
gegen erfolgen  Vorgänge  zwischen  indifferenten  Stoffen,  oder 
zwischen  solchen  und  Ionen  im  allgemeinen  mit  endlicher  Ge- 
schwindigkeit, häufig  sogar  mit  ziemlich  geringer.  Fast  in  allen 
Fällen,  wo  durch  das  Zusammenbringen  geeigneter  Stoffe  neue 
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Ionen  gebildet  werden,  lassen  sich  in  Bezug  auf  die  ent- 
sprechende Geschwindigkeit  bequem  verfolgen,  und  die  Reaction 
braucht  zu  ihrer  Vollendung  eine  messbare,  zuweilen  beträcht- 
liche Zeit.  So  entsteht  z.  B.  Phosphormolybdänsäure  beim  Zu- 
sammenbringen phosphorsäure-  und  molybdänsäurehaltiger 
Lösungen  keineswegs  augenblicklich,  sondern  man  kann  an  der 
zunehmenden  Gelbfärbung  leicht  den  Fortgang  der  Aeaction  be- 
obachten ,  und  daher  rdhrt  die  analytische  Regel,  dass  man  den 
Niederschlag  erst  nach  längerem  Stehen  in  der  Wärme  abfiltriren 
darf,  wenn  es  sich  um  quantitative  Bestimmungen  handelt. 

Man  wird  daher  in  allen  Fällen,  wo  in  homogener  Lösung 
ein  Vorgang  mit  sichtbarer  Langsamkeit  erfolgt,  den  Schluss 
ziehen  dürfen,  dass  es  sich  nicht  um  eine  einfache  lonenreaction 
im  Sinne  der  Bildung  eines  Salzes  aus  seinen  Ionen  handelt. 
Auf  die  Einschränkung,  dass  der  Satz  nur  für  homogene  Lö- 
sungen Anwendung  findet,  ist  besonders  Acht  zu  geben,  denn 
die  Ausscheidung  eines  Niederschlages  kann  gleichfalls  langsam 
erfolgen,  auch  wenn  es  sich  um  eine  einfache  Salzbildung  han- 
delt. Im  letzteren  Falle  kommt  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
sich  ein  Uebersättigungszustand  aufhebt,  in  Frage,  und  diese  hat 
mit  den  oben  erwähnten  Fällen,  wo  sich  complexe  Ionen  und 
dergl.  bilden,  unmittelbar  nichts  zu  thun.  Auch  der  umgekehrte 
Schluss,  dass,  wenn  die  homogene  Reaction  mit  unmessbar 
grosser  Geschwindigkeit  erfolgt,  eine  einfache  lonenreaction 
vorliegt,  wird,  soweit  die  bisherigen  Erfahrungen  reichen, 
als  richtig  anzusehen  sein.  Natürlich  finden  auch  in  diesem 
Gebiete  Uebergänge  zwisclien  beiden  Typen  statt,  bei  denen 
solche  Stoffe  in  Frage  kommen,  welche  auf  der  Zwischenstufe 
zwischen  gewöhnlichen  Salzen  und  indifferenten  Verbindungen 
stehen. 

Durch  die  analytischen  FäUungsreactionen  wird  also  die 
Gegenwart  und  die  potentielle  Menge  eines  bestimmten  Ions  an- 
gezeigt, d.  h.  die  Menge,  welche  sich  aus  den  vorhandenen 
Stoffen  in  kurzer  Zeit  bilden  kann.  Es  erhebt  sich  die  Frage, 
ob  es  nicht  Mittel  giebt,  die  in  jedem  Augenblicke  thatsOchlich 
vorhandene  Coucentration  in  Bezug  auf  ein  bestimmtes  Ion  zu 
ermitteln,  und  diese  Frage  kann  gleichfalls  bejahend  beant- 
wortet werden.  Hier  ist  das  eigentliche  Gebiet  der  physikali- 
schen Methoden,  denn  die  Voraussetzung  aller  derartigen  Be- 
stimmungen ist,  dass  an  dem  Zustande  des  zu  untersuchenden 
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Objectes  keine,  oder  eine  verschwindend  kleine  Aendening  vor- 
genommen werden  darf. 

I.  Somit  sind  an  dieser  Stelle  zunächst  die  auf  der  Messung 
besonderer  Eigenschaften  beruhenden  physikalischen  Methoden 
zu  erwähnen.  Hat  der  zu  messende  Stoff  eine  bestimmte  Farbe, 
Drehung  der  Polarisationsebene,  einen  bestimmten  Magnetismus, 
während  die  anderen  vorhandenen  Stoffe  von  diesen  Eigen- 
schaften frei  sind,  so  kann  man  immer  auf  die  Messung  eben 
dieser  Eigenschaft  eine  Quantitätsbestimmung  des  betreffenden 
Stoffes  begründen.  Auch  in  dem  Falle,  dass  nicht  die  An-  oder 
Abwesenheit  einer  Eigenschaft  vorliegt,  sondern  nur  Grössen- 
unterschiede  derselben  zwischen  dem  zu  bestimmenden  Stoffe 
und  dem  Lösungsmittel  vorliegen,  kann  man  solche  Messungen 
ausführen;  sie  sind  aber  viel  bedingter,  als  in  dem  früheren 
Fall,  und  bieten  auch  in  Bezug  auf  die  Genauigkeit  ungünstigere 
Verhältnisse. 

Neben  diesen  Verfahren,  deren  Anwendbarkeit  seit  länge- 
rer Zeit  bekannt  ist,  giebt  es  noch  eine  Anzahl  weiterer  Me- 
thoden, welche  auf  den  Gesetzen  des  chemischen  Gleichgewichts 
beruhen,  und  deren  Verwerthung  bisher  nur  in  einzelnen 
Fällen  stattgefunden  hat.  Da  sie  dort,  wo  die  anderen  Ver- 
fahren versagen,  sehr  bestimmte  und  weitgehende  quanti- 
tative Schlüsse  zu  ziehen  gestatten,  ist  eine  Auseinander- 
setzung ihrer  Grundlagen  und  Anwendungsvveisen  von  be- 
sonderem Interesse.  Man  kann  die  hier  vorhandenen  Mittel  in 
drei  Gruppen  theilen:  das  elektrometrische  Verfahren,  die  kata- 
lytische  Methode  und  die  Methode  der  Löslichkeitsbestimmung. 
Von  diesen  drei  Methoden  geben  die  beiden  ersten  die  Menge 
bestimmter  einzelner  Ionen  zu  erkennen,  die  dritte  ist  unter 
häufig  vorkommenden  Umständen  von  dem  Vorhandensein 
mehrerer  Ionen  abhängig.  Weitere  Verfahren  ergeben  sich  aus 
der  Benutzung  anderer  Gleichgewichtszustände. 

Das  elektrometrische  Verfahren  beruht  auf  der  Thatsache, 
dass  der  Potentialunterschied  zwischen  einer  metallischen  Elek- 
trode und  einer  diese  berührenden  Flüssigkeit  nur  von  der 
Goncentration  der  Metallionen  in  der  letzteren  (und  der  Tem- 
peratur) abhängt,  von  der  Gegenwart  anderer  Ionen  in  der 
Lösung  aber  wesentlich  unabhängig  ist.  Von  der  Natur  des 
Lösungsmittels  ist  der  Potentialunterschied  nicht  unabhängig,  so 
dass  man  sich  auch  in  diesem  Falle  ausschliesslich,  wo  die 
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Umstände  es  nur  irgend  gestatten,  auf  wässerige  Lösungen  be- 
schränken wird.  Hierdurch  ist  ein  Mittel  gegeben,  fOr  alle  Me- 
talle, welche  man  als  Elektroden  benutzen  kann,  die  Con- 
centration  ihrer  Ionen  in  vorhandenen  Lösungen  festzustellen. 

Dass  es  dabei  auf  die  Goncentration  der  Ionen  und  nicht 
etwa  auf  die  des  Metalles  insgesammt  ankommt,  geht  schon  aus 
dem  Umstände  hervor,  dass  verschiedene  Lösungen  von  gleichem 
Metaltgehalt  sehr  verschiedene  Potentiale  zeigen  können;  so 
erhält  man  mit  Ketten,  welche  Silber  in  BertLhrung  mit  einer 
Lösung  von  Kaliumsilbercyanid  einerseits,  Silbemitrat  anderer- 
seits enthalten,  elektromotorische  Kräfte,  welche  bis  auf  4, 5 Volt 
steigen  können. 

Dieses  Verfahren  hat  seinen  besonderen  Werth  in  Fällen, 
wo  die  Goncentration  der  Ionen  so  geringe  Werthe  annimmt, 
dass  kein  anderes  analytisches  Mittel  auch  nur  die  Gegenwart 
des  betreffenden  Ions  anzuzeigen  vermag.  Seine  Anwendung 
erfolgt  in  einfachster  Gestalt  in  der  Weise,  dass  man  eine  Kette 
aus  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  einerseits,  und  einer 
Lösung  eines  einfachen  Salzes  des  betreffenden  Metalls  anderer- 
seits bildet;  beide  Flttssigkeiten  werden,  gegebenenfalls  unter 
Zwischenschaltung  eines  dritten  Salzes,  welches  mit  keinem  der 
beiden  Lösungen  eine  Fällung  giebt,  unter  Anwendung  des 
Metalls  als  Elektrode  zu  einer  Kette  geschlossen.  Das  Statthaben 
einer  elektromotorischen  Kraft  beweist  dann  (von  kleinen 
Kräften  infolge  der  gebildeten  Flüssigkeitsketten  abgesehen) 
das  Bestehen  einer  Concentrationsverschiedenheit  der  Metall- 
ionen, und  der  Quotient  der  beiden  Goncentrationen  ist  der 
elektromotorischen  Kraft  proportional.  Der  Proportionalitäts- 
coefficient  hängt  von  der  Werthigkeit  des  Metalls  und  der  Tem- 
peratur ab;  er  ist  gegeben  durch  den  Ausdruck 

0,002  T  ,       c 

wo  fc  die  elektromotorische  Kraft  in  Volts,  T  die  absolute  Tem- 
peratur, c  und  c  die  beiden  Goncentrationen  sind;  n  ist  die 
Werthigkeit  des  Metalls.  Hierzu  ist  allerdings  zu  bemerken, 
dass  infolge  der  Berührung  der  Lösungen  noch  gewisse  Gom- 
plicationen  eintreten,  welche  den  Zahlenfactor  verkleinem ;  zu 
ganz  genauen  Messungen  müssen  diese  Einflüsse  berücksichtigt 
werden.    In  allen  Fällen,   wo  es  sich  aber  um  die  Grössen- 
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Ordnung  der   fraglichen  Gonoentrationswerthe  handelt,   kann 
man  von  diesen  Einflüssen  absehen. 

Die  Zahl  der  als  Electroden  verwerthbaren  Metalle  ist  nicht 
gross.  Durch  die  Anwendung  derselben  in  Form  von  AmalgaRi 
kann  man  die  Reihe  etwas  erweitern,  doch  bleibt  sie  immer 
recht  beschränkt.  Es  ist  daher  von  Wichtigkeit,  dass  es  ein 
entsprechendes  Verfahren  giebt,  welches  auf  negative  Ionen  an- 
wendbar ist,  falls  diese  mit  einem  der  brauchbaren  Metalle  ein 
schwerlösliches  Salz  bilden.  Das  Verfahren  beruht  darauf,  dass 
durch  die  Gegenwart  des  schwerlöslichen  Salzes  die  Concentra- 
tion  der  Metallionen  mit  der  der  Anionen  des  schwerlöslichen 
Salzes  in  einem  gesetzmässigen  Zusammenhange  steht,  welcher 
in  dem  einfachsten  Falle,  dass  beide  Ionen  einwerthig  sind,  der 
einer  umgekehrten  Proportionalität  ist.  Haben  wir  beispiels- 
weise Silber  nebst  Chlorsilber  in  einer  Lösung ,  welche  Ghlor- 
ionen  enthält,  so  ist  das  Potential  in  der  Weise  von  der  Con- 
centration  der  Ghlorionen  abhängig,  dass  wegen  der  Gegenwart 
des  Ghlorsilbers  die  Goncentration  der  Silherionen  der  der 
Ghlorionen  umgekehrt  proportional  sein  muss.  Man  kann  also 
aus  der  Messung  der  elektromotorischen  Kraft  in  ganz  derselben 
Weise  auf  die  Goncentration  der  Ghlorionen  schliessen,  wie  man 
auf  die  der  Metallionen  hat  schliessen  können;  auch  die  ent- 
sprechenden Formeln  sind  im  Grenz  falle  Obereinstimmend  ge- 
staltet. Nur  muss  der  Umstand  ins  Auge  gefasst  werden,  dass 
die  Goncentration  der  Ghlorionen  relativ  gross  im  Verhältniss  zu 
der  durch  die  Löslichkeit  des  Ghlorsilbers  gegebenen  Gon- 
centration bleiben  muss,  da  sonst  die  einfachen  angenäherten 
Formeln  keine  Geltung  mehr  behalten.  Es  ist  daher  bei  der 
Anwendung  dieses  Verfahrens  wesentlich,  möglichst  schwer- 
lösliche Verbindungen  der  betreffenden  Anionen  zu  wählen. 

Endlich  können  die  Ionen  Wasserstoff  und  Hydroxyl  mit 
Hülfe  von  Elektroden  bestimmt  werden,  welche  den  einen  oder 
das  andere  als  Ion  abgeben  können.  Praktisch  kommt  hier  in 
erster  Linie  eine  mit  Wasserstoff  gesättigte  Elektrode  aus  Pal- 
ladium in  Betracht;  auch  Platin  unter  gleichen  Umständen  kann 
Verwendung  finden,  da  theoretisch  wie  experimentell  nach- 
gewiesen ist,  dass  beide  gleiches  Potential  haben,  wenn  sie  mit 
Wasserstoff  von  gleichem  Drucke  gesättigt  sind.  Diese  Elek- 
troden dienen  gleichfalls  für  die  Messung  von  Hydroxylionen, 
denn   da  im  Wasser  das  Product  der  beiden  Goncentrationen 
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einen  bestimmten  Werth  haben  muss,  so  ist  durch  die  Messung 
der  einen  stets  die  andere  mitbestimmt. 

Die  zweite  Gruppe  von  Methoden,  die  katalytischen ,  be- 
ruhen auf  dem  Umstände ,  dass  durch  die  Gegenwart  gewisser 
Stoffe  chemische  Vorgänge  in  ihrem  Zeitverlaufe  beschleunigt 
oder  verzögert  werden.  Experimentell  ist  bisher  nur  der  erste 
Fall,  der  der  Beschleunigung  untersucht  worden,  doch  deuten 
einzelne  Beobachtungen  darauf  hin,  dass  auch  katalytiscbe  Ver- 
zögerungen vorkommen. 

Ueber  das  Wesen  der  katalytischen  Vorgänge  herrscht  noch 
viele  Unklarheit.  Bisher  ist  es  wohl  allgemein  als  eine  Art 
chemischer  Arbeitsleistung  aufgefasst  worden ,  und  es  musste 
gerechtes  Befremden  erregen,  dass,  wie  es  die  Erfahrung  lehrte, 
der  wirksame  Stoff  am  Ende  des  Vorganges  sich  in  ebendem- 
selben Zustande  befand,  wie  vorher,  also  keine  Arbeit  im  Sinne 
einer  Energieabgabe  geleistet  haben  konnte.  Fasst  man  dagegen, 
wie  oben  geschehen ,  die  katalytiscbe  Wirkung  als  eine  blosse 
Beschleunigung  eines  chemischen  Vorganges  auf,  der  auch  ohne- 
dies, nur  mit  einer  häufig  unmessbaren  Langsamkeit  verläuft, 
so  teilt  diese  Schwierigkeit  ganz  fort.  Zwar  könnte  man  in 
Analogie  der  chemischen  Beschleunigung  mit  der  mechanischen 
auch  für  diese  einen  Energieaufwand  als  nothwendig  ansehen, 
doch  würde  dies  nur  ein  Beweis  für  die  Unzulänglichkeit  der 
mechanischen  Analogie  sein.  Denn  da  den  chemisch  »bewegten« 
Stoffen  keine  entsprechende  Trägheit  zukommt,  indem  eine 
chemische  Geschwindigkeit  beim  Aufhören  der  treibenden  Ur- 
sachen nicht  etwa  ungeändert  bleibt,  wie  eine  mechanische, 
sondern  alsbald  Null  wird ,  so  sieht  man,  dass  diese  Analogie 
überhaupt  nicht  zutrifft,  und  ein  aus  ihr  gezogener  Einwand 
keine  Beweiskraft  hat. 

Mit  der  irrthümlichen  Annahme  einer  von  dem  katalytisch 
wirkenden  Stoffe  ausgehenden  Kraft  hängt  die  gegenwärtig  zur 
»Erklärung«  dieser  Erscheinungen  allgemein  übliche  Ansicht 
zusammen,  dass  der  fragliche  Stoff  sich  vorübergehend  mit  dem 
katalysirten  verbindet,  und  alsbald  wieder  eine  Abspaltung  er- 
fährt, oder  dass  in  irgend  einer  anderen  Weise  eine  ununter- 
brochene Folge  von  Verbindungen  und  Zersetzungen  erfolge. 
Ein  klassisches  Beispiel  dazu  ist  die  gebräuchliche  Theorie  der 
Schwefelsäurebildung.  Nach  derselben  soll  die  Oxydation  der 
schwefligen  Säure  dergestalt  vor  sich  gehen,  dass  der  Sauerstoff 
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nicht  unmittelbar  auf  die  entere  wirkt,  sondern  erst  vorhande- 
nes Stickoxyd  zu  Hyperoxyd  oxydirt,  worauf  letzteres  die 
schweflige  Säure  oxydirt.  Bei  dieser  Erklärung  wird  der  eigent- 
lich der  Erklärung  bedürftige  Punkt  ganz  ausser  Acht  gelassen. 
Die  Frage  ist  nicht,  wie  wird  die  schweflige  Säure  oxydirt?  — 
denn  sie  wird  bekanntlich  auch  unmittelbar  durch  den  Sauer- 
stoff in  Schwefelsäure  übergefuhrt,  sondern  sie  ist:  warum  geht 
der  Process  bei  Gegenwart  von  Oxyden  des  Stickstoffs  so  sehr 
viel  schneller  vor  sich  als  ohne  sie  ?  Von  vornherein  mttsste 
man  erwarten ,  dass  der  zweifache  Vorgang  unter  Mitwirkung 
der  Oxyde  des  Stickstoffs  mehr  Zeit  beanspruchen  mttsste,  als 
die  einfache  unmittelbare  Oxydation.  Dabei  ist  besonders  zu 
beachten,  dass  die  gesammte  Wärmetönung  nothwendig  dieselbe 
ist,  ob  der  Vorgang  unmittelbar  oder  mittelbar  unter  Mitwirkung 
der  Stickstoffoxyde  stattfindet.  Fttr  jeden  der  beiden  Theil- 
vorgänge  ist  also  jedenfalls  eine  geringere  Wärmettfnung  zur 
Verfügung,  als  fttr  den  einen  Gesammtvorgang,  und  ob  man,  wie 
gewöhnlich  frtther  geschah,  nur  die  Aenderung  der  gesammten 
Energie  in  Frage  zieht,  oder  ob  man  richtiger  nur  die  der  freien 
Energie  berttcksichtigt,  in  jedem  Falle  kommt  man  dazu,  dass 
in  den  Energieverhältnissen  kein  Grund  fttr  eine  Beschleunigung 
bei  der  Annahme  der  successiven  Reactionen  gefunden  werden 
kann,  sondern  nur  einer  fttr  eine  Verzögerung. 

Ist  man  auf  diese  Weise  ins  Klare  gekommen,  dass  die  bis- 
her ttblichen  »Erklärungen«  der  kataly tischen  Vorgänge  ihren 
Zweck  verfehlen,  so  wird  man  weniger  dagegen  haben,  die  Frage 
nach  den  »Ursachen«  der  katalytischen  Wirkungen  zunächst 
offen  zu  lassen,  und  zunächst  die  nach  den  Gesetzen  derselben 
einer  Erörterung  zu  unterziehen.  Es  ist  dies  offenbar  der 
sicherste  Weg,  auch  zu  einer  Erklärung  dieser  Erscheinungen  zu 
gelangen ,  wobei  das  Wort  Erklärung  im  Sinne  der  Herstellung 
eines  zahlenmässigen  Zusammenhanges  mit  anderen  messbaren 
Grössen  verstanden  ist.  Hierbei  haben  wir  vor  allen  Dingen  ins 
Auge  zu  fassen ,  das  aus  den  bisher  bekannten  Gesetzen  der 
chemischen  Energie  kein  bestimmter  Schluss  ttber  die  Ge- 
schwindigkeit zu  ziehen  ist,  mit  welcher  irgend  ein  chemischer 
Vorgang  ablaufen  muss.  In  den  Bestimmungsgrössen  der  chemi- 
schen Energie  ist  die  Zeit  nicht  enthalten ,  und  somit  ist,  wenn 
ein  nicht  im  Gleichgewicht  befindliches  chemisches  Gebilde  ge- 
geben ist,  zwar  der  Gleichgewichtszustand  festgelegt,  welchem 
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es  zustreben  wird,  und  auch  die  ganze  Reihe  der  Zwischenzu- 
stände,  welche  es  bis  dahin  durchlaufen  muss;  Ober  die  Zeit  aber, 
binnen  deren  dieses  alles  erfolgen  wird,  ist  energetisch  nichts 
gegeben,  und  diese  hängt  daher  von  einer  Reihe  von  Umständen 
ab,  welche  mit  den  Energieverhältnissen  nichts  zu  thun  haben. 
Daher  ist  es  möglich,  dass  ohne  irgend  welchen  Energiever- 
brauch, wie  das  in  den  katalytischen  Vorgängen  geschieht,  das 
Zeitmaass  desProcesses  in  allerweitestem  Maasse  verändert  wird. 

Zu  den  Umständen  nun,  durch  welche  dies  Zeitmaass  eine 
Aenderung  erfahrt,  gehört  die  Gegenwart  bestimmter  Stoffe, 
und  deren  Wirkung  nennt  man  eben  katalytisch.  Wir  sehen 
aus  dem  eben  Dargelegten,  dass  die  Frage,  warum  sie  be- 
schleunigend, bez.  verzögernd  wirken,  zunächst  ttberhaupt  nicht 
gestellt  werden  kann,  denn  wir  wissen  ja  ttberhaupt  noch  nicht, 
von  welchen  Ursachen  die  Geschwindigkeit  einer  chemischen 
Reaction  abhängt,  und  wären  deshalb  nicht  einmal  im  Stande, 
den  Grund,  wenn  er  uns  genannt  werden  würde,  unmittelbar  zu 
begreifen.  Daher  ist  in  diesem  Gebiete  nichts  möglieb,  als  sich 
zunächst  auf  den  rein  experimentellen  Standpunkt  zu  stellen, 
und  sich*  dessen  zu  getrösten,  dass  mit  der  Kenntniss  der  ob- 
waltenden zahlenmässigen  Gesetzmässigkeiten  auch  die  Theorie 
der  Reactionsgeschwindigkeitsconstanten  und  der  sie  beein- 
flussenden Ursachen  gegeben  sein  wird. 

Unter  den  katalytisch  wirkenden  Stoffen  spielt  nun  der 
Wasserstoff  im  lonenzustande  eine  ganz  besondere  Rolle,  und 
ich  wage,  auf  Grund  meiner  bisherigen  Erfahrungen,  den  Satz 
auszusprechen,  dass  die  Gegenwart  desselben  jeden  chemischen 
Vorgang  beschleunigt.  Ausgeschlossen  sind  hier  nur  solche 
Systeme,  welche  die  Zufügung  von  Wasserstoffionen  nicht  ver- 
tragen, weil  sie  andere  Ionen  enthalten,  welche  mit  jenen  sich 
zu  neutralen  Stoffen  verbinden.  Solche  störende  Ionen  sind 
zunächst  Hydroxylionen,  sodann  aber  auch  die  Anionen  schwa- 
cher Säuren.  In  solchen  Fällen  wttrde  der  ganze  Zustand  ge- 
ändert werden,  und  damit  hört  die  Vergleichbarkeit  der  Ge- 
schwindigkeiten auf. 

Man  kann  demnach  die  Reschleunigung  langsam  verlaufen- 
der chemischer  Vorgänge  als  ein  bequemes  Mittel  benutzen,  die 
Gegenwart  von  Wasserstofiionen  zu  erkennen.  Diese  Aufgabe 
wttrde  allerdings  keine  besondere  Lösung  beanspruchen,  da 
auch  die  Verfärbung  der  alkalimetrischen  Indicatoren,  z.  B.  die 
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Rolhfärbung  von  Lakmus,  die  Gegenwart  von  WasserstoflFionen 
aoEeigt.  Aber  beim  Titriren  mit  dem  Indicator  erfahrt  man, 
wie  bei  den  analytischen  Methoden  überhaupt,  nur  die  Gesammt- 
menge  der  potentiellen  WasserstoflFioncn,  d.  h.  die  vorhandenen, 
und  die,  welche  sich  unter  der  Reaction  noch  bilden  können; 
fttr  sehr  viele  Aufgaben  ist  es  aber  sehr  viel  wichtiger,  die  that- 
sächlich  im  Augenblick  bestehende  lonenconcentration  zu  er- 
fahren. Hierzu  kann  die  Reactionsbeschleunigung  auf  Grund 
des  Satzes  dienen ,  dass  die  Beschleunigung  der  Concentration 
der  Wasserstofifionen  in  erster  Linie  einfach  proportional  ist. 
Dieses  Gesetz  ist  von  mir  an  der  Katalyse  des  Methylacetats  und 
an  der  Inversion  des  Rohrzuckers  nachgewiesen,  und  diese 
beiden  Stoffe  sind  nach  den  bisherigen  Erfahrungen  auch  die 
zweckmässigsten,  um  derartige  Bestimmungen  praktisch  aus- 
zuführen. Ein  Beispiel  der  Anwendung  der  zweiten  Methode 
liefert  die  Arbeit  von  Trbtor  ttber  die  Wasserstoffdissociation 
der  sauren  Salze^).  Die  hier  gelöste  Aufgabe,  den  sehr  geringen 
Gehalt  an  Wasserstofiionen  in  einer  Lösung,  welche  ausserdem 
noch  drei  oder  vier  Ionen  enthielt,  messend  zu  bestimmen,  wSire 
auf  andere  Weise  schwerlich  zu  lösen  gewesen.  Indessen  ist 
die  Anwendung  des  Verfahrens  keineswegs  auf  beide  Stoffe  be- 
schrttnkt,  vielmehr  wird  jeder  andere  Stoff  oder  Stoffcomplex, 
welcher  eine  bequem  messbare  langsame  Reaction  erfSihrt,  eben- 
sogut zu  benutzen  sein.  Von  den  beiden  genannten  wird  man 
unter  übrigens  gleichen  Umständen  der  Zuckerinversion  den 
Vorzug  geben ,  da  in  diesem  Falle  nur  indifferente  Stoffe  ins 
Spiel  kommen,  und  da  die  Messung  mittelst  der  Drehung  der 
Polarisationsebene  durch  die  Gegenwart  anderer  Stoffe  nur  in 
sehr  geringem  Maasse  gestört  wird.  Beim  Methylacetet  entsteht 
neben  dem  indifferenten  Alkohol  eine  Säure,  die  Essigsäure; 
und  wenn  diese  auch  schwach  ist,  so  werden  doch  durch  ihre 
Gegenwart  Verwicklungen  in  den  Vorgang  gebracht,  welche  sich 
allerdings  theoretisch  bewältigen  lassen,  aber  doch  den  Ansatz 
verwickelter  und  unbequemer  machen.  Dem  steht  allerdings 
in  vielen  Fällen  die  grosse  Bequemlichkeit  und  Einfachheit  der 
experimentellen  Ausführung  entgegen. 

Für  andere  Ionen  sind  specifische  katalytische  Wirkungen 
kaum  bekannt.  Beim  Hydroxyl  sind  die  ganz  analogen  Verseifungs- 


4)  Ztschr.  phys.  Ch.  10,  320.  489S. 
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erscheinungen  zu  erwähnen,  doch  wird  man  diese  nicht  unter 
die  katalytischen  Vorgänge,  sondern  unter  die  unmittelbaren 
chemischen  Reactionen  zählen.  Man  kann  immerhin  sich  der- 
selben in  ganz  gleicher  Weise  zur  Bestimmung  der  Concen- 
tration  der  vorhandenen  Hydroxylionen  bedienen.  Eine  rein 
katalytische  Wirkung  durch  Hydroxylionen  ist  die  von  Will 
und  Bredig  untersuchte  Umwandlung  des  Hyoscyamins  in  Atro- 
pin,  und  sie  folgt  auch  denselben  Gesetzen,  wie  die  Wasserstoff- 
katalysen. Bei  entsprechender  Aufmerksamkeit  wird  man  un- 
zweifelhaft noch  eine  grössere  Anzahl  ähnlicher  reinen  Kata- 
lysen ausfindig  machen,  doch  scheint  die  Wirkung  des  Hydro- 
xyls  in  dieser  Hinsicht  immerhin  weit  eingeschränkter  zu  sein, 
als  die  des  Wasserstoffs. 

Ausser  diesen  Wirkungen  sind  noch  einige  wenige  andere 
bekannt.  In  erster  Linie  erwähne  ich  die  zuerst  von  Schön- 
BBiN  beobachtete  Beschleunigung  der  Oxydations-  und  Re- 
ductionserscheinungen  durch  die  Gegenwart  von  Eisenvitriol 
oder  ähnlichen  Verbindungen.  Dass  es  sich  hier  um  eine  Re- 
action  der  Eisenionen  handelt,  geht  daraus  hervor,  dass  Blut- 
laugensalz ohne  Wirkung,  wenigstens  ohne  messbare  ist;  in 
diesem  Salze  ist  bekanntlich  das  Eisen  in  Gestalt  eines  com- 
plexen  Ions  vorhanden  und  die  theoretisch  zuzugebende  Menge 
von  Eisenionen  ist  unter  allen  Umständen  ausserordentlich  klein. 
Ein  zweiter  ähnlich  wirkender  Stoff  ist  das  Ion  der  Dichrom- 
säure,  vielleicht  auch  das  der  Chromsäure.  Wie  man  sieht,  kann 
sowohl  ein  Reductionsmittel,  wie  das  Ferrosalz,  wie  auch  ein 
Oxydationsmittel,  wie  die  Chromsäure,  die  Rolle  eines  kata- 
lytischen Beschleunigers  für  Oxydationsvorgänge  spielen. 

In  die  gleiche  Klasse  der  Oxydationsbeschleuniger  gehören 
noch  viele  andere  Stoffe,  wie  Vanadinsalze,  Kupfersalzc  u.  s.  w. 
Von  dieser  Eigenschaft  wird  technisch  bereits  in  ziemlich  aus- 
gedehnter Weise  Gebrauch  gemacht,  indem  z.  B.  die  Oxydation 
des  salzsauren  Anilins  zu  Anilinschwarz  mittelst  der  Gegen- 
wart solcher  Beschleuniger  in  weit  kürzerer  Zeit  ausführbar 
wird,  als  ohne  dieselben.  Es  ist  unzweifelhaft,  dass  man  solche 
Vorgänge  in  Formen  bringen  kann,  in  denen  sie  quantitativ 
messbar  werden,  und  es  lässt  sich  schon  jetzt  absehen,  dass 
das  Gesetz  der  Massenwirkung,  d.  h.  die  Proportionalität  zwi- 
schen Concentration  des  Katalysators  und  der  Beschleunigung 
des  chemischen  Vorganges,  sich  auch  als  gültig  erweisen  wird. 
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Für  die  Messung  der  Conceniration  der  Beschleuniger  ist 
das  Verfahren  in  solchen  Fallen  bisher  noch  nicht  benutzt 
worden;  zur  Bestimmung  des  Grades  der  Dissociation  in  ge- 
wissen halbcomplexen  Eisenverbindungen  würde  es  z.  B.  sich 
ohne  Zweifel  leicht  anwenden  lassen.  Die  Hauptsache  für  ein 
weiteres  Eindringen  in  diese  Gebiete  ist  freilich  zunächst  die 
Ermittelung  der  beschleunigend  wirkenden  Stoffe  überhaupt, 
und  die  Beantwortung  der  Frage,  ob  verschiedenen  Oxydations- 
vorgangen  gegenüber  die  verschiedenen  Katalysatoren  propor- 
tional, oder  mit  specifischen  Coefficienten  wirken. 

Das  dritte  allgemeine  Verfahren  ist  das  des  heterogenen 
Gleichgewichts.  Es  ist  von  allen  das  allgemeinste  und  mannig- 
faltigste, und  die  Zahl  seiner  Anwendungen  lässt  sich  schon 
jetzt  schwer  übersehen.  Es  beruht  auf  dem  von  Nbrnst  zuerst 
in  voller  Allgemeinheit  ausgesprochenen  Satze,  dass  in  je  zwei 
angrenzenden  Phasen  die  Goncentrationen  eines  jeden  Bestand- 
theils,  sei  es  ein  Ion  oder  eine  indifferente  Molekel,  immer  in 
einem  bestimmten  Verhältniss  stehen  müssen.  Dieses  VerhSlt- 
niss  ist  von  der  Beschaffenheit  der  beiden  Phasen  abhängig,  und 
wird  dadurch  bestimmt,  dass  das  chemische  Potential  des 
Stoffes  in  den  beiden  Phasen  den  gleichen  Werth  haben  muss, 
d.  h.,  dass  keine  Arbeit  bei  der  Uebertragung  des  Stoffes  aus 
der  einen  Phase  in  die  andere  gewonnen  oder  verloren  werden 
darf.  Absolute  Energieverschiedenheiten  können  zwischen 
diesen  beiden  Zuständen  des  Stoffes  sehr  wohl  bestehen ;  da- 
gegen muss  die  freie  Energie  in  beiden  dieselbe  sein. 

Die  Anwendung  dieses  Satzes  kann  sich  sehr  mannigfaltig 
gestalten.  Eine  der  einfachsten  Formen  derselben  ergiebt  sich, 
wenn  die  zweite  Phase  so  beschaffen  ist,  dass  nur  der  gesuchte 
Stoff  in  merklicher  Menge  in  sie  übergehen  kann,  nicht  aber  die 
anderen  vorhandenen  Stoffe.  Aus  der  Messung  der  Con- 
eentration  in  der  zweiten  Phase  kann  man  dann,  wenn  das 
Theilungsverhältniss  bekannt  ist,  auf  die  der  ersten  Phase 
schliessen.  Als  Beispiel  für  die  Anwendung  dieses  Verfahrens 
erwähne  ich  eine  Arbeit  von  Jakowkin^),  in  welcher  die  Menge 
des  in  Jodjodkalium  vorhandenen  freien  (nicht  als  Trijodid  ge- 
bundenen) Jods  aus  dem  Gehalt  an  Jod  in  Schwefelkohlenstoff, 
welcher  mit  der  Lösung  durch  Schütteln    ins  Gleichgewicht 


4)  Ztscbr.  pbys.  Chenu  18,  689.  4894. 
M fttlk-pliyB.  OUbi«.  1896.  4 1 
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gebracht  worden  war,  erschlossen  wurde.  In  diesem  Falle  diente 
als  zweite  Phase  ein  mit  der  ersten  Flttssigkeit  nicht  mischbares 
Lösungsmittel ;  in  ganz  gleicher  Weise  kann  der  leere  oder  mit 
einem  indifferenten  Gase  erfüllte  Baum  den  Dienst  einer  zweiten 
Phase  leisten.  So  würde  man  beispielweise  eine  lihnliobe  Aufgabe 
über  den  Zustand  des  freien  Broms  in  entsprechenden  Lösungen 
auch  dadurch  erledigen  können,  dass  man  den  Dampfdruck  des 
Broms  über  solchen  Lösungen  ^)  bestimmte;  dieser  würde  der 
Concentratipn  des  freien  Broms  in  der  Lösung  ebenso  proportional 
sein,  wie  die  Löslichkeit  in  einem  zweiten  Lösungsmittel. 

Die  Anzahl  der  Formen ,  welche  ein  solches  Verfahren  an- 
nehmen kann,  ist  ausserordentlich  gross,  und  die  möglichen 
Anwendungen  sind  sowenig  erschöpft,  dass  imGegentheil  wegen 
der  noch  wenig  in  das  allgemeine  Bewusstsein  übergegangenen 
Ausgiebigkeit  des  Verfahrens  eine  Unzahl  von  Problemen  vor- 
liegt, welche  schon  jetzt  nach  dieser  Methode  gelöst  werden 
können,  während  sie  noch  meist  als  mit  den  gegenwärtigen 
Mitteln  unlösbar  angesehen  werden. 

Mit  der  elektrometrischen  Methode  theilt  dies  Verfahren  die 
Eigenschaft,  dass  es  sich  in  der  eben  dargelegten  Gestalt  auf  die 
Gegenwart  eines  einzigen  Stoffes,  unabhängig  von  der  Gegenwart 
irgend  welcher  anderer  Stoffe,  bezieht.  Dies  hängt  in  den  bisher 
besprochenen  Fällen  aber  nur  davon  ab,  dass  es  sich  um  den 
Uebergang  eines  einheitlichen  Stoffes  aus  dem  einen  Zustand  in  den 
anderen  handelt.  Zusammengesetzte  Elektroden  im  eigentlichen 
Sinne  sind  noch  nicht  bekannt  *'^),  wohl  aber  zusammengesetzte 
Stoffe,  welche  sich  in  verschiedener  Weise  zwischen  zwei  Phasen 
vertheilen  können.  Liegt  ein  solcher  Fall  vor,  so  bleibt  zwar  das 
Gesetz  von  der  Proportionalität  der  Cioncentrationen  in  den  beiden 
Phasen  bestehen,  diese  Concentrationen  sind  aber  nicht  mehr  un- 
abhängig von  der  Gegenwart  anderer  Stoffe,  sondern  werden  durch 
solche  in  entscheidender  Weise  mitbestimmt,  und  wir  gelangen  so 
zu  den  allgemeineren  Methoden  des  heterogenen  Gleichgewichts. 

Einen  der  einfachsten  und  zugleich  wichtigsten  Fälle  finden 
wir  bei  der  Lösung  eines  dissociirbaren  Stoffes  in  einem  ent- 
sprechenden Lösungsmittel,  namentlich  Wasser.     Hier  können 


4)  Vgl.  hierzu  M.  Wildkrmann,  Ztscbr.  phys.  Ch.  11,  407.  4898. 

2)  Nach  noch  im  Gange  befindlichen  Untersuchungen  in  meinem 
Laboratorium  verhielten  sich  die  metallisch  leitenden  Superoxyde  wie  zu- 
sammengesetzte Elektroden. 
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mehrere  FftUe  auftreten,  je  nachdem  die  Dissociation  theüweise 
oder  (praktisch)  vollständig,  resp.  Null  ist.  Der  iweite  Fall  ist 
der  einfachste  und  Iftsst  sich  am  leichtesten  übersehen. 

Haben  wir  ein  binäres  Sak,  z.  B.  Chlorthallium,  welches 
sich  in  Wasser  unter  Zerfall  in  seine  Ionen  auflöst,  so  kann  das 
Gleichgewicht  der  Ltfsung  mit  d^  festen  Salzen  auf  zweierlei 
Weise  gestört  werden:  durch  die  Veränderung  der  Concentration 
der  Chlorionen,  und  die  der  Thalliumionen.  Nach  dem  Gesetze 
der  Massenwirkung  wird  Gleichgewicht  bestehen,  wenn  das 
Product  der  beiden  Concentrationen  einen  bestimmten,  durch 
die  Löslichkeit  des  festen  Stoffes  bedingten  Werth  annimmt; 
eine  Aenderung  der  Concentration  des  einen  Ions  bedingt  so- 
mit immer  eine  Aenderung  der  gesammten  Löslichkeit,  bis  die 
Concentration  des  anderen  Ions  den  durch  die  Bedingung  des 
Constanten  Products  gegebenen  Werth  angenommen  hat.  Da- 
durch wird  ein  solcher  Stoff  ein  Prttfmittel  auf  die  Gegenwart, 
and  ein  Hilfsmittel  zur  quantitativen  Bestimmung  eines  jeden 
seiner  beiden  Ionen,  cAer  nur  unter  der  Bedingung^  dass  die  Con- 
centration des  anderen  Ions  bekannt  ist.  In  sehr  vielen  Fällen 
lässt  sich  diese  Bedingung  mehr  oder  weniger  leicht  erfüllen ; 
alsdann  sind  derartige  Lösungserscheinungen  äusserst  leicht  aus- 
zuführende Proben  auf  die  Gegenwart  bestimmter  Ionen.  So 
ist  beispielsweise  die  Löslichkeit  des  Chlorsilbers  in  Ammoniak 
ein  sicherer  Beweis  dafür,  dass  in  der  Lösung  kein  eigentliches 
Silbersalz,  d.  h.  kein  Salz,  welches  eine  irgend  erhebliche  Menge 
von  Silberionen  giebt,  enthalten  sein  kann,  denn  die  Lösung  des 
Ghlorsilbers  kann  nur  dadurch  erfolgen,  dass  eines  von  den 
Producten,  die  bei  der  Auflösung  dieses  Salzes  in  Wasser  ent- 
stehen, in  der  ammoniakalischen  Auflösung  nur  in  verschwindend 
geringer  Menge  vorhanden  ist.  Da  es  sich  nun  leicht  nach- 
weisen lässt,  dass  die  Chorionen  noch  vorhanden  sind,  folgt 
nothwendig,  dass  die  Silberionen  verschwunden  sein  mtlssen<}. 

4)  Der  Einfacheit  wegen  ist  bei  dieser  Darlegung  auf  den  dritten  Be- 
standtheü,  das  unzersetzte  Ghlorsüber,  keine  Rücksicht  genommen  worden, 
obwohl  seine  Menge,  wenn  auch  sehr  gering,  doch  sicher  nicht  Null  ist. 
Wenn  irgend  ein  Grund  vorhanden  wttre,  dem  Ammoniak  eine  Fähigkeit, 
sich  mit  dem  nichtdissociirten  Chlorsilber  in  der  Lösung  zu  einer  Ver- 
bindung XU  vereinigen,  zuzuschreiben,  so  würde  die  oben  gegebene  Er- 
örterung ihre  Gültigkeit  verlieren,  und  sie  ist  daher  thatsächlich  nicht 
bindend,  so  lange  in  dieser  Beziehung  kein  sicherer  Nachweis  erbracht  ist. 
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Das  Mittel,  den  erforderlichen  Nachweis  fttr  das  Vorhanden- 
sein eines  Ions  zu  bringen,  besteht  in  der  Anwendung  eines 
anderen  Salzes  mit  dem  fraglichen  Ion ,  dessen  Löslichkeit  im 
Falle  des  Vorhandenseins  dieses  Ions  gleichfalls  vermindert  sein 
muss.  Durch  die  Anwendung  mehrerer  derartiger  Proben 
lassen  sich  immer  mehr  Gleichungen,  als  Unbekannte  gewinnen, 
und  somit  die  Frage  entscheiden ,  wenn  auch  unter  UmsUlnden 
der  Nachweis,  wenn  alle  möglichen  Falle  berücksichtigt  werden 
sollen,  ziemlich  verwickelte  Formen  annehmen  kann.  Alsdann 
ist  es  meist  möglich,  die  Entscheidung  durch  eines  der  Verfahren 
zu  gewinnen,  welche  nur  auf  einen  bestimmten  Stoffe  ins- 
besondere ein  bestimmtes  Ion  reagiren.  In  dem  oben  erwähn- 
ten Falle  der  Löslichkeit  des  Ghlorsilbers  in  Ammoniak  beweist 
die  ziemlich  bedeutende  Potentialdifferens  einer  Silberlösung 
von  gewöhnlichem  Dissociationszustande  gegen  die  ammonia- 
kalische  Lösung  z.  B.  einer  von  Silbemitrat,  dass  in  der  That 
die  Concentration  der  in  letzterer  vorhandenen  Silberionen 
ausserordentlich  kleine  Werthe  hat. 

Wie  dieser  gedi^ngte  Ueberblick  zeigt,  ist  der  Betrag  der 
Aufklärung ,  welchen  man  aus  dem  Studium  der  Eigenschaften 
gegebener  Lösungen  in  Bezug  auf  die  Beschaffenheit  der  in  der 
Lösung  vorhandenen  Stoffe  und  ihre  »Constitutione  erhalten 
kann,  ein  sehr  betrachtlicher.  Im  Gegensatz  zu  vielen  Methoden 
der  Constitutionsbestimmung,  deren  sich  die  organische  Chemie 
zu  bedienen  pflegt,  handelt  es  sich  hier  nicht  um  mehr  oder 
weniger  begründete  Analogie-  und  Wahrscheinlichkeitssdilüsse, 
sondern  um  unzweideutig  mit  Ja  und  Nein  zu  treffende  Ent- 
scheidungen, sowie  um  Mengenbestimmungen,  welche  nicht  nur 
das  ganze  Gebiet  des  Wägbaren  umfassen,  sondern  nach  der 
Seite  der  kleinen  und  kleinsten  Mengen  weit  über  die  bisher 
erreichten  Grenzen  hinausgehen.  Nach  dieser  letzten  Richtung 
sind  namentlich  die  elektrometrischen  Methoden  von  unein- 
geschränkter Ausgiebigkeit,  und  ihre  Anwendung  lehrt  uns  zum 
ersten  Male  Grössen  und  Grössenordnungen  kennen,  die  sich 
den  gewöhnlichen  Methoden  völlig  entzogen,  und  welche  z.  B. 
die  spectralanalytischen  Methoden,  die  bisher  am  weitesten  nach 
der  Richtung  des  Nachweises  geringster  Mengen  vorzudringen 
erlaubten,  um  mindestens  ebensoviel  hinter  sich  lassen,  als  diese 
ihrerzeit  den  älteren  analytischen  Methoden  überlegen  waren« 

Die  neuere  Wissenschaft  hat  sich  des  reichen  Schatzes  von 
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Hilfsmitteln  der  Forschung,  welche  die  physikalische  Chemie 
bietet,  bisher  nur  in  sehr  geringem  Umfange  bedient,  und  ins- 
besondere haben  gerade  die  in  neuerer  Zeit  wieder  mehrfach 
aufgenommenen  Forschungen  im  anorganischen  Gebiete  vielfach 
eine  Beschaffenheit,  als  wenn  jene  Hilfsmittel  gar  nicht  vor- 
handen wären.  Wie  oft  werden  Fragen  erörtert,  und  unent- 
schieden gelassen ,  über  welche  einige  wenige  messende  Ver- 
suche bezüglich  der  Leitfähigkeit,  eine  Molekulargewichts- 
bestimmung in  der  Lösung  u.  s.  w.  völlig  ausreichende  Auskunft 
geben  würden!  Noch  immer  wird  der  Trugschluss,  dass  das,  was 
aus  einer  Lösung  auskrystallisirt,  auch  in  ihr  in  gleicher  Be- 
schaffenheit enthalten  sei,  täglich  gemacht;  welch  eine  aus- 
giebige Quelle  von  Widersprüchen  und  Irrthümem  in  dieser 
Schlussweise  Uegt,  erkennt  jeder,  der  unbefangen  die  Geschichte 
der  Wissenschaft  studirt. 

Was  hier  in  Bezug  auf  die  allgemeine  Frage  des  Nach- 
weises bestimmter  Stoffe  in  einem  vorhandenen  Objecto  gesagt 
worden  ist,  hat  eine  weit  über  das  Gebiet  rein  chemischer 
Fragen  hinausreichende  Bedeutung.  Denn  gleiche  Fragen  sind 
es ,  von  denen  in  den  angewandten  Gebieten ,  der  Physiologie, 
der  Technik  u.  s.  w.  die  weitreichendsten  Entscheidungen  ab- 
hängen. Um  eine  Antwort  darauf  zu  haben,  was  unter  gegebe- 
nen Umständen  zwischen  gegebenen  Stoffen  geschehen  muss, 
ist  vor  allen  Dingen  eine  Kenntniss  der  Zustände  erforderlich, 
in  welchen  sich  die  in  Wechselwirkung  stehenden  Stoffe  be- 
finden. Um  den  in  solchen  Richtungen  thätigen  Forschem  die 
Anwendung  der  physikalischen  Hilfsmittel  zu  erleichtern,  soll 
in  erster  Linie  die  vorstehende  Zusammenstellung  dienen.  Zum 
Allgemeingute  können  diese  Methoden  allerdings  erst  werden, 
wenn  eine  Reihe  von  Beispielen  vorliegt,  an  denen  die  Art 
und  Weise  ihrer  Anwendung  und  der  Betrag  der  durch  die  in 
einem  gegebenen  Falle  zu  erlangenden  Auskünfte  ersichtlich 
gemacht  wird.  Wiewohl  bereits  von  Zeit  zu  Zeit  derartige  Ar- 
beiten veröffentlicht  worden  sind ,  ist  doch  der  erwünschte  all- 
gemeine Erfolg  in  solchen  Fällen  immer  von  einer  gewissen 
Hassenwirkung  abhängig,  denn  eine  Wahrheit,  die  zum  fünften 
oder  zehnten  Male  aufgezeigt  wird,  hat  eine  weit  überzeugen- 
dere Wirkung,  als  sie  beim  ersten  Male  zu  erzielen  vermag. 


M.  von  Frey,  Beiträge  zur  Sinnesphysiologie  der  Haui.  Dritte 
Mittheilung. 

In  der  Beschreibung  meiner  Sensibilitätsprüfungen  auf  den 
freien  Flachen  des  Auges  bin  ich  mit  einigen  Worten  auf  den 
Temperatursinn  dieser  Orte  eingegangen  und  habe  auf  Grund 
ergebnissloser  Versuche  die  Meinung  geäussert,  dass  Cornea  und 
Conjunctiva  der  Temperaturempfindung  entbehrten. 

Kurze  Zeit  nach  dem  Erscheinen  jener  Mittheilung — Sitiung 
vom  2.  Juli  4894  —  hatte  Herr  Prof.  Sattlbr  die  Güte,  mich  auf 
die  Abhandlungen  von  E.  Fuchs  i)  und  A.  Moltbr')  aufmerksam 
zu  machen,  in  welchen  den  genannten  Flachen  dieselben  Sinnes- 
qualitäten wie  der  Haut  zugesprochen  werden.  Durch  diese  An- 
gaben, sowie  durch  die  gleichlautenden  von  H.  H.DoifALDsoif') 
und  M.  Dessoir  ^j  wurde  ich  veranlasst,  die  beabsichtigte  weitere 
Prüfung  ohne  Verzug  wieder  aufzunehmen.  Ich  Überzeugte  mich 
bald,  dass  ich  den  genannten  Autoren  nicht  in  allen  Punkten 
beistimmen  konnte,  dass  aber  auch  meine  Angabe  einer  Ein- 
schränkung bedurfte^). 


4)  Wiener  med.  Jahrb.  IV. 

5)  Diss.  Erlangen.  Cassel,  Th.  Fischer  (4878). 

3)  Mind,  vol.  40  (1888)  p.  899. 

4)  Du  Bois-Reymond's  Arch.  4899  S.  478. 

8)  Seit  dem  Abschluss  dieser  Versuche  ist  auch  W.  A.  Nagel  (Arch. 
f.  d.  ges.  Physiol.  Bd.  89  S.  888)  für  die  KttUempfindung  des  Auges  eingetreten. 

In  einer  weiteren  Abhandlung  (ebendort  S.  695)  bespricht  derselbe 
Autor  mein  Verfahren  zur  Bestimmung  mechanischer  Reizschwellen  und 
verlangt,  dass  nicht  der  Druck  der  »Reizhaare«,  sondern  ihre  auf  der  V^age 
ausgewerthete  Kraft  der  Messung  zu  Grunde  gelegt  werde. 

Ich  hatte  nicht  gedacht,  dass  über  das  Unzulängliche  eines  solchen 
Beginnens  noch  Zweifel  bestünden,  sonst  würde  Ich  in  meiner  ersten  Mit- 
theilung die  Methode  ausführlicher  begründet  haben.  Ich  glaubte,  vorbe- 
haltlich  einer  eingehenden  Darstellung,  mich  damals  um  so  kürzer  fassen 
zu  dürfen,  als  Aubert  &  Rammler  und  später  Bloch  sich  indirect  desselben 
Maassstabs  bedient  haben  wie  ich,  so  dass  anzunehmen  war,  es  gebe,  bei 
aller  Verschiedenheit  der  Methoden  im  Einzelnen,  principiell  keine  Meinongs- 
verschledenheit. 

Setzt  man  ein  Hundert-Gramm-Gewicht  auf  irgend  eine  Hautstelle,  so 
empfindet  man  Druck;  belastet  man  eine  auf  die  Haut  gesetzte  Nadel  mit 
4  00  Gramm,  so  fühlt  man  Schmerz.  Die  auf  die  Haut  ausgeübte  Kraft  ist 
in  beiden  Fällen  dieselbe,  der  physiologische  Erfolg  aber  sehr  verschieden, 
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Wenn  ich  ttber  diesen  Nachtrag  zu  früheren  Beobachtungen 
erst  heute  berichte  *),  so  ist  dies  darin  begründet,  dass  die  eigen- 


entsprechend der  auf  die  Flächeneinheit  wirkenden  Kraft  oder  dem  Drack. 
Die  Angabe  des  auf  die  Haut  ausgeübten  Druckes  ist  demnach  für  jede  zu 
messende  mechanische  Einwirkung  nothwendig;  sie  ist  für  viele  Fälle  auch 
zureichend.  Handelt  es  sich  um  Schwellenbestimmung  auf  Sinnespunkten, 
welche  im  Verhältniss  zum  Querschnitt  des  Reizhaares  weit  auseinander- 
liegen und  ausserdem  niedrige  Reizschwellen  besitzen,  wie  dies  z.B.  für  die 
Bestimmung  der  Druckschwelle  an  den  meisten  Orten  des  Körpers  zutrififl, 
so  bedürfen  die  von  mir  gemachten  Angaben  keines  Zusatzes.  Reizhaare 
verichiedener  Kraft  aber  gleichen  Druckes  werden  gleich  empfunden. 

Anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  die  eben  gemachten  Voraus- 
setzungen nicht  zutreffen.  In  diesem  Falle  wird  in  der  Regel  mehr  als  ein 
Sinnespunkt  in  die  Erregung  einbezogen  und  die  Stärke  der  ausgelösten 
Empfindung  ist  dann  nicht  nur  von  dem  Drucke  des  Reizhaares,  sondern 
auch  von  der  Anzahl  getroffener  Flächeneinheiten  (bezw.Nervenendigungen( 
abhängig.  Als  Beispiel  eines  solchen  Falles  habe  ich  den  Versuch  an  der 
Lippe  beschrieben.  In  diesem  und  ähnlichen  Fällen  kann  es  sich  offenbar 
nicht  darum  handeln,  die  unzureichende  Bestimmung  (des  Druckes)  durch 
eine  andere  unzureichende  (der  Kraft)  zu  ersetzen,  sondern  Zusätze  einzu- 
führen,  derart,  dass  gleichen  Reizen  in  physikalischem  Sinne  wieder  gleiche 
physiologische  Erfolge  entsprechen.  In  ähnlicher  Weise  wird  der  Erfolg 
galvanischer  Reizung  in  vielen  Fällen  durch  Angabe  der  Stromdichte  zu- 
reichend gekennzeichnet,  während  unter  gewissen  Umständen  auch  die 
Strorodauer  oder  andere  Versuchsbedingungen  in  Betracht  gezogen  werden 
müssen. 

Ich  bin  mir  ferner  von  Anfang  an  darüber  klar  gewesen,  dass  auch 
die  Beschaffenheit  der  Epidermis  für  den  Versuch  von  Bedeutung  ist,  indem 
mit  zunehmender  Derbheit  die  Ausbreitung  der  Deformation  wächst,  aller- 
dings auf  Kosten  der  Tiefe.  Auch  dies  muss  unter  Umständen  bei  der  An- 
gabe von  Schwel lenwerthen  berücksichtigt  werden.  Nur  in  dem  Falle, 
dass  Theile  des  Körpers  den  stattfindenden  Einwirkungen  gegenüber  als 
absolut  starr  angesehen  werden  dürfen  (leichte  Stösse  auf  den  Nagel,  auf 
die  Zähne),  darf  statt  des  Druckes  die  Kraft  des  Reizmittels  zur  Messung 
benutzt  werden,  weil  die  nervöse  Fläche,  auf  welche  gewirkt  wird  (Nagel- 
bett, Alveole),  für  das  betreffende  Gebilde  constant  bleibt. 

Wenn  Herr  Nagel  sagt,  dass  Reizhaare  ungleichen  Drucks  aber  gleicher 
Kraft  gleich  empfunden  werden,  so  ist  dieser  Satz  oder  dessen  Umkehrung 
in  solcher  Allgemeinheit  hingestellt  ebenso  unrichtig,  wie  es  sein  Gegentheil 
sein  würde.  Wie  die  vorstehenden  Erörterungen  zeigen ,  hängt  der  Erfolg 
durchaus  ab  von  den  speciellen  Versuchsbedingungen  (Kraft und  Querschnitt 
der  Reizhaare,  gereizte  Hautstelle,  Art  der  Sinnespunkte,  ob  Schwellenreize 
etc.),  welche  bekannt  sein  müssen,  wenn  die  Ergebnisse  in  irgend  einer 
Richtung  verwerthbar  sein  sollen. 

i)  Ueber  den  wesentlichen  Inhalt  der  nachfolgend  beschriebenen 
Beobachtungen  wurde  der  Biologischen  Gesellschaft  in  einem  Vortrag  am 
4.  Febr.  d.  J.  berichtet. 
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thttmlicben  Örtlichen  YerhttUaisse  sowie  die  BeKiehungen  £U  an- 
deren Körpertheilen  die  Versuche  weiter  ausdehnten,  als  ur- 
sprünglich vorausgesehen  war.  Von  einem  Abschluss  sind  sie, 
namentlich  in  ihrem  anatomischen  Theile,  freilich  auch  jetzt  noch 
weit  entfernt;  doch  scheinen  mir  einige  der  berührten  Fragen 
wichtig  genug,  um  sie  hier  zur  Sprache  zu  bringen.  Eine  aus- 
führliche Darstellung  hoffe  ich  bald  folgen  lassen  zu  können. 


1.  Die  Ealtpunkte  der  Gonjunctiva  können  in  Folge  der  un- 
gewöhnlich niedrigen  Schmerzschwelle  nicht  nach  den  Verfahren 
von  Blix  oder  Goldsghbider  aufgesucht  werden.  Man  kommt  in- 
dessen auch  mit  sehr  kleinen  Metallmassen  zum  Ziel,  wenn  man 
die  Vorsicht  gebraucht,  sie  nach  kurzem  Gebrauch  wieder  abzu- 
kühlen. Als  sehr  geeignet  fand  ich  weiche  Kupferdrähte  0,2  mm 
dick  und  8 — 20  cm  lang  oder  dünnste  Blechstreifen,  wie  sie  unter 
dem  Namen  Lametta  als  Christbaumschmuck  in  den  Handel 
kommen.  Um  Beschädigungen  des  Epithels  durch  die  scharfen 
Enden  zu  vermeiden,  schmilzt  man  in  der  Bunsenflamme  eine 
kleine  Metallperle  an.  Handelt  es  sich  nicht  um  Auffindung  ein- 
zelner Punkte,  sondern  um  den  Nachweis  der  Kälteempfindung 
überhaupt,  so  leisten  gute  Dienste  kleine,  aus  4,0  mm  dickem 
Messingblech  ausgestanzte  Scheibchen,  Durchmesser  8  mm, 
welche  mit  Siegellack  an  dem  Ende  einer  Schweinsborste  be- 
festigt werden.  Ein  weiteres  brauchbares  Verfahren  wird  unten 
bei  der  Prüfung  des  Wärmesinnes  Erwähnung  finden. 

Tastet  man  mit  einem  feinen  Drähtchen  die  Gonjunctiva  bulbi 
ab  und  zeichnet  die  gefundenen  Kaltpunkte  ein  in  eine  Karte  des 
Gefässnetzes  [siehe  meine  erste  Mittheilung),  so  findet  man  für 
die  Kaltpunkte  eine  weniger  dichte  Vertheilung  als  für  die 
Schmerzpunkte.  Innerhalb  einer  Fläche  von  29  mm*  der  tempo- 
ralen Seite  meiner  rechten  Gonjunctiva  bulbi  Hessen  sich  z.  B. 
35  Schmerzpunkte  und  40  Kaltpunkte  nachweisen.  Einzelne 
Kaltpunkte  liegen  Schmerzpunkten  sehr  nahe,  andere  völlig 
isolirt.  Auffällig  viele  Kaltpunkte  trifift  man  an,  wenn  man  mit 
dem  Draht  den  Gonjunctivalgefässen  entlang  fährt. 

Besondere  Aufmerksamkeit  habe  ich  dem  Verhalten  der 
Cornea  geschenkt.  Man  kann  mit  den  dünnen  Drähten  und 
Metallstreifen  ohne  zu  grosse  Belästigung  die  Cornea  abtasten; 
aber  so  oft  ich  den  Versuch  auch  wiederholte,  immer  hat  er  mir 
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ein  negatives  Rßsultat  ergeben,  ausgenommen  auf  dem  Randtheil 
der  Cornea.  Am  überzeugendsten  ist  der  folgende  Versuch. 
Man  legt  das  DrSihtchen  sanft  auf  den  Scheitel  der  Cornea  und 
fährt  dann  in  der  Richtung  eines  Radius  langsam  nach  aussen. 
Anfangs  stellt  sich  nur  die  bekannte  brennende  Empfindung  ein. 
Sobald  man  sich  aber  dem  Rande  auf  4 — 2  mm  genähert  hat,  tritt 
die  Kälteempfindung  mit  grösster  Deutlichkeit  hinzu.  Der  Versuch 
gelingt  nicht  auf  jedem  Radius,  am  sichersten  auf  den  Radien  der 
temporalen  Comealhalfte. 

Der  Cornealrand  und  die  nächst  anstossenden  Theile  der 
Gonjunctiva  sind,  soweit  ich  urtheilen  kann,  die  kaltempfind- 
lichsten Orte  des  Auges.  Hier  gelingt  der  Nachweis  der  Kalt- 
punkte  auch  mit  dem  Verfahren,  welches  mir  seinerzeit  keinen 
Aufschluss  gegeben  hatte,  nämlich  durch  Aufsetzen  eines  stärke- 
ren Haares,  etwa  0,4  mm  Durchmesser,  weiches  vorher  in  eis- 
kalte Kochsalzlösung  getaucht  war.  Es  muss  natürlich  berück- 
sichtigt werden,  dass  der  kleine  Tropfen  an  der  Spitze  des  Haares 
sehr  bald  die  Temperatur  der  Bindehaut  annimmt,  so  dass  nur 
bei  der  ersten  Berührung  die  Eälteempfindung  deutlich  ist. 
An  Orten,  wo  die  Kaltpunkte  dicht  liegen,  wie  auf  dem  Lidrande 
und  dem  Randtheil  der  Cornea,  führt  dieses  Verfahren,  welches 
den  Vorzug  besitzt,  das  wenigst  angreifende  zu  sein,  ohne  wei- 
teres lEU  guten  Resultaten.  Für  die  Conjunctiva  muss  man  über 
die  Lage  der  Kaltpunkte  schon  etwas  orientirt  sein,  wenn  man 
nicht  lange  vergeblich  suchen  soll.  Einzelne  Kaltpunkte  sprechen 
bei  Berührung  mit  dem  Reizhaar  an,  auch  wenn  dieses  nicht  in 
kalte  Salzlösung  getaucht  war.  Ob  es  sich  hier  um  mechanische 
Reizung  handelt  oder  um  adaequate,  durch  die  Spur  von  Thränen- 
flüssigkeit,  die  dem  Haare  anhaftet,  muss  ich  unentschieden 
lassen. 

Herr  Dr.  F.  Kibsoi^,  dem  ich  für  vielfache  Nachprüfung 
meiner  Beobachtungen  zu  grossem  Danke  verpflichtet  bin,  be- 
mühte sich  durch  Anwendung  von  Cocain  die  Versuche  zu  er- 
leichtern. Leider  ist  es  weder  ihm  noch  mir  gelungen,  die  An- 
gabe von  DoNALDsoN  (a.  a.  0.)  zu  bestätigen,  nach  welcher  die 
Temperaturempfindung  des  Auges  bei  vollständiger  Aufhebung 
des  Berührungsschmerzes  erhalten  bleibt.  Unsere  Versuche  in 
dieser  Richtung  ergaben  folgendes:  Hat  man  für  eine  Anzahl 
Schmerzpunkte  der  Conjunctiva  die  mechanische  Reizschwelle 
bestimmt,  sich  femer  von  dem  sicheren  Ansprechen  benachbarter 
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Ealtpunkte  auf  adaequaie  Reizung  überzeugt  und  vergiftet  dann 
das  Auge  mit  einigen  Tropfen  einer  4 — 2  proc.  Lösung  von  salz- 
saurem  Cocain,  so  findet  man,  sobald  eine  deutliche  Erhöhung 
der  Schmerzschwelle  nachweisbar  wird,  die  Erregbarkeit  der 
Kaltpunkte  ebenfalls  vermindert  oder  ganz  aufgehoben.  Etwas 
abweichend  verhalten  sich  die  Kaltpunkte  des  Gomealrandes, 
welche  noch  deutlich  reagiren  können,  wenn  die  Schmerz- 
haftigkeit  an  dieser  Stelle  bereits  stark  herabgesetzt  ist.  Fflr 
den  Nachweis  der  Kaltpunkte  des  Comealrandes  ist  demnach 
schwache  Cocainisirung  vortheilhaft.  Die  centralen  Theile  der 
Hornhaut  findet  man  hierbei  der  KHlteempfindung  unfähig,  ein 
Ergebniss,  welches  natttriich  nur  in  seiner  Üebereinstimmung 
mit  dem  Befunde  am  unvergifteten  Auge  als  beweiskräftig  an- 
gesehen werden  kann. 

y '  2.  Die  Prttfiing  des  Auges  auf  Warmempfindung  ist  viel 
/  schwerer  auszuftthren,  und  ich  muss  gestehen,  dass  ich  bisher 
noch  nicht  zu  sicheren  Ergebnissen  gelangt  bin.  Die  Schwierig- 
keiten sind  theils  physikalischer,  theils  psychologischer  Natur. 
Die  feinen  Drähte  und  Metallstreifen,  welche  zum  Aufsuchen  der 
Kaltpunkte  wohl  geeignet  sind,  da  sie  sich  sehr  raäch  auf  die 
Zimmertemperatur  wieder  einstellen,  sind  hier  nicht  verwendbar. 
Es  würde  wenigstens  ziemlich  complicirter  Wärme-  und  Regu- 
lationseinrichtungen bedürfen,  um  die  Enden  der  Drähte  gerade 
innerhalb  der  Temperaturen  zu  erhalten,  welche  nach  unten  durch 
die  Körpertemperatur,  nach  oben  durch  die  schmerzhaft  reizen- 
den Temperaturgrade  begrenzt  sind.  Kleine  Tröpfchen  Koch- 
salzlösung, wie  sie  an  der  Spitze  von  Reizhaaren  hängen  bleiben, 
kühlen  durch  Verdunstung  so  rasch  ab,  dass  sie,  bis  es  zur  Be- 
rührung kommt,  meist  schon  unter  die  Körpertemperatur  herab- 
gesunken sind.  Grössere  Mengen  Flüssigkeit,  etwa  mit  einem 
Pinsel,  an  das  Auge  zu  bringen,  gibt  ebenfalls  wenig  zuverlässige 
Resultate.  Abgesehen  von  der  starken  Belästigung  durch  die 
Haare  des  Pinsels,  fliesst  die  warme  Salzlösung  gegen  das  Lid 
herab  und  gibt  leicht  zu  Täuschungen  Veranlassung. 

Das  nachfolgend  beschriebene  Verfahren  ist  von  dieser  Un- 
zuträglichkeit frei,  verzichtet  aber  allerdings  auf  ganz  umschrie- 
bene Reizung.  Eine  kleine  Menge  Watte  wird  zu  einem  Röllchen 
gedreht,  etwa  SO  mm  lang  und  S  mm  im  Durchmesser,  und  an 
die  Spitze  einer  Schweinsborste  geleimt.    Man  taucht  die  Watte 
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in  weisses  Yaselin,  welches  im  Wasserbad  auf  45—50^  gehalten 
wird.  Diese  Temperatur  liegt  wenig  ttber  dem  Erstarrungs- 
punkt des  Yaselins.  Bei  schwerer  schmelzenden  Präparaten  lässt 
sich  der  Schmelzpunkt  durch  Zusatz  von  ParafHnum  liquidum 
herabdrücken  1).  Die  von  einem  solchen  Watt ebttuschchen  er- 
wärmte FUohe  des  Auges  beträgt  etwa  3  mm^.  Das  Vaselin 
erstarrt  nach  kurzer  Zeit  und  kann  daher  nicht  nach  dem  Lide 
herabfliessen,  wozu  ttbrigens  in  Folge  der  grossen  Oberflächen- 
spannung gegenüber  der  Thränenflüssigkeit  die  Neigung  gering 
ist  Die  mechanische  Reizung  ist  unbedeutend,  was  für  solche 
Versuche  gefordert  werden  muss.  Denn  nur  so  lange  der  Lid- 
schlag sich  unterdrücken  und  eine  Berührung  des  sehr  wärme- 
empfindlichen Lides  mit  dem  Reizmittel  sich  vermeiden  lässt, 
können  Täuschungen  ausgeschlossen  werden.  Handelt  es  sich 
nur  um  Versuche  auf  der  Conjunctivae  so  kann  man  dreister 
vorgehen,  und  im  Wasserbad  vorgewärmte  Drähte  von  3  mm 
Stärke  anwenden,  deren  Ende  abgerundet  und  geglättet  ist. 

Ich  zähle  alle  diese  verschiedenen  Verfahrungsarten  so  um- 
ständlich auf,  um  zu  zeigen,  dass  ich  es  an  Bemühungen  nicht 
habe  fehlen  lassen,  ein  sicheres  Urtheil  zu  erlangen.  Trotzdem 
ist  es  mir  und  ebenso  Herrn  Kiesotv  nicht  gelungen,  das  Vor-^ 
haridensein  von  Wärmeempfindung  unzweideutig  nachzuweisen. 
Die  einsigen  Orte,  an  welchen  ich  das  Vorhandensein  von 
Wärmepunkten  auf  meinem  Auge  für  möglich  halte,  sind  die 
in  der  Nähe  des  temporalen  und  nasalen  Augenwinkels  liegen- 
den FUchen  der  Gonjunctiva.  Hier  glaubte  ich  zuweilen  Warm- 
punkte gefunden  zu  haben,  doch  Hessen  sich  dieselben  bei  er- 
neuten Versuchen  nicht  wieder  mit  Sicherheit  ermitteln.  Eine 
Schwierigkeit  für  die  Beobachtung  liegt  darin,  dass  sich  solche 
umschriebene  Wärmeempfindungen  wohl  verwechseln  lassen 
mit  den  leicht  brennenden  Empfindungen,  welche  sich  hier,  wie 
auf  der  Haut,  noch  unterhalb  der  Grenze  des  eigentlichen  Tem- 
peraturschmerzes einstellen.  Bei  stumpfer  Wärme-,  dagegen 
lebhafter  Schmerzempfindung  wäre  ein  solches  Ueberdecken 
der  ersteren  durch  die  zweite  wohl  denkbar.  Die  Unsicherheit 
des  Erfolges  kann  nicht  ohne  weiteres  den  benutzten  Reizangs- 


i]  Taucht  man  die  Watte  statt  in  Vaselin  in  abgekühltes  flüssiges 
Paraffin,  so  eignet  sich  das  Verfahren  auch  zum  Nachweis  der  Kaltem- 
pfindong. 
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verfahren  zugeschrieben  werden,  denn  auf  der  Haut  des  Lides 
Hess  sich  mit  denselben  Mitteln  die  Empfindung  der  Wttnnejstets 
mit  aller  Deutlichkeit  nachweisen. 

Das  Ergebniss  dieser  Versuche  sofort  zu  verallgemeinern 
würde  kaum  gerechtfertigt  sein.  Da  ein  so  geübter  und  ge- 
wissenhafter Beobachter  wie  Donaldson  ^)  das  Vorhandensein  von 
Wärmeempfindung  für  mehrere  Augen  bestimmt  constatirt  hat, 
so  ist  anzunehmen,  dass  individuelle  Verschiedenheiten  vorkom- 
men, wie  sie  innerhalb  der  Mundhöhle  für  die  Componenten 
des  Geschmacksinns  von  Urbantgbitsgh^)  und  Kibsow')  nach- 
gewiesen sind. 

Gelegentlich  der  Prüfung  auf  Warmempfindung  lässt  sich 
am  Auge  eine  sehr  sonderbare  Erscheinung  beobachten,  welche 
ich  als  paradoxe  Kaltempfindung  bezeichnen  will.  Sie  besteht 
darin,  dass  Kaltpunkte  auf  Berührung  mit  dem  warmen  Drahte 
ansprechen  und  zwar  mit  der  ihnen  eigenthümlichen ,  scharf 
umschriebenen  (punktförmigen)  Kaltempfindung.  Dieselbe  Be- 
obachtung lässt  sich  auch  auf  der  Haut  machen  und  hier  noch 
genauer  untersuchen.  Hat  man  z.  B.  auf  einer  Extremität  eine 
grössere  Zahl  Kaltpunkte  aufgesucht  und  in  wiederholten  Prü- 
fungen so  genau  als  irgend  möglich  bezeichnet  und  übergeht 
dieselben  mit  der  Spitze  des  Bux^schen  Heizrohres,  so  findet 
man,  dass  ein  Theil  der  Punkte  wie  auf  adaequate  Reizung  reagirt. 
Die  Erregung  gelingt  nicht  direct  auf  den  Kaltpunkt,  d.  h.  auf 
der  Stelle,  welche  für  den  adaequaten  Reiz  als  die  günstigste 
bestimmt  worden  ist,  sondern  von  einem  oder  mehreren  Orten 
der  nächsten  Umgebung.  Auf  eine  Discussion  dieses  sonderbaren 
Verhaltens  möchte  ich  erst  eingehen,  wenn  meine  anatomischen 
Untersuchungen  weiter  gediehen  sind,  Die  parado3;e  Erregung 
der  Kaltpunkte  gelingt  auf  der  Haut  im  Allgemeinen  erst  bei 
Temperaturen  von  45°  G.  aufwärts  und  gehört  nicht  zu  den 
leicht  beobachtbaren  Erscheinungen.  Eine  Ausnahme  machen 
die  Brustwarze  und  die  glans  penis.  An  diesen  beiden  für  Kälte 
ungemein  empfindlichen  Orten  ist  die  paradoxe  Kaltempfindung 
mit  Leichtigkeit  durch  alle  Temperaturen  über  40°  G.  auslösbar 


4)  a.  a.  0.  S.  84  4. 

8)  Beobachtungen  über  Anomalien  des  Geschmacks  etc.  in  Folge  von 
Erkrankungen  der  Paukenhöhle.  4  876. 

8)  Philosophische  Studien  (Wundt)  Bd.  4  0,  S.  829. 
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^(s.  u.).    Hierher  gehört  auch  die  Empfindung  von  Frost  beim 
Besteigen  eines  heissen  Bades.  y 

3.  Die  Fähigkeit  der  Conjunctiva  Kälte  zu  empfinden  kommt 
vielfaoh  bei  Berührungen,  namentlich  mit  Metallinstrumenten, 
zur  Geltung.  Durch  die  Betheiligung  des  Temperatursinns  kann 
die  Wahrnehmung  als  Ganzes  einen  mehr  oder  weniger  indiffe- 
renten, d.  h.  schmerzlosen  Charakter  annehmen. 

Wird  dagegen  die  Erregung  der  Kaltpunkte  ausgeschlossen, 
was  bei  Verwendung  der  Reizhaare  so  gut  wie  vollkommen  er- 
reicht ist,  so  sind  alle  überhaupt  wahrnehmbaren  Berührungen 
schmerzhaft,  wie  ich  dies  schon  früher  angegeben  habe.  Es  ist 
mir  allerdings  aus  einer  Anzahl  von  Beobachtern,  welche  sich 
freundlichst  dem  Versuche  unterzogen,  von  einigen  die  Angabe 
gemacht  worden,  sie  fühlten  die  Berührung.  Damit  ist  natürlich 
über  den  Gharacter  der  Empfindung  nichts  praejudicirt,  denn 
es  ist  in  jedermanns  Belieben  gestellt,  was  er  unter  einer  Be« 
rtthrungsempfindung  verstehen  will.  Ich  habe  in  meinen  beiden 
früheren  Mittheilungen  die  Worte  Druck-  und  Berührungs- 
empfindung als  sich  deckende  Begriffe  gebraucht,  bestreite  aber 
nicht  die  Berechtigung,  dem  letzteren  Begriffe  eine  weitere  Be- 
stimmung unterzulegen.  Ich  behaupte  nur,  da&s  die  auf  Cornea 
und  Conjunctiva  mechanisch  erregbaren  Sinnespunkte  die  Bedeu- 
tung von  SdimerapufJcten  und  nicht  von  Druckpunkten  haben. 

Wie  ich  in  meiner  zweiten  Mittheilung  zeigte,  unterscheiden 
sich  die  Druckpunkte  von  den  Schmerzpunkten : 

4 .  Durch  eine  verschiedene  anatomische  Lage  und  Ver- 
theilung. 

2.  Durch  eine  niedrigere  mechanische  Reizschwelle. 

3.  Durch  eine  grössere  Beweglichkeit  bei  Anwendung 
oscillirender  elektrischer  Reize. 

4.  Durch  die  Eigenthümlichkeit,  bei  Reizung  mit  dem 
Constanten  Strom  nicht  in  dauernde,  sondern  in  rhyth- 
mische Erregung  zu  gerathen. 

Diese  letztere  Beobachtung  ist  in  der  erwähnten  Mittheilung 
nicht  enthalten  und  sei  hier  ergänzend  angeführt.  Das » Schwir- 
ren a  der  Druckpunkte,  welches  bei  faradischer  Reizung  so  über- 
aus deutlich  sich  einstellt,  tritt  nach  Art  eines  unvollständigen 
Schliessungstetanus  auch  bei  galvanischer  Erregung  auf.  Am 
leichtesten  ist  es  mit  unpolarisirbarer  Pinselelektrode  auf  den 
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Schleimhautflächen  der  Lippen  in  beobachten,  nnsehwer  aber 
auch  auf  der  Haut.  Ich  bemerke,  dasa  dasselbe  Symptom  sich 
ferner  bei  galvanischer  oder  mechanischer  Erregung  der  Nerven- 
stämme einstellt. 

Von  diesen  vier  Merkmalen  setzt  4  den  anderweitigen  Nach- 
weis verschiedenartiger  Sinnespunkte  bereits  voraus,  4  habe  ich 
der  starken  Lichterscheinungen  halber,  welche  das  AuCsetsen  der 
Electrode  eines  constanten  Stromes  auf  die  Cionjunctiva  begleiten, 
noch  nicht  genauer  zu  untersuchen  gewagt. 

Bezüglich  des  zweiten  Merkmals  kann  ich  mich  auf  meine 
früheren  Beobachtungen  berufen,  nach  welchen  die  Reisschwellen 
der  empfindlichen  Punkte  auf  Cornea  besw.  Conjunctiva  zwar 
nicht  völlig  identisch  sind,  aber  innerhalb  jeder  dieser  Flttchen 
sehr  nahe  beisammen  liegen.  Jedenfalls  fehlt  ein  Sprung  in  den 
Schwellenwerthen ,  'wie  er  an  Orten  mit  Druck-  und  Schmerz- 
punkten gefunden  zu  werden  pflegt.  Man  könnte  allerdings  an- 
nehmen, dass  gerade  auf  der  Conjunctiva  die  mechanischen 
Reizschwellen  für  die  beiden  Punktgattungen  zusammenfallen; 
dann  müsste  aber  bei  der  Reizung  bald  die  eine,  bald  die  andere 
Empfindung  sich  einstellen.  Auf  Cornea  und  Conjunctiva  meiner 
Augen  habe  ich  nichts  davon  bemerken  können  und  ich  muss 
aus  den  Angaben  anderer  Beobachter  schliessen,  dass  es  sich 
nicht  um  eine  individuelle  Eigenthümlichkeit  handelt. 

Die  Untersuchung  auf  das  dritte  Merkmal,  das  Schwirren 
der  Druckpunkte  bei  faradischer  Reizung,  hat  mir,  wie  ich  schon 
bei  einer  früheren  Gelegenheit  bemerkte,  nur  negative  Resultate 
ergeben. 

Ich  muss  also  schliessen,  dass  auf  Cornea  und  Conjunctiva 
die  Druckpunkte  fehlen  oder  doch  in  so  verschwindend  kleiner 
Zahl  vorkommen ,  dass  sie  für  den  Character  der  dort  auslös- 
baren Empfindungen  nicht  in  Betracht  kommen.  Für  die  An- 
nahme, dass  diese  Orte  neben  ihrem  hochentwickelten  Schmerz- 
sinn noch  einen  besonderen  Berührungssinn  besitzen,  welcher 
dann  auch  auf  der  übrigen  Haut  kaum  fehlen  dürfte,  habe  ich 
keine  Anzeichen  finden  können  und  ist  mir  auch  keine  über- 
zeugende Beobachtung  bekannt.  Gegen  eine  solche  Annahme 
spricht,  dass  Berührung  des  Auges  mit  einem  feinen  Pinsel  oder 
einem  Watteflöckchen  qualitativ  anders  empfunden  wird  als  auf 
der  Haut,  wie  mir  von  allen  Beobachtern  bestätigt  wurde. 

Drückt  man  mit  einem  Stttbohen  auf  die  Conjunctivae  so 
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kann  neben  dem  looalen  Schmerz,  oder  bei  Anwendung  von 
Cocain  ohne  denselben ,  eine  Empfindung  besonderer  Art  aus- 
gelöst werden,  welche  sich  auch  ohne  directe  Berührung  der 
Gonjunctiva  hervorrufen  lässt,  indem  man  bei  geschlossenen 
Lidern  auf  den  Augapfel  drückt  Es  handelt  sich  hierbei  um 
eine  nicht  von  der  Oberfläche,  sondern  aus  der  Tiefe  des  Auges 
kommende  dumpf  schmershafte,  nicht  localisirte  Empfindung, 
auf  welche  einzugehen  hier  nicht  der  Ort  ist.  Ich  möchte,  um 
Missverstandnisse  aussuschliessen ,  derselben  Erwähnung  thun. 

4.  Bei  den  Bestimmungen  der  mechanischen  Reizschwellen 
an  den  verschiedenen  Orten  der  Kttrperoberfläche  ist  mir  die 
Glans  penis  durch  ihren  hohen  Schwellenwerth  auffhUig  gewor- 
den. Ich  kam  daher,  nachdem  ich  Druck-  und  Schmerzpunkte 
zu  trennen  gelernt  hatte,  auf  die  Beobachtung  zurück  und  ver- 
suchte auch  an  diesem  Orte  die  verschiedenen  Sinnesqualitäten 
zu  sondern.  Es  stellte  sich  dabei  heraus,  dass  die  hohe  Reiz- 
schwelle  bedingt  ist  durch  das  Fehlen  der  Druckpunkte.  Der  seinei*- 
zeit  bestimmte  Schwellenwerth  ist  die  Schmerzschwelle. 

Man  muss  bei  diesem  Versuche  unterscheiden  zwischen  Em- 
pfindungen, welche  am  Orte  der  Reizung  und  solchen,  welche 
anderwttrts  entstehen.  Die  Haut  des  männlichen  Gliedes  besitzt 
im  Allgemeineo,  wie  die  übrige  Körperhaut,  Druckempfindung. 
Die  Druckpunkte,  an  der  Wurzel  des  Gliedes  spärlich  vertheilt, 
stehen  dichter,  je  mehr  man  sich  dem  Rande  der  Vorhaut  nähert; 
auf  dem  inneren  Blatte  der  Vorhaut,  gegen  den  Eichelhals,  neh- 
men sie  ab  und  verschwinden  schliesslich.  Das  Frenulum  ist 
reich  an  Druckpunkten.  Mechanische  Reizungen  der  Eichel, 
welche  das  Glied  als  Ganzes  bewegen,  werden  durch  den  Druck- 
sinn der  genannten  Orte  in  Form  der  gewöhnlichen  Druckem- 
pfindung wahrgenommen.  Fasst  man  dagegen  mit  einer  Pincette 
eine  Falte  der  Eichel  und  vermeidet  eine  Bewegung  des  Gliedes, 
so  wird  bei  schwachem  Kneifen  nichts  gefühlt,  bei  starkem 
Kneifen  Schmerz.  Das  Präputium  reagirt  auf  denselben  Eingriff 
zuerst  mitDruckempfindung,  weiterhin  mitSchmerz,  entsprechend 
der  doppelten  Reizschwelle.  Uebereinstimmende  Ergebnisse 
liefert  die  faradische  Reizung,  welche  zweckmässig  mit  einer 
spitzen  Pinselelektrode  (unpolarisirbar)  ausgeführt  wird.  Die 
niedrigste  Schwelle  für  diesen  Reiz  besitzen  der  Rand  der  Vor- 
haut, das  Frenulum  und  die  Umgebung  der  HarnröhrenmUndung. 
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Auf  dem  Vorhautrande  finden  sich  intensiv  nnd  fein,  d.  h.  nm- 
schrieben,  stechende  Schmenpnnkte  und  schwirrende  Druck- 
punkte. Auf  der  Eichel  fehlt  das  Schwirren.  Die  Reixe  werden 
schmerzhaft  oder  gar  nicht  empfunden  d.  h.  mit  Schwellenreiien 
iasst  sich  das  Vorhandensein  zahlreicher  unempfindlicher  Lficken 
zwischen  den  Schmerzpunkten  nachweisen.  (Deber  elektrisch 
ausltfsbare  Temperaturempfindungen  s.  u.).  Der  Schmerz  hat 
etwas  anderen  Charakter  als  auf  dem  Pi^putium  und  der  Haut 
im  Allgemeinen ;  er  ist  bohrend  und  anscheinend  tief  liegend, 
wie  aus  dem  Schwellkörper  kommend.  Man  überzeugt  sich  aber 
durch  Einstechen  feiner  Nadeln  oder  Dnrchstossen  ganz  ober- 
flächlicher Falten,  dass  schon  die  äussersten  Theile  intensiver 
Schoiflczempfindung  fähig  sind. 

Auch  der  Temperatursinn  des  männlichen  Gliedes  zeigt 
einige  Besonderheiten.  Zunächst  nimmt  die  Dichte  der  Tempera- 
turpunkte, und  zwar  Kalt-  wie  Warmpunkte,  von  der  Wurzel 
des  Gliedes  gegen  den  Rand  der  Vorhaut  hin  zu,  ähnlich  wie  die 
Druckpunkte.  Beim  Uebergang  auf  die  Eichel  nimmt  aber  der 
Temperatursinn  zunächst  nicht  ab,  sondern  erfährt  sogar  eine 
besondere  Ausbildung  im  Eichelhals  und  auf  der  Corona  glandis. 
Diese  Orte  gehören  zu  den  temperaturempfindlichsten  des  Kör- 
pers und  können  in  dieser  Richtung  nur  verglichen  werden  mit 
den  von  GoLUSCBEiDEa  als  bevorzugt  gekennzeichneten  Stellen : 
Mamilla,  Augenlider,  Lippen,  Zunge.  Der  Temperatursinn  der 
Eichel  ist  vorwiegend  Kältesinn ;  neben  dem  Reichthum  an  Kalt- 
punkten fällt  auf  die  Intensität  der  Empfindung,  die  sie  aufzu- 
lösen im  Stande  sind.  Von  dem  Eichelwulst  gegen  die  Mündang 
der  Harnröhre  nimmt  die  Empfindlichkeit  fflr  Temperaturen 
rasch  ab,  um  in  der  Mitte  zwischen  beiden  Orten  nahezu  Null  zu 
werden*).  Die  Umgebung  des  Onficium  urethrae  sowie  das 
Frenulum  besitzen  dagegen  Temperaturempfindung,  insbesondere 
auch  ausgesprochene  Warmempfindung. 

Die  Kaltpunkte  der  Eichel  reagiren  ausser  auf  adäquate 
Reizung  auch  sehr  deutlich  auf  faradische.  Um  Täuschungen 
auszuschliessen,  gebraucht  man  am  besten  eine  Pinselelektrode, 
welche  mit  körperwarmer  Kochsalzlösung  getränkt  ist;  man  setzt 
die  Spitze  auf  den  vorher  genau  bezeichneten  Kaltpunkt  und 


4)  Hierauf  dürfte  die  Angabe  Dessoir's  zu  beziehen  sein,  dass  die 
Eichel  Iceine  TemperaturempGndung  besitzt,   a.  a.  0.  S.  278. 
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überzeugt  sieb,  dass  nur  für  die  Dauer  der  Reizung  die  Ralt- 
empfindung  auftritt.  Die  Reizscbwelle  liegt  böber,  als  fttr  die 
Scbmerzpunkte. 

Die  Kaltpunkte  der  Eicbel  zeigen  femer  in  ganz  bervor- 
ragendem  Grade  die  Erscbeinung  der  paradoxen  Erregung.  Be- 
rübrung  vorber  bezeicbneter  Kaltpunkte  mit  dem  erwärmten 
Metallconns  wird  stets  und  deutlicb  kalt  empfunden.  In  dem 
Maasse  als  die  Temperatur  des  Metalls  über  die  Körpertemperatur 

.  steigt,  wäcbst  die  Intensität  der  Kaltempfindung;  oberbalb  50° 
'gesellt  sieb  zu  der  starken  Kaltempfindung  ein  scbmerzbaftes 
Brennen,  der  bekannte  Wttrmescbmerz.  Aus  der  grossen  Dicbte 
der  Kaltpunkte  und  ibrer  Empfindlicbkeit  fttr  den  Wärmereiz 
erklärt  sieb,  dass  fläcbenbafte  Berttbrung  mit  erwärmten  Metall- 
stäben an  den  meisten  Stellen  der  Eicbel  kalt  gefttblt  wird,  um 
so  intensiver,  je  böber  die  Temperatur.  Brennend  beisse  Gegen- 
stände werden  intensiv  kalt  und  zugleicb  scbmerzbaft  brennend 
empfunden.  Nur  in  der  Gegend  der  Harnröbrenmttndung  lässt 
sieb  aucb  bei  fläcbenbafter  Reizung  Wärmeempfindung  auslösen. 
Für  das  Aufsueben  der  Warmpunkle  bildet  das  leicbte  An- 
spreeben  der  Kaltpunkte  eine  emstlicbe  Scbwierigkeit. 

Herrn  Gollegen  A.  Kollmann,  welcber  mir  die  Patienten 
seiner  Poliklinik  freundlicbst  zuwies,  verdanke  icb  die  Gelegen- 
beit  die  Verbältnisse  an  einer  Anzabl  Personen  prüfen  zu  können. 
Von  ^  3  Untersucbten  zeigten  ^  0  die  eben  beschriebene  regionale 
Verbreitung  des  Temperatursinnes  (wenn  aucb  mit  einigen 
kleineren  individuellen  Verscbiedenbeiten)  und  die  paradoxe 
Kaltempfindung.  Die  Angaben  von  3  Untersucbten  konnten, 
weil  sieb  selbst  widersprecbend,  nicbt  benutzt  werden. 

Ausser  Temperatur-  und  Schmerzempfindung  auf  der  Eichel, 
dazu  Druckempfindung  auf  der  Vorbaut  und  der  Haut  des  Gliedes 
habe  ich  weitere  Sinnespunkte  nicht  auffinden  können.  Ins- 
besondere fehlt  jeder  Anhaltspunkt,  für  das  Gefühl  der  Wollust 
irgend  welche  Organe  an  der  Oberfläche  des  Körpers  specifisch 
verantwortlich  zu  machen.  Beizung  der  Druckpunkte  des  Gliedes 
kann  mit  wollüstigen  Empfindungen  verknüpft  sein,  genau  wie 
an  anderen  Orten  mit  dem  Gefühl  des  Kitzels.  Diese  Verbindung 
ist  aber  keine  nothwendige  oder  unvermeidliche,  sondern  hängt 
von  gewissen  Bedingungen  ab,  auf  deren  Besprechung  ich  bei 

'  einer  anderen  Gelegenheit  eingeben  möchte. 

Mtth.-pliyf.  CImm  1895.  42 
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&.  Als  höchst  unwahrscheinlich  muss  es  gelten,  dasa  die 
vier  auf  der  Oberfläche  des  menschlichen  Körpers  bisher  nach- 
gewiesenen elementaren  Empfindungsarten,  Warm,  Kalt,  Druck 
und  Schmerz,  durch  ein  und  denselben  nervösen  Apparat  ver- 
mittelt werden  sollten.  Die  Abstimmung  auf  gewisse  Reisarten 
setzt  auch  bestimmte  Einrichtungen  voraus,  die  sich  im  anatomi- 
schen Bau  der  Endorgane  bemerklich  machen  mttssen.  Der 
Nachweis,  dass  für  umschriebene  Reize  von  jeben  überminimaler 
Stärke  die  genannten  Empfindungen  nur  von  gewissen  »Punkten« 
der  Haut  auszulösen  sind  und  dass  diese  Punkte  für  alle  überhaupt 
wirksamen  Reize,  gleichgültig  welcher  Art,  in  specifischer  Weise 
reagiren,  kann  nur  als  eine  Bestätigung  der  ausgesprochenen  Er- 
wartung aufgefasst  werden. 

Die  Haut  als  Sinnesfläche  betrachtet  ist  gleichsam  ein  aus 
vier  Arten  von  Sinnespunkten  zusammengesetztes  Mosaik.  Die 
Steine  des  Mosaiks  stehen  nicht  Kopf  an  Kopf,  sondern  haben 
relativ  breite,  für  umschriebene  Schwellenreize  unempfindliche 
Kittleisten  zwischen  sich.  Je  mehr  es  gelingt,  die  Schwellenreize 
ihrer  Wirkungsfläche  nach  einzuengen,  desto  kleiner  werden  die 
empfindlichen  Felder;  die  vermutheten  anatomischen  Einrich- 
tungen müssen  daher  mindestens  so  klein  sein,  wie  die  kleinst- 
flächigen,  bisher  benutzten  Schwellenreize.  Eine  Grenze  in 
dieser  Richtung  ist  höchstens  für  die  Warmpunkte  erreicht  (s.  u.]. 

Das  Mosaik  von  Sinnespunkten  ist  ferner  von  sehr  wechseln- 
der Anordnung  oder  Zeichnung:  es  ändert  sich  von  Ort  zu  Ort 
sowohl  die  Gesammtzahl  der  Sinnespunkte  in  der  Flächeneinheit, 
wie  auch  die  Betheiligung  der  einzelnen  Gattungen.  Im  All- 
gemeinen finden  sich  innerhalb  einer  gegebenen  Fläche  am  spär- 
lichsten die  Warmpunkte,  weniger  selten  die  Kaltpunkte,  wesent- 
lich dichter  die  Druckpunkte  und  am  allerengsten  zusammen- 
gedrängt die  Schmerzpunkte. 

Es  gibt  indessen,  abgesehen  von  den  mit  der  Beschränkung 
auf  Sinnespunkte  nothwendig  sich  einstellenden  leeren  Zwischen- 
räumen oder  Lücken,  grössere  nach  ihrem  Bau  und  ihren  Ver- 
richtungen selbständige  Gebiete  des  Körpers,  wo  eine  oder 
mehrere  Arten  von  Sinnespunkten  fehlen.  Fasst  man  lediglich 
aus  Gründen  der  Vereinfachung  die  Kalt-  und  Warmpunkte, 
welche  (vielleicht  mit  Ausnahme  der  Conjunctiva  und  eines 
grösseren  Abschnittes  des  Glans  penis)  überall  vereint  vor- 
kommen, zusammen  als  die  Orte  eines  Temperatursinnes  mit 
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zwei  CompoDenten  auf,  so  bleiben  zur  Wahrnehmung  von  Tem- 
peratur, Druck  und  Schmerz  drei  elementare  Sinne  für  eine  ge- 
wählte Hautstelle  zu  vergeben. 

Die  Zahl  der  wiederholungsfreien  Gombinationen  zwischen 
diesen  drei  Elementen  betragt  sieben,  nämlich  drei  Unionen,  drei 
Binionen  und  ein  Ternion.  Von  diesen  möglichen  Gombinationen 
sind  mir  vier  als  wirklich  vorhanden  bisher  bekannt  und  zwar: 

I.  Eine  Union.  Ausschliesslich  Schmerz  empfindende  Orte, 
Schmerzgebiete. 

Dahin  gehören: 

i .  Die  Cornea  mit  Ausnahme  ihrer  Randtheile  (s.  o.j. 

2.  Die  Zähne,  genauer  das  Dentin  und  die  Pulpa  der 
Zahne. 
Bekanntlich  sind  die  Zähne  ein  wichtiges  Tastorgan.  Hierbei 
spielen  sie  aber,  wie  schon  E.  H.  Weber  bemerkt,  lediglich  die 
Rolle  eines  Uebertragungsorgans,  etwa  wie  die  Gehörknöchelchen 
beim  Hören.  Wird  dagegen  nach  Entfernung  des  Schmelzes  das 
Zahnbein  selbst  angegriffen,  so  wird  Schmerz  empfunden.  Die 
Angabe  von  Weber  i),  dass  der  Zahnkeim  mechanische,  Wärme- 
und  Kältereize  nur  schmerzhaft  empfindet,  ist  von  Dessoir^)  für 
thermische  Reize  bestätigt  worden.  Es  bedarf  übrigens  gar  nicht 
der  Eröffnung  der  Zahnhöhle,  es  genügt,  dass  das  Zahnbein  etwa 
durch  Retraction  des  Zahnfleisches  blossliegt,  um  zu  constatiren, 
dass  mechanische,  thermische  und  chemische  Reize  stets  nur 
Schmerz  erregen.  Das  Gleiche  gilt  für  elektrische  Reize,  zu  deren 
Zuführung  sich  ausser  den  abgeschliffenen  Flächen  der  Schneide- 
zähne, welche  ich  bei  einer  früheren  Untersuchung  benutzte, 
vorzüglich  metallische  Plomben  eignen. 

II.  Zwei  Binionen. 

A.  Orte  mit  Schmerz-  und  Temperaturempfindung,   Schmerz- 
und  Temperaturgebiete. 

Dahin  gehören: 

4.  Der  Randtheil  der  Cornea  und  die  Conjunctiva  viel- 
leicht mit  der  Einschränkung,  dass  der  Temperatur- 
sinn einseitig  ist  (s.  o.). 

2.  Die  Glans  penis  (s.  o.j. 


4)  R.  Wagner's  Handwörlerb.  d.  Physiologie  3,  11,  S.  445. 
3)  Arch.  f.  Physiologie  1892,  S.  278. 

42* 


180  M.  VON  Fhby, 

B.  Orte  mit  Drack-  und  Temperatursinn,  Druck-  und  Temperatur- 
gebiete. 

In  diese  Kategorie  gehört  die  Mundhöhle,  allerdings  mit 
wesentlichen  Einschränkungen.  Als  vollkommen  schmerzfrei  ist 
bis  jetzt  nur  ein  beschranktes  Gebiet  der  Wangenschleimhaut 
nachgewiesen,  von  Kibsow  ^)  für  mechanische,  von  mir  für  elektri- 
sche Reizung.  Dass  die  Schmerzlosigkeit  auch  fttr  chemische 
Reizunggilt,lässt  sich  durch  elektrolytischeAndtzungder  betreffen- 
den Stelle  constatiren.  Schmerzunterempfindlich  sind  übrigens, 
mit  Ausnahme  der  Zahne,  alle  Theile  der  Mundhöhle  in  mehr 
oder  weniger  hohem  Grade.  Man  vergleiche  hierüber  meine 
zweite  Mittheilung.  Auf  vielen  dieser  Flächen  treten  eine  oder 
mehrere  Componenten  des  Geschmacksinns  hinzu. 

III.  Das  einzig  mögliche  Ternion,  Temperatur-,  Druck-  und 
Schmerzempfindung,  findet  sich,  soviel  bekannt,  auf  allen  übrigen 
bisher  nicht  aufgezählten  Gebieten  der  Körperoberfläche. 

6.  So  unvollständig  diese  Aufzählung  sein  mag,  so  genügt  sie 
doch,  wie  mir  scheint,  um,  zusammengehalten  mit  gewissen  ana- 
tomischen Erfahrungen,  zu  sehr  bemerkenswerthen  Folgerungen 
zu  führen.  Die  auf  der  Oberfläche  des  menschlichen  Körper^ 
bisher  nachgewiesenen  sensiblen  Nervenendigungen  zeigen  näm- 
lich wie  bekannt,  gleichfalls  eine  nicht  ebenmässige  Yertheilung. 
Setzt  man  die  Verbreitung  der  Nervenenden  in  Beziehung  zur 
Verbreitung  der  Sinnesqualitäten,  so  ergiebt  sich  folgendes: 

I.  Ausschliesslich  freie  Nervenendigungen  finden  sich  in  der 
Cornea  mit  Ausnahme  des  Randtheils,  Hoybr^),  Gohnheim^j.  S/V 
entsprechen  der  dort  ausschliesslich  vorhandenen  Schmerzempfin- 
düng.  Die  Nervenendigungen  in  den  Zähnen  sind  noch  nicht 
genau  genug  bekannt.  Freie  Nervenendigungen  finden  sich  ferner 
imEpithel  derConjunctiva,  der  äusseren  Haut  und  vieler  Schleim- 
häute. Ob  das  Epithel  der  Mundhöhle  entsprechend  der  im  Alige- 
meinen geringen  Schmerzhaftigkeit  auch  arm  ist  an  freien  intraepi- 
thelialen Nerven,  wäre  zu  untersuchen.  Dass  die  Schmerznerven 
der  Haut  sehr  oberflächlich  liegen,  wird  durch  verschiedene  That- 
sachen  nahe  gelegt.   An  allen  Körperflächen  mit  dünnem  Epithel 


\)  WuifDT'8  Philosoph.  Studien,  Bd.  9,  S.  543. 

2)  Arch.  f.  Physiol.  4866,  S.  480. 

3)  ViRCHOw's  Arch.  Bd.  38,  S.  348. 
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liegt,  trotz  der  isolirenden  Wirkung  der  Horaschicht,  die  elek- 
trische Reizschwelle  der  Schmerzpunkte  in  der  Regel  niednger 
als  die  aller  anderen  Sinnespunkte.  Diese  Umkehrung  des 
Schwellenverhaltnisses  gegenüber  der  mechanischen  Reizung 
kann  nicht  auf  einer  besonders  niedrigen  elektrischen  Reizschwelle 
der  Schmerznerven  als  solcher  beruhen;  denn  bei  galvanischer 
Reizung  des  Ulnaris  sprechen  die  Nerven  der  Druckpunkte  zuerst 
an  (s.  0.}.  Fttr  die  oberflächliche  Lage  der  Schmerznerven  spricht 
ferner  die  bekannte  Thatsache,  dass  ätzende,  auf  die  Haut  ge- 
brachte Stoffe  Schmerz  erregen  ohne  vorgängige  andere  Empfin- 
dung. Markirt  man  auf  der  Haut  einzelne  Sinnespunkte  mit  einer 
Lösung  von  Silbemitrat,  so  wird  man ,  namentlich  an  Orten  mit 
dünner  Epidermis,  häufig  ein  länger  dauerndes  schmerzhartes 
Brennen  verspüren.  Selbst  kleine  Tröpfchen  einer  Lösung  von 
übermangansaurem  Kali  wirken  oft  in  gleicher,  wenn  auch  schwä- 
cherer Weise.  Es  scheint  mir  femer  durchaus  berechtigt,  die 
starke  Auftheilung  und  Verflechtung  der  intraepithelialen  Nerven 
vor  ihrem  Eintritt  in  das  Epithel  mit  der  mangelhaften  Localisation, 
die  Schutzlosigkeit  der  marklosen  Enden  gegen  chemische  Ein- 
wirkungen jeder  Art,  auch  solcher,  welche  aus  dem  Gewebe 
selbst  kommen  (z.  B.  Entzündung),  mit  der  mangelhaften  Projec- 
tion  des  Schmerzes  in  Beziehung  zu  setzen.  Ob  die  zu  den  Tast- 
zellen Merkbl's*^  zugehörigen  Nerven-,  die  terminaisons  h^d^ri- 
formes  Ranvibr's^),  die  Endplättchen  und  knopfförmigen  Ver- 
dickungen Dogibl's  3)  in  die  Kategorie  der  frei  endigenden  Nerven 
gehören  bezw.  besondere  Entwicklungsstadien  derselben  dar- 
stellen, ist  gegenwärtig  nicht  zu  entscheiden. 
^  ^  IL  A.  Endkolben  sind  von  ihrem  Entdecker  W.  Krause  *)  nach- 
gewiesen in  der  Gonjunctiva,  verschiedenen  Theilen  der  Mund- 
höhle, glans  penis  und  clitoridis.  Durch  ihr  Vorkommen  in 
Gonjunctiva  und  glans  penis,  wo  die  Drackempfindnng  fehlt,  er- 
weisen sich  die  Endkolben  als  Temperaturorgane.  Durch  Dogiel's'^] 
schöne  Untersuchungen  ist  bekannt,  dass  sie  besonders  dicht  in 
dem  Randtheil  der  Comea  zu  finden  sind.    Gerade  dort  fehlt 

4)  Arcb.  f.  mikr.  Anat.  Bd.  44,  4875,  S.  636. 

2)  Compt.  rend.  t.  91,  1880,  p.  4  087. 

3}  Arch.  f.  mikr.  Anat.  Bd.  37,  4894,  S.  602,  Bd.  44,  4898,  S.  585. 

4)  Die  terminalen  Körperchen  der  einfach  sensiblen  Nerven,  Han- 
nover 4860. 

5)  Arch.  f.  mikr.  Anat.  Bd.  37,  4891,  S.  608. 
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aber  die  Warmempfindung:  Die  Endkolben  sind  daher  wahrr 

I    scheinlich  die  Or(fune  der  Kaltempfindung. 

Dieser  Annahme  erwächst  nan  anscheinend  eine  ernstliche 
Schwierigkeit,  weil  die  Fähigkeit,  Kälte  zu  empfinden,  nicht  nur 
den  aufgezählten  Orten,  sondern  auch  der  äusseren  Haut  zukommt. 
Es  fehlt  übrigens  nicht  an  Nachrichten,  dass  sich  auch  hier  End- 
kolben vorfinden.  Smirnow  ^)  beobachtete  sie  in  der  Haut  der  Fuss- 
sohle,  Rupfini  ^)  bildet  aus  der  Haut  der  Fingerbeeren  Endkörper- 
chen  ab,  welche  er  zwar  mit  den  SehnenkOrperchen  GoLGrs 
vergleicht  und  danach  benennt,  welche  aber  mit  gleichem  Recht 
als  Endkolben  aufgefasst  werden  können.  Dass  sie  hier  tiefer 
liegen  als  an  anderen  Orten,  kann  um  so  weniger  ein  Einwand 
sein,  als  gerade  die  Fingerbeere  auch  ein  eigenthttmliches  Ver- 
halten gegenüber  Kältereizen  zeigt.  Wie  Herr  Kibsow  mir  mit- 
theilt und  ich  bestätigen  kann,  werden  Berührungen  mit  der 
Spitze  des  kalten  Metaliconus  an  dieser  Stelle  nicht  als  thermi- 
scher Reiz  wahrgenommen;  es  bedarf  zur  Auslösung  der  Kalt- 

^  •  empfindung  einer  Berührung  mit  grösserer  Fläche.  Zwischen 
der  tiefen  Lage  hier  und  der  sehr  oberflächlichen  in  Conjunctiva 
und  Glans  penis  scheinen  Zwischenstufen  vorzukommen.  In 
einem  Vergoldungspräparat  aus  der  Haut  des  Oberarms  fand  ich 
einen  wohlcharakterisirten  Endkolben  0.3  mm  unter  dem  Epithel, 
etwa  halbwegs  zwischen  den  Knäueln  der  Schweissdrüsen  und 
der  Oberfläche.  Ob  die  Zahl  der  Endkolben  in  der  Haut  aus- 
reicht, die  dort  nachweisbaren  Kaltpunkte  zu  decken,  ist  eine 
Frage,  die  noch  zu  entscheiden  bleibt.  Ich  möchte  indess  be- 
merken, dass  ich  eine  so  dichte  Vertheilung,  wie  sie  Goldschbidbr 
für  einzelne  Theile  der  Haut  darstellt,  im  Allgemeinen  nicht  habe 
bestätigen  können.  So  fand  ich  z.  B.  auf  einer  grösseren  Fläche 
des  Unterschenkels,  auf  welcher  mehrere  Arten  von  Sinnes- 
punkten genau  mappirt  wurden,  im  Mittel  2,4  Kaltpunkte  pro 
cm^.  Ks  ist  demnach  begreiflich,  dass  das  Auffinden  von  End- 
kolben in  mikroskopischen  Schnitten  ein  zufälliges  Vorkommen 
sein  wird. 

11.  B.  Nervenknäuel  sind  in  der  Glans  penis  zuerst  von 
ToHSA^),  in  der  Glans  clitoridis  von  W.  Krause  *)  beobachtet  worden. 


1)  iDternat.  Monatsschr.  f.  Anat.  und  Physiol.  Bd.  10, 4  893,  S.  8H. 

S)  Arch.  ital.  de  biologie  t.  24,  p.  249. 

3}  Wiener  Sitzungsber.  Bd.  54,  I,  4865,  S.  83. 

4)  Zeitschr.  f.  rat.  Med.  Bd.  iS,  4  866,  S.  86. 
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Letzterer  bezeichnet  sie  als  Genitalnerven-  oder  Wollustkörper- 
chen.  Nach  ihrem  Vorkommen  in  der  Glans  penis  sind  sie  als 
Endigungen  von  Temperatumerven  in  Betracht  zu  ziehen  und 
es  liegt  nahe,  sie  als  die  noch  fehlenden  Organe  des  Wärmesinns 
in  Anspruch  zu  nehmen.  Ob  ihre  Vertheilung  in  Uebereinstim- 
mung  zu  bringen  ist  mit  der  eigenthUmlichen  und  gerade  nicht 
sehr  dichten  Verbreitung  des  Wärmesinns  an  dem  genannten 
Orte,  bleibt  zu  untersuchen.  Es  muss  ferner  erwogen  werden, 
ob  die  sogenannten  Genitalnervenkörperchen  überhaupt  Gebilde 
einerlei  Art  darstellen  und  ob  nicht  ein  Theil  derselben  als  be- 
sonders mächtig  entwickelte  Endkolben,  somit  als  Organe  des 
Kältesinns,  aufzufassen  sind.  Dogibl^),  der  genaueste  Kenner 
dieser  Gebilde,  unterscheidet  zwischen  regelmässig  kugel-,  ei- 
oder  birnfOrmig  gestalteten  und  langausgezogenen,  cylindrischen, 
bezw.  zwischen  einfachen  und  zusammengesetzten.  Es  ist  frag- 
lich, ob  diese  Verschiedenheiten  rein  äusserlicher  Natur  oder 
functionell  begründet  sind.  Sehr  wohl  möglich  wäre  es,  dass 
alle  Genitalnervenkörperchen  nur  grosse  Endkolben  darstellen 
und  dass  die  Organe  des  Wärmesinns  an  diesem  Orte  noch  un- 
bekannt sind. 

"  Für  die  übrige  Haut  ist  mir  nur  eine  Nachricht  bekannt, 
welche  mir  Erwähnung  zu  verdienen  scheint.  Rlffini  beschreibt 
in  der  schon  oben  angezogenen  Abhandlung  aus  der  Haut  der 
Fingerbeere  neue  Nervenenden  von  tiefer  Lage,  grossen  Dimen- 
sionen und  cylindrischer  Gestalt.  Dass  die  Organe  des  Wärme- 
sinns grössere  und  tiefer  liegende  Gebilde  darstellen  als  die  üb- 
rigen äinneswerkzeuge  der  Haut,  möchte  ich  aus  verschiedenen 
Gründen  annehmen.  Alle  Beobachter  stimmen  darin  überein,  dass 
die  genaue  Lagebestimmung  für  die  Warmpunkte  viel  schwerer 
ist,  als  für  die  Kaltpunkte.  Mit  möglichst  umschriebenen  Wärme- 
reizen untersuchend  findet  man  seltener  scharf  abgrenzbare 
Punkte  als  kleine  Felder  mit  mehr  oder  weniger  breiten  Höfen 
von  abnehmender  Empfindlichkeit.  Starke,  umschriebene  Wärm- 
reize werden  fast  überall  auf  der  Haut  wahrgenommen,  wenn  auch 
mit  verschiedener  Deutlichkeit  und  verschiedener  Schärfe  der 
Localisation.  Für  grosse  Dimensionen  spricht  ferner  ihre  im  Ver- 
hältniss  zu  anderen  Sinnespunkten  geringe  Zahl,  denn  es  ist  wohl 
anzunehmen,  dass  die  Sinnesorgane  ceteris  paribus  um  so  kleiner 


i)  Arch.^f.  mikr.  Anat.  Bd.  44,  4893,  S.  Ö85. 
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sind,  je  dichter  sie  beisammen  stehen.  Auf  tiefe  Lage  deutet 
endlich  die  lange  Reactionsseit  der  Warmpunkte,  welche  zuerst 
Herzen^)  aufgefallen  ist  und  seitdem  vielfach  bestätigt  wurde. 

RuFFiNi's  Endigungen  finden  sich  nun  aber  nicht  allein  in 
der  Fingerhaut.  Nach  eigenen  Untersuchungen  ist  ihr  Vorkom- 
men in  der  Haut  des  Oberarmes  sowie  des  Augenlides  sicher 
gestellt.  Da  nun  gerade  der  letztere  Ort  durch  lebhafte  Wärme- 
empfindung ausgezeichnet  ist,  so  scheint  mir  eine  Beziehung  der 
Endigungen  RuppiiNfs  zum  Wärmesinn  einigermassen  wahr- 
scheinlich. 

III.  Meissner's  Körperchen  sind  von  jeher  als  Organe  des 
Tastsinns  betrachtet  worden.  Dass.sie  als  Apparate  des  Druck- 
sinns zu  den  Haaren  in  stellvertretender  Beziehung  stehen,  habe 
ich  in  meiner  zweiten  Mittheilung  wahrscheinlich  zu  machen 
versucht.  Bekanntlich  hat  Maurer  2)  die  Haare  der  Säuger  auf- 
gefasst  als  Homologa  gewisser  Sinnesapparate  in  der  Haut  der 
Fische  und  Amphibien.  Sollte  sich  eine  Verwandtschaft  dieser 
Gebilde  mit  den  MsissNBR'schen  Körperchen  nachweisen  lassen, 
so  würde  der  Ansicht  von  Maurer  eine  physiologische  Berech- 
tigung nicht  abzusprechen  sein. 

Ich  verkenne  natürlich  nicht,  dass  der  Versuch,  anatomische 
und  sinnesphysiologische  Erfahrungen  nach  statistischer  Methode 
mit  einander  in  Beziehung  zu  setzen,  nur  Wahrscheinlichkeiten, 
keine  sicheren  Schlüsse  zu  Tage  fördern  kann.  Die  Forschungs- 
ergebnisse des  einen  wie  des  anderen  Gebietes  sind  ohne  Rück- 
sicht auf  einander  gewonnen  worden  und  zeigen  bei  grosser  Ge- 
nauigkeit in  gewisser  Richtung  oft  Lücken  gerade  dort,  wo  eine 
Beziehung  zu  Erfahrungen  des  anderen  Gebietes  möglich  wäre. 
Eine  Entscheidung  kann  nur  von  weiteren  Untersuchungen  er- 
wartet werden,  mit  denen  ich  noch  beschäftigt  bin. 

4)  Arch.  f.  d.  ges.  Physiol.  Bd.  38,  S.  93. 
2)  Morphol.  Jahrb.  Bd.  48  u.  30. 


C.  Neamann,  lieber  einen  Ersatz  des  DirkhleV sehen  Piincips 
für  gewisse  Fälle, 

Einleitung. 

Dass  für  ein  gegebenes  System  isolirter  und  elektrisch  ge- 
ladener Conductoren  stets  ein  elektrischer  Gleichgewichtszustand 
existirt,  kann  bewiesen  werden  entweder  durch  Anwendung  der 
Gauss^schen  Variationsmethodej  oder  aber  durch  Anwendung  des 
berühmten  DirichleV sehen  PrincipSy  oder  endlich  auch  (mit 
grösserer  Strenge)  durch  Anwendung  meiner  Methode  des  arith- 
metischen Mittels  j  unter  Hinzunahme  gewisser  combina torischer 
Metboden. 

Das  gilt  aber  Alles  nur  so  lange ,  als  der  Betrachtung  das 
Newton-Coulomb* sehe  Gesetz  zu  Grunde  gelegt  wird.  Nimmt  man 
an,  dass  das  gegenseitige  Potential  zweier  elektrischer  Theilchen 
//^  und  /i,  nicht  =  jw^/'^r"*,  sondern  =  i^t^fi^(p(r)  sei,  wo  rp[r) 
eine  beliebig  gegebene  Function  der  Entfernung  r  vorstellt,  so 
versagen  all'  jene  Methoden;  was  um  so  unangenehmer  ist,  als 
die  Existenz  eines  elektrischen  Gleichgewichtszustandes,  bei  Zu- 
grundelegung eines  solchen  beliebigen  Gesetzes,  sehr  zweifel- 
haft^) erscheint,  mithin  eine  ntthere  Untersuchung  hierüber 
durchaus  noth wendig  ist. 

Die  bisherigen  Mittel  versagen  also  in  diesem  Fall ;  und  wir 
sind  also  darauf  hingewiesen,  nach  neuen  Mitteln  uns  umzusehen. 

Zu  diesem  Zwecke  werde  ich  hier  zuvOrderst  zwei  sehr  all- 
gemeine und  leicht  zu  beweisende  Sätze  aufstellen.  Dieselben 
beziehen  sich  auf  ein  ganz  beliebig  gegebenes  materielles  Sy- 
stem, welches  der  Einwirkung  beliebig  gegebener  Kräfte  unter- 
worfen ist.  Dabei  soll  dahin  gestellt  bleiben,  ob  diese  Kräfte 
nur  innere,  oder  aber  theils  innere,  theils  äussere  sind. 


1}  In  der  That  habo  ich  schon  bei  einer  früheren  Gelegenheit  (diese 
Berichte,  1894,  S.  284)  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  für  eine  ge- 
wisse Gestalt  der  Function  <p{r)  ein  elektrischer  Gleichgewichtszustand 
überhaupt  nicht  möglich  ist.    . 


186  G.  Nbumann, 

Was  nun  die  hier  mitzutheileDden  beiden  Satze  betrifft,  so 
lautet  der  erste  derselben  folgendermassen : 

Enter  allgemeiner  Sats.  —  Sind  die  gegebenen  Kräfte  der 
Artj  dass  unter  ihrem  Einfluss  —  und  bei  AnncJime  einer  gewissen 
Reibung  — ,  allmählich  ein  Zustand  dauernder  Ruhe  eintritt,  so 
wird  dieser  Ruhezustand  mit  Bezug  auf  jene  gegebenen  Kräfte  als 
ein  Gleichgewichtszustand  zu  bezeichnen  sein;  so  dass  also 
in  solchem  Falle  über  die  Existetiz  eines  derartigen  Gleichgewichts^ 
zustandes  kein  Zweifel  stattfinden  kann. 

Dabei  soll  die  Reibung  als  eine  ganz  beliebige  Kraft  gedacht 
werden,  nur  der  einen  Bedingung  unterworfen,  dass  sie  in  einem 
Augenblick,  wo  das  materielle  System  zur  Ruhe  kommt,  jedesmal 
=  0  wird.  Dieser  Bedingung  wird  z.  B,  entsprochen  werden, 
wenn  die  Reibung  eines  jeden  materiellen  Punktes  proportional 
seiner  augenblicklichen  Geschwindigkeit  gedacht  wird. 

Solches  festgesetzt,  bedarf  der  Satz  wohl  kaum  noch  eines 
besondem  Beweises.  Kommt  nämlich  das  betrachtete  materielle 
System  unter  dem  Einfluss  der  gegebenen  Kräfte  und  unter  dem 
gleichzeitigen  Einfluss  jener  Reibung  zur  Ruhe,  so  wird  zur  Zeit 
dieses  Ruhezustandes  jene  Reibung  =  0  sein.  Folglich  wirken 
zur  Zeit  dieses  Ruhezustandes  nur  noch  die  eigentlich  gegebenen 
Kräfte  ein.  Und  es  wird  also  dieser  Ruhezustand  mit  Bezug  auf 
jene  gegebenen  Kräfte  ein  Gleichgewichtszustand  sein.  —  Q.  e.d. 

Bemerkimg*  —  Gleichzeitig  ergiebt  sich  aus  dieser  Beweis- 
führung, dass  unser  Satz  richtig  bleibt,  einerlei  ob  die  Trägheit 
der  betrachteten  Materie  gross  oder  klein  ist,  und  dass  der  Satz 
also  z.  B.  auch  dann  noch  gelten  wird,  wenn  man  diese  Trägheit 
(d.  i.  die  trägen  Massen  der  einzelnen  materiellen  Punkte)  =  0 
sich  denkt. 

Wir  gehen  über  zur  Aufstellung  eines  zweiten  Satzes.  Der- 
selbe bildet  eine  gewisse  Ergänzung  des  ersten,  und  lautet,  falls 
wir  an  der  für  die  Reibung  festgesetzten  Definition  festhalten, 
folgendermassen : 

Zweiter  allgemeiner  Satz.  —  Tritt  unter  dem  Einfluss  der 
gegebenen  Kräfte,  und  trotz  angenommener  Reibung,  niemals  ein 
Zustand  dauernder  Ruhe  ein,  wie  beschaffen  dei^  Anfangs zu^ 
stand  des  gegebenen  materiellen  Systems  auch  immer  gedacht 
werden  mag  — ,  so  folgt  hieraus,  dass  mit  Bezug  auf  die  gegebenen 
Kräfte  ein  Gleichgewichtszustand  überhaupt  unmöglich  isL 
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Existirte  nämlich  ein  solcher  Gleichgewichtszustand^  so 
würde  das  System,  falls  man  denselben  zum  Anfangszustand 
erwählt,  und  diesen  Anfangszustand  noch  genauer  dadurch  de- 
terminirt,  dass  fUr  ihn  die  Geschwindigkeiten  der  einzelnen 
materiellen  Punkte  alle  =  0  sein  sollen,  offenbar  fortdauernd  in 
Ruhe  bleiben;  —  was  unserer  Voraussetzung  widerspricht,  dass 
das  System  niemals  zur  Ruhe  komme,  wie  beschaffen  sein  An- 
fangszustand auch  gedacht  werden  mag.  —  ().  e,  d. 

Bemerkung.  —  Beim  Princip  der  virtuellen  Verrttckungen 
handelt  es  sich  um  die  Frage ,  ob  ein  gegebenes  materielles 
System  in  einer  gegebenen  Lage  unter  dem  Einfluss  gegebener 
Kräfte  im  Gleichgewicht  ist.  Als  ein  Mittel  zur  Beantwortung 
dieser  Frage  werden  dabei  die  sogenannten  virtuellen  Verrück- 
ungen, also  gewisse  nur  pnyirte  Verrückungen  eingeführt. 

Einigermassen  ähnlich  liegen  die  Dinge  bei  unsern  beiden 
allgemeinen  Sätzen.  Es  handelt  sich  hier  um  die  Frage,  ob  ein 
gegebenes  materielles  System  unter  dem  Einfluss  gegebener  Kräfte 
einen  Gleichgewichtszustand  anzunehmen  vermag.  Und  als  Mittel 
zur  Beantwortung  dieser  Frage  werden  hier  die  sogenannten  Rei- 
bungskräfte, d.  i.  gewisse  nur  fingirte  Kräfte  in  unsere  Betrach- 
tung mit  hineingezogen.  Es  spielen  also  hier  diese  fingirten 
Kräfte  nur  eine  auxiliare  Rolle  (ebenso  wie  dort  die  fingirten  oder 
virtuellen  Verrückungen). 

Diese  fingirten  Reibungskräfte  sind  (wie  schon  betont  wurde) 
ganz  beliebig  zu  denken,  nur  der  einen  Restriction  unterworfen, 
dass  sie  in  einem  Augenblick,  wo  das  materielle  System  zur  Ruhe 
kommt,  jedesmal  =  0  werden  sollen.  Es  können  mithin  diese 
Reibungskräfte  (wie  schon  bemerkt  wurde)  proportional  den 
Geschwindigkeiten  gedacht  werden.  Und  dabei  können  diese 
Reibungskräfte  der  Art  gedacht  werden,  dass  sie,  sobald  das 
System  in  Bewegung  ist,  seiner  augenblicklichen  Bewegung  ent- 
gegen  wirken,  eben  so  gut  aber  auch  der  Art,  dass  sie  die  augen- 
blickliche Bewegung  zu  verstärken  streben.  Zur  Unterscheidung 
könnte  man  sie  im  ersten  Fall  als  positive,  im  letzten  als  negative 
Reibung  bezeichnen. 

Kurz,  man  sieht,  wie  wenig  passend  das  Wort  Reibung  hier 
von  mir  angewendet  ist.  Zu  meiner  Entschuldigung  mag  dienen, 
dass  irgend  welche  Umschreibungen  zu  langwierig,  und  die  Her- 
beiziehung irgend  eines  neuen  (etwa  einer  fremden  Sprache  ent- 
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nommenen)  Wortes  ebenfalls  mit  Unbequemlichkeit  verknüpft 
sein  dürfte. 

Im  Folgenden  werde  ich  die  soeben  aufgestellten  allgemei- 
nen Sätze  speciell  auf  die  Elektrostatik  in  Anwendung  bringen. 
Und  zwar  werde  ich  zuvörderst  in  §  4  einige  Formeln  zusammen- 
stellen für  die  Bewegung  der  Elektricität  in  einem  gegebenen 
Conductor,  unter  Annahme  einer  gewissen  Reibung.  Sodann 
aber  werde  ich  jene  beiden  allgemeinen  Sätze  in  Anwendung 
bringen  auf  die  Frage  der  Existenz  eines  elektrischen  Gleichge- 
wichtszustandeS;  und  zwar  unter  Zugrundelegung  verschiedener 
Potential  Functionen.    So  z.  B.  soll  in  §  2  die  Potentialfunction 

fp[r)  =  (7r^,  sodann  in  §  3  die  NEwxoN'sche  Potentialfunction 

\ 
q)  (r)  =  —  in  Betracht  gezogen  werden.    U.  s.  w. 

§<• 

lieber  die  Bewegung  der  Elektricität  in  einem  gegebenen  Oondnctor. 

Es  sei  gegeben  ein  isolirter  und  mit  irgend  welcher  Elek- 
Iricitätsmenge  geladener  Gonductor.  Diese  Elektricität  sei  in 
Bewegung  begriflfen  unter  dem  Einfluss  derjenigen  Kräfte,  mit 
denen  die  einzelnen  elektrischen  Theilchen  gegenseitig  aufein- 
ander einwirken,  und  unter  dem  gleichzeitigen  Einfluss  einer 
gewissen  Reibung, 

Was  jene  Kräfte  betrifft,  so  mögen 

^  '  ö.r  0//  oz 

die  Gomponenten  derjenigen  Kraft  sein,  mit  welcher  die  im 
ganzen  Gonductor  enthaltene  Elektricität  auf  irgend  einen  Punkt 
(.r,  y,  z)  einwirken  würde,  falls  man  in  diesem  Punkt  die  Ein- 
heit der  elektrischen  Masse  sich  concentrirt  vorstellen  wollte. 
Es  soll  mithin  V  das  Potential  aller  im  Gonductor  enthaltenen 
Elektricität  mit  Bezug  auf  diesen  Punkt  [x,  y,  z)  bezeichnen. 
Was  femer  die  Beibung  betriflH,  so  mögen 

(2)  —  xw  ,         —  XV,         —  X  u; 

die  Gomponenten  der  an  der  Stelle  (a?,  //,  z)  augenblicklich  vor- 
handenen Beibungskraft  sein.  Dabei  sollen  u,  v,  w  die  augen- 
blicklichen elektrischen  Strömungscomponenten  an  der  Stelle 
(x,  y,  z)  bezeichnen,  während  x  eine  (instante  sein  soll.  Mit  Hin- 
blick auf  die  von  uns  hier  verfolgten  Zwecke  können  vrir  die 
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gegebene  Gonstante  x,  ganz  nach  unserm  Gutbefinden,  als  positiv, 
oder  auch  als  negativ  uns  denken.  [Vgl.  die  letzte  Bemerkung 
der  Einleitung]. 

Endlich  mag,  wie  es  fast  allgemein  üblich  ist,  die  Trägheil 
der  elektrischen  Materie  =  0  gedacht  werden. 

Alsdann  gelten  für  die  Bewegung  der  Elektricitat  innerhalb 
des  gegebenen  Conductors  die  Gleichungen : 

—  XM  +  X  =  0  , 
(3)                                     _xt;  +  y=  0  , 

—  xw  +  Z  =  0  ; 

wofür  man  nach  ('I )  auch  schreiben  kann : 

hV 

(i)  ■-  +  ^  =  «. 

OS 

Zu  diesen  Gleichungen  sind ,  was  die  elektrischen  Dichtig- 
keiten e  und  rj  betrifft,  noch  die  bekannten  Relationen  hinzu- 
zufügen: 

(6)        -j  du}  =  —  [w  cos  (n,  x)  +  v  cos  {v,y)  +  w  cos  (w,  z)]dü}  , 

wo  t  die  Zeit  bezeichnet.  Von  diesen  beiden  Relationen  gilt  die 
erste  für  jedes  Yolumelement  dr  des  Conductors,  nämlich  für  die 
räumliche  Dichtigkeit  e  der  in  einem  solchen  Volumelement 
dT{Xj  y,  z)  enthaltenen  Elektricitat.  Andererseits  gilt  die  zweite 
für  jedwedes  Oberdächenelement  dco  des  Conductors,  nämlich 
für  die  Plächendichtigkeit  ri  der  auf  ciw  vorhandenen  Elektricitat; 
dabei  bezeichnet  n  die  auf  du)  errichtete  innere  Normale. 

Subslituirt  man  in  (5),  (6)  für  i/,  t',  lo  ihre  aus  (4)  entsprin- 
genden Werthe,  so  erhalt  man: 

(7)  ^^at==-^\.dT, 

(8)  v?rf-=-    ^^-du,. 

^  '  0/  X    hn 
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Denkt  man  sieb   nun  der  ganzen  ßetraehtung  nicht  die 

NBWTON'sche  Potentialfunction  —  ,  sondern  irgend  eine  beliebig 

gegebene  Potentialfunction  (p  (r)  zu  Grunde  gelegt,  so  wird  oflfen- 
bar  das  Potential  V  foigendermassen  darstellbar  sein : 

(9)  V  =f(p  (r)  -e.dr,  +fcp  (r)  •  ij,  e/  cu,  , 

die  Integrationen  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Volumelemente  dT^ 
des  gegebenen  Conductors,  resp.  tlber  alle  seine  Oberflächen- 
etemente  d  lo^ .  Dabei  bezeichnen  e^  und  r]^  die  zugehörigen 
elektrischen  Dichtigkeiten,  während  unter  r  die  Abstände  der 
genannten  Elemente  vom  sollicitirten  Punkte  [x,  y,  sj  zu  ver- 
stehen sind.  Uebrigens  können  wir  die  Formel  (9)  etwas  kürzer 
auch  so  schreiben : 

f9a.)  V=f(p{r).E,dO,, 

falls  wir  nämlich  dO^  als  Collectivbe Zeichnung  für  alle  rfr, ,  c/w, , 
und  ebenso  /s,  als  Collectivbezeichnung  ftlr  alle  e^ ,  rj^  anwenden. 
Von  Wichtigkeit  sind  nun  gewisse  weitere  Formeln,  die  aus 
den  soeben  zusammengestellten  Formeln  sich  mit  Leichtigkeit 
ableiten  lassen.  Zuvörderst  ergiebt  sich  aus  (4)  durch  MuUi- 
plication  mit  Uj  v,  t/'  und  Addition: 

^  '  y^x  by         hz     I 

oder,  was  dasselbe  ist: 

xK  +  ..  +  .V/^  =  ^(S  +  ^  +  ^,^)^. 

(HVu)       h{Vv)       h(Vw)\ 

\~ä^  "*"  ~d7~  "^  "TT"/ *"^ ' 

oder,  falls  man  über  alle  Volumelemente  dr  des  ganzen  Con- 
ductors  integrirl: 

+ 1  V[u  co8(w,  x)  +  V  cos(n,  y)  -f  w  cos(n,  z)]  dio  , 

das  letzte  Integral  hinerstreckt  gedacht  über  alle  Elemente  du 
derConductoroberfläche.  Dabei  bezeichnet  n  die  auf  dcü  errichtete 
innere  Normale. 
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Die  letzte  Formel  gewinnt  mit  Hinblick  auf  (5),  (6)  die  ein- 
fachere Gestalt: 

(40)    xf{u^  +  v*  +  w*)dT  =  ^fv^dT'--fv^^dü}, 

d.  i.  die  Gestalt: 

(10a.)  iif{u*  +  V*  +  «^*)  dt  =  —Jv^^dO, 

wo  [ähnlich  wie  in  (9  a.)]  dO  und  E  als  Collectivbezeichnungen 
angewendet  sind  für  die  Elemente  dz,  r/oi,  respective  für  die 
Dichtigkeiten  £,17. 

Eine  noch  einfachere  Gestalt  erlangt  übrigens  diese  Formel 
(4  0)  oder  (4  0  a.)  durch  Einführung  des  Ipsopotentials ,  d.  i.  des 
Potentials  alter  im  ganzen  Gonductor  enthaltenen  Elektricitat  auf 
sich  selbst.  Dieses  Ipsopotential  (oder  Seibstpotential)  hat  be- 
kanntlich folgenden  Werth: 

(^^^  ^=\:ff'p^'^'>  •  ^'^^  •  ^*  "^^^  • 

Dabei  sind  die  beiden  Integrationen  hinter  einander  ausgeführt 
zu  denken,  zuerst  die  eine^  bei  festgehaltenem  dO^  über  sämmt- 
liehe  dOf ,  und  sodann  die  andere  über  sämmtliche  dO,  Dem- 
gemäss  kann  man  den  Werth  dieses  Potentials  auch  so  schreiben: 

woraus  mit  Hinblick  auf  (9  a.)  sich  ergiebt : 

(43)  P=^^fvEdO. 

Es  seien  nun,  was  die  von  uns  betrachtete  elektrische  Be- 
wegung betrifft,  P  und  P  -h  rf  P  die  Werthe  des  in  Rede  stehen- 
den Ipsopotentials  in  zwei  aufeinanderfolgenden  Zeitaugenblicken 
t  und  t  +  dL   Alsdann  ist  offenbar  nach  (4  4): 

Dieser  Ausdruck  aber  kann,  wie  aus  seiner  Symmetrie  sofort 
folgt,  auch  so  geschrieben  werden : 
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mithin  auch  so: 

Hieraus  aber  folgt,  mit  Hinblick  auf  (Oa.),  sofort: 

Solches  constatirt,  können  wir  jetzt  offenbar  unserer  vorhin 
in  (10  a.)  gefundenen  Formel  folgende  einfachere  Gestalt  ver- 
leihen : 


[\  5)  X  f{u^  +  r*  +  m;*)  r/  r  =  — 


rfP 
ät 


Demgemüss  hat  also  der  Differentialquotient  des  Ipsopotentials  P 
nach  der  Zeit  den  Werth : 

(16)  ^  =  —  7if{u^  +  v^  +  w*)  dz . 

Hier  repräsentirt  [wie  schon  bei  (2)  bemerkt  wurde]  x  eine 
Constante,  deren  Vorzeichen  beliebig  gegeben  zu  denken  ist. 
Betrachten  wir  x  als  positiv^  so  wird  das  Ipsopotential  P,  zufolge 
{\  6j,  in  bestandigem  Abnehmen  begriffen  sein.  Und  denken  wir 
uns  X  negativ,  so  wird  dieses  Potential  P  in  fortdauerndem 
Wachsen  sich  befinden. 


§2. 

Untersocliung-der  Potentialfanction  (p{r)  «  Cr^, 

wo  C  eine  gegebene  Constante,  nnd  N  eine  gegebene  Zahl  ans  der 

Reihe  2,  4,  6,  8,  ...  sein  soll. 

Wir  machen  zunächst  N^=  2,  setzen  also: 

(a.)  r/)(r)  =  Cr*. 

Alsdann  i3t  nach  (7)  und  (9) : 

Nun  ist  allgemein  J{7'^)  =n(n  +  1)  r**""*,   mithin  z,  B.  J(r*) 
=  5.3  =  6.    Somit  folgt  aus  der  letzten  Formel  sofort: 
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JV=  cfj{r*).  £,  dt,  +  cfj{r*).  iy,  d(o,  , 

(y.)  d.  i.  ^F=  6  cfe^  dt,  +  ^cjrj,  dia,  . 

Bezeichnet  man  aber  die  gegebene  Elektricitätsmenge,  die  in  dem 
isolirten  Conduetor  enthalten  ist,  mit  A/,  so  ist  offenbar : 

Je,dT,+Jr]^d(o,=M, 

Somit  ergiebt  sich  aus  (/.)• 

(J.)  JV=ßCM. 

Dies  in  {ß.)  substituirt  giebt: 

d€        6Cif 

woraus  folgt : 

(CO  €  =  €°  +  -jp  /  . 

Hier  repräsentirt  e^  den  Werth  von  b  zur  Zeit  f  =  0 ;  so  dass 
also  dieses  e^  im  Allgemeinen  eine  beliebig  gegebene  Function 
der  Goordinaten  sein  wird. 

Diese  Formel  (C.)  sagt  aus,  dass  die  Dichtigkeit  e  proportio- 
nal der  Zeit  wächst,  und  zeigt  also  deutlich,  dass  die  im  Con- 
duetor enthaltene  Elektricität  niemals  zur  Ruhe  kommen  kann, 
wie  beschaffen  ihr  Anfangszustand  auch  immer  gedacht  werden 
mag.  Zufolge  unseres  (in  der  Einleitung  aufgestellten)  zweiten 
allgemeinen  Satzes  wird  daher  mit  Bezug  auf  die  durch  die  Po- 
tentialfunction  (a.)  repräsentirten  Kräfte  ein  elektrischer  Gleich- 
gewichtszustand überhaupt  unmöglich  sein. 

Wir  wollen  nun  zweitens  den  speciellen  Fall  iV  =  4 ,  also 
die  Potentialfunction : 

(a.)  9)(r)  =  Cr* 

ins  Auge  fassen.    Alsdann  ist  nach  (7.)  und  (9.): 

^^'^  ^ = V" '  ""•*  ^=  ^Z"'-  *'  '^^* + ^/  *• »?.  '^'^*  • 

Aus  der  letzten  Formel  folgt  successive: 

Matiu-phys.  CIms«.  1695.  4  8 
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_/F=  20  cfr*.  e,  dz,  +  20 cft*.  ri^dui,, 

JJV  =  60 cfe^  dvt  +  60  C  fijt  dw,  , 
d.  i. 
(c.)         JJV  =  60CM, 

wo  wiederum  i/  die  gegebene  Gesammtmasse  der  im  Conductor 
enlhaitenen  Elektricität  reprasentirl. 

Nun  ist  al)er  nach  der  ersten  Formel  (b.) : 

hJe       JJV 

^^■^  ht^-V-' 

also,  falls  man  für  ^JJV  seinen  Werlh  (c.)  einsetzt: 
,    ,  hJe       60C3/ 

woraus  folgt: 

(f.)  Js  =  {Je)o+^-^t. 

Hier  bezeichnet  {^t)°  den  Werth  von  .</£  fttr  t  =  0;  und  es  wird 
mithin  dieses  (Je)^  im  Allgemeinen  eine  beliebig  gegebene 
Function  der  Coordinaten  sein. 

Die  Formel  (f.)  zeigt,  dass  Je  proportional  der  Zeit  wflchst; 
und  dass  also  niemals  ein  Ruhezustand  eintreten  kann.  U.  s.  w. 
Kurz  wir  gelangen,  unter  Benutzung  unseres  zweiten  allgemeinen 
Satzes,  wiederum  zu  der  Einsicht,  dass  die  durch  die  Forme) 
(a.)  repräsentirten  elektrischen  Kräfte  einen  elektrisclieu  Gleich- 
gewichtszustand nicht  zulassen. 

Analoges  wird  sich  oflfenbar  in  analoger  Art  für  iV=  6, 8,40,... 
ergeben ;  sodass  wir  also  zu  folgendem  Satz  gelangen : 

Satz.  —  Bei  Zugrundelegung  der  Pötentialfunction 

<p(r)  =  Cr\   (:V  =  2,4,6,8,...), 

wird  ein  elektrischer  Gleichgewichtszustand  schlechterdings  un- 
möglich sein;  —  es  sei  denn,  dass  die  dem  Conductor  zuei- 
theilte  Elektricitätsmenge  Jf  =  0  wäre. 

Denn  ftlr  M=Q  würde  in  den  Formeln  iC,)  und  ff.)  das 
der  Zeit  /  proportionale  Glied  verschwinden. 
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§3. 
UntersRchiiiig  der  Newton'sclien  Potentialfunctioii  (p(r)  ==  Cr"\ 
Bei  Zugrundelegung  dieser  Potentialfunction : 

(A.)  y(r)  =  C,-  =  ^, 

lauten  unsere  Formeln  (7)  und  (9)  folgendermassen: 

(B.)       -t4  =  ^,  und  V=cf'.^+Cfll^^^. 
'        bt  X     '  J      r  J       r 

Aus  der  letzten  Formel  folgt  bekanntlich  sofort: 

JV='-C'i7te. 

Dies  in  die  erste  Formel  (B.)  substituirt,  giebt: 

woraus  man  durch  Integration  erhält: 

(D.)  e  =  6'e      "^       . 

Hier  bezeichnet  «^  den  Werth  von  £  für  ^  =  0;  und  es  wird  also 
dieses  s^  im  Allgemeinen  als  eine  beliebig  gegebene  Function 
der  Coordinaten  zu  denken  sein. 

Nun  können  wir  uns  (worauf  schon  mehrfach  aufmerksam 
gemacht  wurde)  die  Constante  x^  und  namentlich  auch  ihr  Vor- 
zeichen ganz  nach  unserem  Belieben  gegeben  denken.  Hier- 
von Gebrauch  machend,  wollen  wir  festsetzen,  es  solle  x 
einerlei  Vorzeichen  haben  mit  der  im  Gesetze  (A.j  enthaltenen 
Constanten  C ;  sodass  der  Bruch 

C_ 

X 

positiv  ist.  Alsdann  folgt  aus  (D.),  dass  €  mit  wachsender  Zeit 
gegen  0  convergirt,  und  dass  also^)  nach  Ablauf  einer  unendlich 
langen  Zeit  ein  Ruhezustand  eintreten  muss.   Zufolge  unseres  (in 


i)  Gegen  diesen  Schluss  würde  einzuwenden  sein,  dass,  wenn  auch 
8  ZU  Null  wird,  doch  vielleicht  tj  in  fortdauernder  Veränderung  begriffen 
bleiben  könnte.  Im  nächstfolgenden  Paragraph  werde  ich  eine  andere 
Methode  darlegen,  die  von  solchem  Bedenken  frei  ist. 

48» 
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der  Einleitung  aufgestellten)  ersten  aligemeinen  Satzes  wird 
also  mit  Bezug  auf  die  durch  die  Potential function  (A.)  repräsen- 
tirten  elektrischen  Kräfte  ein  Gleichgewichtszustand  existiren, 
und  zwar  einerlei,  ob  die  in  (Ä.)  enthaltene  Constaute  C  positiv 
oder  negativ  ist.    Wir  gelangen  so  zu  bekannten  Resultaten. 


§♦• 

Weitere  Betraclitung  der  Newton'schen  Potentialfiiiietioii:  qp(r)  ■»  Cr'\ 

nnd  zwar  unter  Anwendung  einer  anderen  Methode.    Uebergang  zu 

einer  viel  allgemeineren  Potentialfinnction. 

Die  in  einem  isolirten  Gonductor  enthaltene  Elektricitat  sei, 
von  einem  beliebigen  Anfangszustande  aus,  in  Bewegung  be- 
griflfen.  Von  Neuem  wollen  wir  diese  Bewegung  untersuchen 
mittelst  unserer  in  §  \  entwickelten  Formeln,  und  unter  Zu- 
grundelegung der  NBWTON'schen  Potentialfunction : 

(<)  <p{r)  =  j, 

WO  C  eine  beliebig  gegebene  Constante  sein  soll.     Nach  den 
Formeln  (9),  (13),  (16)  des  §  1  ist  alsdann: 

(3)  2P^fvedT+fvrid(o, 

dP  r 

(4)  -£=-xy(u«+t>«+ 


w* 


Aus  (2)  folgt  sofort: 

5)  JV=  —  C'k7te. 

Und  zwar  wird  diese  Differentialgleichung  gelten  fttr  sämmtliche 
Punkte  des  ganzen  unendlichen  Raumes,  nämlich  sowohl  für 
den  Innenraum  3  des  gegebenen  Conductors,  wie  auch  für  seinen 
Aussenraum  31,  falls  man  nur  beachtet,  dass  die  Dichtigkeit  e 
im  Aussenraum  9(  (der  von  einem  absolut  isolirenden  Medium 
erfüllt  zu  denken  ist)  überall  =  0  ist.  Wir  bezeichnen  den 
ganzen  unendlichen  Raum  kurzweg  mit  I,  setzen  also 

(6)  2;  =  8l+3. 
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Muitipiiciren  wir  nun  die  Gleichung  (5)  mit  VäT,  und  in- 
tegriren  wir  sodann  über  sflmmtliche  Yolumelemente  dz  des 
Raumes  7,  so  erhalten  wir: 

(7)  JvJVdT+l^7tcfvedT  =  Q. 

Nach  bekannten  GREBN^schen  Formeln  ist  aber: 

{X.)         £(v^v+  a  v]dT = -/p-  ^  d<o , 
(fi.)         £[vjv+DV)dT  =  +fr'^dw, 

WO  die  Integrationen  links  über  die  betreflfenden  Räume  3  und  3(, 
und  die  Integrationen  rechts  tlber  die  Grenzfläche  dieser  beiden 
Räume,  d.  i.  ttber  die  Oberfläche  des  gegebenen  Gonductors 
ausgedehnt  zu  denken  sind.  Dabei  haben  JV  und  D  V  die  be- 
kannten Bedeutungen : 

yF       h^V       Ö'F 


"^^  Ä^t    "*»"     Ä,i«       '       Änr«    ' 


--(S'-r^M^rr 


Ferner  bezeichnet  dio  ein  Element  der  Conductoroberfläche, 
und  n  die  auf  dcj  errichtete  innere  Normale.  Endlich  sind  in 
jenen  Formeln  (A.),  (|i/.)  durch  die  Indices  j  und  a  die  Werthe 
kenntlich  gemacht,  welche  respective  der  Innen^  und  der 
Aussenseiie  des  Elementes  c/o;  angehören. 

Durch  Addition  der  beiden  Gleichungen  (A.),  (^.)  folgt  sofort: 

denn  es  ist  bekanntlich:  P  =  F^.    Auch  ist,  wie  man  aus  [2.] 

ersieht: 

bVJ       ÖF«  ^  , 

— -  =  —  C'kTtri. 

bn         on  * 

Somit  geht  die  Gleichung  {v.)  über  in: 

(l)  f  {VJV+nV)dt  =  ^7tcJvridü}. 
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Substiiuiren  wir  nun   den   aus  dieser  Gleichnng  ($.)  für  das 
Integral 


i 


VJVdr 


entspringenden  Werth  in  (7),  so  erhalten  wir: 

(8)  — ^  DVdr+  iiccfvrjdoi  +  iTtcJ^  Veät  =  0, 
oder  mit  Rttcksicht  auf  (3.): 

(9)  —f  DKdir  +  8/rCP  =  0  . 

Hieraus  folgt,  dass  das  Pt^oduct  CP  stets  positiv  ist. 
Geben  wir  also  der  Formel  (4)  die  Gestalt: 

(4  0)  ^  =  -  Cx/(M«  +  v*  +  w*)  dz , 

und  denken  wir  uns  (ebenso  wie  im  vorigen  Paragraph)  die 
auxiliare  Gonstante  x  positiv  oder  negativ,  jenachdem  die  ge- 
gebene Constante  C  positiv  oder  negativ  ist,  so  sind  in  dieser 
Formel  (1 0)  zwei  Grössen 

F=  CP  und  /•=  Cytfiu*  +  v*  +  w^)dr 

miteinander  verbunden,  von  denen  jede  stets  positiv  ist.  Aus 
dieser  Formel  (i  0),  d.  i.  aus  der  Formel 

(...)  i^=-/ 

folgt  daher,  dass  F  in  fortdauerndem  Sinken  begriffen  ist.  An- 
dererseits aber  kann  dieses  F,  weil  es  stets  positiv  bleibt,  nie- 
mals unter  0  herabsinken.  Folglich  muss  F  mit  wachsender 
Zeit  gegen  einen  festen  und  zwar  positiven  Grenzwerth  conver- 
giren.  Sobald  F  diesen  Grenzwerth  erreicht  hat,  muss  f  noth- 
wendiger  Weise  =  0  geworden  sein.  Denn  andernfalls  würde 
Fj  der  Formel  (10a)  zufolge,  noch  weiter  sinken;  was  dem  Be- 
griff des  festen  Grenzwerthes  widerspricht. 

Wir  sehen  somit,  dass  (allerdings  vielleicht  erst  nach  Ablauf 
einer  sehr  langen  Zeit}  ein  Augenblick  eintreten  muss,  in  welchem 
F  zu  sinken  aufhOrt,  und  zugleich /*=0  geworden  ist.  In 
diesem  Augenblicke  aber,  in  weichem  die  Grösse 
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f=Cxf{u''  +  v^  + 


=  0  geworden  ist,*  werden  oflfenbar  die  u,  v,  w  ebenfalls  allent- 
halben =  0  sein.  D.  -h.  in  diesem  Augenblick  wird  in  der  be- 
trachteten elektrischen  Bewegung  ein  Ruhezustand  eintreten. 
Hieraus  aber  folgt,  auf  Grund  unseres  (in  der  Einleitung  ange- 
gebenen) ersten  allgemeinen  Satzes,  dass  für  die  durch  die 
Potentialfunction  (4)  repräsentirten  Kräfte  ein  Gleichgewichts- 
zustand existirt. 

Hiermit  sind  wir  schliesslich  zu  demselben  Resultat  gelangt, 
wie  im  vorigen  Paragraph. 

Die  gegenwartige  Methode  aber  hat  den  grossen  Vorzug, 
dass  sie  ohne  besondere  Mühe  auf  viel  aligemeinere  Potential- 
functionen,  und  zugleich  auch  auf  ein  System  von  beliebig  vielen 
Conductoren  und  Isolatoren  anwendbar  ist.  So  z.  B.  ergiebt  sich 
mittelst  dieser  Methode,  wie  ich  bei  einer  späteren  Gelegenheit 
darzulegen  gedenke,  folgendes  Theorem. 

EnteB  Theorem.  —  Es  sei  gegeben  ein  System  von  beliebig 
vielen  festaufgestelUen  Conductoren  und  Isolatoren.  Jeder  Isolator 
sei  (theils  in  seinem  Innern^  theils  an  seiner  Oberfläche)  mit  einer 
festen  elektrischen  Vertheilung  versehen.  Andererseits  sei  jeder 
Ck>ndw:tor  entweder  zur  Erde  abgeleitet^  oder  aber  isolirt  und  mit 
einer  gegebenen  Elektricitätsmenge  geladen. 

Alsdann  wird  für  dieses  System,  unter  Zugrundelegung  der 
Potentialfunction : 

(*  < )  9>  M  =  — ;:-  +  —7-  +  -—  +  •  •  •  , 

stets  ein  elektrischer  Gleichgewichts  zustand  existiren,  falls 
nur  die  Constanten  «,/?,/,...  alle  positiv ,  und  überdies  die  Con- 
stanten  A,  Bj  C,  ...  alle  von  einerlei  Vorzeichen  sind. 

Auch  kann  man,  unter  Anwendung  der  in  diesem  Aufsatz 
von  mir  angegebenen  Httlfsmittel,  mit  ziemlicher  Leichtigkeit 
zu  folgendem  zweiten  Theorem  gelangen: 

Zweites  Theorem.  —  Man  halte  fest  an  den  Vorstellungen 
des  vorhergehenden  Tffeorems. 

Alsdann  wird  für  das  betrachtete  System,  unter  Zugi^nde- 
legung  der  Potentialfunction : 

.ie-«^      Be'l^''       Ce-y 
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stets  nur  ein  einziger  elektrischer  Gleichgewichtszustand  möglich 
sein,  —  wiederum  vorausgesetzt,  dass  die  Constanten  a,  /J,  y,  ..• 
alle  positiv,  und  die  Constanten  A,  B,  C, ...  alle  von  einerlei 
Vorzeichen  sind. 

Diese  beiden  Theoreme  bilden  den  eigenUichen  Haupi- 
gegenstand  meiner  Mittheilung.  Und  die  vorangeschickten  Ex- 
positionen dürften  über  den  Weg,  auf  welchem  man  zu  diesen 
Theoremen  gelangen  kann,  eine  ungefähre  Vorstellung  zu  geben 
geeignet  sein. 


G.  Scheffers,  Eifie  Abbildung  der  Geraden  des  Raumes  in 
der  Ebene. 

Uebertragungsprincipe,  insbesondere  Abbildungen,  erweisen 
sich  häufig  als  ntttzlich ,  wenn  es  sich  darum  handelt,  aus  schon 
bekannten  Sätzen,  die  sich  auf  ein  betimmtes  Gebiet  der  Mathe- 
matik beziehen,  neue  Sätze  abzuleiten,  die  sich  auf  ein  anderes 
Gebiet  beziehen ,  das  gerade  erforscht  werden  soll.  Dass  die 
Punkte  und  Bertthrungstransformationen  in  dieser  Weise  eine 
äusserst  wichtige  Rolle  spielen ,  ist  namentlich  aus  den  Unter- 
suchungen Lib's,  die  zu  vielen  vorher  unbekannten  Beziehungen 
zwischen  scheinbar  ganz  heterogenen  Gebieten  geführt  haben, 
längst  bekannt. 

Man  konnte  selbstverständlich  den  Transformationsbegriff 
ohne  weiteres  verallgemeinern,  man  könnte  anstelle  der  Punkt- 
und  Bertthrungstransformationen  solche  Operationen  betrachten, 
die  irgend  eine  vorgelegte  Mannigfaltigkeit  von  Objecten  in  eine 
andere  Mannigfaltigkeit  von  Objecten  überführen.  Es  wäre  aber 
gewiss  nicht  angebracht,  solche  Operationen  ganz  willkürlich 
auszuwählen.  Eine  innere  Berechtigung  wird  man  ihnen  viel- 
mehr erst  dann  zugestehen,  wenn  ihre  Anwendung  aus  ver- 
häitnissmässig  einfachen  Beziehungen  zwischen  den  Objecten  der 
einen  Mannigfaltigkeit  wiederum  einfache  Beziehungen  zwischen 
den  Objecten  der  anderen  Mannigfaltigkeit  liefert.  In  der  That 
weist  die  Mathematik  eine  grosse  Anzahl  derartiger  Ueber- 
tragungsprincipe  auf,  die  gerade  diese  Bedingung  erfüllen  und 
sich  infolge  dessen  nützlich  gezeigt  haben.  Es  soll  aber  hier  nicht 
näher  auf  dieselben  eingegangen  werden. 
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Die  soeben  gemachten  allgemeinen  Bemerkungen  sollen 
vielmehr  nur  dazu  dienen,  einer  ganz  speciellen  Abbildungs- 
methode, die  im  Folgenden  besprochen  wird,  ihre  Daseins- 
berechtigung zu  sichern.  Diese  Methode  besteht  darin,  dass 
jeder  Geraden  im  Räume  in  gewisser  Weise  ein  Punktepaar  und 
sodann  in  zweiter  Linie  ein  Geradenpaar  in  der  Ebene  zugeord- 
net wird  und  umgekehrt.  Eine  solche  Zuordnung  wttrde  keinen 
sonderlichen  Werth  haben,  wenn  sich  nicht  zeigte,  dass  sie  in 
der  That  aus  einfachen  Beziehungen  zwischen  den  Geraden  des 
Raumes  einfache  Beziehungen  zwischen  den  Geradenpaaren  der 
Ebene  abzuleiten  gestattet.  Die  hier  zu  besprechende  Abbildung 
ist,  wie  gesagt,  sehr  s[)ecieller  Art.  Es  scheint  aber,  dass  ihre 
Anwendung  namentlich  für  die  Theorie  des  tetraedralen  Com- 
plexes  Nutzen  gewahrt.  Es  zeigt  sich  nSmiich,  dass  bei  der 
Abbildung  alle  Geraden  eines  tetraedralen  Gomplexes  in  solche 
Geradenpaare  der  Ebene  übergehen,  die  einen  constanten 
Winkel  bilden. 

Leider  muss  ich  mich  darauf  beschranken,  hier  nur  in  aller 
Kürze  diese  Abbildung  zu  besprechen.  Ich  behalte  mir  vor,  bei 
anderer  Gelegenheit  darauf  zurückzukommen. 


Eine  Gerade  im  Räume  ist  durch  vier  wesentliche  Goordi- 
naten  bestimmt.  Dasselbe  gilt  von  einem  Punktepaar  in  der 
Ebene  oder  von  einem  Geradenpaar  in  der  Ebene.  Daraus  folgt, 
dass  sich  die  oo*  Geraden  des  Raumes  ein-eindeutig  auf  die 
oo*  Punktepaare  oder  auch  auf  die  oo*  Geradenpaare  der  Ebene 
beziehen  lassen.  Obgleich  wir  die  spateren  Ergebnisse  auch  bei 
Zugrundelegung  allgemeinerer  Abbildungsarten  ableiten  könnten, 
wollen  wir  doch  diese  Abbildungen  in  folgender  specieller 
Weise  bewirken: 

Es  seien  ,t,  i/,  z  gewöhnliche  rechtwinklige  Punktcoordi- 
naten.     Eine  beliebige  Gerade 

[\)  x  =  rz-t-?,  y  T=  sz-\'  a 

schneidet  die  Ebene  js  ss  0  im  Punkte  07==^,  y  =  o  und  die  zu 
dieser  Ebene  parallele  Ebene  2  =  1  im  Punkte  x  ^=  r  +  q, 
y  =  s  +  a.  Projicieren  wir  letzteren  Punkt  auf  die  erstere 
Ebene  5  =  0,  so  haben  wir  also  aus  den  Gleichungen  (4)  einer 
Geraden  die  Coordinaten  zweier  Punkte 
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(2)  x  =  p,  y  =  o  und  flc=r4-p,  y  =  s  +  (T 

in  der  Ebene  2  =  0  abgeleitet.  Sind  umgekehrt  diese  beiden 
Punkte  gegeben,  so  ist  damit  auch  die  Gerade  [\)  völlig  be- 
stimmt, wie  man  sowohl  analytisch  wie  geometrisch  sofort  er- 
kennt. 

Wir  haben  somit  eine  ein-eindeutige  Beziehung  zwischen  den 
Geraden  (1 )  des  Raumes  und  den  Punktepaaren  (2)  der  Ebene  her- 
gestellt. Diese  Beziehung  ist  natürlich  nicht  neu,  sie  wird  z.  B.  in 
der  darstellenden  Geometrie  gelegentlich  benutzt. 

Wollen  wir  nun  aber  die  Gerade  (1)  ein-eindeutig  auf  die 
Geradenpaare  der  Ebene  z  =  0  beziehen ,  so  können  wir  dies 
erreichen,  wenn  wir  nachträglich  in  der  Ebene  x=0  eine  Dualität 
ausüben,  also  etwa  jedem  Punkt  seine  Polare  hinsichtlich  eines 
gegebenen  Kegelschnittes  zuordnen,  so  dass  das  Punktepaar  (2) 
in  ein  Geradenpaar  übergeht.  Diese  Transformation  durch  re- 
ciproke  Polaren  wählen  wir  so,  dass  bei  ihr  die  x-Axe  und  die 
r/-Axe  in  die  imaginären  unendlich  fernen  Kreispunkte  der 
Ebene  z  =  0  übergehen,  indem  wir  den  Kegelschnitt 

(3)  .  x*  +  2ixy  +  y*  =  \ 

zu  Grunde  legen.  Die  beiden  Punkte  (2)  haben  in  Bezug  auf 
(liesen  Kegelschnitt  die  Polaren 

(Q  +  ia)x  +  {iQ  4-(T)j/  =  1, 

(r  +  ?  +  i{s  +  o))x  +  (i(r  +  Q)  +  s  +  a)y=\. 

Wenn  wir  nun  in  der  Ebene  ;?  =  0  unter  u,  v  die  Linien- 
coordinaten  der  Geraden 

ux  +  vy  +  \  =0 

verstehen,  so  sehen  wir,  dass  das  Punktepaar  (2)  bei  der  Trans- 
formation durch  reciproke  Polaren  in  das  Geradenpaar  über- 
geht: 

j  u  =  —  Q  —  t(T ,     V  =  —  iQ  —  a  und 

(  w  =  —  r  —  ^  —  i  (5  +  a) ,      t;  =  —  '('*  +  ?)  —  s  ■—  a  . 

Somit  ist  jetzt  jeder  Geraden  (1 )  des  Raumes  ein  Geradenpaar 

(4)  in  der  Ebene  zz=0  zugeordnet,  und  diese  Zuordnung  ist  ein-^in- 
deutig. 
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Im  Folgenden  sollen,  wenn  g  eine  Gerade  (4)  des  Raumes 
darstellt ,  die  Punkte  des  Punktepaares  (2)  mit  G^ ,  G,  und  die 
Geraden  des  Geradenpaares  (4)  mit  g^,  g,  bezeichnet  werden. 
Es  ist  zu  beachten,  dass  bei  den  beiden  Abbildungen  die  Reihen- 
folge der  beiden  Punkte  bezw.  Geraden  wesentlich  ist.  Wir 
unterscheiden  daher  jedesmal  einen  Anfangs-  und  Endpunkt  bezw, 
eine  Anfangs-  und  Endgerade  des  Paares.  Es  ist  ferner  zu  be- 
achten, dass  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  s  =  0  beider 
angewandten  Transformation  durch  reciproke  Polaren  in  den 
Anfangspunkt  0  ttbergeht.  Als  Scheitel  eines  Geradenpaares  g„ 
g,  bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  von  g^  und  g,. 

Eine  erste  Frage  ist  nun  die,  wie  die  Bilder  zweier  Geraden 
beschaffen  sind,  wenn  die  Geraden  einander  schneiden.  Wenn 
zwei  Geraden  g,  h  im  Räume  einander  schneiden,  so  liegen  die 
Punktepaare  G^^  G,  und  H^^  11^  offenbar  so,  dass  G^  H^  ||  G^H^ 
ist.  Bei  der  angewandten  Dualität  gehen  G^,  G,,  H^^  H^  in  g,,  g«, 
^,,  ^,  aber,  die  Gerade  G,  H^  wird  zum  Schnittpunkt  von  g^  und 
^^  und  die  Gerade  G,  H^  zum  Schnittpunkt  von  g,  und  ^,.  Da 
die  beiden  Geraden  G^H^  und  G,//,  einen  unendlich  fernen 
Punkt  gemein  haben  sollen,  aber  die  unendlich  ferne  Gerade  in 
0  ttbergeht,  so  ergiebt  sich,  dass  fttr  das  Schneiden  zweier 
Graden  im  Räume  das  folgende  Kriterium  bei  der  Abbildung  als 
Geradenpaare  gilt: 

Zwei  Geradeti  g,  h  im  Räume  schneiden  sich  dann  und  nur 
dann,  wenn  ihre  Bild-Geraden  g^,  g,;  ^^,  1^,  so  liegen,  dass  der 
Schnittpunkt  der  beiden  Anfangsgeraden  g^,  1^,  mit  dem  Schnitt- 
punkt der  beiden  Endgeraden  g,,  1^,  auf  einer  Geraden  durch 
0  liegt. 

Fassen  wir  femer  alle  Geraden  in  einer  Ebene  des  Raumes 
ins  Auge,  so  finden  wir: 

Allen  Geraden  einer  Ebene  entsprechen  alle  die  Geradenpaare 
in  der  Bildebene,  deren  Anfangsgeraden  durch  einen  bestimmten 
Punkt  gehen ,  und  deren  Endgeraden  ebenfalls  durch  einen  fte- 
stimmten  Punkt  gehen.  Diese  beiden  Punkte  sind  nur  der  einen 
Beschränkung  unterworfen ,  dass  ihre  verbindende  Gerade  durch 
0  gehen  muss. 

Wir  können  also  sagen :  Das  Bild  einer  Ebene  ist  ein  Punkte- 
paar, das  auf  einer  Geraden  durch  0  liegt. 

Femer  ergiebt  sich : 

Allen  Geraden  durch  einen  Punkt  des  Raumes  entsprechen 
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alle  die  Geradenpaare  g^,  g,  in  derEbefie,  die  zwei  parallele  feste 
Geraden  jedesmal  in  Punkten  P^ ,  P,  derart  schneiden^  dass 
OP,  II  g,  und  OP^  II  g,  ist. 

Das  Bild  eines  Punktes  des  Raumes  ist  mithin  ein  Paar  von 
Parallelgeraden. 

Eine  Schar  von  c»^  Geraden  des  Raumes,  also  eine  Regel- 
flKche ,  stellt  sich  dar  als  eine  Schar  von  oo*  Geradenpaaren  in 
der  Ebene.  Soll  die  Flache  insbesondere  eine  abwickelbare 
sein ,  so  müssen  je  zwei  unendlich  benachbarte  Geradenpaare 
der  Schar  die  oben  aufgestellte  Bedingung  des  Schneidens  er- 
ftlUen.  Ist  dies  der  Fall,  so  stellen  sie  zugleich  das  Bild  einer 
Raumcurve,  der  Rttckkehrcurve  der  abwickelbaren  Fläche,  dar. 
Da  die  Anfangsgeraden  der  oo^  Geradenpaare  eine  Curve  um- 
hüllen werden  und  ebenso  die  Endgeraden,  so  folgt  also : 

Allen  Tangenten  einer  Raumcurve  entsprechen  alle  diejenigen 
Tangentenpaare  g^,  g,  an  ein  Curvenpaar  c^,  c,  in  der  Ebene^  die 
in  Punkten  berühren ,  die  jedesmal  auf  einer  Geraden  durch  0 
liegen. 

Eine  Raumcurve  wird  also  im  Allgemeinen  eindeutig  als 
Curvenpaar  in  der  Ebene  cAgebildet.  Ist  die  Raumcurve  in  einer 
Ebene  gelegen,  so  reduciren  sich  nach  dem  Obigen  die  beiden 
Curven  c^y  c,  auf  Punkte  und  es  folgt: 

Allen  Tangenten  einer  im  Räume  gelegenen  ebenen  Curve 
entsprechen  oo*  Geradenpaare,  deren  Anfangsgeraden  durch  einen 
bestimmten  Punkt  P^  gehen  und  deren  Endgeraden  ebenfalls  durch 
einen  bestimmten  Punkt  P^  gehen.  Diese  beiden  Punkte  sind  nur 
der  einen  Beschränkung  unterworfen,  dass  ihre  Verbindende  durch 
0  gehen  muss. 

Jedes  Geradenpaar  g^,  g^  hat  einen  Schnittpunkt,  den  wir 
oben  als  Scheitel  bezeichnet  haben.  Bei  der  soeben  besproche- 
nen Abbildung  der  Tangenten  einer  ebenen  Curve  liegen  oo* 
solche  Schnittpunkte  vor.  Sie  werden  eine  Curve  C  bilden. 
Also  können  wir  auch  sagen : 

Jede  im  Räume  gelegene  ebene  Curve  wird  eindeutig  ab- 
gebildet  durch  den  Inbegriff  einer  Curve  C  und  zweier  Punkte  P^ , 
P,,  die  mit  0  auf  einer  Geraden  liegen. 

Uebrigens  ist  es  nicht  schwer  zu  beweisen,  dass  hierbei  die 
Curve  C  von  m*^  Ordnung  und  n'**"  Classe  ist,  sobald  die  ge- 
gebene Curve  von  n*^  Ordnung  und  m^^  Classe  ist.  Insbesondere 
folgt  also : 
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Jeder  im  Räume  gelegene  Kegelschnitt  wird  eindeutig  ab- 
gebildet als  der  Inbegriff  eines  Kegelschnittes  und  eines  solchen 
Ptmktepaares ,  das  mit  0  auf  einer  Geraden  liegt.  In  der  Ebene 
giebt  es  oo^  Kegelschnitte  und  oo^  derartige  Punktepaare,  also 
oo^  Kegelschnitte,  verknüpft  mit  solchen  Punktepaaren.  Damit 
steht  im  Einklang,  dass  es  im  Räume  oo^  Kegelschnitte  giebt. 

Ein  Liniencomplex  wird  durch  c»^  Geradenpaare  ab- 
gebildet. Soll  der  Complex  vom  7i^^^  Grade  sein,  so  müssen  die 
Geraden  des  Complexes,  die  in  einer  beliebigen  Ebene  liegen, 
eine  Curve  n^^'  Classe  umhüllen.  Nach  dem  Vorhergehenden 
ergiebt  sich  also : 

Ein  Liniencomplex  n****  Grades  wird  derart  abgebildet  als 
eine  Schar  von  oo*  Geradenpaaren ,  dass  der  Ort  der  Scheitel 
derjenigen  Geradenpaare,  die  durch  zwei  mit  0  auf  gerader  Linie 
gelegene  Punkte  gehen,  stets  eine  Curve  n***'  Ordnung  ist. 

Jeder  lineare  Complex  wird  also  durch  oo*  Geradenpaare 
repräsentirt,  die  so  liegen,  dass  die  Scheitel  d«'  Geradenpaare^ 
die  durch  zwei  mit  0  auf  gerader  Linie  gelegene  Punkte  gehen, 
stets  eine  Gerade  bilden. 

Betrachten  wir  insbesondere  einen  tetraedralen  Linien- 
complex. Rin  solcher  besteht  bekanntlich  aus  allen  oo'  Geraden, 
die  ein  gegebenes  Tetraeder  in  constantem  Doppelverhältniss 
schneiden,  und  zu  jedem  Tetraeder  gehören  mithin  oo*  tetrae- 
drale  Complexe.  Das  Tetraeder  können  wir  in  bestimmter 
Weise  wählen.  Aus  den  Complexen,  die  diesem  Tetraeder  zu- 
gehören, lassen  sich  ja  alle  tetraedrale  Complexe  durch  pro- 
jective  Transformation  ableiten.  Wir  wählen  als  die  Ebenen 
des  Tetraeders  die  Ebenen  ^  =  0  und  z=\  sowie  die  Ebenen 
a;  =  0  undy=0.  Das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte,  in 
denen  eine  beliebige  Gerade  g  die  Tetraederebenen  schneidet, 
ist  gleich  dem  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte,  die  durch 
Projection  dieser  Punkte  auf  die  Ebene  j8  =  0  hervorgehen. 
Zwei  dieser  Punkte  sind  die  Punkte  G,,  G^,  die  beiden  anderen 
die  Schnittpunkte  der  Geraden  G^G^  mit  den  Coordinatenaxen 
in  der  Ebene  js  =  0.  Bei  der  Dualität  gehen  nun  diese  Coordi- 
natenaxen in  die  imaginären  unendlich  fernen  Kreispunkte 
über,  während  das  Punktepaar  G^,  G^  in  ein  Geradenpaar  g,,  g, 
verwandelt  wird.  Das  Doppelverhältniss  wird  also  gleich  dem 
Doppelverbältniss  der  Geraden  g,,(;,  und  der  beiden  Minimal- 
geraden,    die   durch  den    Scheitel    von   g^,  g^  gehen.     Dieses 
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DoppelverhaUniss  ist  aber  bekanntlich  eine  Function  des  Winkels 
der  Geraden  g«,  g,.    Daraus  folgt: 

Jeder  der  c»*  tetraedralen  Complexef  die  zu  dem 
gewählten  Tetraeder  gehören,  bildet  sich  ab  als  die 
Gesammtheit  aller  der  Geradenpaare  g^,  g,  der 
Ebene,  die  einen  constanten  Winkel  bilden. 

Insbesondere  ergeben  sich  rechte  Winkel,  wenn  das  Doppel- 
verhaltniss  harmonisch  ist.    Aus  dem  dem  Obigen  folgt  ferner : 

Der  Kegelschnitt,  den  die  Geraden  eines  tetraedralen  Com- 
plexes  in  einer  Ebene  umhüllen,  bildet  sich  ab  als  ein  Kreis  mit  einem 
darauf  markirten  Punktepaar  P,,  P^,  das  mit  0  auf  einer 
Geraden  liegt.  Die  C!omplexgeraden  in  der  gewählten  Ebene 
bilden  sich  nämlich  ab  als  die  Geradenpaare,  deren  Scheitel  auf 
diesem  Kreise  liegen  und  die  durch  P,,  P,  gehen. 

Es  giebt  bekannntlich  eine  dreigliedrige  projective  Gruppe, 
die  das  gewählte  Tetraeder  invariant  lässt  und  mithin  auch 
jeden  der  cx)^  tetraedralen  Gomplexe  in  sich  überführt.  Es  fragt 
sich  j  was  für  eine  Gruppe  von  Transformationen  dieser  Gruppe 
bei  der  Abbildung  in  der  Ebene  entspricht.  Dabei  ist  zu  be- 
achten, dass  diese  Transformationen  in  der  Bildebene  nicht  noth- 
wendig  Punkt-  oder  Geraden-  oder  Berührungs-Transformationen 
sein  werden.  Da  nämlich  die  projectiven  Transformationen  des 
Raumes  jede  Gerade  in  eine  Gerade  überführen ,  so  führen  die 
entsprechenden  Transformationen  in  der  Bildebene  jedes 
Geradenpaar  in  ein  Geradenpaar  über.  Diese  Transformationen 
sind  also  nur  insofern  Transformationen  in  der  Bildebene,  als 
man  die  oo*  Geradenpaare  der  Ebene  als  die  Elemente  der 
Ebene  auffasst.  Da  nun  eine  projective  Transformation  des 
Raumes  definirt  werden  kann  als  eine  Transformation,  die  jede 
Gerade  in  eine  Gerade  und  einander  schneidende  Geraden  in 
ebensolche  verwandelt,  so  folgt: 

Einer  projectiven  Transformation  des  Raumes  entspricht  eine 
solche  Transformation  der  Geradenpaare  in  der  Ebene,  der  gegen- 
über das  oben,  S.  204,  aufgestellte  Kriterium  des  Schneidens  in- 
variant ist. 

Eine  projective  Transformation  des  Raumes,  die  das  ge- 
wählte Tetraeder  invariant  lässt,  stellt  sich  im  Bilde  als  eine 
solche  Transformation  der  soeben  erwähnten  Art  dar,  die  jedes 
Geradenpaar  in  ein  derartiges  Geradenpaar  verwandelt,  das 
denselben  Winkel  hat  wie  das  ursprüngliche.  Man  findet,  dass 
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der  allgemeinsteD  projectiven  Transformation  des  Raumes,  die 
das  Tetraeder  invariant  lässt,  in  der  Bildebene  folgende  Trans- 
formation entspricht: 

Von  0  aus  werden  die  Anfangsgeraden  aller  Paare  vermöge 
einer  Streckung  der  Ebene  [Aehnlichkeitstransformation ,  beider 
0  festbleibt)  in  parallele  Geraden  verschoben.  Dasselbe  geschieht 
mit  den  Endgeraden  aller  Paare ,  aber  hier  kann  die  Streckung 
eine  andere  sein.  Schliesslich  werden  die  transformirten  Geraden- 
paare  einer  beliebigen  Rotation  um  0  unterworfefx. 

Betrachten  wir  ferner  eine  Gurve  eines  unserer  tetraedralen 
Complexe.   Nach  dem  Früheren  ergiebt  sich : 

Eine  Curve  eines  unserer  tetraedralen  Complexe  bildet  sich 
als  ein  Curvenpaar  c^,  c,  von  der  Beschaffenheit  ab,  dass  die 
Curventangenten  in  den  Piinktenj  in  denen  ein  Strahl  von  0  aus 
die  Curven  trifft^  einen  constanten  Winkel  einschliessen. 

Wir  brechen  hiermit  diese  gedrängte  Uebersicht  über  die 
Beziehungen  zwischen  dem  Räume  und  der  Ebene  bei  der  vor- 
liegenden Abbildung  ab,  indem  wir  nur  andeuten,  dass  z.  B.  den 
Transformationen  der  Ebene,  die  jeden  Witikel  in  einen  Winkel 
derselben  Grösse  tiberführen,  interessante  Transformationen  der 
Geraden  des  Raumes  entsprechen,  die  jeden  unserer  tetraedralen 
Complexe  in  sich  verwandeln.  Wie  man  weiss,  steht  der  te- 
traedrale  Gomplex  in  naher  Beziehung  zu  einem  System  con- 
focaler  Flächen  zweiten  Grades,  indem  er  nämlich  aus  allen 
Normalen  dieser  Flächen  besteht.  Da  jede  Fläche  zweiten 
Grades  zwei  Scharen  von  ebenen  Erzeugenden  enthält,  und  da 
letztere  durch  unsere  Abbildung  als  Geradenpaare  dargestellt 
werden  können,  so  fragt  es  sich,  welche  Scharen  von  Geraden- 
paaren jenen  Flächen  zweiten  Grades  entsprechen.  Man  findet, 
dass  sich  diese  Flächen  gewissermassen  als  Paare  von  gleich- 
seitigen Hyperbeln  abbilden,  von  denen  die  Hyperbeln  jedes 
Paares  gemeinsame  Asymptoten  durch  0  haben,  aber  um  einen 
Rechten  gegen  einander  gedreht  erscheinen. 

Doch  würde  auf  diese  und  andere  Punkte  bei  anderer  Ge- 
legenheit genauer  einzugehen  sein. 


Sophas  Lie»  Bestimmung  aller  Flächen^  die  eine  continuirliche 
Schaar  von  projectiven  Transformationen  gestatten. 

Es  ist  eine  altbekannte  Thatsache,  dass  eine  allgemeine 
Fläche  zweiten  Grades  des  gewöhnlichen  Raumes  oo^  projective 
Transformationen  gestattet,  die  in  zwei  Schaaren  zerfallen;  eben- 
so dass  jeder  Kegel  zweiten  Grades  c»^  derartige  Transforma- 
tionen *zulässt.  Es  ist  ferner  langst  bekannt,  dass  es  noch  weitere 
Flachen  giebt,  die  unendlich  viele  projective  Transformationen 
gestatten.  Dies  ist  ja  insbesondere  der  Fall  mit  der  Ebene,  der 
Developpablen  einer  gewundenen  Gurve  dritter  Ordnung,  endlich 
auch  mit  allen  Regelflächen. 

Nachdem  ich  in  den  Jahren  1869 — 70  die  allgemeinen 
Begriffe  infinitesimale  Transformation  und  eingliedrige  Gruppe 
entwickelt  hatte,  war  die  Bestimmung  aller  Flächen,  die  unend- 
lich viele  Transformationen  einer  gegebenen  continuirlichen 
Gruppe  G  gestatten,  implicite  geleistet.  Denn  jede  derartige 
Fläche  gestattet  eo  ipso  alle  Transformationen  einer  gewissen 
eingliedrigen  Untergruppe  g  und  ist  somit  von  den  zugehörigen 
Bahncurven  erzeugt. 

Mit  dieser  Bemerkung  war  die  Bestimmung  aller  Flächen 
geleistet,  die  oo*  Transformationen  der  betreffenden  Gruppe  G 
gestattet.  Wünscht  man  nun  unter  ihnen,  insbesondere  alle 
herauszugreifen,  die  mehr  als  oo*  etwa  c»^  Transformationen 
der  Gruppe  G  gestatten,  so  ist  es  von  vornherein  klar,  dass  die 
betreffenden  oo^  Transformationen  eine  7-gliedrige*Untergruppe 
gg  bilden,  und  dass  somit  das  neue  Problem  sich  unmittelbar 
erledigen  lässt,  sobald  alle  gr-gliedrigen Untergruppen  .7^  der  vor- 
gelegten Gruppe  G  gefunden  sind.  Nun  aber  gab  ich  schon  in 
meinen  ersten  Publicationen  ^)  ttber  die  allgemeine  Theorie  der 


4)  Gott.  Nachr.  Decbr.  4874;  Archiv  for  Math.  Bd.  I,  1876,  Christiania. 
Matli.-pLys.  ClaBse.     1895.  *  4  4 
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endlichen  continuirlichen  Gruppen  die  allgemeingültige  Be- 
stimmung aller  continuirlichen  Untergruppen  jeder  endlichen 
continuirlichen  Gruppe.  Hiermit  war  eo  ipso  auch  die  Bestimmung 
aller  Mannigfaltigkeiten  des  Raumes,  die  eine  continuirliche 
Schaar  von  Transformationen  einer  gegebenen  endlichen  con- 
tinuirlichen Gruppe  gestatten,  principiell  erledigt.    - 

Will  man  diese  allgemeine  Theorie  fUr  eine  bestimmte 
Gruppe  G  im  Einzelnen  durchführen,  so  muss  man  gewisse 
Rechnungen  ausführen,  die  oft  recht  umständlich  sein  können, 
wenn  sie  auch  immer  it ausführbar fi  sind,  sobald  die  endlichen 
Transformationen  der  gewählten  Gruppe  G  von  vornherein  be- 
kannt sind. 

Ganz  besonders  wichtig  ist  nun  die  Bestimmung  aller  Flächen 
im  Räume  xy  z,  die  eine  continuirliche  Schaar  von  projectiven 
Transformationen  gestatten.  Dieses  allgemeine  Problem  erledigte 
ich  im  Jahre  1 882  in  einer  Abhandlung,  die  im  Norwegischen 
Archiv  erschien;  der  Inhalt  dieser  Arbeit  ist  sodann  ohne 
wesentliche  Aenderung  reproducirt  im  dritten  Abschnitt  meiner 
Theorie  der  Transformationsgruppen.  An  diesen  beiden  Stellen 
zählte  ich  alle  Flächen  auf,  die  mehr  als  oo^  projective  Trans- 
formationen gestatten.  Ich  zeigte  ferner,  dass  bei  der  Bestimmung 
aller  Flächen  mit  oo*  projectiven  Transformationen  vier  verschie- 
dene Fälle  denkbar  sind,  dass  aber  zwei  unter  diesen  Fällen 
nur  solche  Flächen  liefern,  die  mehr  als  c»*  projective  Trans- 
formationen gestatten. 

Ich  fand  es  bei  jener  Gelegenheit  nicht  nothvvendig,  meine 
Erledigung  der  beiden  übrigen  Fälle  im  Detail  zu  veröffentlichen. 
Ich  beschränkte  mich  auf  die  Bemerkung,  dass  man  die  be- 
treffenden Flächen  findet,  indem  man  alle  transitiven  zweiglied- 
rigen  linearen  Gruppen 

1,2,3 

»,* 
1,2,3 
^l/'  =2  ^ik  ^i  Pk  +  ^Pi  +  UPt  +  ^Pi 

aufstellt  und  die  Losung  des  vollständigen  Systems 
gleich  einer  willkürlichen  Constanten  setzt. 
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Ich  fügte  hierzu  die  Bemerkung ,  dass  die  linearen  homo- 
genen Transformationen 

_  1,2,3  _  1,2,3 

eine  zweigliedrige  Gruppe  bestimmen  und  zeigte  andererseits, 
dass  alle  derartigen  Gruppen  X^f  X^f  ani  vierzehn  von  mir  be- 
stimmte kanonische  Formen  gebracht  werden  können. 

Hiermit  war  also  die  Bestimmung  der  nicht  hingeschriebenen 
Flächen  mit  gerade  oo*  projectiven  Transformationen  von  mir  auf 
die  Integration  gewisser  vollständiger  Systeme  mit  zwei  line- 
aren Gleichungen 

zurückgeführt. 

Ich  glaubte  damals,  dass  eine  mehr  detaillirte  Ausführung 
dieser  Theorie  von  meiner  Seite  unnothwendig  sei.  Defin  was 
noch  übrig  blieb,  waren  elementare  Rechfiungen,  die  jeder  tüchtige 
Student  im  fünften  Semester  durchführen  konnte^).  Da  ich  nun 
aber  in  Erfahrung  bringe,  dass  schon  mehrere  Mathematiker 
ohne  Erfolg  versucht  haben,  die  fehlenden  Rechnungen  durch- 
zuführen, da  es  auf  der  anderen  Seite  bei  der  Behandlung  vieler 
Probleme  nothwendig  oder  jedenfalls  nützlich  ist,  alle  Flächen 
mit  unendlich  vielen  projectiven  Transformationen  zu  kennen, 
so  sehe  ich  mich  jetzt  dazu  veranlasst,  meine  Bestimmung  aller 
derartigen  Flächen  in  extenso  zu  veröflTentlichen. 

Ich  versuche  dabei  die  Rechnungen  in  solcher  Weise  zu 
arrangiren,  dass  solche  Leser,  die  mit  der  bisherigen  Theorie 
der  Dififerentialgleichungen  wenig  vertraut  sind,  meine  Rech- 
nungen verstehen  resp.  controlliren  können.  Denn  das  möchte 
ich  ein  für  alle  mal  betonen,  dass  für  mich  die  Entwickelung 
neuer  Methoden  und  Theorien  die  Hauptsache  ist.     Wenn  ich 


A)  Zu  einigen  kritischen  Bemerkungen  des  Herrn  F.  Meter  muss  ich 
antworten,  dass  bei  der  Abfassung  meiner  Werke  u.  a.  die  Voraussetzung 
vorlag)  dass  meine  Leser  jedenfalls  D'Alembert's  Integration  von  gewöhn- 
lichen linearen  DifTerentialgieichungen  erster  Ordnung  mit  constanten  Goef- 
ßcienten  kennen.  Eine  Popularisirung  meiner  Theorien,  die  auf  Leser  be- 
rechnet ist,  die  nicht  einmal  derartige  elementare  Kenntnisse  besitzen,  er- 
scheint mir  unberechtigt. 
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gelegentlich  zeige,  dass  Probleme,  die  früher  jedenfalls  nicht 
ganz  einfach  waren,  bei  der  Verwerthung  meiner  Methoden  sich 
leicht  erledigen  lassen,  so  ist  es  immer  mein  Hauptzweck,  die 
Tragweite  meiner  Theorien  klar  zu  stellen.  Dabei  kann  es  wohl 
vorkommen,  dass  ich,  nachdem  ich  gezeigt  habe,  dass  es  bei  der 
Erledigung  eines  Problems  zweckmässig  ist,  etwa  fünfzig  ver- 
schiedene Unterfalle  für  sich  zu  behandeln,  hinterher  vergesse, 
einen  unter  diesen  Fallen  durchzunehmen.  Will  man  absolut 
sicher  sein,  alle  Möglichkeiten  berücksichtigt  zu  haben,  so  muss 
man  eine  unverhaltnissmässig  grosse  Zeit  verwenden,  die  ich 
glaube  besser  anwenden  zu  können. 

Dies  als  eine  allgemeine  persönliche  Bemerkung,  die  ins- 
besondere erklären  soll,  warum  ich  mich  im  Allgemeinen  auf 
die  Darstellung  meiner  allgemeinen  Theorien  beschränke.  Im  vor- 
liegenden Falle  glaube  ich  allerdings  garantiren  zu  können,  nicht 
allein  dass  die  angewandten  Methoden  richtig  und  zweckmässig 
sind,  sondern  auch,  dass  alle  Fälle  berücksichtigt  sind. 

Ich  resumire  zuerst  meine  an  den  angegebenen  Stellen  ver- 
öffentlichte Bestimmung  aller  Flächen  mit  mehr  als  oo*  projec- 
tiven  Transformationen. 

Sodann  bestimme  ich  in  Kapitel  \  alle  Flächen  mit  gerade 
oo*  projectiven  Transformationen,  die  nicht  alle  paarweise  ver- 
tauschbar sind.  Ich  finde  sieben  derartige  Flächentypen,  unter 
denen  vier  gar  keine  willkürliche  Constante  enthalten,  während 
in  den  drei  anderen  Fällen  jedesmal  eine  willkürliche  Constante 
auftritt. 

In  Kapitel  2  bestimme  ich  die  noch  fehlenden  Flächen 
mit  gerade  oo*  projectiven  Transformationen;  diese  Flächen 
lassen  sich  in  einfachster  Weise  dadurch  charakterisiren,  dass 
sie  eine  mehrgliedrige  continuirliche  projective  Gruppe  gestatten, 
und  dass  dabei  diese  Gruppe  nur  solche  Transformationen  ent- 
hält, die  paarweise  vertauschbar  sind.  Es  gilt  nämlich,  wie 
schon  meine  ersten  hierher  gehörigen  Untersuchungen  zeigen,  der 
beachtenswerthe  Satz ,  dass,  wenn  eine  Fläche  nur  solche  pro- 
jective Transformationen  gestattet,  die  paarweise  vertauschbar 
sind,  dass  dann  die  Anzahl  dieser  Transformationen  nie  oo* 
übersteigt.  Dabei  ist  selbstredend  zu  beachten,  dass  wir  voraus- 
setzen, dass  die  betreffenden  Transformationen  keine  discon- 
tinuirliche  Gruppe   bilden.     Man   kann  ja  z.   B.  Flächen   con- 
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strairen,  die  eine  diseoDtinuiHiche  Gruppe  von  oo*  Translationen 
gestatten  *). 

Endlich  bringe  ich  der  Vollständigkeit  wegen  im  Kapitel  3 
alle  infinitesimalen  projectiven  Transformationen  auf  kanonische 
Formen  und  bestimme  gleichzeitig  die  zugehörigen  Bahncurven, 
sowie  die  zugehörigen  invarianten  Flächen. 

Wenn  eine  Fläche  des  Raumes  xyz  mehr  als  oo*  projective 
Transformationen  gestattet,  so  ist  sie,  wie  wir  gezeigt  haben, 
immer  eine  Regelfläche  und  zwar 

entweder  eine  allgemeine  Fläche  zweiten  Grades  mit  oo* 
projectiven  Transformationen  (die  in  zwei  getrennte  Schaaren 
zerfallen), 

oder  eine  Cayley'sche  Regelfläche  dritten  Grades  mit  oo' 
projectiven  Transformationen, 

oder  die  Developpable  einer  gewundenen  Curve  dritter  Ord- 
nung mit  oo'  projectiven  Transformationen, 
oder  ein  Kegel  zweiten  Grades  mit  oo'  projectiven  Trans- 
formationen, 

oder  ein  Kegel,  dessen  dualistische  Figur  eine  ebene 
Curve  ist,  die  durch  die  beiden  Gleichungen  2  =  0, 
y  =z  Ax^,  oder  durch  die  Gleichungen  «  =  0,  y  =  A(^ 
dargestellt  werden  kann.  Ein  solcher  Kegel  gestattet  oo^ 
projective  Transformationen, 

oder  ein  Kegel,  der  von  den  schon  genannten  Kegeln  ver- 
schieden ist,  und  somit  nur  oo^  projective  Transformationen 
gestattet, 

oder  endlich  eine  Ebene  mit  cx)**  projectiven  Transfer^ 
mationen. 

In  dieser  Arbeit  bestimmen  wir  zunächst  alle  Flächen,  die 
gerade  oo*  projective  infinitesimale  Transformationen  gestatten. 


4)  Sind  etwa  <p^  {x)  (p^ix)  <p^{x)  drei  unabhängige  ABEL*sche  Integrale 
erster  Gattung,  die  zu  einer  allgemeinen  Curve  vierter  Ordnung  geboren, 
so  bestimmen  drei  Gleichungen  von  der  Form: 

eine  Punkttransformation  zwischen  den  Räumen  XiX^x^  und  fjlsfa,  die 
für  die  Theorie  der  ÄBEL'schen  Functionen  wichtig  ist.  In  meinen  Vor- 
lesungen über  Translationsflächen  beschäftigte  ich  mich  eingehend  mit 
dieser  Transformation,  sowie  den  entsprechenden  Beziehungen  im  Räume 
X*  x^. , ,  Xfi . 
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Diese  Transformationen  bilden  eo  ipso  eine  zweigliedrige  Gruppe 
mit  zwei  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 

.Y./'und  V, 

die  entweder  die  Relation 

X,XJ-X,XJ=XJ 

oder  aber  die  Relation 

erfüllen.  Da  in  beiden  Fällen  (mindestens)  eine  Ebene  invariant 
bleibt  y  die  wir  ins  Unendliche  verlegen  können,  so  dtlrfen  wir 
annehmen )  dass  X^f  und  X^f  linear  sind.  Wir  müssen  dabei 
erinnern,  dass  weder  X^  f  noch  X^f  die  Form 

a[xp  +  yq  +  zr)  +  6/?  +  cg  +  dr 

besitzen  kann;  sonst  wäre  nämlich  die  betreffende  Fläche  ein 
Kegel  oder  Cylinder  und  gestattete  in  Folge  dessen  mindestens 
oo*  projective  Transformationen. 

Kapitel  I. 

Bestimmiing  aller  Flächen  mit  oo*  projectiven  Transformationen, 
die  nicht  sämmtlich  paarweise  vertanschbar  sind. 

Wir  bestimmen  in  diesem  Kapitel  alle  Flächen,  die  zwei 
und  nur  zwei  infinitesimale  projective  Transformationen  XJ 
und  .Y,/*  gestatten,  die  die  Bedingungsgleichung: 

X,XJ-X,XJ=XJ 

erfüllen.     Nach  dem  Vorhergehenden  können  wir  dabei  ohne 
Beschränkung  annehmen,  dass  A'j/'und  X^f  linear  sind. 
Besitzen  A^/'und  A',/'die  Form 

+  («fts^  +  &Ä3  2/  +  Ck^z)  r  +  aj,p  +  bj,q  +  c,,r , 

so  erfüllen  die  entsprechenden  linearen  homogenen  Transfor- 
mationen 

hf=  («A4  ^  +  hiy  +  Cki  «)p  +  K,^  +  ^ktV  +  Ck%^)q 
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eo  ipso  die  Relation 

und  erzeugen  somit  ihrerseits  eine  Gruppe ,  die  unter  den  ge- 
machten Voraussetzungen  sicher  zweigliedrig  ist.  In  älteren 
Arbeiten  habe  ich  nun  gezeigt,  dass  alle  zweigliedrige  lineare 
homogene  Gruppen  X^fX^f  ajxf  eine  unter  den  vier  folgenden 
kanonischen  Formen  gebracht  werden  können: 


sp  +  xq,  yq^  zr  +  aU 


zq,  xp  +  (x  +  y)q  +  aU 


^9,  ^p  +  yq  +  ccU 


zq,  axp  +  {y+^)yq  +  yzr 


wo  zur  AbktLrzung  U  statt  xp  +  yq  ■+-  zr  gesetzt  ist. 

Wir  ertheilen  also  X,/'und  Ä,/' nach  und  nach  die  hier 
aufgestellten  Formen  und  addiren  jedesmal  zu  X^f  resp.  X^f 
einen  Ausdruck  nullter  Ordnung 

Lp  +  Mq  +  Nr. 

Sodann  versuchen  wir,  die  hierdurch  erhaltenen  infinitesi- 
malen Transformationen  X^f  und  X^f  durch  passende  Coordi- 
natenwahl  auf  möglichst  einfache  Formen  zu  bringen.  Nachdem 
in  dieser  Weise  unsere  linearen  Gruppen  X^fy  A',/'auf  kanonische 
Formen  gebracht  sind,  bestimmen  wir  die  zugehörigen  in- 
varianten Flächen,  und  schliessen  selbstverständlich  unter 
ihnen  alle  aus,  die  mehr  als  oo*  projective  Transformationen 
gestatten. 

§<• 

Wir  ertheilen  X,/'und  X^f  die  Form 

'^4/ ==  zp  +  xq  +  Ap  +  Bq+Cr 

^J=  yq-»r  +  aU+Lp  +  Mq  +  Nr; 

indem  wir  sodann  z  +  A  als  neues  z  und  ac  +  Ä  als  neues  x 
einfahren,  sehen  wir,  dass  wir  ohne  Beschränkung 

/l  =  0  ,     B  =  0 

und  dementsprechend 
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Xj=zp+xq+Cr 

Xtf=y9  —  ^r  +  aU+  Lp  +  Mq  +  Nr 

setzen  können.    Sodann  bilden  wir  die  Relation: 

X,XJ-X,XJ=XJ, 

oder  durch  Ausführung : 

zp  +  xq-{'  C{a  —  i)r  —  Np  —  Lq  ^=  zp  +  xq+  Cr. 

Diese  Relation  zerlegt  sich  in  die  drei  Gleichungen 

(1)  iV=0,     L  =  0,     C(a— 2)  =  0, 

die  uns  zeigen,  dass  es  naturgemass  ist,  die  beiden  Annahmen: 
C  4=  0  und  C  =  0  gesondert  zu  behandeln. 

Der  Fall:  C^O. 

Wenn  wir  zunächst  annehmen,  dass  C  von  Null  ver- 
schieden und  in  Folge  dessen  a  =  2  ist,  können  wir  ohne  Be- 
schränkung C=\  setzen.  Es  leuchtet  ferner  ein,  dass  wir  1/ 
den  Werth  Null  ertheilen  können,  sodass  A\/'und  X^fdie  Form 
erhalten: 

XJ=r  +  zp  +  xq 

X^f=zr  +  ixp  +  3yq. 

Suchen  wir  nun  alle  Flächen,  die  diese  zweigliedrige  Gruppe 
gestatten,  so  überzeugen  wir  uns  zunächst  bei  Bildung  der 
Matrix 

i      z     X 

z     ix  3t/ 

davon,  dass  die  zweireihigen  Determinanten  nur  für  alle  Punkte 
der  gewundenen  Curve  dritter  Ordnung 

2a?  — J3*  =  0,     3y-^xz  =  0 

verschwinden.  Es  giebt  in  Folge  dessen  keine  (im  Endlichen 
gelegene)  invariante  Fläche ,  deren  Punkte  sämmtlich  in  Ruhe 
bleiben  oder  aber  nur  Curven  beschreiben.  Nach  meinen  all- 
meinen Regeln  finden  wir  daher  alle  im  Endlichen  gelegenen 
invarianten  Flächen,  indem  wir  die  Lösung  des  vollständigen 
Systems: 
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bz  bx  hy  " 

b3  bx  ^  by  " 

gleich   einer  willkttrlichen  Constanten   setzen.     Die  Gleichung 
XJ=0  besitzt  die  beiden  Losungen: 

u  =  ix  —  a' ,     V  =  t/  —  xz  +  \z^ ; 

daher  ist  die  gesuchte  Lösung  unseres  vollständigen  Systems 
diejenige  Function  F[uv)y  die  die  Gleichung 

5F  bF 

'  ^     bu  *     bv 

oder  aber  die  äquivalente  Gleichung 

o     bf   ,   ^     bF      ^ 
du  bv 


erfüllt.    Es  ergiebt  sich  also,  dass 
F  = 


_  V*  _   {y-xz  +  \z')^ 


ist  und  dass  dementsprechend  alle  (im  Endlichen  gelegenen)  in- 
varianten Flächen  durch  die  Gleichung  sechsten  Grades: 

(I)  a(t/  -  ar^  +  i ^')*  +  b  (2 x  -  z^f  =  0 

dargestellt  werden.    Unter  diesen  Flächen  findet  sich  ein  Kegel 
zweiten  Grades 

2a?  —  2«  =  0  , 

eine  GATLBv'sche  Regelfläche  dritten  Grades 

y  —  XZ"\-  \z^  =  0 

und  eine  Fläche  vierten  Grades 

nämlich  die  Developpable  der  gewundenen  Curve  dritter  Ord- 
nung: 
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die  bei  X^f  und  X,/*  invariant  bleiben.  Diese  drei  leUige- 
nannten  Flächen  gestatten  mehr  als  zwei  unabhängige  infini- 
tesimale projective  Transformationen^)  und  kommen  also  hier 
nicht  weiter  in  Betracht.  Die  übrigen  Flächen  des  Büschels  (I) 
sind  wirklich  Flächen  sechster  Ordnung,  deren  jede  gerade  oo* 
projective  Transformationen  gestattet. 

Ehe  wir  diese  Gruppe  verlassen,  geben  wir  eine  selbststän- 
dige Erledigung  einer  naheliegenden  Frage.  Wir  fragen,  ob  die 
unendlich  ferne  Ebene  die  einzige  bei  unserer  Gruppe  invariante 
Ebene  ist.  Eine  einfache  synthetische  Betrachtung  wird  uns 
zeigen,  dass  es  keine  andere  invariante  Ebene  giebt.  In  der  That, 
wir  wissen,  dass  unsere  Gruppe  eine  gewundene  Gurve  dritter 
Ordnung  sowie  die  unendlich  ferne  Ebene  invariant  lässt.  Nun 
aber  gestattet  unsere  Curve  dritter  Ordnung  gerade  oo^  projec- 
tive Transformationen,  bei  denen  gar  kein  Punkt  oder  Ebene 
des  Raumes  in  Ruhe  bleiben.  Diese  dreigliedrige  Gruppe  trans- 
formirt  sowohl  die  Punkte  wie  die  Ebenen  des  Raumes  einfach 
transitiv.  Wird  ein  Punkt  der  zugehörigen  Developpable  (oder 
aber  eine  Tangentialebene  der  Curve)  festgehalten,  so  giebt  es 
jedesmal  oo*  Transformationen  der  Gruppe,  die  diese  Bedingung 
erfüllen.  Wird  aber  ein  Punkt  der  Curve  (und  gleichzeitig  die 
zugehörige  Osculationsebene]  festgehalten,  so  giebt  es  oo*  Trans- 
formationen, die  diese  Bedingung  erfüllen. 

Aus  dem  hiermit  constatirten  Umstände,  dass  die  unendlich 
ferne  Ebene  die  einzige  bei  der  Gruppe 

(GJ  r+ap-^xq,   zr  +  2xp  +  3yq 

invariante  Ebene  ist,  können  wir  schliessen,  dass  die  bei  dieser 
Gruppe  invarianten  Flächen 

(1)  aiy-xz  +  ^z')'  +  b(^x-  z^)'  =  0 

bei  unserer  fortgesetzten  Discussion  nicht  noch  einmal  als  in- 
variante Flächen  auftreten  können. 

1]  Die  CATLBT'sche  Regelfläche 

y-'Xi  +  iz^^O 
gestallet  die  dreigliedrige  Gruppe 

P  +  ««,    r  +  Äp-hxg 
zr  -I-  ixp  -I-  Zyq  . 

Eine  jede  unter  den  oo*  krummen  Haupltangenlencurven  gestatlet  eo  ipso 
eine  zweigliedrige  Untergruppe  und  ist  somit  eine  Curve  3.  0. 
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DcpFall  C=0. 

Wir  setzen  sodann  voraus,  dass  die  in  den  Formeln  (i )  auf- 
tretende Constante  C  gleich  Null  ist,  und  dass  X^ /'und  X^f  in 
Folge  dessen  die  Formen 

XJ=zp  +  xq, 

XJ  =  yq-zr  +  aU+Mq 

besitzen.  Wünschen  wir  zu  wissen,  ob  invariante  Flächen  vor- 
handen sind,  deren  Punkte  entweder  sämmtlich  in  Ruhe  bleiben, 
oder  aber  jedenfalls  nur  nach  Curven  laufen,  so  bilden  wir  die 
Matrix 

\     z  X  0 

I   ax     {a  +  \)y+M    (a  —  \)z 

und  setzen  ihre  zweireihigen  Determinanten  gleich  Null.  Da 
diese  Determinanten  ganze  Functionen  zweiten  Grades  sind,  die 
jedenfalls  nicht  sämmtlich  identisch  verschwinden,  so  schliessen 
wir  ohne  Weiteres,  dass  etwa  vorhandene  invariante  Flächen, 
deren  Punkte  nicht  transitiv  transformirt  würden,  entweder 
Flächen  zweiten  Grades  oder  Ebenen  sein  müssten.  Daher 
brauchen  wir  diese  Möglichkeit  nicht  weiter  zu  discutiren.  Wir 
fügen  hinzu,  dass  genau  derselbe  Schluss  immer  gezogen 
werden  kann,  wenn  eine  beliebige  lineare  zweigliedrige  Gruppe 
vorliegt, 

für  welche  die  zweireihigen  Determinanten  der  Matrix 

?i     Vi     Ci 


sS 


Vt     ?t 


nicht  sämmtlich  identisch  verschwinden.    Diese  Bemerku7ig  ge- 
stattet uns,  die  Behandlung  der  folgenden  Fälle  abzukürzen. 

In  dem  jetzt  vorliegenden  Falle  werden  daher  alle  inva- 
rianten Flächen  dadurch  gefunden,  dass  man  die  Lösung  F  des 
vollständigen  Systems: 


(2) 
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gleich   einer  willkttrlichen   Constanten   setzt.     Die   Gleichung 
\^f=  0  besitzt  zwei  Lösungen,  nämlich 

z  und  t;  =  Ssy  —  X* . 

Daher  ist  die  gesuchte  Grösse  F  eine  Function  von  z  und  r,  die 
durch  die  Gleichung 

bF  bF 

oder  die  äquivalente: 

bF  hF 

(a-i)z  —  +  [^av  +  iMz)—  =  0 

bestimmt  wird. 

Ehe  wir  nun  weiter  gehen,  bemerken  wir,  dass  die  Gon- 
stante  M  gleich  Null  gesetzt  werden  kann,  sobald  a-^i  von 
Null  verschieden  ist,  sowie  dass  die  Annahme 

a(a  — 1)  =  0 

keine  anderen  invarianten  Flächen  als  Ebenen  oder  aber  Flächen 
zweiten  Grades  liefert. 

Wir  können  uns  daher  darauf  beschränken,  die  beiden 
Fälle 

a(a  — 1]  4=0,     if=0 
und 

A/4=  0,     a  +  i  =0 
zu  discutiren. 

Der  Fall:   C  =  0,  a(a  — 1)4=0,  M=0. 

In  dem  jetzt  vorliegenden  Falle  haben  unsere  infinitesi- 
malen Transformationen  die  Form 

(G  ) 

(«(a-1)  +  0) 

und  die  zugehörigen  invarianten  Flächen  F=  Const.  sind  nach 
dem  Früheren  bestimmt  durch  die  Gleichung 

oz  bv 
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sodass  ihre  Gleichung  ist: 

F=  ^^ — ^—i^ =  K=  Const. 

Die  hierdurch  gefundenen  Flächen 

(II)  izy-x^-Kz""-*  =0 

mit  den  beiden  willkürlichen  Constanten  a  und  A'  sind  im  All- 
gemeinen transcendent;  unter  ihnen  finden  sich  aber  unendlich 
viele  algebraische  Flächen.  Charakteristisch  für  alle  diese  Flachen 
ist  es,  dass  sie  sämmtlich  von  oo*  Kegelschnitten  erzeugt  sind, 
die  in  den  Ebenen  z  =  Const.  liegen.  Zu  bemerken  ist  ferner, 
dass  die  Constante  A'ohne  Beschränkung  gleich  4  gesetzt  werden 
kann,  während  er,  die  schon  in  A,/*  vorkommt,  eine  wesentliche 
Constante  ist. 

Man  übersieht  ohne  weiteres,  dass  der  Coordlnatenanfang 
bei  unserer  Gruppe  invariant  bleibt.  Hieraus  Hesse  sich  ohne 
weiteres  schliessen,  dass  eine  invariante  £bene  vorhanden  sein 
muss,  die  den  Coordinatenanfang  enthält.  Wir  ziehen  es  aber 
vor,  durch  eine  directe  Methode  auf  einmal  alle  im  Endlichen 
gelegenen  invarianten  Ebenen  zu  bestimmen.  Hierzu  führt  uns 
die  folgende  Ueberlegung. 

Jede  invariante  Ebene  muss  die  unendlich  ferne  Ebene 
nach  einer  invarianten  Geraden  schneiden.  Da  nun  aber  die  un- 
endHch  ferne  Ebene  nur  eine  invariante  Gerade  enthält,  nämlich 
die  Axe  des  Ebenenbüschels  z  =  Const.,  so  schHessen  wir,  dass 
jede  (im  Endlichen)  gelegene  invariante  Ebene  diesem  Büschel 
angehören  muss.  Unter  diesen  Ebenen  sind  aber  offenbar  js  =  0 
und  jz  =  oo  die  einzigen,  die  bei  allen  Transformationen  unserer 
Gruppe  ihre  Lage  behalten.  Die  Ebene  js  =  oo  enthält  einen 
invarianten  Kegelschnitt,  eine  invariante  Gerade,  die  den  Kegel- 
schnitt berührt,  und  einen  invarianten  Punkt,  nämlich  den  Be- 
rührungspunkt der  invarianten  Geraden  mit  dem  Kegelschnitte; 
die  Punkte  des  Kegelschnitts  sowie  die  Punkte  der  Ebene  jz  =  oo 
werden  durch  eine  zweigliedrige  Gruppe  transformirt. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  der  Ebene  ^  =  0,  deren  Punkte 
von  der  zweigUedrigen  Gruppe 

xqj    axp  +  {a  +  h)yq 
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transformirt  werden.    In  dieser  Ebene  liegen  zwei  invariante 
Geraden,  nämlich 

j3  =  0  ,     x=  0      und      J3  =  0  ,     aj  =  oo 

und  zwei  invariante  ?{xn\iie:  der  unendlich  ferne  Schnittpunki 
jener  Geraden  und  der  im  Endlichen  gelegene  Punkt: 

x  =  y  =  z  =  0  . 

Daher  müssen  wir  den  Flächen  (II)  in  der  folgenden  Discussion 
noch  einmal  begegnen. 

Der  Fall:  C=0,  a  +  4  =0,  M^^O, 

In  dem  jetzt  vorliegenden  Falle:  a+  \  =0,  M  ^  0  können 
wir  ohne  Beschränkung  Jtf  =  4  setzen,  sodass  X^f  und  A',/'die 
Form: 


(G.) 


*'  bx  by 

*'  bx       hy  bz 


erhalten.    Die  zugehörigen  invarianten  Flächen  F=  a  sind  be- 
stimmt durch  die  Gleichungen 

ÖF  hF 

izl   +i[v-z)l^  =  o 

bz         ^  '  bv 

i)  =  izy  —  ac* 
und  besitzen  daher  die  Form 

(III)  2y 1-  log  js  =  Const. 

z 

Diese  Flächen  sind  sämmtlich  transcendent  und  unter  ein- 
ander congruent;  überdies  heben  wir  hervor,  dass  jede  Fläche 
der  Schaar  oo*  Kegelschnitte  enthält,  die  in  den  Ebenen  z  =  c 
gelegen  sind. 

Indem  wir  genau  wie  im  vorigen  Falle  verfahren,  erkennen 
wir,  dass  es  zwei  und  nur  zwei  Ebenen  giebt,  nämlich 

2  =  0     und     z  =  c»  ,  ' 

die  bei  allen  Transformationen  unserer  Gruppe  in  Ruhe  bleiben. 
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Dabei  werden  die  Punkte  der  invarianten  Ebene  z  =  0  von  den 
beiden  Transformationen 

xq,    xp — q 
unter  sich  vertauscht. 

Bei  dieser  zweigh'edrigen  Gruppe  bleiben  zwei  Geraden 
invariant,  nämlich: 

3  =  0,    x=0       und       3  =  0,   x  =  oo 

und  ein  Punkt,  nämlich  der  Schnittpunkt  der  invarianten  Geraden. 

Aus  alledem  geht  hervor,  dass  die  Flächen  (III)  von  den 
Flächen  (I)  und  (II)  wesentlich  verschieden  sind,  gleichzeitig  aber 
dass  wir  den  Flächen  (III)  bei  unserer  fortgesetzten  Discussion 
noch  einmal  begegnen  müssen. 

Hiermit  kennen  wir  alle  Flächen  mit  gerade  zwei  projectiven 
Transformationen,  die  einen  Kegelschnitt  invariant  lassen.  Ver- 
legen wir  diesen  Kegelschnitt  in  den  imaginären  Kugelkreis,  so 
erhalten  unsere  Flächen  beachtenswerthe  metrische  Eigen- 
schaften. 

In  jedem  unter  den  drei  Fällen  (I),  (II)  und  (III)  werden 
dann  die  Transformationen  XJ  und  .Y, /'  Aehnlichkeitstransfor- 
mationen  und  es  ist  insbesondere  X^/*  sicher  eine  infinitesimale 
Bewegung.  Hs  sind  daher  unsere  Flächen  in  allen  drei  Fällen 
sowohl  Spiralflächen  wie  Schraubenflächen  (oder  insbesondere 
Rotationsflächen).  Es  gehören  somit  alle  diese  Flächen  zu  den 
von  mir  betrachteten  Flächen,  deren  geodätische  Linien  zwei 
infinitesimale  conforme  Transformationen  gestatten.  Unsere 
Flächen,  die  allerdings  immer  imaginär  sind,  lassen  sich  daher 
jedesmal  auf  einer  Fläche  abwickeln,  die  selbst  Centrafläche  für 
eine  Fläche  ist,  deren  Krümmungsradien  R^  und  R^  in  constantem 
Verhältnisse  stehen. 

Hieraus  lassen  sich  curiöse  Schlüsse  ziehen.  Wir  be- 
schränken uns  auf  die  Bemerkung,  dass  die  Krümmungslinien 
Minimalcurven,  und  Haupttangentencurven  unsrer  Flächen  jedes- 
mal eine  infinitesimale  Spiraltransformation  gestatten,  und  somit 
Spiralcurven  sind. 

§2. 
Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  zweiten  Hauptfalle  und  er- 
theilen  also  X^  f  und  X^f  die  Form 

^if=  ^9 1     ^tf=  xp  +  (x  +  y)q  +  aU. 
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Dementsprechend  mttssen  wir 

*'  hy  öa?  by  hz 

setzen,  so  dass 

X,XJ-X,XJ 

Wird.    Nun  aber  soll 

X,XJ-X,XJ=XJ 
sein,  also  kommt 

^l^  +  Aii+a)l^  +  (A  +  B  +  Ba-N)ir+Call 

(Sy  iSx  by  03  ' 

und  schliesslich 

Aa  =  0,     yl  +  J5a  — iV=0,     C(a  — 1)==0, 

oder  wenn  wir,  wie  wir  können,  J5  =  0  setzen, 

(2)  Aa  =  0,     ^  — iV=0,     C(a— 4)  =  0. 

Wäre  nun 

SO  besässe  X,  f  die  Form  z  q  und  die  zugehörigen  invarianten 
Flächen  wären  Cylinderflächen,  die  eo  ipso  mindestens  cx>*  pro- 
jective  Transformationen  gestatteten.  Wir  können  also  ohne  wei- 
teres annehmen,  dass  « («  —  1 )  =  0  ist. 

Der  Fall:  a  =  0. 
Ist  a  =  0,  so  können  wir 

*'  by  bx 

und,  weil  wir  von  den  Cylinderflfichen  absehen: 

A  =  4 
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setzen;  es  ist  überdies  gestattet,  den  Constanten  L  und  M  die 
Werthe  Null  zu  ertheilen.  Unsere  infinitesimalen  Transforma- 
tionen erhalten  somit  die  Form : 


(G4) 


Die  zugehörigen  invarianten  Flächen  F=  Const.  finden  wir, 
indem  wir  die  Lösung  F  des  vollständigen  Systems 


-|^  +  (-  +  i')^  +  |{  =  '>  =  -V 


suchen.  Bezeichnen  wir  die  Lösungen  der  Gleichung  X^  f=  0  mit 

u^  z      und      IV  ^  y  —  00z  , 
so  erfüllt  F  als  Function  von  u  und  w  die  Gleichung 

du  öw 

und  besitzt  somit  die  Form: 

we"^  ^  [y  —  xz)e~^  , 

Die  bei  der  Gruppe  G«  invarianten  Flächen  besitzen  somit 
die  Gleichung 

(IV)  y  —  xz^Ke'^ 

und  sind  in  Folge  dessen  Regelflächen,  deren  Geraden  in  den 
Ebenen  z  =  Const.  gelegen  sind.  Diese  Regelflächen  sind  über- 
dies unter  einander  projectiv,  sodass  ^=  \  gesetzt  werden 
kann. 

Da  die  unendlich  entfernte  Ebene  zwei  und  nur  zwei  in- 
variante Gerade  enthält,  nämlich  die  Axen  der  beiden  Ebenen- 
büschel  z  =  Const.  und  x  =  Const. ,  so  muss  jede  invariante 
Ebene  einem  unter  diesen  beiden  Büscheln  angehören;  man 
übersieht  in  dieser  Weise  unmittelbar,  dass  die  unendlich  ferne 
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Ebene  die  einzige  Ebene  ist,  die  bei  unserer  Gruppe  G^  invariant 
bleibt.  Hieraus  lässl  sich  ohne  weiteres  schliessen,  dass  die 
Flächen  (IV)  und  die  zugehörige  Gruppe  (G^)  von  den  früheren 
gefundenen  Flächen  (I),  (II),  (III)  und  ihren  Gruppen  G^,  G,,  G, 
wesentlich  verschieden  sind. 

Bei  den  Gruppen  G^  und  G,  treten  je  zwei  invariante  Ebenen 
auf;  bei  der  Gruppe  G^  tritt  allerdings  nur  eine  invariante  Ebene 
auf;  in  ihr  liegen  aber  ein  invarianter  Kegelschnitt  und  eine  in- 
variante Gerade,  während  in  der  bei  der  Gruppe  G^  vorhandenen 
invarianten  Ebene  zwar  zwei  invariante  Gerade,  dagegen  kein 
invarianter  Kegelschnitt  gelegen  sind.  Hieraus  folgt,  dass  die 
Gruppe  G^  von  den  Gruppen  G^ ,  G\  und  G,  wesentlich  ver- 
schieden ist;  dass  auch  die  Flächen  (IV)  von  den  Flächen  (I),  (II), 
(III]  wesentlich  verschieden  sind,  folgt  daraus,  dass  eine  jede 
Fläche  allgemeiner  Lage,  die  zu  einer  unter  diesen  Schaaren  ge- 
hört, nicht  mehr  als  oo*  projective  Transformationen  gestattet. 

Daraus,  dass  die  unendlich  ferne  Ebene  die  einzige  Ebene 
ist,  die  bei  der  Gruppe  G^  invariant  bleibt,  können  wir  auch 
noch  den  Schluss  ziehen,  dass  wir  den  Flächen  (IV),  die  gerade 
oo*  projective  Transformationen  gestatten,  bei  unserer  fortge- 
setzten Discussion  nicht  nochmals  begegnen  werden. 

Der  Fall:  a  =  4. 
Setzen  wir  in  den  Formeln  (2)  Seite  224 :  a  =  1 ,  so  wird 
yl  =  0,     N  =  0; 

dabei  können  wir,  wenn  wir,  wie  immer,  von  den  Cylinder- 

L  ML 

flächen  absehen  und  überdies  x  +  -^  resp.  y  -+-  -^  —  -p  als 

neues  x  resp.  y  einführen,  den  Constanten  C,  L  und  AI  die 
Werthe 

C=  4,      1  =  0,     Jtf  =0 

ertheilen.    Hierdurch  erhalten  X^fund  X^f  die  Form 
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Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  dieser  Fall  uns  nichts  Neues 
giebt.  Die  £bene  x=0  bleibt  ndinlich  invariant  und  ihre  Punkte 
werden  transformirt  von  der  zweigliedrigen  Gruppe 

öy  ^  5j3  '        ^y  J>2 

die  offenbar  den  Kegelschnitt 

J3«  —  2y  =  0 

in  Ruhe  iHsst.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  dieser  Fall  uns 
nur  solche  Flächen  geben  wird,  die  wir  schon  in  §  1  gefunden 
haben.  Zum  Ueberfluss  wollen  wir  diese  Thatsache  durch  Rech- 
nung bestätigen.  Indem  wir,  wie  in  den  früheren  Fällen  ver- 
fahren, erkennen  wir,  dass  die  im  vorh'egenden  Falle  invarianten 
Flächen  durch  die  Gleichung 

(Wj  !iLZ^-log(r  =  A' 

dargestellt  werden  und  somit  die  Ebenen  rr  =  Gonst.  nach  Kegel- 
schnitten schneiden.  Beziehen  wir  nun  die  Punkte  xy  z  des 
Raumes  projectiv  auf  die  Punkte  x^  y^  z^  durch  die  Gleichungen 

z  y  \ 

*  iE  '       ^*  X'         *  X   ' 

so  sehen  wir,  dass  unsere  Flächen  ((Z>)  mit  den  frtther  gefun- 
denen Flächen 

(III)  2y^  -_  ^  +  log  5,  =  Const. 

z^ 

projectiv  sind. 

Es  liefern  daher  die  Flächen  (O)   wirklich  keinen  neuen 

Typus. 

§3. 

Wir  kommen  jetzt  zu  dem  Falle 

und  setzen  also 

*'  ^y  hx  by  oz 

*'  bx       ^by^        ^     hx^      hy^      ös  ' 

45* 


228  SopHus  LiB, 

und  finden  dementsprechend,  dass 

ist.   Nun  aber  soll 

X,XJ-X,XJ=XJ 
das  heisst 

^JU^K  +  sf  +  cf 

by  bx  hy  bz 

sein;  daher  erhalten  wir  die  Bedingungsgleichungen 

/l(a_1)  +  C  =  0,     Ba  — iV=0,     C(a  — 4)  =  0, 

die  wir  dadurch  vereinfachen,  dass  wir  z  +  B  als  neues  s  ein- 
führen und  dementsprechend  in  unsern  Formeln  Ä  =  0  setzen. 
Wir  können  nun  von  dem  Fall  «  +  ^ ,  der  nur  Cylinder- 
flachen  liefert,  ohne  weiteres  absehen.    Wir  setzen  daher 

J5==0,     C=0,     A  =  ^ 

und  führen  gleichzeitig  x  +  L  als  neues  x  und  y-^^M  als 
neues  y  ein.  Hierdurch  erhalten  unsere  Transformationen  die 
Form 


(Gs) 


Um  nun  die  zugehörigen  invarianten  Flachen  F=  Const.  zu 
finden,  bilden  wir  wie  in  den  früheren  Fällen  das  vollständige 
System : 

'  hy       bx 

führen  sodann  die  Lösungen 

z     und     V  =  y  —  xz 
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der  ersten  Gleichung  X^f=0  in  die  zweite  Gleichung  X,/'=  0 
ein  und  erkennen  somit,  dass  F  als  Lösung  der  Gleichung 


die  Form 


oz       ^  'ov 


-^  +  \o%z  =  ^—^^—  +  \oiz 


besitzt.   Es  ist  daher 

die  allgemeine  Gleichung  der  bei  unsrer  Gruppe  G^  invarianten 
Flächen,  die  offenbar  Regelflächen  sind,  deren  erzeugende  Ge- 
raden in  den  £benen  z  =  Const.  liegen. 

Die  unendlich  ferne  Ebene  enthält  nur  eine  invariante  Ge- 
rade, nämlich  die  Axe  des  Büschels  z  =  Const.  Ausgehend  von 
dieser  Thatsache  erkennen  wir  leicht,  dass  die  Ebenen 

z  =  Q    und    z  =  oo 

die  einzigen  sind,  die  bei  der  Gmppe  invariant  bleiben.  Die  Punkte 
der  invarianten  Ebene  a  =  0  werden  transformirt  von  der  zwei- 
gliedrigen Gruppe: 

p,  xp  +  iyq 

und  dabei  treten  zwei  invariante  Gerade 

3  =  0,    y  =  0    und    a  =  0 ,    y  =  c»  , 

dagegen  kein  invarianter  Kegelschnitt  auf.  In  der  unendlich 
fernen  Ebene  z  =  oo  liegt  auch  kein  invarianter  Kegelschnitt. 
Hieraus  folgt  sogleich,  dass  unsere  Gruppe  G^  von  den  früher 
gefundenen  Gruppen  G^ ,  G^  und  G^  wesentlich  verschieden  ist. 
Da  andrerseits  bei  der  Gruppe  G^  zwei  invariante  Ebenen  auf- 
treten, bei  der  Gruppe  G^  dagegen  nur  eine  invariante  Ebene, 
so  schliessen  wir,  dass  auch  die  Gruppen  G^  und  G^  wesentlich 
verschieden  sind  und  dass  somit  G^  für  ims  eine  neue  Gruppe  ist. 

Da  andrerseits  die  Flächen  (Vj  transcendent  sind,  und  sicher 
keine  Regelflächen  sind,  so  können  sie  nicht  mehr  als  oo*  pro- 
iective  Transformationen  gestatten. 

Daher  sind  die  Flächen  (V)  ein  neuer  Typus  von  Flächen  mit 
c»*  projectiven  Transformationen  in  sich. 
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Wir  bemerken  ausdrücklich,  dass  bei  der  Gruppe  G^  zwei 
und  nur  zwei  Geraden  ihre  Lage  behalten. 

Wir  erkennen  später,  dass  die  Gleichung  (V)  eine  noch  ein- 
fachere Gestalt  erhalten  kann.  Vorläufig  beschranken  wir  uns 
auf  die  Bemerkung,  dass  die  c»*  Flächen  (V)  unter  einander  pro- 
jectiv  sind,  und  dass  dementsprechend  K  =  ^  gesetzt  werden 
kann. 

§*• 

Endlich  mttssen  wir 

und  dementsprechend 

"  hy  hx  by  bz 

hx  hy  hz 

setzen.    Es  erhält  daher  die  fiedingungsgleichung 

X,XJ-X,XJ=XJ 
die  Form: 

hy  bx  by  bz  ^ 

woraus 

oder,  wenn   wir  z  -^  B  als   neues  z  einführen  und  dement- 
sprechend ^  =  0  setzen: 

^l(a— 1)==0,     C(y— i)  =  0,     iV=0. 

Ware  nun 
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SO  käme  \^f=zq^  und  es  wären  somit  die  zugehörigen  in- 
varianten Flflchen  Gy linderflächen  mit  mindestens  co^  projec- 
tiven  Transformationen.     Wir  setzen  daher 

und  müssen  somit  zwei  Fälle  nach  einander  erledigen. 


Der  Fall  y  4=  4  ,    a  =  1  . 

Ist  /  4=  ^ )  ^"^  ^^  Folge  dessen  a  =  4  ,  C  =  0  ,  so  können 
wir  yl  =  1,  L  =  0  setzen.  Dementsprechend  erhalten  X,/'  und 
A^/'die  Form: 

*'  hx^^^  ^    '^  }iy^  ^     hz^      hy 

Zur  Bestimmung  der  zugehörigen  invarianten  Flächen  F=:Const. 
bilden  wir  das  vollständige  System: 

*'  hx^  ^^         ^"^  hy  ^  ^    bz    *       hy 

und  suchen  seine  Lösung  F, 
Nun  aber  sind 

z  und  v  =  y  —  xz 

Lösungen  von  X^f=0  und  F  ist  bestimmt  als  Function  von  z 
und  V  durch  die  Gleichung 

(3)  y'^  +  i(Y  +  *)v  +  M)^  =  0, 

bei  deren  Integration  verschiedene  Möglichkeiten  bertlcksichtigt 
werden  müssen.    Dabei  können  wir  von  dem  Falle  y  =  0,  der 
nur  invariante  Ebenen  liefert,  absehen. 
Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass 

y(y_4)(y+  1)4=0 
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ist,  so  köDoea  wir  ohne  weiteres 

Jl=0 

setten.     Unsere  iafiaitesimalen  TransformatioDen  haben  dann 
die  Form : 


G. 


-^''  -  -  dy  +  da- ' 


die  zugehörigen  invarianten  Flächen  werden  dargestellt  darch 
die  Gleichung: 

VI  j  -—  =  Const.  =  ^     ^^ 

z  y  z  y 

und  sind  somit  Regelflächen,  deren  erzeugende  Geraden  in  den 
Ebenen  z  =  Const.  liegen. 

Jetzt  giebt  es  zwei  und  nur  zwei  Ebenen,  die  bei  unserer 
Gruppe  invariant  bleiben,  nämlich 

2  =  0    und    z  =  oo . 

Die  Ebene  ;s  =  0  wird  transformirt  durch  die  Gruppe 

Diese  Ebene  enthält  daher  zwei  invariante  Geraden 

j2  =r  0  ,   //  =  0    und    3  =  0,   y  =  oo, 

dagegen  keinen  invarianten  Regelschnitt.    Die  unendlich  ferne 
Ebene  wird  transformirt  von  der  Gruppe 

zq     xp  +  (y  +  ^)yq  +  yzr 

und  enthält  somit  die  beiden  invarianten  Geraden 

j3  =  0  ,   oo  =  0   und   X'  =  0  ,   oo  =:  0  . 

Hieraus  können  wir  schliessen,  dass  die  Gruppe  G^  von  den 
früher  gefundenen  wesentlich  verschieden  ist.  Denn  bei  den 
Gruppen  (i^ ,  G^  und  G^  bleibt  jedesmal  ein  Kegelschnitt  in 
Hube;  bei  der  Gruppe  G^  bleibt  nur  eine  Ebene  invariant;  bei 
der  Gruppe  G^  endlich  bleiben  allerdings  zwei  Ebenen,  dagegen 
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nur  zwei  Geraden  in  Ruhe,  wahrend  bei  unserer  jetzigen  Gruppe 
G^  drei  verschiedene  Gerade  invariant  bleiben. 

Hieraus  schliessen  wir,  dass  die  transcendenten  Regelftächen 
(VI)  einen  neuen  Typus  von  Flächen  mit  oo*  projectiven  Transfor- 
mationen liefern. 

Wir  fügen  hinzu ,  dass  die  oo*  Flächen  (VI)  unter  einander 
projeciiv  sind. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass 

y+4=0 
ist.    Dann  haben  X^fxxnd  X^f  die  Form 

•'  hy       bx 

l      *'  bx  hy  hz 

und  die  zugehörigen  invarianten  Flächen  F=Const.  sind  be- 
stimmt durch  die  Gleichung  (3) 

hz  hv  ' 

die  durch  Integration  giebt: 

r  +  if  log  J5  ^  y  —  CDJs  +  Jtf  log  j5  =  AT. 

Da  wir  nun  von  Flächen  zweiten  Grades  absehen ,  können  wir 
M^=  \  setzen.    Die  hierdurch  hervorgehenden  Flächen 

(V)  y^;xz  +  \ogz  =  K, 

die  offenbar  unter  einander  concjruent  sind,  gehen  aber  bei  der 
projectiven  Transformation: 

y       ^       X  \ 


in  die  Flächen 

tf  —  n 


log  j  =:  Const., 


das  heisst  in  unsere  früher  gefundenen  Flächen  (V)  über. 
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Der  Fall:  y  =  4  ,    a^\. 
Jetzt  können  wir  XJ'  und  X^f  die  Form 

ertheilen.    Die  zugehörigen  invarianten  Flächen  F=  Const.  sind 
bestimmt  durch  die  Gleichung 

in  den  Veränderlichen 

X    und   t;  =  2y  —  Ä* . 

Ist  nun  a  4=  ^>  s^  können  wir  L  =  0  setzen.    Bei  der  be- 
treffenden Gruppe 

^?  +  '')     axp-^-^yq-}-  zr 

bleibt  die  Ebene  £c=0  invariant,  und  diese  Ebene,  deren  Punkte 
durch  die  zweigliedrige  Gruppe 

zq  +  r,     2yqf  +  Är 

transformirt  werden,  enthält  einen  invarianten  Kegelschnitt: 

x  =  0,     ;s*  — 2y  =  0. 

Daher  giebt  die  Annahme  a  4=  0  uns  nur  eine  schon  in  §  4  ge- 
fundene Gruppe. 

Wir  setzen  daher  a  =  0  und  erhalten  somit  die  Gruppe 


(GJ 


*'  hy        bz 


und  die  oo*  zugehörigen  invarianten  Flächen 
(VII)  2y  _  3«  _  Ke*^  =  0  , 

die  offenbar  unter  einander  congrttent  sind,  indem  jede  Flache  der 
Schaar  von  einer  passenden  Translation  Iflngs  der  x-kxe  in  jede 
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andere  Flache  der  Schaar  übergeführt  werden  kann.  Dass  diese 
transcendenten  Flächen  von  den  früher  gefundenen  wesentlich 
verschieden  sind,  folgt  daraus,  dass  es  keine  im  Endlichen  ge- 
legene Ebene  giebt,  die  bei  der  Gruppe  G^  invariant  bleibt. 


Der  Fall  a  =  y  =  4  . 

Jetzt  haben  unsere  infinitesimalen  Transformationen  die 
Form 

*'  by  bx  bz 

*'  bx  hy  bz 

und  dabei  dürfen  wir  annehmen,  dass  A  und  B  nicht  beide 
verschwinden.  Ist  nun  C  von  Null  verschieden,  so  können  wir 
C  =  \  setzen  und  erhalten  die  Flächen 


iy 


K{x^  Az)*  =  0, 


die  vom  zweiten  Grade  sind.    Ist  andererseits  C  =  0,  so  können 
wir  A  =  \  setzen  und  finden  die  Flächen 

y  —  xz  —  Kz*  =  0, 

die  wiederum  vom  zweiten  Grade  sind.   Die  Annahme  a  =  /=  1 
giebt  somit  nichts  Neues. 

Es  giebt  daher  sieben  verschiedene  Flächentypen  mit  grade 
oo*  projectiven  Transformationen,  die  nicht  sämmtlich  paarweise 
vertauschbar  sind.  Wir  stellen  die  betreffenden  Flächen  mit  ihren 
Gruppen  zusammen. 


(I) 

(G.) 

^11) 

(G.; 


o(y  —  xa  +  |3»)*  +  b{ix  —  a»)'  =  0 


r  -{-  zp  +  xq  ,    zr  +  ixp-{-3yq 


isy-x* 


zp  +  xq,   axp  +  {a  +  i)yq  +  {a  —  \)zr 
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(in) 

^- 

SopBus  Ln, 

(G,) 

sp  +  xq 

,    —  rrp  +  qf  —  Sjsr 

lIV; 

y- 

-JTJS  —  e*  =  0 

(6«) 

'1+P, 

xp  +  [x  +  y)q  +  r 

(V) 

y  — 

XÄ+  logJ5  =  0 

(G.) 

sq  +  p,   xp-^q  —  zr 

(VI) 

y  — 

xz  +  z  y   =0 

(G.) 

sq  +  p,   xp  +  (Y  +  i)yq  +  yzr 

,VII) 

2y 

-  5«  ~  e»-^  =  0 

(G,i 

zq  + 

'',  2y?  +  Är  +  P 

Kapitel  II. 

BestiHMimg  aller  Flächen  mit  cx>*  paarweise  yertanschbareii 
projeetiYeii  Transformationen. 

Wir  suchen  jetzt  alle  Flächen,  die  zwei. und  nur  zwei  in- 
finitesimale projective  Trans form<itionen  X^  f  und  X^f  gestatten, 
die  in  der  Beziehung 

A,V- X, .¥,/•=  0 

stehen.  Bei  dieser  Fragestellung  sind  wiederum  die  Flächen 
zweiten  Grades  sowie  die  Regel  (bez.  Cylinder)  von  vornherein 
ausgeschlossen.  Da  immer  mindestens  eine  Ebene  vorhanden 
ist,  die  bei  X^fnwA  X^f  ihre  Lage  behält,  so  können  wir  ohne 
Beschränkung  annehmen,  dass  XJxxnA  X^f  linear  sind. 

Bezeichnen  wir  nun,  wie  im  vorigen  Kapitel,  mit  A^/'und  X^f 
die  linearen  homogenen  Transformationen,  die  die  unendlich 
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ferne  Ebene  in  derselben  Weise  wie  A'^/'und  X,/' Iransformiren, 
so  dürfen  wir  schliessen,  dass  auch  die  Gleichung 

besteht. 

Es  erzeugen  daher  X^f  und  X^f  sicher  eine  zweigliedrige 
lineare  und  homogene  Gruppe  mit  vertauschbaren  linearen  und 
homogenen  Transformationen.  Nun  aber  haben  wir  alle  derartigen 
Gruppen  schon  längst  bestimmt  und  auf  kanonische  Formen  ge- 
bracht. Wir  ertheilen  daher  A,/*  und  X^fnach  und  nach  diese 
kanonischen  Formen,  bringen  sodann  die  zugehörigen  Ausdrücke 
X^f}xnd  X^f  durch  lineare  Transformationen  auf  möglichst  ein- 
fache Form  und  stellen  endlich  die  zugehörigen  invarianten 
Flächen  auf.  Dabei  sehen  wir,  wie  schon  gesagt,  von  Ebenen, 
Flächen  zweiten  Grades,  Kegeln  (und  Gylindemj  ab. 

Da  die  erforderlichen  Rechnungen  ausserordentlich  einfach 
sind,  und  die  angewandten  Methoden  sich  von  den  früher  be- 
nutzten nicht  unterscheiden,  so  führen  wir  die  Rechnungen  nur 
so  weit  aus,  dass  es  dem  Leser  keine  Mühe  kosten  wird,  die 
Richtigkeit  unserer  Entwickelungen  zu  controlliren. 

§<• 

Wir  setsen  zunächst 

XJ=zp,       XJ=3q 
und  dementsprechend 

XJ=zp  +  Ap  +  Bq+Cr, 
XJ=zq  +  Lp+Mq+Nr, 

woraus 

\\J-X,XJ=0=Cq-Np. 

Es  besitzen  daher  .Y,/'und  X^f  die  Form 

die  zugehörigen  invarianten  Flächen  sind  eberij  und  kommen  so- 
mit nicht  weiter  in  Betracht. 


238  SoPHus  L», 

§2- 
Wir  setzen  sodann 

XJ=^P,      Xj=zq+U 

und  dementsprechend: 

XJr=.%p  +  Ap  +  Bq+Cr, 

XJ=zq+U+Lp  +  Mq  +  Nr, 
woraus 

0  =  Cq  +  Ap+  Bq+Cr  —  Np 
und 

A  =  N,       B  =  — C  =  0. 

Es  hat  somit  X^fd\e  Form 

und  es  sind  daher  die  bei  unsrer  zweigliedrigen  Gruppe  inva- 
rianten Flächen  Gylinder,  die  mindestens  oo*  projective  Trans- 
formationen gestatten  und  somit  hier  nicht  in  Betracht  kommen. 

§3. 
Wir  setzen  sodann 

Xj=^q,       Xj=xq 

und  dementsprechend 

XJ=zq  +  Ap  +  Bq  +  Cr 

XJ:=xq  +  Lp  +  Mq  +  Nr , 
woraus 

0  =  Aq  —  Nq    und     ^4  —  A  =  0  . 

Da  wir  nun  ohne  Beschränkung  J^  =  0,  Jf  =  0  setzen  können, 
wird 

XJ=zq  +  Ap+Cr 

X^f  =  flcg  +  Lp  +  i4r . 

Ist  nun,  wie  wir  zunächst  annehmen,  i4  =  0 ,  so  können  wir 
C  =  1  setzen,  es  sind  dann  die  zugehörigen  invarianten  Flachen 

ar*  —  L(2i/  —  Ä*)  =  Const. 

Tom  zweiten  Grade  und  kommen  somit  nicht  weiter  in  Betracht. 
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Ist  dagegen  i4  4=  0,  so  können  wir  A  =  \  setzen.  Die  zuge- 
hörigen invarianten  Flächen 

(z  —  C.t)«  +  (^  —  CL)  (iCy  —  Ä«)  =  Const. 

sind  wiederum  trivial. 

Wir  setzen  sodann : 

XJ=^q,       XJ=xq+U 
und  dementsprechend: 

XJ=zq  +  Ap  +  Bq+Cr, 

XJ=xq+U+Lp+Mq+Nr, 
woraus 

Q  =  Aq+  Ap+Bq+Cr  —  Nq 
und 

4  =  0,      C=0,      B  =  N. 

Es  besitzt  daher  X,/"  die  Form  (z  -}-  B)q\  die  bei  unsrer  zwei- 
gliedrigen Gruppe  invarianten  Flttchen  sind  Gylinder  und  somit 
trivial. 

§8. 
Jetzt  setzen  wir: 

Xj=zq,       Xj=zp  +  xq 
und  dementsprechend 

XJ=zq  +  Ap+Bq+Cr, 

XJ=zp  +  xq  +  Lp  +  Mq  +  Nr, 

woraus 

0  =  Cp  +  Aq  —  Nq 
und 

C=0,       A  =  N. 

Wir  können  überdies  ohne  Beschrankung 

B  =  0,       i4  =  1  ,       i/=- 0 

setzen,  sodass  die  invarianten  Flächen  F=  Const.  durch  die 
Gleichungen 
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ÖF  ,       ÖF  ,    _  ÖF  ,   öF       . 
hx  hy  bx       hs 

bestimmt  sind  und  daher  die  Form 

y^xz  +  ^z^  +  \Lz*  =  K 

besitzen.  Die  gefundenen  Flächen  sind  cx}*  CATLET'sche  Regel- 
flachen dritten  Grades,  die  unter  einander  congruent  sind.  Diese 
Flüchen  gestatten  aber  cx>'  projecUve  Transformationen  und 
kommen  somit  hier  nicht  weiter  in  Betracht. 


§6. 
Wir  setzen  jetzt 

A',/*=  zq  -{-  U  ,       ^if  "=  zp  +  «'K</+  oU 

und  dementsprechend 

XJ=zq+U+Ap  +  Bq+Cr 
XJ==  zp  +  xq  +  aU+Lp  +  Mq  +  Nr, 
woraus 

0  =  Cp  +  Aq  +  a(Ap  +  Bq+  C;-)  —  iVg  —  (Lp  +  Mq  +  AV) 

und 

C  +  aA-^L  =  0  , 
A  +  aB^N—  M=  0  , 
Ca  —  A  =  0  . 
Nun  können  wir  aber  ohne  Beschränkung 
A =B= C= 0 
setzen,  und  also  wird: 

L  =  M= N= 0 
und 

XJ=zq+U, 

X^f=zp  +  xq  +  aU, 
sodass  die  gesuchten  invarianten  Flächen  durch  die  Gleichung 

dargestellt  sind. 
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Wir  schalten  hier  die  Bemerkung  ein,  dass  man  die  Con- 
stante  a  von  vornherein  gleich  Null  setzen  kann.  Führen  wir 
n&mlich  die  Veränderlichen 

ein,  so  kommt 

Es  ist  in  der  That  ein  Fehler  in  meiner  früheren  Aufzählung  der 
kanonischen  Formen  aller  linearen  homogenen  Gruppen  x  y  z, 
die  Form 

^?+^>       ^p  +  xq  +  all 

anstatt  der  einfacheren  Form: 

zq-\-  U  y       zp  +  xq 
aufgestellt  zu  haben. 

Unsere  Flächen  erhalten  übrigens  eine  noch  einfachere  Ge- 
stalt durch  die  projective  Transformation 

V        ,,  X  4 

9  =  7-^'      j  =  -,      8  =  -. 

In  dieser  Weise  erkennen  wir,  dass  die  transcendenle  Fläche 
{!')  y-ia!»  +  loga  =  0 

die  zweigliedrige  Gruppe 
(r.)  g  — ar,      p  +  xq 

gestaltet  <). 

§6- 
Wir  setzen  jetzt 

XJ=  zq  ,      XJ=  zp  +  xq+U 

und  dementsprechend 

XJ=zq  +  Ap  +  Bq+Cr, 
XJ=zp  +  xq+U+Lp+Mq  +  Nr, 


i)  Wir  bemerken,  dass  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 
9  —  ar,  p-\'xq  mit  q  zusammen  eine  einfach  transitive  Gruppe  von  projec- 
tiven  vertauschbaren  Transformationen  erzeugen. 

Math.-pbja.  ClMio.   1S95.  4fi 
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woraus 

0  =  C;;  +  Aq  +  Ap  +  Bq+Cr^Nq 
und 

C+yl  =  0,       A  +  B—N=0,       C=0. 

Nun  aber  können  wir  ohne  Beschränkung 

/.  =  Jlf  =  iV  =  0 
setzen ;  also  folgt 

A  =  J9  =  C=0 
und 

XJ=zq, 

sodass  wir  nur  Cylinderflächen  finden,  die  hier  nicht  weiter  in 
Betracht  kommen. 

§7. 
Wir  setzen  jetzt: 

XJ=zq,       Xj=xp  +  aU 
und  dementsprechend 

Xj^zq  +  Ap  +  Bq+Cr, 

Xj=xp  +  aU+Lp+Mq  +  Nr  , 
woraus 

A{\  +  a)p  +  Baq  +  Car  ^  Nq  =  0 
und 

A{\+a)  =  0,     J9a  — iV=0,     Ca  =  0  . 

Da  wir  ohne  Beschränkung  ^  =  0  und  dementsprechend  N=0 
setzen  können,  wird 

XJ=zq+Ap  +  Cr, 

XJ=xp-\-aU+Lp  +  Mq 
und 

A(i+a)  =  0,       Ca  =  0. 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  dass  C  von  Null  verschie- 
den ist  und  somit  gleich  1  gesetzt  werden  kann.   Alsdann  ist 

a  =  0  ,       A  =  0 

und,  wenn  L  =  0  gesetzt  wird : 

^if=  -9  +  '' j       XJ=xp  +  Mq  . 
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Die  zugehörigen  invarianten  Flächen : 

2t/  — js*  — 2i/logcc  =  K 

sind  unter  einander  eongruent,  indem  ihre  Schaar  bei  jeder 
Translation  längs  dery-Axe  invariant  bleibt.  Wir  können  daher 
A'=  0  und  überdies  M=  —  ^  setzen;  die  entsprechende  trans- 
cendente  Fläche 

y  —  i  ^*  +  log  OJ  =  0 

ist  aber  offenbar  projectiv  mit  der  früher  gefundenen  Fläche  (!'). 

/ 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  dem  Falle  C  =  0 ;  dann  können 
wir  A  =  i  und  dementsprechend  a  =  —  1  sowie 

XJ=:zq  +  p,       XJ=yq  +  zr'-Lp 

setzen.   Die  zugehörigen  invarianten  Flächen 

1-  £.  log  5  =  Ä 

interessiren  uns  nur,  wenn  JL  =|=  ^  '^M  alsdann  kann  L  offenbar 
gleich  \  gesetzt  werden.  Die  oo*  Flächen  unsrer  Schaar  sind 
unter  einander  congruent,  und  es  kann  daher  K=  0  gesetzt 
werden.   Die  hierdurch  gefundene  Fläche 

ac  —  ^  —  log  J5  =  0 
gestattet  die  Gruppe 

(rj  p  +  59,     uq  +  ^r  +  p. 

Es  fragt  sich,  ob  die  beiden  Gruppen  ^^  und  F,  mit  ein- 
ander projectiv  sind.  Zur  Entscheidung  dieser  Frage  bemerken 
wir,  dass  sowohl  bei  F,  wie  bei  F,  zwei  und  nur  zwei  Ebenen 
invariant  bleiben,  nämlich  in  beiden  Fällen  die  Ebenen  z  =  0 
und  3=:(X).  Wären  nun  diese  beiden  Gruppen  mit  einander 
projectiv,  so  müsste  bei  der  üeberführung  von  1\  in  ^^  das 
Ebenenbüschel  z  =  Const.  in  sich  transformirt  werden.  Nun 
aber  schneiden  die  Ebenen  z  =  Gonst.  die  bei  I\  invarianten 
Flächen : 

y  —  1^  x'  +  log  js  =  Const. 

nach  Kegelschnitten,  und  die  bei  der  Gruppe  F^  invarianten 
Flächen: 

46* 
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ac  —  —  —  log  js  =  Const. 

z 

nach  Geraden.    Also  sind  die  Gruppen  F^  und  T,  wesentlich 
verschieden ;  dementsprechend  ist  die  Flttche 

(ir)  CD  — i^  — legis  =  0 

z 

ein  neuer  Typus  von  Flächen  mit  gerade  oo*  projectiven  ver- 
tauschbaren Transformationen : 

(r,)  p  +  Ä?,     p  +  yq  +  xr.^) 

§8. 

Wir  setzen  jetzt 

Xj=zq+U,       X^f^xp  +  aU 
und  dementsprechend: 

XJ=zq+U+Ap  +  Bq+Cr, 

XJz=xp  +  aU+Lp  +  Mq  +  Nr  , 
woraus 

0  =  A(\  +  a] p  +  Baq  +  Car  --^  Lp  --  Mq  --  Nq  --  Nr 

und 

oder,  da  wir  A  =  B  =  C^=0  setzen  dtlrfen: 

1  =  j|f=Ar=0, 
Es  wird  daher 

XJ=zq+U 

XJ^=  xp  +  all . 
Die  zugehörigen  invarianten  Flachen 

L^logz  +  alog^^K 

z  z 


i)  Die  Transformationen  p  ■+-  ä^,  P  +  V^  -H  *r  bilden  eine  Unter- 
gruppe der  einfach  transitiven  Gruppe 

P,  »9,  VQ-^^r 

mit  vertauscbbaren  projectiven  Transformationen. 
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bilden  einen  neuen  Typus  von  Flächen  mit  oo*  projectiven  ver- 
tauschbaren Transformationen.  Dies  folgt  daraus,  dass  es  drei 
Ebenen  giebt,  die  bei  der  Gruppe  zq -^  U,  xp  +  aU invariant 
bleiben,  nttmlich  die  Ebenen 

ac  =  0,       j8  =  0,       z  =  oo  . 

Wir  bringen  unsre  Flächen  auf  eine  einfachere  Form,  indem 
wir 

5  =  7,    »  =  !-.    a  =  7 

als  neue  Veränderliche  einführen.  Dann  erhalten  unsere  00* 
Flächen  die  Gestalt 

1)  +  a  log  je  +  log  Ä  =  AT 

und  sind  somit  unter  einander  congruent.  Wir  können  daher 
die  einzige  Fläche 

(Ur)  9  +  alogj  +  logj8  =  0 

als  Repräsentant  des  gefundenen  Flächentypus  betrachten.  Die 
zugehörige  Gruppe  >]  besitzt  die  Form : 

§9. 
Wir  setzen  jetzt 

Xj=xp  +  aU,       Xj  =  yq  +  ßU 

und  dementsprechend 

I  XJ=xp  +  aU+Ap  +  Bq+Cr, 

woraus 

O^Aßp  +  B{ti+^)q+Cßr^L(a  +  h)p'^Maq  —  Nar 

und 

Aß'-'L{a  +  i)  =  0  , 

B(ß+^)'^Ma  =  0  , 

Cß^Na  =  0  . 


4)  Die  Gruppe  F^  gehört  als  Untergruppe  der  einfach  transitiven 
Gruppe  mit  vertauschbaren  projectiven  Transformationen:  q,  ^x,  ;p  an. 
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Eine  ausführliche  Discussion  dieser  Bedingungsgleichungen 
ersparen  wir  durch  die  folgenden  Betrachtungen.  Bei  den  vor- 
liegenden Gruppen  bleiben  sicher  drei  getrennte  Punkte  in  Ruhe, 
die  sich  in  der  unendlich  fernen  Ebene  befinden;  dement- 
sprechend bleiben  sicher  drei  Ebenen  invariant.  Existirten  nun 
nicht  mehr  als  jene  drei  invarianten  Punkte,  so  könnten  wir 
eine  solche  invariante  Ebene  ins  Unendliche  verlegen,  die  nur 
zwei  invariante  Punkte  enthielte.  Wir  brauchen  daher  unter 
den  Gruppen  (4)  nur  diejenigen  in  Betracht  zu  ziehen,  bei  denen 
ein  im  Endlichen  gelegener  Punkt,  etwa  der  Goordinatenanfang, 
in  Huhe  bleibt;  diese  Gruppen  besitzen  aber  die  Form 

Xj=xp  +  aU,       XJ=yq  +  ßU. 

Dabei  können  wir  von  dem  Falle:  a/^  =  0 ,  der  nur  Kegel  liefert, 
absehen,  ebenfalls  von  dem  Falle:  a  =  ß  =  —  i,  der  nur 
Flachen  zweiten  Grades  liefert.  Da  andererseits  a  und  ß  gleich- 
berechtigt sind,  brauchen  wir  nur  den  Fall 

a{a  +  i)ß^O 

zu  discutiren.   Die  entsprechenden  Flächen 

(IV)  ac«  yß  —  äTä;«"^^"^*  =  0  , 

die  offenbar  unter  einander  projectiv  sind,  gestatten  die  Gruppe 


(rj 


xp  +  aU,    yq  +  (lU 


Diese  Gruppe  ist  enthalten  in  der  Gruppe 


die  unsre  Flächenschaar  invariant  lässt. 

Offenbar  können  wir  die  Gleichung  unsrer  Flächen  auf  die 
symmetrische  Form 

bringen. 

Alle  Flächen^  die  nur  solche  projective  Transformationen  ge- 
statten^ die  paarweise  vertauschbar  sind^  können,  wenn  diese 
Transformationen  eine  continuirliche  Gruppe  mit  mehr  als  einem 
Parameter  bilden,  auf  eine  unter  den  vier  folgenden  Formen  ge- 
bracht werden : 


(n 
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y  —  1  i3C*  +  log  J5  =  0 
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q  —  zr,   p  +  xq 

(11') 

x  —  ^  —  log  JS 

p  +  »q,  p  +  yq  +  ^r 

(iir) 

y  +  log(£c«Ä)  =  0 

q  —  zr  y    xp  —  azr 

(IV) 

x^yft  ^  js«+/^+»  =  0 

xp  +  aU,   yq  +  ßU 

Diese  Flächen  besitzen  viele  merkwürdige  Eigenschaften ^  mit 
denen  ich  mich  bei  verschiedenen  Gelegenheiten  beschäftigt  habe. 


Kapitel  III. 
Fläehen,  die  ooVprojeetiye  Transformationen  gestatten. 

Will  man  alle  Flächen  mit  cx>*  projectiven  Transformationen 
bestimmen  und  ihre  Gleichungen  auf  kanonische  Formen  bringen, 
so  muss  man  nach  meinen  allgemeinen  Theorien  zuerst  alle  in- 
finitesimalen projectiven  Transformationen  auf  kanonische  lineare 
Formen  bringen  und  sodann  die  zugehörigen  Bahncurven  be- 
stimmen. Factisch  sind  die  hierzu  erforderlichen  Rechnungen 
schon  längst  von  d'Alembert,  Gaught  und  ihren  Nachfolgern  aus- 
geftLhrt,  während  allerdings  die  gruppentheoretische  Auffassung 
und  Verwerthung  dieser  Rechnungen  von  mir  herrührt.  Ganz 
besonders  darf  ich  daran  erinnern,  dass  ich  schon  im  Jahre  1871 
zeigte,  dass  die  Haupttangentencurven  auf  allen  diesen  Flächen 
durch  eine  einzige  Quadratur  gefunden  werden  können. 

Stellt  man  sich  die  Aufgabe,  fUr  einen  bestimmten  72-fach 
ausgedehnten  Raum  entweder  alle  eingliedrigen  projectiven 
Gruppen  oder  aber  alle  projectiven  Gruppen  dieses  Raumes  auf 
kanonische  Formen  zu  bringen,  so  ist  es,  wie  ich  bei  vielen  Ge- 
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legenheiten  gezeigt  habe,  praktisch  zweckmSssig ,  Schritt  fOr 
Schritt  vorwärts  zu  gehen.  Man  erledigt  zuerst  das  betreffende 
Problem  für  n  =  1,  sodann  dasselbe  Problem  für  n  :=  2,  indem 
man  sich  auf  lineare  homogene  Transformationen  beschränkt; 
hernach  erledigt  man  das  allgemeine  Problem  für  n  =  2,  sodann 
dasselbe  Problem  für  n  =  3 ,  indem  man  sich  auf  lineare  homo- 
gene Transformationen  beschränkt  u.  s.  w. 

Um  in  einfachster  Weise  die  Zweckmässigkeit  dieses  succes- 
siven  Verfahrens  zu  illustriren,  stelle  ich  mich  auf  den  Stand- 
punkt, dass  ich  meine  Bestimmung  aller  linearen  homogenen 
infinitesimalen  Transformationen  in  drei  Veränderlichen  als  be- 
kannt voraussetze;  ausgehend  von  dieser  Bestimmung  zeige  ich 
sodann,  wie  man  in  einfachster  Weise  alle  infinitesimalen  pro- 
jectiven  Transformationen  des  Raumes  xyz  auf  kanonische 
Formen  bringen  kann. 

Eine  infinitesimale  lineare  und  homogene  Transformation 
in  xyz  lässt  sich  auf  eine  unter  den  folgenden  kanonischen 
Formen  bringen: 

(1)  axp  +  ßyq  +  yzr      («  -  /?)  (^  -  y)  (y  -  a)  +  0  , 

(2)  zp  +  yq  +  a(xp  +  yq  +  zr)  , 

(3)  zp  +  xq+  (xp  +  yq  +  zr)  , 

(4)  sip  +  xq, 

(5)  yq+cc{xp  +  yq  +  zr)  , 

(6)       yq , 

(7)  zq  +  xp  +  yq-i-zr  , 

(8)  ^?, 

(9)  xp  +  yq  +  zr, 
(40)         0. 

Da  nun  jede  infinitesimale  projective  Transformation  min- 
destens eine  Ebene  in  Ruhe  lässt,  die  wir  ins  Unendliche  ver- 
legen können,  so  erhalten  wir  alle  infinitesimalen  projectiven 
Transformationen,  wenn  wir  zu  den  obenstehenden  zehn  linearen 
homogenen  Transformationen  einen  Ausdruck  von  der  Form 

Ap  +  Bq+  Cr 
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addiren.  Will  man  sodann  die  gefundenen  infinitesioialen  pro- 
jectiven  Transformationen  auf  kanonische  Formen  bringen,  so  muss 
man  einerseits  die  Gonstanten  A,  B  und  C  soweit  möglich  par- 
ticularisiren,  anderseits  unter  allen  in  dieser  Weise  gefundenen 
projecUven  Transformationen  die  ttberzähligen  ausschliessen,  so- 
dass nur  solche  Formen  bewahrt  werden,  die  unter  projectiven 
Gesichtspunkten  wesentlich  verschieden  sind. 

Ist  die  infinitesimale  lineare  Transformation 

(a^x  +  b^y  +  c,z)p  +  (a^x  +  \y  +  c^z)q  +  (a^x+b^y  +  CJ,z)r 
+  Ap  +  Bq  +  Cr  =  Wf 

eine  unter  den  zehn  oben  besprochenen  Transformationen,  die 
wir  aus  einer  kanonischen  linearen  homogenen  Transformation 
durch  AdditioQ  des  Ausdrucks  Ap  +  Bq  +  Cr  ableiteten,  so 
versuchen  wir  in  jedem  einzelnen  Falle  durch  Einführung  der 
neuen  Veränderlichen 

x,=x  +  L  ,       y^=y  +  M  ,       z^  =  z  +  N 

die  Glieder  nullter  Ordnung  zu  particularisiren.  In  diesen  neuen 
Veränderlichen  erhält  Wf  die  Form 

dx^:dt  =  a^x^  +  b^ y^  +  c^  z^  —  {a^L  +  b^ M  +  c^N)  +  A  ^ 

dy, :  dt  =  a^x^  +  b^y^  +  c^z^  —  (a,£,  +  b^M+c^N)  +  B , 

dz^ :  dt  =  a,x,  +  b^y^  +  c,«,  —  {a,L  +  6,1/  +  c^N)  +  C  . 

Ist  nun  insbesondere  die  Determinante 

I  «i  K  c,  I 

von  Null  verschieden,  so  lassen  sich  die  Gonstanten  L,  U  und  N 
so  wählen,  dass  die  Gleichungen 

a^L  +  b^M+c^N  =  A  , 
a^L  +  b^M+c^N=B, 
a^L  +  b^M+c^N=  C 

bestehen.  In  diesem  Falle  ist  es  somit  gestattet,  in  Wf  die 
Gonstanten  A,  B,  C  ohne  weiteres  gleich  Null  zu  setzen.  Ist  die 
Determinante  |  a^  6,  c,  |  nicht  gleich  Null,  so  particularlsirt  man 
die  Gonstanten  i4,  ^,  C  in  jedem  einzelnen  Falle  so  viel  wie 
möglich. 
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Nachdem  wir  in  dieser  Weise  die  neuen  Transformationen 
Wf  auf  möglichst  einfache  Formen  gebracht  haben,  die  unter 
einander  innerhalb  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  wesentlich 
verschieden  sind,  stellen  wir  die  Frage,  welche  unter  allen 
diesen  Formen  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
wesentlich  verschieden  sind.  Die  Erledigung  dieser  Frage  wird 
dadurch  wesentlich  vereinfacht,  dass  wir  in  jedem  einselnen 
Falle  die  bei  der  betreffenden  Transformation  Wf  invarianten 
Punkte  und  Ebenen  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  führen  wir 
homogene  Goordinaten  x,  y,  Zj  u  ein,  indem  wir  Wf  die  Form 

{a^x  +  b^y  +  c^z  +  Au)p  +  (a^x  -\^b^y  +  c^z  +  Bu)  q 
+  (a^x  +  b^y  +  c^z+  Cu)  r 
ertheilen  und  sodann  die  Gleichungen 

a^x  +  b^y  +  c^z  +  Au  =  QX  , 
a^x  +  b^y  +  c^z  +  Bu  =  Qy  , 
a^x  +  b^y  +  c^z  +  Cu  =  Qz  , 

0  =  pw 
verschiedenen   Wurzeln   der  Gleichung  vierten 


bilden. 
Grades 


Die 


6, -p 


"'S 

0 


0 


A 
B 

C 


=  0 


liefern  sodann  in  bekannter  Weise  die  invarianten  Punkte,  die 
je  nach  dem  Verhalten  der  Unterdeterminanten,  die  zu  den 
mehrfachen  Wurzeln  gehören,  entweder  isolirt  sind,  oder  aber 
Gerade  resp.  Ebenen  ausfüllen. 

Wollen  wir  sodann  die  invarianten  Ebenen  bestimmen,  so 
suchen  wir  zuerst  die  invarianten  Geraden  der  unendlich  fernen 
Ebene,  und  bestimmen  sodann  alle  invarianten  Ebenen  der- 
jenigen Ebenenbüschel,  deren  Axen  die  soeben  besprochenen 
invarianten  Geraden  sind. 

Indem  wir  diese  Rechnungen  für  alle  zehn  Fälle  durch- 
führen, gelingt  es  ohne  weiteres,  alle  infinitesimalen  projectiven 
Transformationen  auf  kanonische  Formen  zu  bringen. 

Nach  diesen  aligemeinen  Betrachtungen  können  wir  unsre 
Discussion  der  zehn  Fälle  in  knapper  Form  entwickeln. 
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§<■ 
Wir  betrachten  zuerst  die  loBnitesimale  Transformation: 
axp  +  liyq  +  yzr  +  Ap  -{-  Bq  -\-  Cr 

(«-/^)(/^-y)(y-«)  +  o. 

Fügen  wir  nun  zunächst  die  weitere  Forderung 

ajiy  4=  0 

hinzu,  so  können  wir  A  =  B  =  C=0  setzen.    Zur  Bestimmung 
der  invarianten  Punkte  bilden  wir  die  Gleichung  vierten  Grades 

a—Q 0  0  0 

=  0  =  -(a-p)(/?-^)(y-^)p 


0  ß'-'Q  0  0 

0  0  y— ß    0 

0  0  0  — ß 


mit  vier  verschiedenen  Wurzeln,  deren  jede  einen  isolirten  in- 
varianten Punkt  liefert.  In  diesem  Falle  liefern  die  Ecke7i  und 
Ebenen  des  Tetraeders 

X  '  y  '  z    oo  ^  0 

vier  isolirte  invariante  Punkte  und  vier  isolirte  invariante  Ebenen] 
weitere  invariante  Punkte,  resp.  Ebenen  giebt  es  nicht.  Hiermit 
haben  wir  die  infinitesimale  projective  Transformation 

(I")  axp  +  ßyq  +  yzr 

((a^ß]{ß-Y](y-a)a(iy:^0), 

deren  oo*  Bahncurven  durch  die  Gleichungen 


1 

1 

1 

.T« 

y^ 

^ 

ZY 

A 

B 

~C 

gegeben  sind.  Diese  Gurven  sind  transcendent,  ausgenommen 
wenn  die  beiden  Verhältnisse  a:  ß  :y  rational  sind.  Ich  darf 
daran  erinnern,  dass  ich  gezeigt  habe,  dass  diese  Curven  nicht 
allein  oo*  projective  Transformationen,  sondern  auch  oo*  dua- 
listische Transformationen,  sowie  eine  Reihe  anderer  Berührungs- 
transformationen  gestatten.  Diese  Bemerkung  bezieht  sich  übri- 
gens auch  auf  die  folgenden  Fälle. 
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Wir  wollen  sodann  annehmen,  dass  unter  den  drei  Con- 
stanten ttj  ßj  y,  die  fortwährend  verschieden  sein  sollen,  eine 
etwa  y  gleich  Null  ist.  Aus  dem  Ausdrucke: 

axp  +  ßyq  +  Ap  +  By  +  Cr 

(a^ß)aß^O 

lassen  sich  jetzt  zwar  A  und  B,  nicht  aber  C  wegschaffen,  wir 
müssen  daher  die  beiden  Fülle  C  4=  0  und  C=  0  für  sich  be- 
handeln. 

Der  Fall  y  =  0,  0^=0. 
In  diesem  Falle  können  wir  C  =  4  und 

(in  Wf=xp  +  ßyq  +  r 

setzen.  Jetzt  werden  die  invarianten  Punkte  bestimmt  durch 
die  Gleichung  vierten  Grades: 

i  —Q  0  0       0 

0  //  — ß  0       0 

0  0  —^4 

0  0  0        —p 

Die  beiden  einfachen  Wurzeln  4  und  ß  geben  zwei  isolirte  in- 
variante Punkte,  die  Doppel wurzel  ^  =  0  giebt  ebenfalls,  da 
die  zugehörigen  dreireihigen  Unterdeterminanten  nicht  alle  ver- 
schwinden, einen  isolirten  aber  doppelt  zählenden  invarianten 
Punkt.  Es  giebt  dementsprechend  auch  drei  invariante  Ebenen 
X  =  0,  y  =  0  und  die  unendlich  ferne  Ebene,  unter  denen  die 
letzte  doppelt  zählt. 

Die  Bahncurven  von  Wf  sind  transcendent  und  bestimmt 
durch  die  Gleichungen 


0  = 


=  (i'-Q){ß-Q)Q' 


X 

L 


M 


N 


Der  Fall  y  =  0,  C  =  0. 
In  diesem  Falle  ktfnnen  wir 
(IIl")  Wr==axp  +  ßyq 
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setzen.   Die  Eugehörige  Gleichung  vierten  Grades 


0  = 


a— p  0  0  0 

0  ß  —  Q  0  0 

0  0  — p  0 

0  0  0  — p 


=  {cc-Q){ß-Q)f' 


hat  eine  Doppel wurzel,  für  welche  die  zugehörigen  dreireihigen 
Unterdeterminanten  verschwinden.  Die  Doppelwurzel  giebt 
daher  eine  Reihe  von  cx>^  invarianten  Punkten,  die  auf  der 
Geraden  07=^^  =  0  gelegen  sind;  die  beiden  einfachen  Wurzeln 
geben  zwei  isolirte  invariante  Punkte;  dementsprechend  giebt 
es  ein  Bttschel  von  invarianten  Ebenen:  ji  =  Gonst.  und  zwei 
isolirte  invariante  Ebenen  x  =  0  und  y  =  0. 
Die  zugehörigen  Bahnourven 

""       ^'      L-  M 

sind  im  Allgemeinen  transoendent  und  eben.    Fttr  rationale 
Werthe  des  Verhältnisses  a  :  ß  sind  diese  Curven  algebraisch. 
Hierher  gehört  insbesondere  die  infinitesimale  Rotation, 


Wir  betrachten  jetzt  die  Transformationen 

!^P  +  yq+cc  [xp  +  yq  +  zr)  +Ap  +  Bq+Cr 

und  bestimmen  die  zugehörigen  kanonischen  Formen  dieser 
Transformation  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe. 
Nach  unseren  früheren  Entwickelungen  können  die  Gonstanten 
Aj  B  und  C  gleich  Null  gesetzt  werden ,  sobald  wir  annehmen, 
dass 

a[a+h)  =t=0 

ist.  Unsre  infinitesimale  Transformation  erhttlt  unter  dieser 
Voraussetzung  die  Form 

(ax  +  %)p  +  [a  +  ^)yq+  aar  . 

Die  zugehörige  Gleichung  vierten  Grades 
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0  = 


a  —  Q  0  1  0 

0  a+ 4—^0  0 

0  0  a  —  ^  0 

0  0  0  - 


=  {a^Q)\a  +  \-Q)Q 


hat  zwei  einfache  Wurzeln  und  eine  Doppelwurzel^  für  welche 
die  zugehörigen  dreireihigen  Determinanten  nicht  alle  verschwin- 
den. Unsre  Gleichung  vierten  Grades  verhält  sich  also  genau 
wie  in  dem  zweiten  Falle  des  vorigen  Paragraphen.  Daraus  lasst 
sich  nun  allerdings  nicht  ohne  weiteres  schliessen,  dass  diese 
beiden  Falle  identisch  sind.   Setzen  wir  aber 

z  X  \ 

so  besteht  identisch  die  Gleichung 

r  +  xp  +  wyq  =  z^p,+  y,  q,  —  w(x,p^  +y,q^+  z,  rj 

und  also  liefert  unsere  Annahme  o(a  +  4)  4=  0  wirklich  nur 
solche  Transformationen,  die  mit  den  früher  gefundenen  inner- 
halb der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  gleichberechtigt  sind. 

DepFalla  +  4  =0. 
In  der  infinitesimalen  Transformation 

(x  —  z)p  +  zr  +  Ap  +  Bq+  Ci^ 

können  wir  A  und  C  gleich  Null,  B  gleich  4  oder  Null  setzen. 
Von  der  Annahme  5  =  0  können  wir  aber  absehen,  da  bei  der 
Transformation 

(x  —  z)p  +  zr 

zwei  unendlich  ferne  Punkte  und  alle  Punkte  der  Geraden: 
(T  =  0,  2  =  0  invariant  bleiben.  Es  leuchtet  nämlich  ein,  dass 
wir  diese  Transformation  bei  der  Discussion  der  Fälle  (5)  oder  (6) 
wiederfinden  müssen. 

Wir  können  daher  im  vorliegenden  Falle 

(IV")  Wf={x^z)p  +  q  +  zr 

setzen.  Da  es  von  vornherein  bekannt  ist,  diiss  bei  dieser  Trans- 
formation zwei  isolirte  unendlich  ferne  Punkte  invariant  sind, 
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0  = 


=  (<-?)*?* 


und  es  andererseits  unmittelbar  klar  ist,  dass  kein  endlicher 
Punkt  seine  Lage  behält,  so  können  wir  ohne  weiteres  behaupten, 
dass  unsre  Transformation  von  den  früher  gefundenen ,  deren 
jede  mindestens  drei  Punkte  in  Ruhe  Ittsst,  wesentlich  verschie- 
den ist.  Zum  Ueberfluss  notiren  wir,  dass  die  zugehörige  Glei- 
chung vierten  Grades 

i  ^Q  0        —4      0 

0  —^0  i 

0  0       4—^0 

0  0        0  — ^ 

zwei  Doppelwurzeln  besitzt,  und  dass  fttr  beide  Wurzeln  die 
zugehörigen  dreireihigen  Unterdeterminanten  nicht  alle  ver- 
schwinden. Es  existiren  daher  zwei  isolirte  doppeltzählende 
invariante  Punkte 

a:  =  J5  =  M  =  0    und    i/  =  z  =  u  =  0 

und  zwei  doppeltzählende  invariante  Ebenen 

j5  =  0     und    j5  =  oo . 

Die  zugehörigen  Bahncurven 

X 

z 

y  — logj8  =  6 

sind  transcendent,  liegen  aber  auf  den  Flächen  zweiten  Grades 

X 


Der  Fall  a  =  0. 
Hat  Wf  die  Form 

Wf=  zp  +  yq  +  Ap  +  Bq  +  Cr, 

so  können  A  und  B  gleich  Null  gesetzt  werden.  Dabei  sind  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  C  ==  0  oder  C  4=  0  ist. 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  dass  C  von  Null  verschie- 
den ist,  und  können  dann  C  =  4  und 

(V")  Wf:=^zp  +  yq  +  r 
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setzen.  Die  Form  dieser  Transformation  leigt  unmittelbar,  dass 
kein  im  Endlichen  gelegener  Punkt  invariant  bleibt;  in  der  un- 
endlich fernen  Ebene  liegen  andererseits  bekanntlich  swei  in- 
variante Punkte.  Bilden  wir  nun  die  Gleichung  vierten  Grades 


0  = 


—  Q 
0 
0 
0 


0 

0 
0 


1 

0 

—  9 
0 


0 
0 
i 

—  Q 


=  -?'(<-?), 


so  sehen  wir,  dass  der  eine  unter  diesen  invarianten  Punkten, 
ntfmlioh  der  unendlich  ferne  Punkt  der  a;-Axe  dreifach  lahlt, 
wahrend  der  andere  invariante  Punkt  nur  einfach  zahlt.  Dem- 
entsprechend existiren  zwei  invariante  Ebenen,  nttmlich  u  =  0 
und  y  =  0. 

Die  Transformation 

!ip  +  yq  +  r 

ist  daher  von  den  frtther  gefundenen  wesentlich  verschieden. 
Die  zugehörigen  Bahncurven,  deren  Gleichungen  sind 

2x  — «*  =  o,      a  — Iogys=6, 

sind  transcendent,  liegen  aber  jedesmal  auf  einer  FlSche  zweiten 
Grades. 

Wir  mflssen  endlich  den  Fall  a  =:  C  =:  0  untersuchen.   In 
diesem  Falle  hat  unsre  Transformation  die  Form 

(VT)  %p  +  yq. 

Die  zugehörige  Gleichung  vierten  Grades 


0  = 


—  9 
0 
0 
0 


0 

0 
0 


4 

0 

0 


0 
0 
0 
-Q 


=  -Q»(\-Q) 


hat  eine  einfache  Wurzel,  die  einen  isolirten  invarianten  Punkt 
x  =  z  =  u  =  Q  liefert,  und  eine  dreifache  Wurzel,  die  eine 
invariante  Punktreihe  js  =  0,  ^  =  0  liefert.  Dementsprechend 
bleibt  eine  isolirte  Ebene  y  =  0  und  alle  Ebenen  des  Büschels 
ZT=  C  invariant.  Die  Transformation  zp  +  yq  ist  daher  wesent- 
lich verschieden  von  den  früher  gefundenen. 


Bbstiiiiivng  aller  Flächen  etc. 
Die  zugehörigen  Bahncurven 

X 


z  =  a. 


—  log  y  =  6 


sind  transcendente  ebene  Gurven. 
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§3. 
Wir  kommen  jetzt  zu  den  Transformationen 
zp  +  xq-i-  a(xp  +  y7  +  zr)  +  /lp  +  Bq  +  Gr- 
und brauchen  dabei  nur  die  Falle  a  =  4,  und  a  =  0  zu  berück- 
siohtigen. 

Der  Fall  a  =  4. 

Ist  a  =  1 ,  so  können  wir 

,1  =  B  =  C  =  0 

setzen.  Die  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  beschreiben 
Kegelschnitte 

u  =  0,     2yÄ  —  cc*  =  C3^, 

die  einander  in  einem  gemeinsamen  Punkte  (dem  unendlich 
fernen  Punkt  dery-Axe)  bertlhren.  Denken  wir  uns  insbesondere, 
dass  einer  unter  diesen  Regelschnitten  grade  der  imaginäre 
Kegelkreis,  so  ist  unsre  Transformation  eine  infinitesimale  Spiral- 
transformation. 

Die  bei  der  Transformation 

zp-^-xq-i-xp  +  yq+zr 

invarianten  Punkte  sind  bestimmt  durch  die  algebraische  Glei- 
chung vierten  Grades 

1—^0  1  0 

1  4—^0  0 

0  0  \  —Q  0 

0  0  0  — e 

deren  einfache  Wurzel  ^  =  0  den  isolirten  invarianten  Punkt 
0?  =  y  =r  js  ==  0  liefert;  die  dreifache  Wurzel  ^  =  4,  ftlr  welche 
die  zugehörigen   dreireihigen  Determinanten   nicht   sämmtlich 

lUth.-phj8.  ClMse.  18»5.  4  7 


=  (e -<)'?, 
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verschwinden,  liefern  ebenfalls  einen  isolirteü  invarianten 
Punkt,  der  aber  dreifach  ztthit.  Dementsprechend  existiren  zwei 
invariante  Ebenen: 

z  =  0     und     a  =  oo  , 

unter  denen  die  eine  dreifach  zdblt. 

Die  Bahncurven  werden  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

X 


z 


—  log  J3  =  a 


JZ  ss  z 

und  sind  somit  transoendente  Gurven.  Es  ist  bemerkenswerth, 
dass  eine  jede  unter  diesen  Gurven  auf  einer  gewissen  Fläche 
zweiten  Grades  liegt,  deren  Gleichung  ist: 

y      « 


.      i(lf  = 


Nach  dem  Verhalten  der  Determinante  J(q)  und  ihrer 
Unterdeterminanten  liegt  es  nahe  zu  vermuthen,  dass  unsre 
Transformation 

zp  -{-xq  +  xp-^yq+  zr 

mit  der  früher  gefundenen  Transformation 

innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  gleichberechtigt 
ist.   So  ist  auch  wirklich  der  Fall.   Setzen  wir  in  der  That 


x^  = 


y  1  X 

z  z  z 


so  besteht  die  Gleichung 

identisch  ftlr  jedes  f. 

Der  hier  vorliegende  Fall  giebt  uns  also  keine  neue  infini>- 
tesimale  projective  Transformation. 
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Der  Fall  a  =  0. 
Indem  wir  jetzt  die  Transformationen: 

zp  +  xq  +  Ap  +  Bq+  Cr 

untersuchen  wollen^  bemerken  wir  zunächst,  dass  wir  unter  allen 
Umständen 

A  =  B=  0 

setzen  können,  während  die  beiden  Fälle  C  4=  0  und  C  =  0  fttr 
sich  behandelt  werden  müssen. 

Ist  C  4=  0,  so  können  wir  C  =  4  setzen  und  erhalten  somit 
die  Transformation 

zp  -^  xq+  r. 

Zur  Bestimmung  der  zugehörigen  invarianten  Punkte  bilden 
wir  die  Gleichung 

—  Q  0         1        0 

0        0        —()  i 
0        0        0—^ 


J(^)  =  0  = 


=  ?V 


die  eine  vierfache  Wurzel  besitzt,  fttr  welche  eine  dreireihige 
Unterdeterminante  nicht  verschwindet.  Es  bleibt  daher  ein  und 
nur  ein  Punkt,  nämlich  der  unendlich  ferne  Punkt  der  y-Axe  in 
Ruhe;  dementsprechend  ist  die  unendlich  ferne  Ebene  die  einzige 
invariante  Ebene. 

Es   geht  hieraus   hervor,   dass   die   infinitesimale  Trans- 
formation 

(Vir)  r  +  zp  +  xq 

von  den  frtther  gefundenen  wesentlich  verschieden  ist. 

Die  zugehörigen  Bahncurven  werden  bestimmt  durch  die 
beiden  Gleichungen : 

X  —  ^  z*  =  a 

y  —  xz  +  ^z^  =  b 

und  sind  daher  Curven  dritter  Ordnung,  die  einander  in  einem 
Punkte  hyperosculiren. 
Es  erübrigt,  den  Fall 

«  =  0,     C=0 
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0=J(q)  = 


=  Q\ 


zu  discutiren.   Wollen  wir  die  bei  der  Transformation 

(VIII")  sp  +  xq 

invarianten  Punkte  bestimmen,  so  bilden  wir  wie  gewöhnlich 
dieTGleichung 

—  ^040 

4        — e  0        0 

0        0        — e  0 

0        0        0—^ 

deren  vierfache  Wurzel  q  =  0  oo*  invariante  Punkte  bestimmt, 
die  die  Geraden  z  =  0,  x  =  0  ausfüllen.  Dies  folgt  daraus,  dass 
für  ^  =  0  alle  zweireihigen  Determinanten  ausgenommen  eine 
verschwinden.  Es  bleiben  andererseits  oo^  Ebenen  in  Ruhe, 
nämlich  alle  Ebenen  des  Büschels  z  =  Const. 
Die  zugehörigen  Bahneurven 

z=»a,     2zy  —  x'  =  b 

sind  oo*  Kegelschnitte,  die  ein  Linienelement  gemein  haben. 
Verlegen  wir  eioen  unter  diesen  Kegelschnitten  in  den' imagi- 
nären Kugelkreis,  so  wird  unsre  Transformation  eine  imaginäre 
Rotation,  deren  Axe  den  Kugelkreis  schneidet. 

Wir  halten  es  für  überflüssig,  die  noch  übrigen  Fälle  zu  dis- 
cutiren. 
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SITZUNG  VOM  11.  APRIL  1896. 

Vorgetragen  in  der  Sitzung  vom  5.  Februar  1894,  eingeliefert  am 
H.April  1896. 

SophiM  Lia,  Verwerthung  des  Gruppenbegriffes  für  Differen- 
tialgleichungen. I. 

(Die  Theorien  dieser  Äbiiandlung  tbeiite  ich  der  Kgl.  Stfchs.  Ges.  d.W. 
in  der  Sitzung  vom  5.  Februar  1894  mit.  In  meinen  Vorlesungen  im 
Wintersemester  1893 — 1894  entwickelte  ich  sie  ausführlich  und  zeigte 
überdies  ihre  Tragweite  durch  mehrere  Anwendungen,  die  in  dieser  Ab- 
handlung nicht  Platz  finden  konnten.  Im  Uebrigen  erlaube  ich  mir  hervor- 
zuheben, dass  alle  diese  Theorien  in  knapper  oder  specieller  Farm  im  nor- 
wegischen Archiv  und  den  Verb.  d.  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1882—1884 
skizzirt  sind.  In  der  Fortsetzung  dieser  Arbeit  werde  ich  u.  A.  beweisen, 
dass  meine  aus  den  Jahren  1878 — 1874  herrührende  Integrationstheorie 
eines  vollständigen  Systems  mit  bekannten  infinitesimalen  Transformationen 
wirklich,  wie  oft  von  mir  angekündigt  (vgl.  z.  B.  Math.  Ann.  Bd.  XI),  das 
Integrationsgescbäft  auf  Hülfsgieichungen  zurückführt,  deren  Ordnung 
sich  nicht  erniedrigen  lässt.  Einen  Theil  dieses  Beweises  findet  man  üb- 
rigens schon  in  Math.  Ann.  Bd.  XXV.  Die  neueren  Untersuchungen  über 
die  Zusammensetzung  der  endlichen  Gruppen  haben  mir  gestattet,  wie  ich 
in  meinen  Vorlesungen  schon  öfter  hervorgehoben  habe,  meine  ursprüng- 
lichen Resultate  in  einem  Punkte  zu  vervollständigen. 

In  unserem  Jahrhundert  treten  die  Begriffe  Substitution  und 
Substitutionsgruppe,  Transformation  und  Transformationsgruppe, 
Operation  und  Operationsgruppe,  Invariante,  Differential  Variante 
und  Differentialparameter  immer  deutlicher  als  die  wichtigsten 
Begriffe  der  Mathematik  hervor.  Wahrend  seit  Desgartes  die 
Curve,  als  Bild  der  Function  einer  Veränderlichen,  in  fast  zwei- 
hundert Jahren  das  wichtigste  Object  fttr  die  Untersuchuogen 
der  Mathematiker  darbot,  während  andrerseits  in  unserem  Jahr- 
hundert der  Begriff  Transformation  zunächst  als  Httlfsmittel  bei 
dem  Studium  der  Gurven  und  Flächen  hervortrat,  entwickelt 
sich  in  späteren  Decennien  nach  und  nach  eine  allgemeine  Trans- 

Hfttli.-pliyfl.  ClMse.     1895.  18 
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formationstheoriey  deren  Element  die  Transformation  selbst  dar- 
stellt, während  die  Transformationsschaaren,  insbesondere  die 
Transformationsgrappen,  das  Object  liefern. 

Die  allgemeine  Transformationstbeorie  ist  in  dem  Sinne  eine 
analytische  Disciplin,  dass  sie  durch  rein  analytische  Hülfsmittel 
entwickelt  werden  kann.  Sie  hat  aber  mit  der  Geometrie  das 
wesentliche  Merkmal  gemein,  dass  sie  sich  in  grosser  Aus- 
dehnung einer  nicht  allein  begrifflichen  sondern  geradezu  a7i- 
schaulichen  Auffassung  darbietet. 

Setzen  wir  den  Unterschied  zwischen  der  analytischen  und 
der  synthetischen  Methode  darin,  dass  der  Synthetiker  mit  den 
Begriffen  rasonnii%  der  Analytiker  nach  festen  Regeln  rechnet^  so 
können  wir  eine  wesentliche  Eigenschaft  der  Transformations- 
theorie darin  sehen,  dass  sich  ihre  Satze  ebensowohl  analytisch 
elegant  wie  begrifflich  ja  anschaulich  klar  entwickeln  lassen. 
Hierauf  beruht  es,  dass  die  Transformationstheorie  wesentlich 
einfacher  als  die  Substitutionstheorie  ist. 

Wir  unterlassen  nicht  ausdrücklich  hervorzuheben,  auf  der 
einen  Seite,  dass  verschiedene  mathematische  Disciplinen  zur 
Entwickelung^)  der  Transformationstheorie  beigetragen  haben, 
auf  der  andern  Seite,  dass  schon  jetzt  viele  Gebiete  der 
Mathematik  von  der  Transformationstheorie  wesentliche  Förde- 
rung erhalten  haben. 

Unter  allen  Disciplinen  der  Mathematik  ist  die  Theorie  der 
Differentialgleichungen  die  wichtigste.  Alle  Zweige  der  Physik 
stellen  uns  Probleme,  die  auf  die  Integration  von  Differential- 
gleichungen herauskommen.  Es  giebt  ja  überhaupt  die  Theorie 
der  Differentialgleichungen  den  Weg  zur  Erklärung  aller  ele- 
mentaren Naturphänomene,  die  Zeit  brauchen.  Hat  somit  die 
Theorie  der  Differentialgleichungen  eine  unendliche  praktische 
Bedeutung,  so  hat  sie  auf  der  andern  Seite  darin  eine  ent- 
sprechende theoretische  Wichtigkeit,  dass  sie  in  rationeller 
Weise  zum  Studium  neuer  wichtiger  Functionen,  bez.  Functions- 
classen  leitet. 


4)  Beispielsweise  nenne  ich,  dass  die  Potential theorie  mich  seinerseits 
zur  Entdeclcung  des  Zusammenhanges  zwischen  dem  EüLER'schen  und 
jACOBi'schen  MuUiplicator  und  dem  Begriffe:  infinitesimale  Transformation, 
indirect  also  zur  Entdeckung  des  Hauptsatzes  meiner  Gruppen  theorie 
führte. 
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Nachdem  ich  seinerzeit  bemerkt  hatte,  dass  die  alteren 
ciassischen  Integrationstheorien  sich  entweder  direct  auf  solche 
Differentialgleichungen  beziehen,  die  gegebene  Schaaren  von 
Transformationen  gestatten  oder  aber  unter  anderen  Gesichts- 
punkten in  elementarer  Weise  mit  den  Begriffen  Transformation 
und  Gruppe  in  Verbindung  gebracht  werden  können,  stellte  ich 
mir  die  Aufgabe,  überhaupt  den  Begriff  der  Transformation  für 
die  allgemeine  Theorie  der  Differentialgleichungen  zu  verwerthen. 
Zu  diesem  Zwecke  begründete  ich  in  den  Jahren  4870—1873 
einerseits  meine  allgemeine  Theorie  der  Berührungsiransforma- 
tionen, deren  Wichtigkeit  durch  fundamentale  geometrische 
Anwendungen  illustrirt  wurde,  andrerseits  meine  allgemeine 
Theorie  der  Transformationsgruppen j  die  zu  einer  Reihe  merk- 
würdiger Integrationstheorien  führte.  Die  Publication  meiner 
Vorlesungen  und  meines  dreibändigen  Werkes  über  Trans- 
formationsgruppen sowie  die  Vorbereitung  mehrerer  grösserer 
geometrischer  Werke  ^)  hat  mir  in  den  letzten  zehn  Jahren  nicht 
gestattet,  meine  Ideen  über  die  allgemeine  Theorie  der  Differen- 
tialgleichungen mit  voller  Kraft  zu  entwickeln.  Unter  diesen 
Umständen  erschien  es  zweckmassig,  nach  und  nach  in  knapper 
Form  einzelne  Abschnitte  meiner  allgemeinen  Theorie  der  Diffe- 
rentialgleichungen zu  veröffentlichen.  Dabei  liegt  es  allerdings 
in  der  Natur  der  Sache,  dass  es  mir  unmöglich  gewesen  ist,  in 
diesen  kurzgefasstcn  Hittheilungen  alle  sich  darbietenden  Fragen 
in  erschöpfender  Weise  zu  behandeln.  Hoffentlich  wird  es  mir 
aber  einmal  möglich  werden,  auch  meine  Untersuchungen  über 
Differentialgleichungen  in  ausführlicher  %md  systematischer  Dar- 
stellung den  Mathematikern  vorzulegen. 

Der  Schwerpunkt  der  folgenden  Arbeit  liegt  in  den  Theorien, 
die  in  den  beiden  ersten  Kapiteln  entwickelt  werden.  Die  An- 
wendungen, die  in  den  folgenden  Kapiteln  gegeben  werden,  sollen 
zur  Illustration  dieser  Theorien  dienen.  Es  liegt  in  der  Natur  der 
Sache,  dass  die  Zahl  der  Anwendungen  unbegrenzt  ist.  Ich  habe 
solche  Anwendungen  gewählt,  die  nach  meiner  Ansicht  für  die 
meisten  Leser  besonders  lehrreich  sein  werden. 


i)  Unter  dem  Titel:  Geometrie  der  Berührungstransformationen  werde 
ich,  unterstützt  von  Herrn  Dr.  Scbeffers,  ein  mehrbändiges  Werk  veröffent- 
lichen, das  eine  ausführliche  und  systematische  Darstellung  und  Verwer- 
thuQg  meiner  ältesten  geometrischen  Ideen  geben  soll.  Zwei  ähnliche  geo- 
metrische Werke  sollen  meiner  Theorie  der  Translationsflächen  und  der 
Venverthung  der  Gruppentheorie  für  Geometrie  gewidmet  werden. 

18* 
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Kapitel  4 . 

Redaetion  der  aUgeneinen  infinitesimaleii  Transfemation 
einer  nnendlielieii  Cfrappe  anf  eine  gegebene  kanonieehe  Fem. 

In  fraheren  Pablicationen  zeigte  ich,  dass  die  Integration 
einer  vorgelegten  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

immer  dann  geleistet  werden  kann,  wenn  diejenige  infinitesi- 
male Transformation,  deren  Symbol  .4/*  ist,  einer  endlichen  con- 
tinuirlichen  Gruppe:  XJ ...  X^fmii  bekannten  endlichen  Trans- 
formationen 

^k   =  /it  (^1  •  •  •  ^n  a»  . . .  Or) 
[k=\,i...n) 
angehört. 

Da  dieser  Satz  eine  hervorragende  Wichtigkeit  besitzt,  lag 
es  nahe  sich  die  Frage  vorzulegen,  ob  er  auch  dann  gültig 
bleibt,  wenn  die  infinitesimale  Transformation  A  feiner  unend- 
lichen Gvnpipesji^ehlivi,  deren  infinitesimale  oder  endliche  Trans- 
formationen entweder  bekannt  oder  aber  durch  Diflerentialglei- 
chungen  definirt  sind. 

Unter  den  hiermit  angedeuteten  Problemen  greifen  wir 
zunSichst  das  folgende  heraus : 

Problem  I.  Es  wird  vorausgesetzt,  dass  man  sowohl  die 
Definitionsgleichungen 

•^* (^*  " '  ^'^  df" '  •  •  • )  =  ^fe (^1  •  •  •  ^n) 

einer  unendlichen  Gruppe  F  wie  die  allgemeine  infinitesimale 
Transformation 

^^-^«ö^  +  '-'  +  ^-ä^» 

derselben  Gruppe  kennt.  Es  wird  verlangt,  die  Integration 
der  allgemeinen  Gleichung  Xfs=s  0  auf  die  einfachsten  Hülfsglei- 
chungen  zurückzuführen. 

Ehe  wir  dieses  allgemeine  Problem  in  Angriff  nehmen,  wollen 
wir  zeigen  einerseits,  dass  mehrere  besonders  wichtige  FSUe 
dieses  Problems  schon  längst  von  berühmten  Mathematikern 
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behandelt  worden  sind,  andrerseits,  dass  andere  nicht  minder 
wichtige  Fälle  in  meinen  älteren  Arbeiten  erledigt  worden  sind. 
Die  bisherige  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  ist  weiter  nichts  als  ein  specjeller  Fall  des  auf- 
gestellten Problems.   Ist  nämlich  etwa 

eine  vorgelegte  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
so  deckt  sich  nach  Pfaff  und  Caught  die  Integration  der  Glei- 
chung q)  =  a  mit  derjenigen  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung 

icpf)  =  0 

in  den  Veränderlichen  ap| . . .  ojjip^ . . .  p„.  Nun  aber  ist  nach 
meinen  Untersuchungen  [g)f)  das  Symbol  einer  infinitesimalen 
Bertlhrungstransformation  und  dabei  bilden  alle  endlichen  Be- 
rührungstransformationen : 

eine  unendliche  Gruppe,  deren  Definitionsgleichungen,  wie  ich 
längst  gezeigt  habe,  gerade  die  bekannten  Gleichungen 

0  =  (Xi  Xfc)  =  {Xi  P,)  =  (P,.  Pfc)  =  {Pi  Xi)  -  i 

sind.  Gerade  diese  Auffassung  war  seinerzeit  die  Grundlage  flir 
meine  Discussion^)  der  Integrationsmethoden  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen erster  Ordnung  q>[x^p)=0. 

Ein  anderes,  ebenfalls  classisches  Beispiel  meines  allge- 
meinen Problems  liefert  Jagobi's  Theorie  des  letzten  Multiplicators, 
die  wir  in  einem  folgenden  Kapitel  (Kap.  3)  unter  Zugrunde- 
legung einer  gruppentheoretischen  Auffassung  entwickeln 
werden.  Factisch  besteht  Jagobi's  Theorie  darin,  dass  bei  der 
Integration  einer  Gleichung 

(^)  ^^=«  =  «'^  +  ---  +  ««.^„' 

die  die  Bedingung 

(2)  ^+...  +  ^  =  0 

i)  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  Janaar  4875;  Malb.  Ann.  Bd.  XI,  S.  529 
u.  ff. 
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erfüllt,  die  Auffindung  der  letzten  Lösung  durch  eine  Quadratur 
geleistet  wird. 

Nun  aber  ist  der  allgemeine  Ausdruck  Af,  der  die  Glei- 
chung (1 )  erfttllt,  gerade  das  allgemeine  Symbol  einer  infinitesi- 
malen Transformation  derjenigen  unendlichen  Gruppe,  deren 
Transformationen 

die  Bedingung 

^^  ÖiT^  }SX^ 

erfüllen  und  somit  alle  Volumina  des  Raumes x^  ,,,x^  invariant 
lassen.  Es  definirt  ja  die  infinitesimale  Transformation  Af^  unter 
der  gemachten  Annahme,  die  allgemeinste  stationäre  Strömung 
eines  incompressiblen  Fluidums  des  n-dimensionalen  Raumes 
x^  , ,,  x^. 

Indem  wir  die  Integration  der  allgemeinen  Gleichung  ^4/*=  0, 
die  die  Bedingung  (2)  erfüllt,  als  einen  speciellen  Fall  unseres 
Problems  auffassen,  finden  wir  das  JACOBi'sche  Resultat  wieder. 
Unsere  Behandlung  dürfte  aber  tiefer  als  die  JACOBi'sche  in  das 
Wesen  der  Sache  hineinführen.  Wir  werden  nämlich  nicht  allein 
erkennen,  worauf  die  betreffende  Integrationsvereinfachung  be- 
ruht, sondern  zugleich  beweisen,  dass  eine  weitergehende  Inte- 
grationserniedrigung nicht  erreicht  werden  kann. 

In  Kap.  4  beschäftigen  wir  uns  mit  allen  Gleichungen 

■^-^=»=«..^+-+«..¥.. 

die  die  n  Bedingungen 

(A-=1,2...«) 

erfüllen.  Die  hierdurch  definirten  Ausdrücke  Xf  sind  die  all- 
gemeinsten infinitesimalen  Transformationen  einer  gewissen  un- 
endlichen Gruppe,  deren  endliche  Transformationen  dadurch 
charakterisirt  sind,  dass  sie  alle  Volumina  nach  demselben  Ver- 
hältniss  ändern. 

4)  Wenn  X/die  Bedingungen  (3)  erfüllt,  so  lösst  sich  die  zugehörige 
eingliedrige  Gruppe  als  allgemeiner  analytischer  Ausdruck  einer  stationären 
Strömung  eines  gasartigen  Fluidums  auffassen. 
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Ein  weiteres  Beispiel  leistet  meine  allgemeine  Integrations- 
theorie solcher  simultanen  Systeme  gewöhnlicher  Differentialglei- 
chungen^ die  Fundamentallösungen  besitzen.  Im  Jahre  4882 
betrachtete  ich  überhaupt  lineare  partielle  Differentialgleichungen 
von  der  Form 


ji+^»£^*(")^ft/^  =  o, 


indem  ich  die  Annahme  hinzufügte,  dass  die  r  infinitesimalen 
Transformationen 

eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen.  Für  derartige  lineare  partielle 
Differentialgleichungen  entwickelte  ich  eine  schöne  Integrations- 
theorie, indem  ich  das  Integrationsproblem  auf  die  Integration 
eines  vollständigen  Systems  mit  einer  bekannten  Gruppe  zu- 
rückführte. Bei  dieser  Gelegenheit  richtete  ich  die  Aufmerk- 
samkeit darauf,  dass  der  .Ausdruck] 

sich  auffassen  lässt  als  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation 
einer  unendlichen  Gruppe  in  den  n  +  1  Veränderlichen 

X^  , .,  Xf^y  u  , 

Unter  den  Transformationen  dieser  Gruppe  findet  sich  insbe- 

sondere  die  infinitesimale  Translation  ^  •   Sind  nun 

ou 

die  endlichen  Gleichungen  der  r-gliedrigen  Grupipe  X^f , , .  X^f 
so  sind  die  Relationen 

u'  =  u-\-  c , 

mit  den  willkürlichen  Functionen  A^  (w) . . .  A^{u)  von  u  die  end- 
lichen Gleichungen  der  unendlichen  Gruppe  (4).  Factisch  war 
auch  der  Ausgangspunkt  meiner  alten  Behandlung  des  vorliegen- 
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den  Integrationsproblems  die  Bemerkung,  dass  jede  infinitesimale 
Transformation 

durch  passend  gewählte  Transformationen 

^k  =fk{^i'"  ^n^i  («]•••  ^rM) 

auf  die  Form 

du 

gebracht  werden  kann.  Hiermit  ist  nachgewiesen,  dass  diese 
meine  alte  Integrationstheorie  wirklich  einen  speciellen,  besonders 
interessanten  Fall  meines  oben  aufgestellten  allgemeinen  Pro- 
blems I  erledigt. 

Ein  Beispiel  liefert  endlich  auch  meine  Integrationstheorie 
einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

die  r  bekannte  infinitesimale  Transformationen  gestattet,  die  Re- 
lationen von  der  Form 

XfXtf-  XuXif=;^Cti,X,f+  Qii{x)Ar. 

erfüllen.  Durch  eine  Umformung  konnte  ich  nämlich  erreichen, 
dass  Relationen  von  der  einfacheren  Form 

bestehen ;  nach  dieser  Umformung  erzeugen  aber  die  r  +  4  in- 
finitesimalen Transformationen 

Af,  Xj...Xrf 
eine  (r  -|-  4  )-gliedrige  Gruppe,  unter  deren  Transformationen 
sich  insbesondere  Af  findet.  Doch  muss  berücksichtigt  werden, 
dass  dieses  letzte  Problem  insofern  einen  ganz  anderen  Charakter 
hat,  als  die  betreffende  Gruppe  endlich  ist.  Hierüber  mehr 
später. 


Indem  wir  jetzt  unserem  oben  aufgestellten  Probleme  näher 
treten,  finden  wir  es  zweckmässig  ihm  zuerst  eine  neue  Form 
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ZU  geben;  dadurch  wird  es  tdiOÜso\i' präciser  und  einer  exacten 
Behandlung  zugänglich. 

Wir  erinnern  dann  zuerst  daran,  dass  wir  immer  [Inte- 
gr  ationspr ablerne  j  die  sich  auf  partielle  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  beziehen,  als  Transformationsprobleme  auf- 
fassen. Handelt  es  sich  insbesondere  darum,  die  allgemeine 
Gleichung: 

zu  integriren,  so  hebe  [ich  immer  hervor,  dass  sich  dieses  Pro- 
blem damit  deckt:  die  infinitesimale  Transformation  Xf  auf  die 
Form 

K^Xf 
Hn 

in  den  neuen  Veränderlichen  {4 .  - .  £»  '^  bringen.  Es  sind  ja 
h  "•  En-i  weiter  nichts  als  ein  System  Losungen  der  Glei- 
chung Xf=  0,  während  £„  als  eine  beliebige  Lösung  der  Glei- 
chung Xf^=\  durch  Quadratur  gefunden  wird,  sobald  Xf^=:0 
integrirt  ist. 

Die  Sache  stdit  daher  so,  dass  die  Reduction  der  infinitesi- 

hf 
malen  Transformation  Xf  auf  die  Normalform  ~-  mit  der  Inte- 
ns« 
gration  der  Gleichung  X/*=0  zusammen  mit  einer  Quadratur 
sich  deckt.  Betrachtet  man  daher  eine  Quadratur  als  eine  aus- 
führbare Operation,  so  kann  man,  und  das  thun  wir  im  Allge- 
meinen, das  Problem,  die  allgemeine  Gleichung  Xfs=i  0  zu  inte- 
griren,  durch  ein  Transformationsproblem  ersetzen,  nämlich  das 

Problem  Xf  auf  die  Form  ^  zu  bringen. 

Dieses  neue  Problem  ist  insofern  präciser  als  das  urspttng- 
liche,  wie  alle  Gleichungen  von  der  Form  ^AY=  0  aequivalent 
sind,  während  zwei  unabhängige  Transformationen  von  der  Form 
pX/*zwar  immer  dieselben  Bahncurven  heben,  doch  aber  verschie- 
dene eingliedrige  Gruppen  erzeugen. 

Liegt  nun  eine  beliebige  unendliche  Gruppe  F  vor,  deren 
infinitesimale  Transformationen  Xf  bekannt  sind,  und  soll  man 
eine  allgemeine  Integrationsmethode  für  die  allgemeine  Gleichung 
Xf=0  entwickeln,  so  können  wir  ohne  wesentliche  Beschrän- 
kung annehmen,   dass  wir  von  vornherein  eine  infinitesimale 
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Transformation  Xf  unserer  Gruppe  kennen ,  die  innerhalb  der 
Gruppe  r  mit  der  vorliegenden  Transformation  Xf  gleichberechtigt 
ist.  Ja  wir  können  sogar  annehmen,  dass  unsere  unendliche 
Gruppe  schon  in  einer  solchen  Form  vorliegt,  dass  sie  die  infini- 

tesimale  Transformation  ^     enthält  und  dass  überdies  Xf  mit  r-^ 

innerhalb  der  Gruppe  gleichberechtigt  ist. 

Auf  die  Frage,  ob  die  beiden  hier  gemachten  Annahmen 
wirklich  keine  wesentliche  Beschränkung  unseres  Problems  in- 
volviren,  wollen  wir  hier  gar  nicht  eingehen.  Dagegen  wollen 
wir  auf  Gesichtspunkte  aufmerksam  machen,  die  bei  tieferen 
gruppentheoretischen  Untersuchungen  eine  hervorragende  Wich- 
tigkeit besitzen. 

Wir  besprachen  neuerdings  den  von  mir  längst  formulirten 
Satz,  dass  jede  infinitesimale  Transformation  A/ durch  Einführung 

passender  unabhängiger  Veränderlicher  die   kanonische  Form 

\f 

—  erhalten  kann.     Für  einen  gruppentheoretischen  Gesichts- 

punkt  kommt  dieser  Satz  darauf  hinaus,  dass  %wei  beliebige  in-- 
finitesimale  Transformationen  der  unendlichen  Gruppe  aller  Punkt* 
transformationen  miteinander  innerhalb  der  Gruppe  gleichberechtigt 
sind.  Wir  fügen  hinzu,  dass  die  unendliche  Gruppe  aller  Be- 
rührungstransformationen genau  dieselbe  Eigenschaft  besitzt. 

Meine  Theorie  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  zeigt 
nun,  dass  diese  Eigenschaft  keiner  endlichen  Gruppe  X^f,..  X^f 
zukommt.  Bezeichnen  vnr  nämlich  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  zugehörigen  adjungirten  Gruppe,  wie  bei  frü- 
heren Gelegenheiten,  mit 

^k/-=«*,^  +  ---  +  *fcr^^, 

{ft  =  <,2...r), 
wobei  die  Identität 

e,EJ+  e,EJ+  •  •  •  +  e^Erf=  0 

besteht,  so  verschwindet  unter  den  r-reihigen  Determinanten 
der  Matrix 


«.. 

«M        • 

•      •     «ir 

«r, 

«ri      • 

•      •     «rr 

«. 

«t       • 

•      •      «r 
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sicher  eine,  nämlich  |  e^jg  \  identisch,  während  die  übrigen,  wie 
ich  fand,  die  Form 

ej,J{e^e^..,er) 

besitzen,  wo  J  eine  ganze  Function  (r  —  1)*«°  Grades  in  den  e 
darstellt.  War  nun  J  identisch  gleich  Null,  so  besass  die  adjun- 
girte  Gruppe  E^f  ..,E^f  mindestens  eine  Invariante  nullter  Ord- 
nung in  e^..,e^,  und  dann  ordneten  sich  alle  infinitesimalen 
Transformationen  2ej^  X^f  derart  in  unendlich  vielen  Schaaren, 
dass  zwei  Transformationen,  die  verschiedenen  Schaaren  ange- 
hörten, nicht  mit  einander  innerhalb  der  Gruppe  X^f...X^f 
gleichberechtigt  sind. 

Verschwindet  dagegen  die  Invariante  J  nicht  identisch,  so 
definirt  7=0  eine  invariante  Schaar  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen e^X^f+'"+  e^X^f,  Zwei  Transformationen,  die 
alle  beide  dieser  Schaar  nicht  angehören,  sind  unter  einander 
innerhalb  der  Gruppe  gleichberechtigt.  Dies  ist  dagegen  nicht 
der  Fall  mit  zwei  infinitesimalen  Transformationen,  unter  denen 
die  eine  der  invarianten  Schaar  J  =  0  angehört,  die  andere 
dagegen  nicht. 

Es  giebt  daher  keine  endliche  Gruppe  X^f.,.X^f^  deren 
sämmtliche  infinitesimalen  Transformaiionen  paarweise  unter 
einander  innerhalb  der  Gruppe  gleichberechtigt  sind. 

Führen  wir,  wenn  auch  nur  für  einen  Augenblick,  die  Be- 
zeichnung demokratisch  für  diejenigen  Gruppen  ein,  deren 
sämmtliche  infinitesimalen  Transformationen  unter  einander 
innerhalb  der  Gruppe  gleichberechtigt  sind,  bezeichnen  wir 
andererseits  die  nicht  demokratischen  Gruppen  als  aristokratisch^ 
so  können  wir  sagen: 

Die  unendliche  Gruppe  aller  Punkttransformationen  ist  demo- 
kratisch. 

Femer: 

Jede  endliche  Gruppe  ist  aristokratisch. 

Aus  meinen  alten  Untersuchungen  ergiebt  sich  noch  der 
Satz: 

Die  unendliche  Gruppe  aller  Berührungstransformationen  ist 
demokratisch. 

Wir  beweisen  später,  dass  auch  die  unendliche  Gruppe, 
deren  Transformationen  alle  Volumina  invariant  lassen ,  demo- 
kratisch ist.  Dagegen  werden  wir  finden,  dass  die  Gruppe,  deren 
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Transformationen  alle  Volumina  nach  demselben  Verhältnisse 
ändern,  aristokratisch  ist. 

Es  zerfallen  Überhaupt  alle  unendlichen  Gruppen  in  zwei  grosse 
Kategorien:  in  demokratische  nnd  aristokratische  Gruppen. 

Hierbei  ist  nun  allerdings  wohl  zu  beachten,  dass  die  aristokratischen 
Gruppen  (unter  denen  sich,  wie  schon  gesagt,  alle  endlichen  Gruppen  fin- 
den) in  viele  getrennte  Kategorien  zerfallen.  Die  hiermit  angedeutete 
Classification  beruht  für  die  endlichen  Gruppen  auf  den  Eigenschaften  der 
adjungirten  Gruppe  oder  wenn  man  will,  auf  der  Zusamimensetxung  der 
Gruppe.  Für  die  unendlichen  Gruppen  existirt  der  Begriff  adjungirte  Gruppe 
nicht  mehr,  wohl  aber  der  Begriff  Zusammensetzung.  Hier  können  wir 
aber  nicht  auf  die  Ausdehnung  des  Begriffs  Zusammensetzung  zu  den  un- 
endlichen Gruppen  eingehen.  Wir  begnügen  uns  mit  den  folgenden  Be- 
merkungen. 

Bei  Untersuchungen  über  unendliche  Gruppen  kommt  man  oft  in  die 
Lage,  dass  man  alle  in  der  Gruppe  enthaltenen  kleinsten  invarianten  Schaaren 
von  Transformationen  bestimmen  muss.   Sind  die  Gleichungen 

•^*(^»  '"•  ^  ^f"  "  *)  "*  ^*''^' ' "  ^"' 

die  Definitionsgleichungen  der  betreffenden  Gruppe,  so  wird  die  angeregte 
Frage  dadurch  erledigt,  dass  man  alle  Gleichungssysteme 


A  =  Ä* »     ^i  («1  •  •  •  ^n  Ji  •  •  •  ?n  j^  • 


aufsucht,  die  gegenüber  den  Transformationen  T  der  Gruppe  invariant 
sind;  dabei  ist  es  unsre  Voraussetzung,  dass  die  Transformationen  T  so> 
wohl  auf  die  x  wie  auf  die  jp  und  zwar  cogredient  ausgeführt  werden.  Oder 
aber  man  kann  in  entsprechenderweise  die  kleinsten  invarianten  Schaaren 
von  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  suchen.  In  beiden  Fttllen 
giebt  meine  Theorie  der  Differential  invarianten  die  theoretische  Erledigung 
der  Frage. 

Indem  wir  nun  zur  Behandlung  des  aufgestellten  Problems  I 
zurückkehren,  wollen  wir,  um  die  Sprache  zu  erleichtern,  uns 
wie  schon  gesagt  auf  unendliche  Gruppen  beschränken,  die  in 
einer  solchen  Form  vorliegen,  dass  sich  eine  infinitesimale  Trans- 

lation  r-^  unter  den  Transformationen  der  Gruppe  findet.   Wir 

Stellen  uns  die  Frage,  wie  alle  infinitesimalen  Transformationen  Xf 

einer  Gruppe  F,  die  innerhalb  der  Gruppe  mit  z-^  gleichberechtigt 

sind,  in,  einfachster  Weise  durch  eine  Transformation  der  Gruppe 
auf  diese  kanonische  Form  gebracht  werden  können. 
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Wir  denken  uns  also  eine  beliebige  infinitesimale  Trans- 
formation 

unserer  Gruppe  vorgelegt,  die  auf  die  Form 

gebracht  werden  kann  und  zwar  vermöge  einer  Transformation 

der  Gruppe.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  alle  Transformationen 
Ij^  =s  Pjg  unserer  Gruppe  zu  finden,  vermOge  deren  die  Gleichung 

identisch,  d.  h.  fttr  jedes  f  besteht. 
Da  die  Df  finitionsgleichungen 

•^k  (?t  •  •  •  En  ^  •  •  •)  =  ^ä(^*  •  •  •  ^n) 

unserer  Gruppe  bekannt  sind,  so  können  wir  unsere  For- 
derung dadurch  analytisch  formuliren,  dass  wir  n  unabhängige 
Functionen  £|  . . .  fn  von  x^  . . .  cc^  suchen,  die  die  Gleichungen 

(5)  }4»-j^n^--)=^*(-*---'') 

erfüllen. 

Das  hiermit  aufgestellte  System  von  Differentialgleichungen 
gehört  nun,  wie  wir  zeigen  wollen,  einer  ausgedehnten  und 
merkwürdigen  Kategorie  von  Problemen  an,  die  von  mir  schon  oft 
untersucht  wurde  und  die  dadurch  charakterisirt  wird,  dass  das 
allgemeinste  System  Lösungen  ^^  . . .  j:„  sich  vermöge  eines  par- 
ticularen  Systems  Lösungen  E|  . . .  |n  durch  Gleichungen 

ausdrückt,  die  eine  Gruppe  definiren. 
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Wir  wolUen  annehmen,  dass  die  beiden  Transformationen 

und 

(T)  h  =  Pki^i'"^n) 

alle  beide  unserer  Gruppe  F  angehören  und  überdies  Xf  auf  die 
verlangte  Form  bringen,  sodass  die  beiden  Relationen 

xf='r^,    xf=^ 

identisch  bestehen.  Hieraus  folgt,  dass  die  durch  Elimination 
der  X  gefundene  Transformation 

ik=^k(ii'"in) 

unsrer  Gruppe,  deren  Symbol  JJ"*  ist,  sich  dadurch  charak- 

hf 
terisiren  lässt,  dass  sie  mit  der  infinitesimalen  Transformation  r-^ 

vertauschbar  ist.  Nun  aber  wissen  wir,  dass  alle  Transforma- 
tionen einer  Gruppe,  die  mit  einer  bestimmten  (infinitesimalen) 
Transformation  (derselben  Gruppe]  vertauschbar  sind,  eine  Unter- 
gruppe bilden.   Es  bilden  daher  alle  Transformationen 

lk  =  ^k^K'"ln) 
eine  Untergruppe  G. 

Diejenigen  Differentialgleichungen 

(5)  I    •^*(s*--En^--)=l?.(a^.--.^n) 

die  alle  Transformationen  jj^  =  Fj^  (a;^  •  •  •  x^  der  Gruppe  F  be- 

stimmen,  die  Xf  auf  die  kanonische  Form  -r^  bringen,  gemessen 

also  wirklich  die  angekündigte  Eigenschaft:  es  werden  die  allge- 
meinsten Lösungen  Ji . . .  J^  ^^*  einem  specieUen  Lösungssystem  f 4 . . .  |n 
durch  Gleichungen 

ik  =  ^k^i'"in) 
abgeleitet,  die  ihrerseits  eine  Gruppe  G  bilden.    Diese  Gruppe  G 

besteht  aus  allen  Transformationen  der  Gruppe  F,  die  mit  r-^ 
vertauschbar  sind.  ^^ 
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Es  ist  nun  leicht  zu  erkennen,  dass  diese  neue  Gruppe  G  sich 
nie  auf  die  identische  Transformation  reduciren  kann;  es  ist  ja 

hf 
die  infinitesimale  Transformation  r-^  immer  mit  sich  selbst  ver- 
tauschbar. ^^ 

Der  einfachste  Fall  ist  also  der,  dass  die  Gruppe  G  keine 

hf 
andere  infinitesimale  Transformation  als  r-^  selbst  enthalt.    In 

diesem  Falle  enthalten  die  Integralgleichungen 

El  ^^^  Ei  •  •  •  E»-t  ^^  En-t  7      En  ^^^  En  +  ^  > 

in  denen  jr^  .  • .  fn  8^°^  bestimmte  Functionen  der  x  bezeichnen, 
keine  anderen  willkttrlichen  Elemente,  als  eine  einzige  Integra- 
tionsconstante  a,  die  überdies  additiv  auftritt.  Die  Integration 
des  Gleichungssystems  (5)  reducirt  sich  daher  in  diesem  Fall  auf 
eine  einzige  Quadratur. 

Enthält  daher  eine  continuirliche  Gruppe  F,  deren  Definitions- 
gleichungen J^  =  Bj^  und  infinitesimale  Transformationen  Xf  be- 

hf 
kanntsindj  die  Transformation  r-^,  die  überdies  mit  keiner  anderen 

infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  vertauschbar  ist,  so 

hf 
genügt  eine  Quadratur,  um  irgend  eine  mit  r-^  gleichberechtigte 

^En 
Transformation  Xf  auf  diese  kanonische  Form  zu  bringen. 

Zur  Illustration  dieses  sehr  einfachen  Satzes  betrachten  wir 

die  unendliche  Gruppe 

S[x)p--i'{x)yq  , 

unter  deren  infinitesimalen  Transformationen  sich  keine  zwei 
finden  lassen,  die  mit  einander  vertauschbar  sind.  Die  zuge- 
hörigen Definitionsgleichungen  besitzen  die  Form 

El/  =  0,  lx^y  =  ^' 

Zwei  beliebige  infinitesimale  Transformationen  dieser  Gruppe 
sind  mit  einander  innerhalb  der  Gruppe  gleichberechtigt.  Auf 
der  anderen  Seite  leuchtet  ein,  dass  zwei  verschiedene  infini- 
tesimale Transformationen  unserer  Gruppe  nie  vertauschbar 
sind.  Daraus  können  wir  nach  den  früheren  Auseinander- 
setzungen schliessen,  dass  die  Reduction  der  allgemeinen  infini- 
tesimalen Transformation  S(x)p  —  S'(co)yq  auf  die  kanonische 
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Form  r^  vermöge  einer  Transformation  der  Gruppe  immer  ohne 

weitere  Integration  als  eine  einzige  Qnadratur  ausfahrbar  sein 
muss.  In  der  That  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  betreffen- 
den endlichen  Transformation 

E  =  X(xy),      \f=Y(xy) 

das  System  von  Differentialgleichungen 

deren  Integralgleichungen 

wirklich  die  angekündigte  Form  haben. 

Man  verificirt  leicht,  dass  die  gefundene  endliche  Trans- 
formation der  vorgelegten  unendlichen  Gruppe  angehört  und 
zugleich,  dass  sie  ^p  —  ?yq  auf  die  verlangte  Form  bringt. 

Setzen  wir  jetzt  voraus,  dass  die  gewählte  infinitesimale 

Transformation  unsrer  Gruppe  F  mit  einer  und  nur  mit  einer 

von  X/*  verschiedenen  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe 

vertauschbar  ist.     Alsdann  ist,  behaupten  wir  wiederum,  die 

hf 
Reduction  von  Xf  auf  die  Form  r-f-  vermöge  einer  Transforma- 

tion  der  Gruppe  F  ausführbar,  verlangt  aber  jetzt  zwei  Qua- 
draturen.   Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  enthält  daher 

F  eine  und  nur  eine  von  r-^  verschiedene  mit  ihr  vertauschbare 

Transformation  Yf.   Bezeichnen  wir  daher  irgend  eine  endliche 

hf 
Transformation  der  Gruppe  F,  die  Xf  auf  die  Form  r-^  bringt, 

mit  S  und  andrerseits  mit  T  eine  beliebige  Transformation  der 
zweigliedrigen  Untergruppe 

SC  liefert  das  Symbol  S  T  alle  Transformationen  der  Gruppe  F 
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die  Xf  auf  die  Form  ~  bringen.   Bilden  wir  daher  das  System 


von 

Differentialgleichungen 

(7) 

-4  

=  Äfc((r), 
0,     Xs„  =  4, 

das  die  gesuchten  Transformationen  ST  bestimmen,  so  ist  es 
sicher,  dass  dieses  System  von  Differentialgleichungen  gerade 
oo*  Lösungssysteme  besitzt.  Es  ist  femer  sicher,  dass  dieses 
Gleichungssystem  die  beiden  vertauschbaren  infinitesimalen 
Transformationen  (6)  gestattet.  Bezeichnen  wir  nun  die  Maximal- 
ordnung der  Gleichungen  (7]  mit  m,  femer  die  Grössen 


mit 


^''  '"^""hx,'     '"    öx, 


so  bestimmen  die  Gleichungen  (7)  eo  ipso  p — 2  unter  den  z,  etwa 
^8 ^4  •  •  •  ^yj  *^  Functionen  von  x^  .,.x^z^ z^.  Es  reducirt  sich 
in  Folge  dessen  die  Integration  des  Systems  (7)  auf  diejenige 
eines  n-gliedrigen  vollständigen  Systems 

{k=i,i...n) 

in  den  n+  2  Veränderlichen  x^  ...  x^^z^ z^]  dieses  vollständige 
System  gestattet  zwei  vertauschbare  infinitesimale  Transforma- 

tionen  in  z,  z^ ,  die  nach  meinen  bekannten  Beseln  aus  r-^  und 

Yf  abgeleitet  werden. 

Enthält  daher  die  Gruppe  F  eine  und  nur  eine  von  r-j-  ver- 

schiedene  mit  ihr  vertauschbare  infinitesimale  Transformation,  so 
sind  zwei  Quadraturen  und  zwar  zwei  unabhängige  Quadra-- 

hf 

iuren  erforderlichy  um  die  allgemeine  mit  —  gleichberechtigte  Tr ans- 
ein 

formation  Xf  auf  diese  kanonische  Form  zu  bringen, 

Math-pliyB.  Claste.  1895.  4  9 
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Setzen  wir  jetzt  voraus,  dass  die  gewählte  infinitesimale 
Transformation  Xf  der  vorgelegten  unendlichen  Gruppe  F  mit 
zwei  und  nur  mit  zwei  infinitesimalen  Transformationen  X^f 
und  X,/*  dieser  Gruppe  vertauschbar  ist;  dabei  liegt  selbstver- 
ständlich die  Annahme  vor,  dass  die  drei  infinitesimalen  Transfor- 
mationen X^  XJ\mA  X,/*  unabhängig  sind.  Alsdann  enthalt  F 
sicher  auch  zwei  und  nur  zwei  infinitesimale  Transformationen  YJ 

und  Y^fj  die  mit  ^  vertauscbbar  sind.  Wir  können  annehmen, 

dass  Y^f  xiad  7,/*  von  vornherein  bekannt  sind ;  wäre  dies  nicht  der 
Fall,  so  verlangte  ihre  Bestimmung  jedenfalls  nur  die  Integration 
einer  gewöhnlichen  linearen  Dififerentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung. 

Bilden  wir  nun  wiederum  das  System  von  Differential- 
gleichungen: 

A'Ji  =  0  ,     ...   Xf„_,  =  0  ,     Xj^  =  1  , 

das  die  gesuchte  Transformation  bestimmt,  so  ist  es  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  sicher,  dass  dieses  System  von 
Differentialgleichungen  integrabel  ist,  dass  es  gerade  oo'  ver- 
schiedene Lösungssysteme  besitzt,  endlich  auch,  dass  es  gerade 
drei  bekannte  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  unsrer 
Gruppe  r  gestattet,  nämlich 

In  Folge  dessen  reducirt  sich  die  Bestimmung  der  Grössen 
£i  . . .  £„  auf  die  Integration  eines  vollständigen  Systems 


4)  Die  im  Texte  gewählte  Ausdrucksweise  sieht,  wie  oft  bei  ähnlichen 
Gelegenheiten,  von  gewissen  functionentheoretischen  Möglichkeiten  ab. 
Streng  genommen  kann  man  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nur 
behaupten,  dass  die  Gruppe  rnuroo' Transformationen  enthalt,  die  Xfani 
die  betreffende  kanonische  Form  bringen.  Diese  cx>^  Transformationen 
können  aber  in  discrete  Scheuiren  mit  jedesmal  cx>'  Transformationen  xer- 
fallen.  Wir  sehen  im  Texte  von  diesem  für  uns  unwesentlichen  Um- 
stände ab. 


VbRWBRTUUNG  D.  GrUPPENBBGHIFPKS  f.  DlFFERBNTIALGLBIGHLNGBIf.    279 

mit  drei  bekannten  infinitesimalen  Transformationen 

hf  =2  "w(^*  •  •  •  ^n  «1  «t  ^3)  J7  > 

die  eine  dreigliedrige  Gruppe  bilden,  die  mit  der  so  oft  be- 
sprochenen Gruppe 

'iL'  "'f'  '-' 

gleichzusammengesetzt  ist.   Da  nun  die  Identitäten 

bestehen,  so  ist  die  Gruppe  Z^/*,  Z^/",  Z,/*  sicher  integrabel.  Daher 
verlangt  die  Bestimmung  der  Grössen  ^4...^^  jedenfalls  nur 
drei  Quadraturen. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  die  Gruppe  F  gerade  r 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen 

enthält,  die  mit  r-^  vertauschbar  sind.   Alsdann  erzeugen  diese 

r  Transformationen  sicher  eine  r-gliedrige  Untergruppe  G^.  Das 
vorliegende  Integrationsproblem  findet  daher,  wenn  wir  genau 
vne  früher  verfahren,  seinen  analytischen  Ausdruck  in  ein  r-glied- 
riges  vollständiges  System  in  n  +  r  Veränderlichen 

das  eine  bekannte  r-gliedrige  Gruppe 


1  "*l 


4  9* 
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gestattet.  Die  Zusammensetzung  dieser  Gruppe  zeigt,  aufweiche 
Httifsgleichungen  unser  Problem  zurttckgeftthrt  werden  kann; 
darauf  brauchen  wir  hier  nicht  weiter  einzugehen. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  ungleich  interessanteren  Falle, 
dass  die  Gruppe  F  unendlich   viele   unabhängige   Transfer- 

mationen  Yf  enthält,  die  mit  r-^  vertauschbar  sind.    Alsdann 


tn 


haben  wir  zu  integriren  ein  System  von  Differentialgleichungen 

das  eine  unendliche  Gruppe  G  gestattet.  Das  allgemeinste  System 
Losungen  £4  .  • .  £»  geht  aus  einem  speciellen  System  Lösungen 
jr^  . . .  £„  durch  Gleichungen  hervor,  die  eine  unendliche  Gruppe 
bilden.  Wir  werden  hierdurch  auf  eine  wichtige  Kategorie  von 
Problemen  geftlhrt,  die  wir  im  nächsten  Kapitel  in  allgemeiner 
Weise  formuliren  und  in  rationeller  Weise  erledigen. 

Ehe  wir  aber  dieses  Kapitel  schliessen,  wenden  wir  uns 
zu  einem  speciellen  Problem,  das  im  Vorhergehenden  schon  er- 
ledigt wurde.  Wir  wollen  nämlich  annehmen,  dass  nicht  allein 
die  Gruppe  G,  sondern  auch  die  ursprtlngliche  Gruppe  F  endlich 

ist.  Alsdann  bilden  die  mit  r^  vertausohbaren  Transformationen 

der  Gruppe  F  eo  ipso  eine  endliche  Gruppe,  deren  infinitesimale 
Transformationen  wiederum  mit 

(8)  ^,  yj---yr-j 

"in 

bezeichnet  werden  mögen.  Unser  frtlheres  Ergebniss  war,  dass 
die  Bestimmung  der  Grössen  £«  . . .  £n  ^^^^  ^^^  ^^^  ^^^^  durch 
Quadraturen  geleistet  wird,  wenn  die  Gruppe  (8)  integrabel  ist. 
Wollen  wir  nun  der  Frage  näher  treten,  ob  unsre  Behandlung 
dieses  speciellen  Problems  das  Grösstmöglichste  leistet,  so  liegt 
es  nahe,  eine  Vergleichung  mit  einer  anderen  von  uns  her- 
rtlhrendcn  Theorie  anzustellen.   Bei  einer  anderen  Gelegenheit ') 


4)  Leipziger  Berichte,  4  889. 
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fanden  wir  ja,  dass  die  Reduction  auf  die  Form  r-^  von  der  all- 

gemeinen  infinitesimalen  Transformation  Xf  einer  yorgelegten 
endlichen  Gruppe 

sogar  ohne  Quadratur  ausfahrbar  ist,  wenn  die  Gruppe  x'  ^=^f[x  a\ 
keine  ausgezeichnete  infinitesimale  t'ransformation  enthält  Wir 
fanden  ferner,  dass  die  Reduction  von  Xf  grade  q  Quadraturen 
verlangt,  wenn  die  Gruppe  x'  =f(xa)  gerade  q  unabhängige  aus- 
gezeichnete infinitesimale  Transformationen  enthält. 

Im  vorliegenden  Falle  leistet  unsere  alte  Theorie  offenbar 
mehr  als  die  im  Vorangehenden  entwickelte  Methode.  Hierbei 
ist  aber  wohl  zu  beachten,  dass  unsere  Voraussetzungen  keines- 
wegs in  beiden  Fällen  dieselben  sind.  In  der  citirten  Arbeit 
setzten  wir  voraus,  dass  die  endlichen  Gleichungen  x^  =f{xa) 
der  Gruppe  F  vorlagen,  während  wir  in  dieser  Arbeit  factisch 
nur  angenommen  haben,  dass  die  Definitionsgleichungen 

Jk{t"']  =  Bi,{x) 

und  die  infinitesimalen  Transformationen  Xf  der  Gruppe  G  vor- 
liegen*). Factisch  sind  daher  unsere  jetzigen  Voraosseteungen 
von  den  früheren  wesentlich  verschieden;  schon  aus  diesem 
Grunde  können  wir  nicht  erwarten,  dass  die  erforderlichen  Inte- 
grationsoperationen in  beiden  Fällen  ttbereinstimmen  sollen. 

Es  sind  aber  noch  andere  sehr  wesentliche  Umstände,  die 
hier  beachtet  werden  müssen. 

Sobald  eine  endliche  Gruppe  F  und  zwei  innerhalb  dieser 
Gruppe  gleichberechtige  Transformationen  Xf  und  X'/*  vorliegen, 
ist  es,  grade  weil  F  endlich  ist,  immer  möglich  durch  algebrai- 
sche Operationen  die  Gruppe  F  in  allgemeinster  Weise  derart 
isomorph  auf  sich  selbst  zu  beziehen,  dass  Xf  und  X'f  ent- 
sprechende Transformationen  sind.  Gerade  dieser  Umstand  ver- 
anlasst, dass  die  Auffindung  der  allgemeinsten  Transformation 
der  Gruppe  F,  die  Xf  auf  die  Form  X'f  bringt,  so  einfache  Inte- 
grationsoperationen verlangt. 

1)  Die  weiteren  VoraussetzungeD,  die  wir  heute  gemacht  haben,  ins- 
besondere dass  die  Gruppe  G  die  infinitesimale  Transformation  v-^  enthält, 
kommen  bei  dieser  Discossion  nicht  in  Betracht. 
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Hierauf  beruht  es,  dass  die  in  diesem  und  dem  folgenden 
Kapitel  entwickelte  Methode  nur  dann  das  GrOsstmägliche 
leisten  wird,  wenn  die  Gruppe  F  unendlich  ist;  ist  dagegen  die 
Gruppe  r  endlich,  so  fallen  einige  Integrationsoperationen  weg, 
indem  sie  sich  durch  algebraische  Operationen  ersetzen  lassen. 
Selbstverständlich  liegt  immer  die  Voraussetzung  vor,  dass  wir 
nicht  von  vornherein  etwas  Besonderes  aber  die  infinitesimale 
Transformation  Xf  unsrer  Gruppe  F  wissen. 


Kapitel  2. 

Systeme  von  Differentialgleichnngen,  deren  allgemeinste 

LKsnngen  ans  speeiellen  Lösungen  dnreli  Öleichangen  hervorgehen, 

die  eine  Grnppe  hilden.' 

Die  Behandlung  des  Problems  I  führt  zu  einem  anderen 
fundamentalen  Probleme,  mit  dem  ich  mich  bei  vielen  frtlheren 
Gelegenheiten  eingehend  beschäftigt  habe,  wenn  ich  auch  früher 
nur  specielle,  allerdings  sehr  umfassende  Fälle  vollständig 
durchgeführt  habe.  Dieses  allgemeine  Problem  formulire  ich 
folgendermassen : 

Problem  II.  Wie  integrirl  man  in  einfachster  Weise  ein 
System  von  Differentialgleichungen 

dessen  allgemeinste  Lösungen  £4 . . .  ^m  aus  einem  speeiellen  System 
Lösungen  Ji . . .  E,n  durch  Gleichungen 

ik  =  Pk(h"'im) 

hervor  gehen,  die  eine  continuirliche  Gruppe  G  bestimmen^). 

Setzen  wir  insbesondere  voraus,  dass  m  =  n  ist,  und  dass 
^^  =  x^ . . ,  ^c^,  =  Xn  ein  specielles  System  Lösungen  darstellen, 
so  sind  die  Gleichungen  ß^  =  0  weiter  nichts  als  die  Definitions^ 
gleichungen  der  endlichen  Transformationen  der  Gruppe  (G).  Mit 
diesem  speeiellen  Probleme  beschäftigte  ich  mich  bei  verschie- 


4)  Noch  allgemeiner  ist  die  ebenfalls  von  mir  behandelte  Frage,  wie 
man  ein  System  von  Differentialgleichungen ,  das  eine  bekannte  oder  un- 
bekannte Gruppe  gestattet,  in  einfachster  Weise  integrirt. 
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denen  Gelegenheiten  eingehend,  und  zwar  ebensowohl  fttr  den 
Fall,  dass  G  eine  unendliche  Gruppe  ist,  wie  fttr  den  Fall,  dass 
die  Gruppe  G  endlich  ist. 

Indem  wir  jetzt  unser  allgemeines  Problem  II  in  Angriff 
nehmen,  wollen  wir  zunächst  zeigen,  dass  das  Gleichungssystem 
i2jt  =  0  auf  eine  bemerkenswerthe  kanonische  Form  gebracht 
werden  kann. 

Bezeichnen  wir  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation 
der  Gruppe  G  mit: 

l'/*  =  »?*  (Ei  •  •  •  J»)  ^  H H  i?m  ( Ji  •  •  •  Sm)  ^  , 

so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  das  Gleichungssystem  iij^  =  0 
jede  infinitesimale  Transformation  Yf  oder  —  wie  wir  auch 
sagen  könnnen  —  die  Gruppe  G  gestattet.  In  unsrer  allgemeinen 
Theorie  der  Differentialinvarianten  zeigen  wir  nun,  wie  man  alle 
bei  einer  vorgelegten  Gruppe  Yf  invarianten  Systeme  von 
Differentialgleichungen  finden  kann.  Es  giebt  zweierlei  der- 
artige Systeme.  Die  Systeme  der  ersten  Art  bestehen  einfach 
aus  Relationen  zwischen  Differentialinvarianten  der  Gruppe  G, 
wobei  zu  erinnern  ist,  dass  alle  derartigen  Invarianten  sich  durch 
Differentiation  aus  den  Invarianten  eines  t;o//en  Systems  ab- 
leiten lassen.  Die  Systeme  der  zweiten  Art  enthalten  immer 
einige  Gleichungen,  die  eine  ganz  bestimmte  Form 

^^  =  0 ,     J^=0 

haben;  diese  letzten  Gleichungen  werden  dadurch  gefunden, 
dass  Determinanten  einer  gewissen  Matrix  gleich  Null  gesetzt 
werden;  diese  Matrix  ist  durch  die  Form  der  infinitesimalen 
Transformationen  Yf  vollständig  bestimmt.  Wir  können  aber 
von  Gleichungssystemen  i2^  =  0  dieser  letzten  Art,  die  uns  zu- 
nächst nicht  interessiren,  ganz  absehen^]. 

i)  la  (dem  letzten  Paragraphen)  meiner  grossen  Abhandlung  in  den 
Math.  Ann.  Bd.  25  führte  ich  die^^Bestimmung  einer  end/icA^nG ruppejderen 
Definitionsgleichangen  vorliegen,  auf  die  Integration  eines  yoIlstHndigen 
Systems  mit  bekannter  Gruppe  zurück.  Da  ich  nun  andererseits  diese 
letzte  Integrationstheorie  auf  ihre  einfachste  Form  gebracht  habe,  so  liegt 
es  in  der  Natur  der  Sache,  dass  die  Bestimmung  einer  endlichen  Gruppe, 
deren  Definitionsgleichangen  vorliegen,  durch  meine  Arbeiten  in  definitiver 
Weise  geleistet  ist. 

2)  Nehmen  wir  insbesondere  an,  dass  die  Grössen  x^ ...  a;„  nicht  in 
den  Functionen  Fj^  eingehen,  so  erkennen  wir  fast  unmittelbar^  indem  wir 
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Es  besteht  nun  der  allgemeine  Satz,  dass  alle  Differential- 
invarianten  sich  aus  einer  begreniien  Aniahl  derartiger  Grossen 

durch  Differentiation  ableiten  lassen,  so  zwar,  dass  die  allge- 
meinste Differentialinvariante  die  Form 


0(U,:.U,J,...J^^:.) 


besitzt. 

Im  vorliegenden  Falle  können  wir  die  Veränderlichen 
x^  . . .  cc„  als  Grossen  U^ ..,  U^  wählen.  Die  allgemeinste  Diffe- 
rentialinvariante besitzt  daher  die  Form : 

Sind  nun  £i  •  •  •  £n  und  l^  . . .  £n  ^^^^  verschiedene  Losungs- 
systeme,  so  besteht,  wenn  wir 

schreiben,  identisch  die  Gleichung 

Alle  in  dieser  Weise  hervorgehenden  Gleichungen  lassen 
sich  ableiten  aus  den  fi  Gleichungen 

^.(^••..|i-)-^.(i,-?4-) 


statt  x^...Xn  willkürliche  Functionen  x[.,,Xn'  der  x  als  neue  unabhängige 
Verttnderliche  einführen,  dass  die  allgemeinsten  Functionen  fj  ...;^,  die 
ein  durch  Determinantenbildung  gefundenes  Gleichungssystem  ^^  «  0, 
^,B=  0  ...  erfüllen,  durch  Differentialgleichungen  definirt  werden  können, 
die  nur  die  Grössen  fi...;»,  dagegen  nicht  die  Veränderlichen  a;,  ...x„ 
enthalten. 
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die,  sobald  E4 . . .  fn  ^^^  particuläres,  j, . . .  j„  dagegen  das  allge- 
meine LOsungssystem  darstellen,  die  Form : 


(h'"ln^'")  =  ^k{^i"'^n) 


annehmen,  wobei  B^ ,..  B^  bekannte  Functionen  von  cc^ . . .  x^ 
bezeichnen. 

Werden  daher  die  allgemeinsten  Lösungen  £4  . . .  J^  eines 
Systems  von  Differentialgleichungen 

aus  einem  particulären  Lösungssystem  jc^  ...  jr^  durch  Gleichungen 

abgeleitet,  die  eine  continuirliche  Gruppe  bestimmen,  so  kann  das 
Gleichungssystem  fl^  =  0  im  Allgemeinen  die  Form : 


h(h 


erhalten.  Dabei  bilden :  x^...Xf^  J^  ...J^  ein  volles  System  von 
Differentialinvarianteny  während  B^...B^bekannte  Functionen 
von  a?4 . . .  (Tu  bezeichnen. 

Wenn  wir  uns  im  Folgenden  nur  mit  denjenigen  Gleichuogssystemen 
i^jfc  SS  0  beschäftigen,  die  auf  die  Form  Jj^  =  Bu  gebracht  werden  können, 
80  wollen  wir  doch  nicht  unterlassen  hervorzuheben,  dasa  sich  ähnliche 
Integrattonstheorien  für  die  ausgeschlossenen  i^singuUlirenn  Gleichungs- 
systeme £j(  :^  0  entwickeln  lassen.  Bei  einer  anderen  Gelegenheit  be- 
schttftigen  wir  uns  mit  den  hier  ausgeschlossenen  Ausnahmefällen. 

Indem  wir  jetzt  allgemeine  Integrationstheorien  fttr  unsre 
Gleichungssysteme 


(j....^)=i,,(... ..:.,) 


entwickeln  werden,  mttssen  wir  zwischen  verschiedenen  Fallen 
unterscheiden,  je  nachdem  die  Gruppe  G  einfach  oder  nicht-ein- 
fach ist.  Zunächst  werden  wir  zeigen,  dass  Jedes  System :  J^  =  B^ 
mit  nicht'einfacher  Gruppe  sich  in  eine  Reihe  (Anlicher  Integrations- 
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Probleme  J^  =  Bj^ ,  Jj^"  =  B^' . .  zerlegt,  so  zwar,  dass  die  bei 
diesen  Hülfsproblemen  auftretenden  Gruppen  jedesmal  etn- 
fach  sind. 

Wir  wollen  also  annehmen,  dass  die  Gruppe  G  mit  den  in- 
finitesimalen Transformationen  F/* nicht  einfach  ist;  alsdann  ist 
es  immer  möglich,  unter  ihren  invarianten  Untergruppen  eine 
zu  wShIen,  die  in  keiner  grösseren  invarianten  Untergruppe  ent- 
halten ist.  Wir  bezeichnen  die  infinitesimalen  Transformationen 
einer  solchen  grössten  invarianten  Untergruppe  mit 

»"/•='?.'(?,  •••J»)^+---+'?n'(j.---?«)^, 

oder  aber,  wenn  wir  mehrere  solche  Transformationen  in  Be- 
tracht ziehen,  mit 

(G')         Jk'f=  l'ki  iE.  •  •  •  Jn)  -^  +  •  •  •  +  V'kn  (S)  ^ 

(A-  =  4,2...). 

Diese  Untergruppe  bestimmt  nun  selbstverständlich  eine 
unendliche  Reihe  Differentialinvarianten,  unter  denen  sich  alle 
Invarianten  der  ursprünglichen  Gruppe  Yf  finden.  Wir  können 
daher  annehmen,  dass  das  volle  System  von  Differentialinvari- 
anten der  Gruppe  Y'f  auf  die  Form 

gebracht  ist. 

Jetzt  kennen  wir  schon  Ausdrücke,  nämlich  B^  (^j .. .  B^  [x\ 
die  J^ . ,  .J^  als  bekannte  Functionen  von  x^ . .  .Xf^  darstellen. 
Dagegen  lassen  sich  die  Grössen  J/  . . .  J'»  nach  der  Natur  der 
Sache  nicht  von  vorneherein  als  bekannte  Functionen  von  x^,..Xn 
angeben.  Wir  können  aber,  und  das  wollen  wir  thun,  Differential" 
gleichungen  aufstellen,  die  J[..,  f^f  als  Functionen  von  ar^ . . .  a;„ 
definiren. 

Dabei  ist  es  unser  Ausgangspunkt,  dass  die  Gruppe  T  Yeine 
invariante  Untergruppe  der  ursprünglichen  Gruppe  Yf  ist.  Da- 
rum erfüllen  zwei  beliebige  infinitesimale  Transformationen 
dieser  Gruppen  F/'und  Kleine  Relation  von  der  Form 

YY[f-YJf=Y'J, 

WO  Y^f  wiederum  der  invarianten  Untergruppe  angehört. 
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Setzen  wir  nun  f=^Jk  ^^^  erinnern  uns,  dass  Jj^*  eine  In- 
variante der  Untergruppe  bezeichnet,  so  erkennen  wir,  dass 
immer  die  Relation 

besteht  und  dass  daher  die  Grössen  YJjf.'  als  Invarianten  der 
Untergruppe  sich  folgendermassen  ausdrucken : 

y^'  =  Wfc  (x,  ...  a?^  J, . . .  J^Jl  ...J'^*) ; 

ja,  wenn  wir  an  der  Annahme  festhalten,  dass  die  Gleichungen 
unsrer  ursprünglichen  Gruppe  j^j^  =  Fj^  (jr^ . . .  jr^)  die  Grössen  x 
gar  nicht  enthalten,  so  erkennen  wir  ohne  weiteres,  dass  die  x 
auch  nicht  in  den  wj^  auftreten,  so  dass  unsre  letzten  Formeln 
die  Gestalt 

annehmen. 

Die  Formeln  sagen  aus,  dass  das  volle  System  (4 )  der  n- 
varianten  Untergruppe  Y'f  gegentiber  der  Transformation  Yf 
der  ursprünglichen  Gruppe  G  invariant  bleibt,  während  aller- 
dings die  einzelnen  Invarianten  dieses  vollen  Systems  unter 
einander  vertauscht  werden.  Dabei  lässt  sich  von  vornherein 
voraussehen,  dass  diese  Invarianten  durch  eine  continuirliche 
Gruppe  transformirt  werden. 

Um  dies  zu  bestätigen,  bilden  wir  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen 

in  den  Veränderlichen  // ...  J'^f . 

Sind  y^/*,  Y^f,  Y^f  drei  Transformationen  der  ursprüng- 
lichen Gruppe  G,  die  in  der  Beziehung 

stehen,  so  ergiebt  sich  insbesondere 

Setzen  wir  daher  in  Uebereinstimmung  mit  dem  Vorangehenden 

1  "•'y  1  "•'v 
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so  folgt  zunächst  unmittelbar 

iS|  M^m  Jiy     "^  ^m  ^k  »y     ~^  ^j  »  y 

und  sodann,  wenn  wir  unter  f  eine  beliebige  Function  der  x, 
J  und  /  verstehen. 

Hiermit  ist  denn  wirklich  nachgewiesen,  dass  die  infini- 
tesimalen Transformationen  Zf  in  den  Yerflnderlichen  J,' . ..  Ji't 
eine  continuirliche  Gruppe  bestimmen.  Wir  bezeichnen  diese 
Gruppe  mit  g. 

Diese  Gruppe  g  hat  nun  selbst  ihre  Differentialinvarianten; 
wir  wollen  annehmen,  dass 

(\  ff      * 

(Ar  =  <,2...) 

ein  volles  System  derartiger  Invarianten  ist 

Denken  wir  uns  nun  die  Grössen  U^U^...  als  Functionen 
von 

ausgedrückt,  so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  die  hervorgehen- 
den Ausdrücke 

bei  den  Transformationen  der  Gruppe  G  ihre  Form  bewahren, 
und  somit  als  bekannte  Functionen  von  x^  , . .  x^^  berechnet 
werden  können. 

Die  in  dieser  Weise  hervorgehenden  Gleichungen  . 

in  denen  die  Jy  durch  die  By  {x)  ersetzt  werden  können,  bestimmen 
die/  als  Functionen  der  .t.  Dabei  wissen  wir,  dass  dieses  neue 
System  von  Differentialgleichungen  Uf^  =  ß;^  die  Gruppe  Zf 
gestattet. 
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Wir  kttoaen  offenbar  hinzufügen,  dass  die  allgemeinsten 
Lösungen  «/^  . . .  J^/  aus  einem  particulftren  System  Lösungen 
J^  . . ,  J'f  durch  eine  Transformation  der  Gruppe  Zf  abgeleitet 
werden  können.  Dies  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  es  nach 
dem  Früheren  genau  auf  dasselbe  hinauskommt,  ob  wir  die 
Grössen  /  durch  die  Gruppe  Zf  oder  aber  durch  die  Gruppe  Yf 
transformiren.  Dass  aber  die  allgemeinen  Lösungen  J[  ...  J'*  aus 

dem  particulären  Lösungssystem  J[  ...  J'f  durch  eine  Transfor- 
mation der  ursprünglichen  Gruppe  Yf  abgeleitet  werden  können, 
ist  eine  directe  Consequenz  unserer  ursprünglichen  Frage- 
stellung. 

Ueberdies  erkennen  wir  unmittelbar,  dass  die  Gruppe  Zf 
einfach  ist;  das  ist  eine  directe  Folge  davon,  dass  die  Gruppe  Yf 
eine  grösste  invariante  Untergruppe  der  ursprünglichen  Gruppe 
Yf  bezeichnet. 

Hiermit  ist  nun  eine  wesentliche  Reduction  oder,  wenn  man 
will,  eine  Zerlegung  des  ursprünglichen  Problems  II  erreicht. 

Denken  wir  uns  nämlich,  dass  das  Gleichungssystem 
U^  =  (S^k  (^)  schon  integrirt  ist,  kennen  wir  also  die  Grössen  JiJ 
als  Functionen  der  x,  so  bilden  wir  die  Gleichungen 

h  (?!•••  En^*    ")  =  Bk  (^4  '"^n) 

(fr=4,2...iii,  y=4,2,...iti'), 

die  jetzt  £4 . . .  £n  ^^^  Functionen  von  x^  ...x^  bestimmen.  Diese 
Gleichungen  bilden  jetzt  ein  unbeschränkt  iniegrables  System  von 
Differentialgleichungen,  deren  allgemeinste  Lösungen  j^  ..•  i^ 
aus  einem  particulären  Lösungssystem  j:,  • .  •  Jffi  durdi  eine  Trans- 
formation der  Gruppe  Yf  hervorgehen. 

Hiermit  ist  nachgewiesen,  dass  unser  ursprüngliches  Pro- 
blem II,  das  in  den  Gleichungen  Jjg  =  Bf^  (x)  seine  analytische 
Formulirung  fand,  sich  in  zwei  ganz  analoge  Probleme  zerlegen 
lässt,  die  durch  die  Gleichungssysteme  Uj^  =  (Sjt  und  Jj^  =  Bj^^ 
J^'  r=s  Bj^  formulirt  werden.  Während  aber  das  ursprüngliche 
Problem  durch  die  Gruppe  Yf  charakterisirt  war,  gehörte  zu 
dem  Hülfsproblem  Uj^  =  (S^;  die  Gruppe  Zf  und  andrerseits  zu 
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dem  Httlfsproblem  J^^z^Bf^^  J^*  =  Bj^'  die  Gruppe  Y'f.  Hierbei 
ist  die  Gruppe  Zf  einfach,  und  andererseits  ist  Y'f  eine  grösste 
invariante  Untergruppe  der  Gruppe  Yf. 

Ist  nun  die  Gruppe  FY  wiederum  nicktreinfach^  so  können 
wir  das  Httlfsproblem  Jj^=Bj^y  Jj/  =  Bj/  in  genau  derselben 
Weise  in  zwei  einfachere  Probleme  zerlegen,  unter  denen  jeden- 
falls die  Gruppe  des  einen  Problems  einfach  ist.  Zu  diesem 
Zwecke  mttsste  man  eine  grösste  invariante  Untergruppe  Y''f 
der  Gruppe  Y'f  herausgreifen,  und  sodann  genau  wie  soeben 
verfahren. 

Ist  nun  die  Gruppe  F'^auch  nicht  einfach,  so  wählt  man 
eine  grösste  invariante  Untergruppe  Y'"f\x,  s.  w. 

Indem  man  in  dieser  Weise  nach  und  nach  die  Gruppen 

Yf,  Y'f,  Y"f,  y'"Y,...y«/'... 

bildet,  unter  denen  jede  in  der  vorangehenden  invariant  ist, 
muss  man  einmal  zu  einer  Gruppe  y(9)/*  kommen,  die  selbst 
einfach  ist.  Dies  beruht  darauf,  dass  unsre  unendliche  (oder  end- 
liche) Gruppe  G,  gleichzeitig  also  auch  ihre  Untergruppen,  immer 
durch  Differentialgleichungen  definirbar  sein  sollen. 

Jedes  Problem  II,  dessen  Gruppe  G  nicht-einfach  ist, 
lässt  sich  daher  zerlegen  in  eine  endliche  Anzahl  Pro- 
bleme II,  deren  zugehörige  Gruppe  einfach  ist 

Es  stellt  sich  nun  die  Frage,  wie  man  ein  Problem  mit  ein- 
facher Gruppe  G  behandelt. 

Fttr  den  Fall,  dass  die  betreffende  Gruppe  G  nicht  allein 
einfach  sondern  auch  endlich  ist,  wurde  die  Antwort  auf  die 
gestellte  Frage  längst  von  mir  gegeben. 

Dagegen  habe  ich  frtther  den  Fall,  dass  G  unendlich  ist, 
nur  andeutungsweise  behandelt.  Jetzt  werde  ich  auf  diesen  Fall 
etwas  ausführlicher  eingehen. 

Liegt  ein  Problem  II  mit  einfacher  Gruppe  vor,  so  muss 
man  sich  zuerst  die  Frage  vorlegen,  ob  es  unendliche  Gruppen  in 
weniger  als  n  Veränderlichen  giebt,  die  mit  unserer  Gruppe  holo- 
edrisch isomorph  ist.  Sodann  bestimmt  man  eine  gleichzusammen- 
gesetzte Gruppe  G'  in  möglichst  wenig  YerSnderlichen 

Ist  eine  solche  Gruppe  G'  gefunden,  so  sucht  man  n'  Functionen 
9«  *  •  •  9n'  ^^^  x^  ...x^,  die  so  gewählt  sind,  dass  die  ^j^  durch  die 
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Grappe  G'  transformirt  werden.   Die  hiermit  definirten  Grossen 
tfj^  werden  bestimmt  durch  ein  System  von  Dififerentialgleiohnngen 


iik[^i 


-„9....V^-)  =  o, 


dessen  allgemeinsten  Lösungen  ^i . . .  t)^f  aus  einem  speciellen 
Systeme  Lösungen  ^^ ...  tf^t  durch  Gleichungen 

abgeleitet  werden,  die  eine  Gruppe  und  zwar  die  Gruppe  G' 
bilden. 

Es  kann  daher  dieses  Gleichungssytem  die  Form 

erhalten ;  dabei  bilden  U^U^...  ein  volles  System  von  Differential- 
invarianten der  Gruppe  G\ 

Das  hiermit  gefundene  Gleichungssystem  Uj^  =  D^  ist  in  dem 
Sinne  irreductibelj  dass  es  keiner  wesentlichen  Verein- 
fachung  fähig  ist. 

Ist  das  Gleichungssystem  C/)^  =  Dj^  integrirt,  so  erledigt  sich 
das  ursprüngliche  Problem  II  mit  einfadier  Gruppe  G  durch  Diffe- 
rentiation, 

Eine  vollständige  Theorie  der  irreduciblen  Probleme  II 
kann  erst  dann  gegeben  werden ,  wenn  alle  einfachen  unend- 
lichen Gruppen,  richtiger  gesagt,  wenn  die  Zusammensetzung  aller 
einfachen  unendlichen  Gruppen  bestimmt  worden  ist. 

In  früheren  Arbeiten  bestimmte  ich  vier  Glossen  einfachef^ 
unendlicher  Gruppen^  deren  jede  unendlich  viele  verschiedene  Zu- 
sammensetzungen repräsentirt. 

Die  erste  Classe  besteht  aus  der  Gruppe  aller  Punkttrans- 
formationen des  Raumes  x^  ...x^  zusammen  mit  allen  gleichzu- 
sammengesetzten Gruppen. 

Die  zweite  Ciasse  besteht  aus  allen  Gruppen^  die  gleich- 
zusammengesetzt sind  mit  der  Gruppe  aller  Beriihrungstransfor- 
mationen  des  n-fach  ausgedehnten  Raumes  zx^...Xn'  In  kano- 
nischer Form  besitzen  die  infinitesimalen  Transformationen  dieser 
Gruppen  die  Gestalt 

[W[zx,...x^p,...p^),  f]-W^^^ 
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Die  dritte  Glosse  besteht  aus  allen  Gruppen j  die  gleichzu-- 
sammengesetzt  sind  mit  der  Gruppe  aller  Beruhrungstransfor- 
mationen 

{(p[x,..,x^p,...p^)J) 

in  den  Veränderlichen  x^  . . .  j?„  p^  •  •  •  Pn  • 

Die  vierte  Classe  besteht  aus  allen  Gruppen^  die  gleichzu- 
sammengesetzt  sind  mit  der  unendlichen  Gruppe^  die  durch  die 
Gleichung 

y±  ^  . . .  ^  =  0 
definirt  wird.  Die  infinitesimalen  Transformationen 


^*äF,  "^        ^^»öx, 


n 


sind  definirt  durch  die  einzige  Bedingungsgleichung 
bx^  ^^n 

Liegt  nun  z.  B  in  den  Veränderlichen  y, . . .  y»  ein  irredu- 
cibles  Problem  II  vor,  deren  Gruppe  mit  der  Gruppe  aller  Be- 
rührungstransformationen  (q>f)  in  den  Veränderlichen 

^i  '"^mP^  '"Pm       {n^im) 

gleichsusammengesetzt  ist,  so  steht  das  erforderliche  Integra- 
tionsgesohäft  in  genauestem  Znsammenhange  mit  der  classischen 
Theorie  des  PfafPschen  Problems,  sowie  mit  meiner  Theorie  der 
Functionengruppen. 


Das  Problem,  die  Zusammensetzung  aller  einfachen  unend- 
lichen und  continurlichen  Gruppen  zu  bestimmen,  habe  ich  noch 
nicht  versucht  zu  behandeln.  Es  ist  nicht  unwahrscheinlich, 
dass  die  Antwort  ebenso  einfach  ausfallen  wird  wie  für  die  end- 
lichen. Unter  allen  Umständen  erscheint  es  ausserordentlich 
interessant,  dass  die  Mathematiker  sich  schon  eingehend  wenn 
auch  implictte  mit  den  obengenannten  Classen  einfacher  un- 
endlicher Gruppen  beschäftigt  haben. 
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Kapitel  3. 

Gnippeiitkeoretiselie  Behandliing  der  Theorie  des  letzten 
Mnltiplieaton. 

Jacobi  lenkte  die  Aufmerksamkeit  auf  lineare  partielle 
Differentialgleichungen 

deren  Coefficienten  ^^  ...^^  die  Bedingungsgleichung 

erfüllen.  Es  gelang  ihm  nachzuweisen,  dass,  sobald  n  —  i  be- 
liebige unabhängige  Lösungen  1/^4 .. .  tpn-t  gefunden  sind,  dass 
dann  die  Auffindung  der  letzten  Lösung  nur  eine  Quadratur  ver- 
langt. 

Wir  werden  zeigen,  dass  unsere  vorangehende  Theorie 
diese  schöne  JACOBi'sche  Theorie  als  speciellen  Fall  umfasst. 
Unsere  Theorien  geben  aber  zugleich  ein  neues  Resultat;  sie 
zeigen  nämlich,  dass  Jagobi's  Theorie  das  Grösstmögliche  leistet. 
Soweit  uns  bekannt,  ist  weder  Jagobi  noch  seine  Nachfolger  ex- 
plicite  auf  die  Frage  eingegangen,  ob  nicht  auch  die  Auffindung 
der  n  —  2  ersten  Lösungen  (p^  .•*  9>n-fl  Vereinfachungen  dar- 
bietet, sobald  die  Bedingungsgleichung  (S)  besteht. 

Das  hiermit  angekündigte  Resultat  hat  seinen  Werth;  die 
Hauptsache  bei  den  Entwickelungen  dieses  Kapitels  liegt  aber 
darin,  dass  sie  zeigen,  dass  die  früher  isolirt  stehende  JACOBi'sche 
Theorie  des  letzten  Multiplicators  fttr  eine  gruppentheoretische 
Auffassung  gradezu  als  selbstverständlich  erscheint.  Wir  er- 
kennen, dass  es  möglich  ist,  viele  analoge  Theorien  zu  entwickeln. 

Erfüllen  die  Incremente  ^^ . . .  ^„  der  infinitesimalen  Trans- 
formation: 


die  Bedingung 


M.tk.-pli7*.  ClMM.  189&.  SO 
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so  bestimmt,  können  wir  sagen,  Xf  oder,  wenn  man  will,  die 
zugehörige  eingliedrige  Gruppe,  im  Räume  x^...x^  eine  slatio- 
näre  Strömung  eines  incompressiblen  Fluidums.  Es  repräsentirt 
daher  Xf  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  einer 
gewissen  unendlichen  Gruppe,  deren  Transformationen 

jjt  =  qPfc(.x^...a?J     [k=h  ...n) 

dadurch  charakterisirt  sind,  dass  sie  alle  Volumina  invariant 
lassen  >j.  Alle  diese  Transformationen  sind  analytisch  definirt 
durch  die  Gleichung: 

V-*-^       Ik  —  i 

die  somit  als  Definitionsgleichung  der  endlichen  Transformationen 
unsrer  Gruppe  aufgefasst  werden  muss.  Dementsprechend  ist 
die  Gleichung 

hx^  bx^ 

die  Definitionsgleichung  der  infinitesimalen  Transformationen 
unsrer  Gruppe. 

Wir  wollen  zunächst  zeigen,  dass  zwei  beliebige  infinitesi- 
male Transformationen  dieser  Gruppe  mit  einander  innerhalb 
der  Gruppe  gleichberechtigt  sind.  Um  das  zu  beweisen  genügt 
es  zu  zeigen,  dass  jede  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe 
von  einer  anderen  passend  gew&hlten  endlichen  Transformation 
der  Gruppe  auf  die  Form  einer  infinitesimalen  Translation 

gebracht  werden  kann.  Nachdem  es  uns  gelungen  ist,  diesen 
Nachweis  zu  führen,  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  einfachsten 
Integrationsoperationen  anzugeben,  die  erforderKch  sind,  um 
Xf  in  der  angegebenen  Weise  auf  die  genannte  kanonische  Form 
zu  bringen. 

Es  soll  also  zun&chst  bewiesen  werden,  dass,  sobald  eine 
infinitesimale  Transformation  Xf  die  Bedingung 


4}  Man  kann  diese  Gruppe  naturgem&ss  als  die  Gruppe  der  Hydro- 
dynamik bezeichnen. 
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erfallt,  dass  es  dann  immer  möglich  ist  neue  Veränderliche 
einzuftthren,  die  auf  einmal  die  beiden  Relationen 


und 

■^      hx,  örr,         hx^ 

erfüllen. 

Anders  au 

sgesprochen:   wir  wollen  beweisen,   dass  die 

Differentialgleichungen 

(4)       . 

l   ^'  ix. 

(5) 


^^       da?^  dar,         öx„ 


integrabel  sind,  sobald  die  Grossen  ^^.,,%^  die  Bedingung  (3) 
erfüllen. 

Sind  a,  . . .  a„_^  ein  System  Lösungen  der  Gleichung  A7*=  0 
und  a^  eine  particulSire  Lösung  der  Gleichung  A/=  1,  so  sind 

Xfc  =  VÄ(«i---«n-i) 

die  allgemeinsten  Lösungen  der  n  Differentialgleichungen  (4). 
Es  fragt  sich  ob  es  möglich  ist,  die  Functionen  i//|  . , .  i//„.|  \\>  der 
a  derart  zu  wählen,  dass  auch  die  Differentialgleichung  (5),  die 
jetzt  die  Form 

annimmt,  erfüllt  wird. 

20* 
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Da  a,  . ..  a,_,  ein  System  Losungen  yon  \f=  0  sind,  so 
existirt  eine  solche  Grttsse  q,  dass  die  Gleiebnng 

(T  xf—n'S'-i-^"'         ^°n-.     H 

{1,  AA_p^±  — ...^^^ 

ideDiisch  besteht;  es  besitzen  daher  ^^ . . .  ^n  die  Werthe 


l  =  Q 


X. 


•  **'«i 


,   ?t  =  e 


a, . . . .  a„_, 
X.  rr, . . .  x- 


a.  s.  w. , 


die  in  die  Gleichung 


^^1   _x_  .      .  ^   ^^n 


4- 1---^  =  0 


eingesetzt,  die  Relation 

ö     I  or.  . . 


«»-.  l  +  ±A-^  =  o 


liefern;  hier  verschwindet  aber  der  Factor  von  q  identisch,  und 
also  drückt  sich  q,  als  Lösung  von  Xf=  0,  als  Fnnction  von 


öffi-i  *^s: 


9  =  ^(«1      •  «n-i)  • 


Ertheilen  wir  andrerseits  der  GrOsse  f  in  der  identischen 
Gleichung  (7)  den  Werth  /*=  a„,  so  erhalten  wir  die  Relation 

und  somit  für  q  den  Werlh 


e  = 


Xa« 


4 


da. 


da« 


d  a^         d  a,|  ' 


sodass 


wird. 


-^       dar,        dx,|     -^       da*,        dar,| 


-^      da:,        da:„ 


=  P(a,...aJ 
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Es  nimmt  daher  die  Gleichung  (6)  die  Form  an 

^^        ha.  ha^    .  ^   *  '•-*' 


n-i 


In  dieser  Gleichung  bezeichnen  i/^,  . . .  i/^n-i  unbekannte  Functio- 
nen von  a^  ...  a„_.f.  Man  Obersieht  daher  ohne  weiteres  nicht 
allein,  dass  immer  solche  Functionen  1/^4  .. .  ipn-i  ^^^  ^  vorhanden 
sind,  die  die  letzte  Gleichung  erfüllen,  sondern  auch,  dass  als 
Grössen  ip .,,  i/'n-«  9^^^  beliebige  Functionen  dei*  a  gewählt 
werden  können,  während  hinterher  eine  beliebige  Lösung  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichung 


) 

als  Grösse  Vf^^^  gewählt  werden  kann ;  wir  sehen  überdies,  dass 
eine  Quadratur  zur  Auffindung  einer  solchen  Lösung  V^^^  genügt. 
Liegt  daher  irgend  eine  infinitesimale  Transformation  Xf  vor, 
die  alle  Volumina  invariant  lässt,  so  giebt  es  immer  endliche 
Transformationen 

die  ebenfalls  alle  Volumina  invariant  lassen,  die  Xf  auf  die  Form 

IL 

bringen. 

Will  man  sich  die  Wahrheit  dieses  Satzes  anschaulich  klar  machen, 
so  denkt  man  sich  die  infinitesimale  Transformation  Xfais  definirend  eine 
stationäre  Strömung  eines  incompressiblen  Fluidums  im  Räume  x^. . .  x^^ 
vtähli  sodann  n  —  4  infinitesimale  Gonstanten 

und  zerlegt  sodann  den  ganzen  Raum  in  unendlich  dünne  Stromföden  durch 
Gleichungen 

(111  =  0,  4,2,8...)  , 

in  denen  9i . . .  9».i  ein  System  Lösungen  von  Xf=0  bezeichnen.  Der 
Querschnitt  q  jedes  einzelnen  Stromfadens  ist  offenbar  gleich  dem  Product 
o^iO), . . .  a>||_i  multiplicirt  mit  einer  Function  des  Ortes: 

q  =  (?(a?i . . .  icj  a)j  0),  . . .  w„_,  . 
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Dabei  ist  das  Product  des  Querschnittes  q  und  der  Geschwindigkeit 
y^i  +  *  *  *  +  Ifi'  constant  Iftogs  jedes  einzelnen  Stromfadens;  es  besteht 
daher  eine  Gleichung  von  der  Form 


Es  definirt  also  das  Symbol 


■^(*«5|,  +  *"  +  ^-5fJ 


wiederum  eine  stationttre  Strömung  unseres  incompresstblen  Fluidnms. 
Diese  infinitesimale  Transformation  hat  dieselben  Bahncurven  und  Strom- 
fäden  9|  =  nai,, . . .  9„_,  =  na>„.,  wie  Xf,  Für  die  neue  infinitesinule 
Transformation  ist  aber  das  Product  der  Geschwindigkeit  und  des  Qaer- 
schnittes  dq  des  betreffenden  Stromfadens  überall  gleich  gross.  Bezeichneo 
wir  daher  eine  beliebige  Lösung  der  Gleichung 


6^(9,..,  9n-i) 


mit  Ci  so  leuchtet  ein,  dass  die  Mannigfaltigkeiten  tsConst.  von  der 
infinitesimalen  Transformation  -^  unter  einander  vertauscht  werden,  und 
überdies,  dass  der  ganze  Raum  von  den  Mannigfaltigkeiten 

(«1  =  0,4,2,8...) 

in  unendlich  viele  unendlich  kleine  Volumina  zerlegt  wird,  die  sämmtlich 
gleich  gross. 

Also  lässt  die  endliche  Transformation 

h  =  9l>  -"Vn-i  =  9«-i»    ?i»  =  f 

alle  Volumina  invariant;  sie  bringt  überdies  die  infinitesimale  Transfor- 

4  bf 

mation  -^  Xf  auf  die  Form  jr-^  • 

In  den  Veränderlichen  y^  erhttlt  also  Xf  die  Form 

Dass  es  hinterher  möglich  ist,  durch  eine  passende  Transformation 

?*'  =  ?*     (fc=4...n— I) 


9' 


IPm    ""   ^  Vn  1 


die  ebenfalls  alle  Volumina  invariant  lässt,  unsere  Transformalion  X^aof 

Ä  f 
die  Form  ^-~  zu  bringen,  ist  begrifflich  wie  analytisch  evident. 


VeRWERTHUNG  D.  GRUPPBIf  BEGRIPFB8  F.  DiFFBRENTIALGLBIGHUNGEIf .    299 

Wir  sind  jetzt  so  weit,  dass  wir  unsre  allgemeinen  Theorien 
auf  die  allgemeine  Gleichung  \f=  0,  die  die  Bedingungsgleichung 

^A  +  ...  +  ^»_o 

erfttUt,  anwenden  können.    Wir  suchen  also  die  aligemeinste 
endliche  Transformation  jTj^  =^(p^(x^  ...  x^  unsrer  Gruppe,  die 

Xf  auf  die  Form  r-^  bringt.    Anders  ausgesprochen,  wir  bilden 

das  integrable  System  von  Differentialgleichungen 

(fc=<  ...n--4) 
(8) 


+  • 

••  +  $■« 

0 

'  hx^ 

+  • 

••  +  f. 

h 

2^ 

8  a;, 

4 

und  versuchen  eine  Integrationstheorie  dieses  Systems  zu  ent- 
wickeln. 

Es  lässt  sich  nun  dieses  System  von  Differentialgleichungen 
nach  meinen  allgemeinen  Entwickelungen  auf  eine  kanonische 
Form  bringen.  Um  sie  zu  finden,  suchen  wir  nach  unsern  all- 
gemeinen Regeln  zuerst  die  allgemeine  infinitesimale  Transfor- 
mation 

^Z"  =  ^•(Ei  •  •  •  En)  ^  H h  rind)  ^  , 

die  mit  rJ-  vertauschbar  ist.    Diese  Transformationen  sind  dar- 
gestellt  durch  die  Formel 

yf=  Vi  (Ei  •  •  •  En-i)  ^  H h  i?n(Ei  •  •  •  En-i)  ^  , 

dabei  vorausgesetzt,  dass  die  n  —  4  ersten  Coefficienten  r|^,.,  iy„_, 
die  Bedingung 

erfüllen.   Erweitern  wir  nun  die  allgemeine  infinitesimale  Trans- 
formation YY,  indem  wir  die  Incremen  teder  Differentialquotienten 
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aller  ^j^  nadi  deo  x  berechnen,   and  bestunmen  sodann  ein 
volles  System  von  Differentialinvarianten 


Jk(h 


der  Groppe  )'/*,  so  soll  das  Gleichongssystem  (8)  die  Form 


(h 


^Jl...\^ 


ix. 


)  =  i»»(ar, 


xj 


erhalten  kdanen. 

Oait  ...  £m-i  ci»  System  Lttsungen  von  X/*=  0  darstellen, 
besteht  eine  Relation 

and  wenn  hier  /*=  £»  gesetzt  wird,  kommt 


^in  =  o^± 


sodass,  da  X£„  ==  4  ist,  folgt  a  =  4  und 

Diese  identische  Gleichung  zerlegt  sich  nun  aber  in  n  Glei- 
chungen 


h 


X, 


=  h{^i'"^n) 


fn— 4 

^Jk-i  ^Af-i-i  •  •  •  ^n 

(*=1,2...n). 

In  diesen  n  Gleichungen  sind  die  rechten  Seiten  bekannte 
Functionen  der  x.  Die  n  linksstehenden  Functionaldetenninan- 
ten  sind  Differentialinvarianten  der  Gruppe  Yf^  deren  endliche 
Transformationen 

der  einzigen  Bedingung 

h  "  '  En-i  I 
unterworfen  sind;  es  ist  ja: 


h 


'  En-i 


3^4 .. .  X^_,  ^k-t-i  •  •  •  ^n 


•  Sn-4 


Ei- 
\x. 


&I-1 

•^Ä-i^Ä+4  •••^n 
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und  in  Folge  dessen: 


En-i  I 


^*-i  ^'fc-n  •••  ^n 


X. 


^Ä-i  ^fcn 


Jn-i 
'*'X^ 


Wir  kennen  somit  schon  n  Differentialinvarianten  der  Gruppe 
F/*,  namentlich  J^  ,..J^  als  Functionen  von  x^ . . .  x^.  Offenbar 
ist  nun  aber  auch  die  Functionaldeterminante 


J  = 


'   in 


selbst  eine  Differentialinvariante  der  Gruppe  y/,  und  den  Werth 
dieser  Invariante,  nämlich  4 ,  kennen  wir  ebenfalls. 

£s  lässt  sich  nun  vermuthen,  dass  die  n  +  4  Grössen  /« . . .  /n 
/  ein  volles  System  von  Differentialinvarianten  der  Gruppe  Yf 
bilden.   Wir  verificiren  dies,  indem  wir  zeigen,  dass  die  n  +  ^ 
Gleichungen 

die  Gleichungen  des  ursprtmglichen  Systems  (8)  vollständig  er- 
setzen. Dass  dies  wirklich  der  Fall  ist,  beweisen  wir  folgender- 
massen.  Die  Gleichungen  J^  =  ^^  ..,J^  =  ^^  zeigen,  dass  Xf  die 
Form 

?4   • '  •  Sn-i/ 

Xä  ....   Xft 


Xf  = 


erhalten  kann.    Die  n  Gleichungen  J^  =^4 . . .  ^„ . . .  g„  sind  da- 
her nur  eine  andere  Form  der  Gleichungen 

Hiermit  ist  der  verlangte  Beweis  erbracht. 

Unser  Problem,  die  infinitesimale  Transformation  Xf  unsrer 
ursprünglichen  Gruppe  durch  eine  Transformation  der  Gruppe 
j^=yj^(a:^  •••^n)  ^"^f  ^^  Form  einer  Translation  zu  bringen, 
findet  daher  ihren  analytischen  Ausdruck  in  den  n  Gleichungen 


Jk= 


^1  •  •  •^Jk-i  ^Jk+l 

verbunden  mit  der  Gleichung 

X,  . 


Xn 


=  ^,(x)    [k  =  i 


=  1 
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Hier  dienen  die  Gleichungen  Jk=^k  '"^  Bestimmung  von 
£4  ***£n-r  '^^  diese  Bestimmung  geleistet,  so  gestattet  die 
Gleichung  7=4  die  Grösse  ^^  durch  eine  Quadratur  zu  finden. 

Wir  wissen,  dass  die  Differentialgleichungen  unseres  Pro- 
blems y|^  =  ||^,  y=  4  mit  den  Gleichungen 

Xj,  =  0...     A'|„_,  =  0,     Xj„  =  4 


El   '  '  '  in 
OC.  .  .  .  Xfi 


=  4 


—  Ski^i  '  ' '  ^n-il 


äquivalent  sind;  wir  wissen  ferner,  dass  EiEf-En.«  keiner 
anderen  Beschränkung  unterworfen  sind,  als  dass  sie  unab- 
hängige Lösungen  von  Xf  sein  sollen.  Gerade  hierin  liegt  es,  dass 
die  Bestimmung  dieser  n — S  ersten  Lösungen  keine  Vereinfachung 
darbieten  kann. 

Zur  Beslimmmig  der  leisten  Lösung  ^^_^  von  Xf=  0  dienen 
nur  die  n  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 

tg\  El En-«/ 

iC,  . . .  X^_^  a?j^j  .  . .  Xf^_^ 

fc  =  4,8,...n, 

deren  gemeinsame  Lösung  f=^^_^  ist.  Diese  Gleichungen 
können  nun  aber  nicht  unabhängig  sein,  denn  sonst  wäre  (i,.^ 
bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmt,  während  wir  wissen, 
dass  sobald /*=^,|_|  eine  particuläre  Lösung  der  letzten  Glei- 
chungen darstellt,  dass  dann  die  allgemeine  Lösung  die  Form 

/'=En-4+«(Ei---En-,) 
besitzt  und  somit  eine  willkürliche  Function  der  Argumente 
El  •  •  •  En-t  enthält.  Da  wir  aber  von  vornherein  wissen,  dass 
diese  willkQrliche  Function  additiv  auftritt,  so  dürfen  wir  be- 
haupten, dass  die  Gleichungen  (9)  durch  Einführung  der  unab- 
hängigen Veränderlichen 

El  •  •  •  En-t  9n-i  5n 

sich  auf  zwei  Gleichungen  von  der  Form 


^n-i 


=  /*n-4  (^4  5n  E«  •  •  •  En-i) 


^  =  /*n(9n-.  9n  El- ••?"_.) 
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reduciren,  sodass  die  Grösse  /*=^„.j  durch  eine  Quadratur  be- 
stimmt wird. 

Wünschen  wir  endlich  die  Grösse  i^  zu  finden,  so  bilden 
wir  die  Gleichung 

:i Jn— 1  / 


X, 


^n-i  ^n 


=  \ 


und  finden,  da  die  linke  Seite  immer  verschwindet,  wenn  f 
gleich  einer  unter  den  Grössen  {^  •..  Sn-i  gesetzt  wird,  die  ge- 
suchte Grösse  f=ln  durch  eine  Quadratur. 

Hiermit  sind  wir  zu  den  von  Jagobi  entdeckten  Integrations- 
vereinfachungen gekommen;  wir  haben  gesehen,  dass  Jagobi's 
Resultat  ein  Ausfluss  unsrer  allgemeinen  Theorie  ist;  Überdies 
haben  wir  nachgewiesen,  dass  Jagobi's  Theorie  definitiv  ist,  indem 
sie  sich  nicht  verbessern  lässt. 


Es  ist  bekanntlich  Jagobi,  der  den  Begriff  Functionaideter- 
minante  eingeführt  hat.  Benutzt  man  den  Begriff  des  n-fach  aus- 
gedehnten Raumes  und  deutet  dementsprechend  die  Transfor- 
mation 

als  eine  Abbildung  des  Punktraumes  x^ . .  .x^^  auf  den  Punkt- 
raum l^  . . .  £n}  s<>  l^ss^  s^^h  die  Functionaldeterminante 


h 

X, 


'  in 
x^ 


deuten  als  das  Verhältniss  zwischen  einem  infinitesimalen 
Volumtheil  des  Raumes  £, . . .  ^n  und  dem  entsprechenden  Yolum- 
theil  des  Raumes  x^  ...a:„.  Dies  ist  längst  bekannt.  Gerade 
dieser  alte  Satz  gestattete  uns  im  Vorangehenden  zu  behaupten, 
dass  die  Gleichung 


h 

X, 


.a?n 


=  \ 


alle  Transformationen  des  Raumes  definirt,  bei  denen  alle  Vo- 
lumina ungeändert  bleiben.  Unsere  Einführung  des  allgemeinen 
Begriffes  infinitesimale  Transformation  giebt  aber,  wie  wir  auch 
bei  dieser  Gelegenheit  hervorheben  wollen,  eine  neue  begriff- 
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liehe  Deutung  des  Begriffs  Functionaldeterminante.  Für  uns  ist 
die  Functionaldeterminante 

Ji   •  •  •  En-i  / 

^1 ^n 

gradezu  das  Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation  Xf,  die 
alle  Volumina  invariant  lässt.  Die  Bahncurven  dieser  Trans- 
formation werden  bestimmt  durch  die  Gleichungen  £j=Const. 
•••  5fi-i=Const.  Ist  Jrt  eine  beliebige  Lösung  der  Gleichung 
A/=  1 ,  so  ist  1,1  =  CoDSt.  die  allgemeinste  Schaar  von  oo*  (n —  4  J- 
dimensionalen  Mannigfaltigkeiten,  die  bei  Xf  invariant  bleibt. 
Setzen  wir  insbesondere 

so  erhalten  wir  das  einfache  Symbol 

IL 

das  in  der  Analysis  den  Differentiationsprocess,  fttr  uns  aber  die 
infinitesimale  Translation  darstellt. 

Jagobi' s  Auffassung  des  Differentiationsprocesses  als  eines 
speciellen  Falles  der  Functionaldeterminante  hat  somit  auch 
einen  schönen  gruppentheoretischen  Sinn. 

Mein  allgemeiner  Satz,  dass  jede  infinitesimale  Transfor- 
mation Xf  durch  Einführung  zweckmässiger  unabhängiger  Ver- 
änderlichen in  eine  infinitesimale  Translation  übergeht,  steht 
ja  in  genaustem  Zusammenhange  mit  der  Theorie  derFunctional- 
determinanten. 

Kapitel  4. 

Bestimmiing  der  stationären  Strömungen  eines  Gases  bei  constanter 

Temperatur. 

Führt  man  nach  einander  zwei  Punkttransformationen  aus, 
deren  jede  alle  Volumina  nach  constanten  Verhältnissen  ändert, 
so  ist  die  Reihenfolge  dieser  beiden  Transformationen  wiederum 
eine  Transformation,  die  alle  Volumina  nach  einem  bestimmten 
Verhältnisse  ändert.  Dieser  selbstverständliche  Salz  ist,  wenn 
man  will,  eine  directe  Folge  des  Multiplicationssatzes  zweier 
Functionaldeterminanten. 

Es  bilden  daher  alle  Transformationen,  bei  denen  jedesmal 
alle  Volumina  nach  demselben  Verhältniss  geändert  werden,  eine 
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unendliche  Gruppe.  Die  endlichen  Gleichungen  l|[=(Pk{^^  ••  •  ^n) 
aller  Transformationen  dieser  Gruppe  werden  bestimmt  durch  die 
Gleichungen 


El   • •  •  Jn 
x^  • .  ■  Xä» 


=  0     (fc  =  i  . . .  n) , 


?.(»^  +  -  +  ^)-»  "  =  '•■■") 


die  somit  die  Defininitionsgleichungen  der  endlichen  Transfer- 
mationen  unsrer  Gn^ppe  darstellen. 

Die  analytische  Definition  der  infinitesimalen  Transfor- 
mationen Xf  dieser  Gruppe  findet  man,  indem  man  in  die 
letzten  Gleichungen  die  Werthe 

einführt,  und  dabei  e  als  eine  infinitesimale  Grösse  auffasst. 
Dabei  ergiebt  sich,  dass  die  n  Gleichungen 

die  Definitionsgleichungen  der  infinitesimalen  Transformationen 
unsrer  Gruppe  sind. 

Indem  wir  uns  nun  die  Aufgabe  stellen,  alle  eingliedrigen 
Gruppen  zu  finden,  deren  infinitesimale  Transformationen  die 
soeben  geschriebenen  Gleichungen  erftlllen,  müssen  wir  uns  zu- 
erstklar machen,  ob  alle  infinitesimalen  Transformationen  unsrer 
unendlichen  Gruppe  innerhalb  dieser  Gruppe  gleichberechtigt 
sind  oder  nicht.  Wir  werden  finden,  dass  alle  infinitesimalen 
wie  endlichen  Transformationen  unsrer  unendlichen  Gruppe 
sich  in  oo*  Schaaren  anordnen,  so  zwar,  dass  alle  infinitesimalen 
oder  endlichen  Transformationen,  die  einer  solchen  Schaar  ange- 
hören, innerhalb  der  unendlichen  Gruppe  gleichberechtigt  sind. 

Wir  wollen  zuerst  durch  begrififliche  Betrachtungen  zeigen, 
dass  dieser  Satz  für  endliche  Transformationen  unsrer  Gruppe 
richtig  ist. 

Sei  T  eine  Transformation  unsrer  Gruppe,  die  alle  Volu- 
mina des  Raumes  r-fach  verdoppelt  und  ebenso  S  eine  Trans- 
formation der  Gruppe,  die  alle  Volumina  a-fach  verdoppelt. 
Führen  wir  dann  die  Transformation  S  auf  die  Transformation 
T  aus,  so  erhalten  wir  die  Transformation 

S-«  TS  . 
Wünschen  wir  nun  zu  wissen,  wie  diese  neue  Transformation 
alle  Volumina  ändert,  so  bilden  wir  die  Gleichung 
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4 


a 


und  schliessoD;  dass  die  Transformation  S~^  TS  wie  die  Trans- 
formation T  alle  Volumina  T-fach  verdoppelt.  Dies  bleibt  wahr, 
welche  Transformation  unsrer  Gruppe  auch  S  sein  mag. 

Sats.  Alle  Transformationen  unsrer  Gruppe  ordnen  sich  in 
oo*  Schaaren,  deren  jede  innerhalb  der  Gruppe  invariant  ist. 
Jede  einzelne  Schaar  besteht  aus  denjenigen  Transformationen  T 
der  Gruppe,  die  alle  Volumina  nach  einem  gewissen  gegebenen 
Verhältniss  4 :  r  ändern.  Unter  diesen  invarianten  Schcutren  giebt 
es  eine  und  offenbar  nur  eine,  deren  Transformationen  eine 
Untergruppe  und  zwar  eine  invariante  Untergruppe  bilden.  Es 
ist  dies  die  Schaar  t=4,  deren  Transformationen  alle  Volumina 
ungeändert  lassen. 

Wir  completiren  bald  diesen  ziemlich  selbstverständlichen 
Satz,  indem  wir  zeigen,  dass  hiermit  alle  invarianten  Schaaren 
von  Transformationen  unsrer  Gruppe  gefunden  sind. 

Zunächst  wollen  wir  aber  zeigen,  dass  die  eben  erhaltenen 
Resultate  auch  dann  gttltig  bleiben,  wenn  wir  infinitesimale 
Transformationen  statt  Transformationen  schreiben.  Am  ein- 
fachsten erkennen  wir  dieses,  wenn  wir  in  den  Betrachtungen, 
die  zu  unserem  Satze  führten,  unter  T  eine  beliebige  infinitesi- 
male Transformation  unsrer  Gruppe  verstehen,  unter  S  dagegen 
eine  beliebige  endliche  Transformation  der  Gruppe.  Da  nämlich 
unter  dieser  Voraussetzung  auch  S"^  TS  eine  infinitesimale 
Transformation  der  Gruppe  darstellt,  so  leuchtet  die  Richtigkeit 
unsrer  Ankündigung  ohne  weiteres  ein.  Bemerken  wir  nun 
überdies,  dass  die  Grösse 


<+<+-+.i) 


das  Verhältniss  angiebt,  nach  denen  die  Transformation  Xf  das 
Volumen  eines  unendlich  kleinen  Raumtheils  ändert,  so  sehen  wir, 
dass  wir  unser  Resultat  folgendermassen  formuliren  können : 

Sats.  Die  endlichen  Transformationen  unsrer  Gruppe  ordnen 
sich  in  oo*  Schaaren,  deren  jede  innerhalb  der  Gruppe  invariant 
ist.  Diese  oo*  Schaaren  werden  definirt  durch  die  Gleichung 

V±|ii-...^  =  c  =  Con8t. 
-^^       bx^         hXn 
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In  ganz  entsprechender  Weise  ordnen  sich  alle  infinitesi- 
malen Transformationen  der  Gruppe  in  oo*  invariante  Schaaren^ 
deren  jede  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

definirt  wird. 

Der  soeben  aufgestellte  Satz  Ittsst  sich  auffassen  als  Corollar 
eines  allgemeinen  analytischen  Theorems,  das  ein  selbst- 
ständiges Interesse  darbietet,  und  daher  hier  abgeleitet  werden 
soll.   Seien 

yf=,,K  +  ...  +  ,^K. 

zwei  beliebige  infinitesimale  Transformationen,  die  nicht  gerade 
unsrer  Gruppe  gehören  sollen.   Dann  ist 

XYf-  YXf==2k(Xri,-  Y^,)  ^^ 
und 


Hiermit  ist  zunächst  der  Satz  erhalten. 

Satz.    Liefern  zwei  ganz  beliebige  infinitesimale  Trans- 
formationen 

durch  Klammeroperation  die  Transformation 
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80  besteht  identisch  die  Gleichung 

Wir  können  übrigens  diesen  Satz  auch  folgendennassen 
aussprechen : 

Sats.  Sind  ^i  •••In^i  •••?n  9^^^  beliebige  Functionen  von 
x^,,.Xf^,  so  besteht  die  Gleichung 


immer  identisch. 

Setzen  wir  insbesondere  voraus,  dass  Xf  und  Yf  der  in 
diesem  Kapitel  betrachteten  unendlichen  Gruppe  angehören,  dass 
also  die  Summen 

alle  beide  einen  constanten  Werth  haben,  so  sehen  wir,  dass  die 
durch  Klammeroperation  entstandeneTransformationXl/ —  YXf 
die  Eigenschaft  besitzt,  alle  Volumina  invariant  zu  lassen.  Be- 
nutzen wir  daher  den  Begriff  dertt;tr(6  Gruppe,  so  können  wir  den 
Satz  aussprechen: 

Sats.  Die  Gruppe  derjenigen  Transformationen,  die  alle  Vo- 
lumina invariant  lassen,  ist  die  erste  derivirte  Gruppe  der- 
jenigen grösseren  Gruppe,  deren  Transformationen  alle  Volumina 
nach  Constanten  Verhältnissen  ändern. 

Bemerken  wir  andererseits,  dass  bei  Ausführung  der  infini- 
tesimalen Transformation  Yf  auf  Xf  die  Transformation 

Xf+dt(YX) 

ensteht,  so  erhalten  wir  den  schon  oben  gefundenen  Satz: 

Satz.  Alle  infinitesimalen  Transformationen  Xf  für  welche 
der  Ausdruck 

^X^  dx„ 


V|i*  =  a  =  Ctonst.  , 
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einen  bestimmten  conslanten  Werth  hat,  bilden  eine  invariante 
Schaar  innerhalb  derjenigen  Gruppe,  deren  Transformation  alle 
Volumina  nach  conslanten  Verhaltnissen  ändern. 

Wir  gehen  nun  einen  Schritt  weiter  und  stellen  die  Be- 
hauptung auf,  dass  zwei  infinitesimale  Transformationen  Xf  und 
>7,  die  die  Bedingungen 

erfüllen,  innerhalb  unserer  Gruppe  gleichberechtigt  sind.  Wir 
formuliren  dabei  diese  Behauptung  lieber  folgendermassen: 
Besteht  die  Gleichung 

so  giebt  es  immer  n  Functionen  5^  . . .  En  ^^^  ^4  •  •  •  ^n  7  ^^^  ^*^  ^^" 
dingungen 

erfüllen. 

Dm  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  allgemein  nachzu- 
weisen, denken  wir  uns  eine  beliebige  infinitesimale  Transfor- 
mation Xf  vorgelegt,  die  die  Bedingung 

Ik^ ^^h  =  a  =  Const.  4=  0 

erfüllt.  Wir  nehmen  an,  dass  sie  durch  Einführung  neuer  Ver- 
änderlicher £1 .. .  £n}  die  die  Bedingung 

(A)  ^±  l^^  .  .  .  ^  =  A  =  Const. 

erfüllen,  auf  die  Form  cj„  r-^  gebracht  werden  kann: 

"Em 

Math.-phyi.  Cluse.  1895.  21 
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Es  gelingt  uns,  indem  wir  die  Möglichkeit  dieser  Ueberführung 
voraussetzen,  die  entsprechende  Form  der  Functionen  l^  "-in 
zu  bestimmen.  Nachträglich  verificiren  wir,  dass  die  hiermit  be- 
stimmte Transformation  wirklich  immer  das  Verlangte  leistet, 
wohlbemerkt  wenn  a=ic  ist. 

Zunächst  erkennen  wir,  indem  wir  in  die  Identität  (B)  der 
Grösse  f  nach  und  nach  den  Werth  j, . . .  j„_,  ertheilen,  dass 
diese  n  —  1  Grössen  Lösungen  von  A/s  0  sein  müssen,  dass  also 

^h  =  -Y  ?•  =  •    •  ==  A'E„.,  =  0 

sein  muss.  Ertheilen  wir  sodann  /*  in  (B]  den  Werth  inj^^  kommt 

(C)  A'E^  =  CE„  . 

Nun  aber  besteht,  gerade  weil  f,  . . .  E^-i  Lösungen  von 
Xf=  0  sind,  eine  Relation 

El    '  •  •  En-i  / 


(D) 


=  QXf 


und  dabei  besteht,  wie  wie  wir  im  vorigen  Kapitel  sahen,  die 
Relation 

oder 

v^  +  ^^-'M;-» 

oder  mit  Berücksichtigung  der  Relation: 

einfach: 

(E)  A>  +  oe  =  0. 

Ertheilen  wir  andererseits  in  der  Formel  (D)  der  Grösse  f  den 
Werth  j„,  so  kommt 

^^hx,         hx^        ^  ^" 
und  durch  Berücksichtigung  der  beiden  Formeln  (A)  und  (C)  folgt 
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sodass  durch  Substitution  der  gefundenen  Werthe  von  q  in  (E) 
sich  ergieht 

oder 

Früher  fanden  wir  aber:  A'j„  =  cj„,  also  schliessen  wir,  dass 
a  =  c  sein  inuss.  Hiermit  haben  wir  zunächst  einen  neuen  Be- 
weis des  oben  abgeleiteten  Satzes,  dass  die  Constante 

bei  Transformationen  unsrer  Gruppe  ihren  Werth  nicht  ändert. 
Gleichzeitig  erkennen  wir,  dass  die  gesuchte  Transformation 
unsrer  Gruppe,  die  Xf  auf  die  gegebene  kanonische  Form  bringen 
soll,  jedenfalls  die  Form 

k   4 
El  =  y* »  •    •  En-i  =  9>n--i »  En  =    ^  J 

haben^  muss,  wobei  qPj  . . .  ffn-i  ©in  System  Lösungen  der  Glei- 
cung  Xf=0  bezeichnen,  während  q  durch  die  Gleichung 

Xi   •  •  •  En-t/ 
^'t *^n 


"% . 


bestimmt  wird. 

Wir  wollen  jetzt  verificiren,   dass  die  hiermit  bestimmte 
Transformation  wirklich  immer  das  Verlangte  leistet. 

In  den  gefundenen  Veränderlichen  nimmt  jaAydieForm  an 

AT  -  Xj,  jj'f  +  •  •  •  +  AE„_,  ^  +  Xe„  I^  ; 
nun  aber  ist 

ae,  =  xe.=  ..=,\e„_,  =  o 

und 

Femer  ist 

also  folgt 

k     —CO        .  i 

21* 
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Es  ergiebtsich  also,  dassX/* wirklich  die  angekündigte  Form 

annimmt. 

In  diesen  Entwickelungen  haben  wir  stillschweigend  von 
dem  schon  im  vorigen  Kapitel  erledigten  Falle:  c=^0  abgesehen. 

Unser  Resultat  ist  also  das  folgende: 

Liegt  eine  infinitesimale  Transformation  Jp  H 1-  5„p„  vor, 

die  alle  Volumina  nach  constantem  Verhältnisse  ändert^  die  also 
die  Gleichung 


Äa;,  ^ 

-ik- 

erfüllty  so  giebt  es  immer  unter  den  TransformoXionen  der  unend- 
lichen Gruppe 

h     ■in 
x,...x„ 

=  0     (k  =  i  ...n) 

solche,  die  Xf  auf  die  Form 

xr= 

bringen.  Man  findet  die  allgemeinste  derartige  Transformation, 
indem  man  n  —  i  unabhängige  Lösungen  g)^  ...^n-i  ^^^'  Glei- 
chung X/*=  0  herausgreift  und  sodann  die  Identität 


9i"'  9>n^if 


oc. 


.  jr„ 


=  QXf 


bildet.   Alsdann  ist 

El  =  9u 


—  —11 

•  En-i  —  Vn-i )  in  —  ^ 


die  allgemeinste  Transformation,  die  das  Verlangte  leistet. 

Es  fragt  sich  nun,  welchen  Vortheil  wir  aus  unseren  all- 
gemeinen Theorien  für  die  Reduction  unserer  infinitesimalen 

Transformation    Xf  auf  die   kanonische   Form   c j„  r-^  ziehen 

können.    Es  wird  sich  ergeben,  dass  die  Leistungen  unsrer  all- 
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gemeinen  Theorien  in  dem  vorliegenden  Falle  äusserst  bescheiden 
sind.  Wir  haben  ja  grade  diejenige  unendliche  Gruppe  gewählt, 
fttr  welche  unsre  Theorien  am  wenigsten  leisten.  Die  Bedeutung 
unsrer  Entwicklungen  liegt  aber  darin,  dass  wir  genau  fest- 
stellen können,  welchen  Vortheil  fttr  die  Reduction  von  \f  auf 
die  Normalform  wir  daraus  ziehen  können,  dass  wir  von  vorn- 
herein wissen,  dass  die  infinitesimale  Transformation  Xf  alle 
Volumina  nach  constantem  Verhältniss  ändert. 

Es  ist  nun  zunächst  klar,  dass  die  Integration  der  Gleichung 
A/=  0  gar  keine  Vereinfachung  gestattet.  Dies  folgt  daraus,  dass 
die  Lösungen  Qo« ...  9>n-i  ^^^  Gleichung  X/*=  0  gar  keiner  Be- 
schränkung unterworfen  sind. 

Soll  daher  eine  infinitesimale  Transformation  A/,  die  alle 
Volumina  nach  constantem  Verhältniss  ändert,  auf  die  Normal- 

Ä  f 

form  ~  gebracht  werden  —  und  zwar  durch  eine  allgemein 

gttltige  Methode,  die  fttr  alle  derartigen  Transformationen  Xf 
zum  Ziele  ftthrt,  —  so  muss  zuerst  die  Gleichung  Xf=^0  integrirt 
werden;  ist  dieses  geschehen,  so  braucht  man  nur  gewisse 
Differentiationen  auszuführen.  Die  unter  anderen  Umständen 
erforderliche  Quadratur  fällt  weg.  Eine  weitergehende  Ver- 
einfachung ist  nicht  möglich,  so  lange  ttber  Xf  nichts  mehr  be- 
kannt ist,  als  dass  sie  alle  Volumina  nach  constantem  Verhält- 
niss ändert. 


Kapitel  5. 

Lineare  partielle  Differentialgleichungen  mit  einem  bekannten  Mal- 
tiplicator  nnd  einer  bekannten  infinitesimalen  Transformation. 

Die  JAGOBi'sche  Multiplicatortheorie  lässt  sich  nach  vielen 
Richtungen  hin  verallgemeinern.  Dies  darf  nicht  ttberraschen : 
es  ist  ja  ttberhaupt  ein  allgemeines  Phänomen,  dass  die  gruppen- 
theoretische Auffassung  bekannter  Theorien  fast  unmittelbar 
zu  den  verschiedenartigsten  Verallgemeinerungen  ftthrt.  Nach- 
dem wir  in  Kapitel  3  eine  gruppentheoretische  Behandlung 
der  Multiplicatortheorie  durchgeftthrt  hatten,  entwickelten  wjr 
schon  in  Kapitel  4  eine  Verallgemeinerung,  die  unter  metho- 
dischem Gesichtspunkte  Interesse  darbietet,  während  allerdings 
ihre  praktische  Bedeutung  verhältnismässig  gering  ist.  In  diesem 
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Kapitel  entwickeln  wir  einige  weitere  Verallgemeinerungen,  die 
auch  unter  praktischem  Gesichtspunkte  eine  erhebliche  Wichtig* 
keit  besitzen. 

Wir  wollen  annehmen,  dassdie  lineare  partielle  Differential- 
gleichung 

zur  Integration  vorliegt,  und  dass  wir  sowohl  einen  Multiplicator 
M  wie  eine  infinitesimale  Transformation 

der  Gleichung  Af=0  kennen.  Diese  unsre  Annahme  findet 
darin  ihren  analytischen  Ausdruck,  dass  die  beiden  Gleichungen 

MMa,)    ....    HMctn)  _  0 

und 

BAf--  ABf  =  l[x,  . . .  xj  Af 

bestehen.  Hier  ist  X  eine  Function  der  er,  die  keiner  Beschrän- 
kung unterworfen  ist.  Wir  stellten  uns  nun  schon  im  Anfange 
der  siebziger  Jahre  die  Aufgabe,  diese  Voraussetzungen  so  viel 
wie  möglich  für  die  Integration  von  Af=0  zu  verwerthen.  Die 
wichtigsten  in  dieser  Weise  erhaltenen  Resultate  veröffentlichten 
wir  in  den  Mathematischen  Annalen  (Bd.  XI,  1876—77)  und  im 
Norwegischen  Archiv  (Bd.  9,  1884).  Im  Folgenden  reproducireu 
wir  einige  unter  diesen  unseren  alten  Untersuchungen  in  etwas 
geänderter  Form.  Da  wir  uns  hier  auf  unsre  Theorie  des  allge- 
meinen Problems  II  stützen  können,  kommen  wir  hier  etwas 
schneller  zum  Ziele.  Zu  bemerken  ist  überdies,  dass  unsre  all- 
gemeinen Gesichtspunkte  in  der  jetzigen  Darstellung  deutlicher 
hervortreten. 

In  der  citirten  Abhandlung  S.  508  in  den  Mathematischen 
Annalen  Bd.  XI  aus  den  Jahren  1 876 — 77  zeigten  wir,  dass  die 
Grösse 


j=B(iogM)+2;^^^+i 


bXj, 
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entweder  eine  Ck>nstante  oder  aber  eine  Lösung  der  Gleichung 
Af=  0  darstellt.  War  J  keine  Constante,  so  waren  gleichzeitig 
mit  J  auch  die  Grössen  BJ,  BBJ  u.  s.  w.  Lösungen  von  Af=0. 
Ist  andererseits  J  eine  Constante,  so  macht  es  einen 
wesentlichen  Unterschied,  ob  diese  Constante  gleich  Null  oder 
von  Null  verschieden  ist.  Ist  7=0,  so  ist  M  (vgl.  die  citirte 
Abhandlung  im  Norwegischen  Archiv,  Bd.  9,  1884)  ein  Mul- 
tiplicator  des  vollständigen  Systems 

Af=^Oj     Bf=0. 

Ist  J  dagegen  gleich  einer  von  Null  verschiedenen  Con- 
stante, so  dient  auch  dieser  Umstand,  wie  wir  in  der  soeben 
citirten  Arbeit  zeigten,  zur  Vereinfachung  des  Integrations- 
geschfifts. 

Die  EntwickeluDgen  der  beiden  citirten  Abhandlungen 
zeigen  nun  allerdings  deutlich,  dass  die  von  uns  entwickelten 
Methoden  die  vorhandenen  Umstände  so  viel  wie  möglich  ver- 
werthen.  Nichtsdestoweniger  erscheint  es  zweckmässig,  die 
Ergebnisse  unsrer  norwegischen  Arbeiten,  die  sich  auf  den  Fall 
J  =  Const.  beziehen,  durch  neue  Betrachtungen  abzuleiten. 

Indem  wir  MAf  als  neues  yi/"  einführen,  erkennen  wir,  dass 
wir  ohne  Weiteres  M=  \  und  dementsprechend: 

J  =  V*  l^^-+Ji  =  a  =  Const. 

setzen  können. 

Nachdem  wir  diese  formelle  Vereinfachung  eingeführt 
haben,  können  wir  dem  Integrationsproblem  der  Gleichung 
Af=0  eine  solche  Form  ertheilen,  dass  es  als  ein  specieller 
Fall  des  früher  aufgestellten  Problems  II  hervortritt. 

Da  nämlich  die  infinitesimale  Transformation  Äf  alle  Volu- 
mina invariant  lässt,  so  giebt  es  unter  den  endlichen  Transfor- 
mationen ii^  =^  (Pki'^i  -'  -  ^n))  d^^  ^^^^  Volumina  invariant  lassen 

sicher  solche,  die  ^4/*  auf  die  Form  r-i-  bringen.   Gleichzeitig  er- 
hält J?/*  die  Form 

l...n— 1  N/»  Ni» 

Bf  =2  rjkih  ■  ■  ■  hi-i)  JTT  +  "^fe'  ■  ■  •  5"Ur    ' 
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und  zwar  ist 

Da  nun  /  sich  bei  Einführung  neuer  Yeränderlicher  als  Invari- 
ante verhält,  80  wird 

~  ÄE.         ■  ■  ■  "^  Hn-i  ' 

und  da  nach  unsrer  Annahme 

J  =z  a  =  Const. 
ist,  so  kommt 

Hier  zeigt  es  sich  nun  deutHoh,  dass  die  beiden  Fälle  a  =  0 
und  a  4=  0  wesentlich  verschieden  sind. 

Ist  die  Constante  a  =  0,  so  giebt  es  offenbar  eine  Transfor- 
mation ii^  =  (pj^{x^ ,,.  Xn),  die  alle  Volumina  invariant  lässt,  und 
dabei  Ajf  und  Bf  auf  die  Form 

bringt.   Die  allgemeinste  Transformation,  die  diese  Bedingungen 
erfüllt,  wird  definirt  durch  die  Gleichungen 

SU= =l'Xn-=0,     ÄE«-i  =  ^ 

'^  hx^    hx^  Ö.T„  ' 

die  nach  den  früheren  Überlegungen  sicher  integrabel  sind. 
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Es  ist  nun  leicht  zu  erkennen,  dass  das  hiermit  formulirte 
Problem  ein  specieller  Fall  unseres  allgemeinen  Problems  II  ist. 
In  der  That,  erfttllt  eine  jede  unter  den  beiden  Transformationen 
fj^  =5  ^^(x)  und  5ik  =  q>jt(x)  die  gestellten  Forderungen,  so  wird 
die  Transformation  Ck  =  V^jk(£)  durch  das  Bestehen  von  Glei- 
chungen, die  die  Form 

ÖE„       ^In'    J^En-i        ^En-i  Hn 


^h  Ö£ 


n 


besitzen,  vollständig  charakterisirt.  Daher  bilden  die  Glei- 
chungen ^j^  =  rpj^  (i)  eine  Gruppe  G  und  zwar  eine  Untergruppe 
derjenigen  Gruppe,  deren  Transformationen  alle  Volumina  inva- 
riant lassen.    Wir  wollen  alle  infinitesimalen  Transformationen 

der  Gruppe  G  bestimmen. 

Wir  erkennen  unmittelbar,  dass  Cf  die  Gleichungen 

erftlUt  und  somit  die  Form 

l...n— 1  v/»  v/. 

Cf  =  2  nih  •  •  •  E»-.)  j^  +  ynfei  •  •  •  Jn-J  g^ 

besitzt,  wobei  }',•■•  yn-\  Überdies  die  Relation 

befriedigen. 

Es  sind  nun  (^  . . .  £,|.,  unabhängige  Lösungen  des  voll- 
ständigen Systems 

Af=0,     Bf=0, 
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und  offenbar  können  ^^ . . .  ;„_,  als  ganz  beliebige  unabhängige 
Losungen  gewählt  werden;  sind  sie  gefunden,  so  ist  ;„_^  bis 
auf  eine  additiv  wiJlkttrliche  Function  von  i^  ...  £„.,  bestimmt. 
Daher  verlangt  die  Auffindung  von  £„.,  nur  noch  eine  Quadra- 
tur; sodann  sind  xwei  weitere  Quadraturen  erforderlich,  um  ?„., 
und  T^n  KU  finden. 

Es  folgt  unmittelbar  ««lus  meinen  allgemeinen  Theorien,  dass 
die  hier  angegebenen  Operationen  wirklich  die  einfachsten  sind, 
vermöge  deren  das  vorliegende  Transformationsproblem  gelöst 
werden  kann. 

Kennt  man  daher  einen  Multiplicator  M  und  eine  infinitesi- 
male Transformation  Bf  einer  zur  Integration  vorgelegten  Glei- 
chung,  so  bildet  man  zuerst  wie  früher  die  Grösse 

Istdann  insbesondere  J=  0,  so  ist  Mein  Multiplicator  des  voll- 
ständigen Systems  Af=0,  Bf=0,  Gelingt  es^  n — 3  unabhängige 
Lösungen  J^  . . .  £«_,  dieses  vollständigen  Systems  zu  finden^  so  er- 
hält man  die  letzte  Lösung  dieses  Systems  durch  Quadratur  und 
die  noch  fehlende  Lösung  von  Af=0  durch  eine  weitere  Qua- 
dratur. Hiermit  ist  das  Integrationsgeschäft  in  der  einfachst  mög- 
lichen Weise  erledigt. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  dem  Falle 

J  =  a  =  Const.  4=  0 

und  halten  dabei  an  den  auf  Seite  315  gemachten  Voraus- 
setzungen fest,  so  können  wir  ohne  Beschränkung  a  =  1  setzen; 
das  erreichen  wir  ja,  indem  wir  Bf,  durch  a  dividirt,  als  neues 
^/*  einfuhren.  Früher  (S.  345)  sahen  wir,  dass  es  jetzt  möglieb 
ist,  durch  eine  Transformation,  die  alle  Volumina  invariant  lässt. 
die  Ausdrücke  Afund  Bf  dixxf  die  Form 

Bf  =^t  ,?ft(E. . . .  j„_.)  ^  +  ,„(E)  ^ 
zu  bringen,  wobei  überdies  die  Relation 
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besteht.  Daher  giebt  es  unter  den  Transformationen  %^  =  q)j^(x) 
des  fi-fachen  Raumes,  die  alle  Volumina  ungeändert  lassen, 
sicher  solche,  die  Af  und  Bf  auf  die  Form 

bringen.  Diese  neuen  Veränderlichen  jr^  .  • .  Cn  ^^^^  bestimmt 
durch  die  Differentialgleichungen 

^Ei  =  •  -  •  =  ^E»-,  =  0  ,     i?En-i  =  En-4  , 
^^«  ^  Hn  _  i 

die  nach  den  früheren  Entwickelungen  ein  integrables  System 
bilden. 

Jetzt  leuchtet  wiederum  ohne  weiteres  ein,  dass  die  allge- 
meinsten Losungen  %^  aus  einem  speciellen  Lösungssysteme  f^ 
durch  Gleichungen  hervorgehen,  die  eine  Gruppe  bilden.  Die 
infinitesimalen  Transformationen 

werden  bestimmt  durch  die  Gleichungen 
und  besitzen  daher  die  Form 
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Es  sind  daher  £,  . . .  £,|_,  ganz  beliebige  unabhängige  Lo- 
sungen des  vollständigen  Systems 

Af=(i,      Bf=(i, 

deren  Bestimmung  somit  im  Allgemeinen  gar  keine  Verein- 
fachung darbietet.  Sind  diese  n  —  S  Lösungen  gefunden,  so 
verlangt  die  Bestimmung  von  ^^_,  nur  eine  Quadratur.  Dies 
folgt  unmittelbar  daraus,  dass  eine  jede  unter  den  zweidimen- 
sionalen Mannigfaltigkeiten 

%^  =  (üonst.  . . .  E„_,  =  Const. 

cx)*  Charakteristiken  der  Gleichung  Af=0  enthält,  die  von  der 
infinitesimalen  Transformation  Bf  untereinander  vertauscht 
werden.  In  dieser  Weise  finden  wir  eine  Grösse  £„_,,  die  die 
Gleichungen 

erfüllt,  durch  Quadratur. 

Handelt  es  sich  aber  nur  darum,  die  fehlende  Lösung  der 
Gleichung  Af=  0  zu  finden,  so  ist  es  nicht  einmal  nothwendig,  die 
besprochene  Quadratur  auszuführen. 

Nachdem  nämlich  die  n  —  2  Lösungen  f ^  . . .  £„.,  der  Glei- 
chung Af^=0  gefunden  sind,  so  kennen  wir  zwei  Integrabili- 
tätsfactoren  der  übrig  bleibenden  Differentialgleichung  erster 
Ordnung.  Den  einen  Integrabilitätsfactor  giebt  Jagobi's  Multipli- 
catortheorie,  den  andern  giebt  die  infinitesimale  Transformation 
Bf,  wie  aus  meinen  alten  Theorien  bekannt  ist.  Da  nun  diese 
beiden  Integrabilitätsfactoren  wesentlich  verschieden  sind  (vgl. 
die  citirte  Arbeit  im  Norwegischen  Archiv  Bd.  9,  1884),  so 
finden  wir  wirklich  die  fehlende  Lösung  der  Gleichung  ohne 
Quadratur. 

Bei  dieser  Gelegenheit  brauchen  wir  nicht  auf  die  Be- 
stimmung der  Grössen  j^.^  und  £„  weiter  einzugehen.  Wir 
begnügen  uns  damit,  nachgewiesen  zu  haben,  dass  unsre  Inte- 
grationstheorie einer  Gleichung  Af=0  mit  einem  bekannten 
Multiplicator  M  und  einer  bekannten  infinitesimalen  Transformation 
die  grösstmöglichen  Integrations-Erniedrigungen  leistet. 
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Grestattel  unsere  Gleichung  Af=:0  mit  dem  Muliiplicator  \ 
die  infinitesimale  Transformation  Bf: 

BAf--ABf=X'Af 
und  ist  dabei 

so  hat  das  einen  einfachen  begriflPlichen  Sinn.  Erinnern  wir 
uns  nämlich,  dass  die  infinitesimale  Transformation^/*  jetzt  der- 
jenigen Gruppe  G  angehört,  deren  Transformationen  alle  Volu- 
mina invariant  lassen,  so  enthalt  die  Gruppe  G  eine  infinitesimale 
Transformation  B'f,  die  die  Charakteristiken  der  Gleichung Af=0 
in  genau  derselben  Weise  wie  Bf  transformirt. 

Wir  haben  ja  nämlich  gesehen  (S.  349),  dass  es  unter  den 
Transformationen  der  Gruppe  G  solche  giebt,  die  Af  und  Bf  auf 
die  Form 

bringen.  Daher  besitzt  die  infinitesimale  Transformation 

B'f=Bf-aAf 

wirklich  die  oben  angegebene  Eigenschaft. 
Besteht  dagegen  die  Gleichung 

so  erkennen  wir  durch  ganz  ähnliche  Überlegungen,  dass  eine 
infinitesimale  Transformation  jß/*  vorhanden  ist,  die  selbst  alle 
Volumina  nach  constantem  Verhältnisse  ändert  und  dabei  die 
Charakteristiken  der  Gleichung  Af=0  in  genau  derselben 
Weise  wie  Bf  transformirt. 
Ist  endlich  der  Ausdruck 

keine  Gonstante,  so  giebt  es  keine  infinitesimale  Transformation, 
die  alle  Volumina  nach  constantem  Verhältnisse  ändert,  und  da- 
bei die  Charakteristiken  der  Gleichung  Af  in  derselben  Weise 
wie  Bf  unter  sich  vertauscht. 
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Die  EQlwickeluQgen  dieses  Kapitels  fahren  daher  zu  dem 
folgenden  interessanten  Problem : 

Wie  integrirt  man  eine  Gleichung  Afs=  0,  wenn  man  einer- 
seits eine  infinitesimale  Transformation  Bf  dieser  Gleichung  kennt, 
und  andererseits  weiss,  dass  die  infinitesimale  Transformation  Af 
in  einer  vorgelegten  Gruppe  enthalten  ist? 

Bei  der  Behandlung  dieses  Problems  muss  man  zwischen 
zwei  Fällen  unterscheiden,  je  nachdem  die  vorgelegte  Gruppe 
eine  infinitesimale  Transformation  B'f  enthalt,  die  die  Charak- 
teristiken von  Af=0  in  genau  derselben  Weise  wie  Bf  trans- 
formirt  oder  nicht. 


Eingereicht  am  20.  Mörz  1895. 

H.  Bnins,  Zusatz  zu  der  Abhandlung  nDas  Eikonah  im 
XXI.  Bande  der  Abhandlungen  der  mathematisch-physischen  Classe, 

In  der  genannten  Arbeit  wird  bei  der  Untersuchung  der 
centrirten  Abbildungen  (Abschnitt  XUI)  der  Satz  ausgesprochen, 
dass  das  Eikonal  E{p,  q,  P,  Q)  als  gewöhnliche  Potenzreihe  der 
drei  Grössen 

«-P*  +  (?*,  ß  =  pP+qQ,  y  =  P«  +  <?» 
dargestellt  werden  könne,  sobald  die  Abbildung  für  den  in  den 
Centrirungsaxen  verlaufenden  Lichtweg  regulär  ist.  Dieser  Satz 
ist  fttr  den  Fall  der  Optik ,  fttr  den  er  in  erster  Linie  hergeleitet 
wurde,  ohne  Weiteres  richtig,  dagegen  bedarf  er  einer  unter- 
scheidenden Ergänzung,  sobald  man  ihn  darüber  hinaus  aus- 
dehnen will.  Ist  eine  Abbildung  centrirt,  so  erzeugen,  wie  a.  a.O. 
gezeigt  wird,  die  Objectstrahlen,  die  in  einer  durch  die  x-Ane 
gelegten  Ebene  verlaufen,  immer  Bildstrahlen,  die  in  einer  die 
x-Axe  enthaltenden  Ebene  liegen.  Wshlt  man  ein  Paar  solcher 
Ebenen  als  xy-  und  XF- Ebene,  so  ist  bei  den  Systemen  der 
Optik  die  Abbildung  in  Bezug  auf  diese  Ebenen  immer  auch 
symmetrisch,  d.  h.  die  Abbildungsgleichungen  bleiben  gültig, 
wenn  man  die  Coordinaten  k,  q^  K,  Q  durch  ihre  entgegenge- 
setzten Werthe  ersetzt.  Diese  Symmetrie  ist  aber  nicht  bei  allen 
centrirten  Abbildungen  vorhanden,  was  man  am  kürzesten  aus 
einem  einfachen  Beispiel  wie 

E{P,9,P,Q)=pP+qQ  +  a{pQ-qPY 
ersieht.  Dieser  Ausdruck  führt  bei  einem  hinreichenden  kleinen 
Werthe  der  Constanten  a  sicher  auf  eine  strahlenweise  Abbil- 
dung, und  diese  ist  centrirt,  besitzt  aber  kein  Paar  von  Sym- 
metrieebenen. Die  ausserhalb  des  Falles  der  Optik  denkbaren 
Abbildungen  zerfallen  also  in  zwei  Classen,  nämlich  die  symme- 
trischen und  die  unsymmetrischen,  und  nur  fttr  die  erste  dieser 
beiden  Classen  ist  der  angeführte  Satz  richtig. 

4895  März  48. 


OEFFENTLICHE  SITZUNG 
VOM  23.  APRIL  4895 

ZUR  FEIER  DES  GEBURTSTAGES  SR.  MAJESTÄT  DES  KÖNIGS. 


Einen  Vortrag  hielt: 
Herr  W.  Pfeffer,  o.  M.:  »Ueber  den  elektiven  Stoffwechsel«. 

W.  PfaffeTi  Ueber  elektiven  Stoffwechsel. 

In  jeder  Pflanze  wird  die  Aufnahme  durch  die  ThMtigkeit 
regulirt  und  deoigemäss  eine  Auswahl  zwischen  den  dargebo- 
tenen Nahrstofi'en  getroffen.  Im  allgemeinen  ist  dieses  durch 
die  Erfahrung  bekannt  und  causal  aufgeklärt,  wenn  auch  im 
Einzelnen  noch  viele  Fragen  der  Lösung  harren.  So  ist  u.  a. 
bisher  noch  nicht  kritisch  geprtlft,  wie  sich  die  Pflanze  dann  be- 
trägt, wenn  ihr  einer  der  nothwendigsten  Elementarstoffe  gleich- 
zeitig in  verschiedener  Verbindungsform  zur  Verfügung  steht. 
Diese  Frage  drängt  sich  für  Kalium,  Stickstoff,  überhaupt  für 
alle  nothwendigen  Elemente  auf,  doch  bieten  die  Kohlenstoffver- 
bindungen  die  grösste  Mannigfaltigkeit  solcher  Körper,  die,  bei 
ähnlicher  oder  unähnlicher  chemischer  Constitution,  mehr  oder 
minder  gut  als  organische  Nahrung  verwendbar  sind. 

Bei  denjenigen  Pflanzen,  welche  organische  Nahrung  als 
solche  von  aussen  beziehen,  also  bei  den  Pilzen,  kann  man  eine 
Kohlenstoffverbindung  durch  eine  andere  erfolgreich  ersetzen, 
oder  auch  die  beiden  organischen  Körper  gleichzeitig  zur  Auswahl 
zur  Verfügung  stellen.  Einige  solcher  Gombinationen  wurden,  zur 
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Gewinaung  der  leitenden  Gesichtspunkte,  näher  untersucht,  und 
zwar  dienten  zumeist  zwei  gewöhnliche  Schimmelpilze,  Asper- 
gillus niger  und  Penicillium  glaucum  als  Versuchsobjecte.  Doch 
kamen  fttr  Weinsäuren  auch  andere  Organismen  in  Verwendung. 

Nach  den  gewonnenen  Erfahrungen  nimmt  der  Pilz  gewöhn- 
lich den  besseren  Nährstoff  vorwiegend  in  Beschlag  und  bei 
vorwiegender  Menge  dieses  kann  es  sogar  dahin  kommen,  dass 
die  weniger  gut  ernährende  Kohlenstoffverbindung  gänzlich  ver- 
schmäht wird.  Doch  ist  solches  keine  ausnahmslose  Regel,  denn 
es  kommt  auch  vor,  dass  die  schlechtere  organische  Nahrung 
überwiegend  verbraucht  wird. 

Den  besseren  Nährstoff,  die  Dextrose,  bevorzugen  die  ge- 
nannten beiden  Pilze,  wenn  ihnen  gleichzeitig  Dextrose  und 
Glycerin  zur  Verfügung  stehen.  Als  die  Gulturflüssigkeit,  neben 
0,92  %  Glycerin,  im  Mittel  6  %  Dextrose  enthielt,  Hess  Asper- 
gillus niger  das  Glycerin  sogar  unberührt.  Bei  abnehmender 
Dichte  der  Dextrosemoleküle,  oder  bei  zunehmendem  Glycerin- 
gehalt,  fiel  stets  auch  Glycerin,  jedoch  in  relativ  geringerer  Menge 
dem  Pilze  zur  Beute.  Dagegen  vermag  eine  grosse  Menge  Glycerin 
eine  geringe  Menge  Dextrose  nicht  zu  decken,  vielmehr  wird  die 
Glycose  bis  auf  die  letzte  Spur  verzehrt,  während  zugleich  zur 
Ernährung  des  Pilzes  eine  grosse  Menge  Glycerin  verwandt  wird. 

Aehnlich  verhält  sich  Penicillium  glaucum,  nur  gelang  es 
bei  diesem  Omnivoren  Pilze  nicht,  eine  volle  Deckung  des  Gly- 
cerins  durch  Dextrose  zu  erreichen. 

In  analoger  Weise  vermag  Pepton  das  Glycerin  und  vermag 
Dextrose  die  Milchsäure  partiell  oder  total  zu  schützen.  Anders  aber 
verhält  es  sich  mit  Essigsäure,  die  in  ähnlicher  Weise  wie  Glycerin 
und  Milchsäure  ein  weniger  guter  Nährstoff  für  unsere  Pilze  ist. 

Auch  wenn  neben  viel  Dextrose  nur  wenig  Essigsäure  vor- 
handen ist,  wird  diese  sehr  energisch  und  in  procentisch  höherem 
Maasse  consumirt.  Als  z.  B.  eine  Nährflüssigkeit  mit  8  %  Dextrose 
und  4  %  Essigsäure  in  Anwendung  kam,  hatte  Aspergillus  in 
7  Tagen  50,4  %  der  Dextrose  und  84,3  %  der  Essigsäure  auf- 
gezehrt. Trotz  dieses  energischen  Verbrauchs  der  Essigsäure 
spricht  sich  ihre  Minderwerthigkeit  als  organische  Nahrung  darin 
aus,  dass  sie  Dextrose  nicht  zu  schützen  vermag.  Denn  letztere 
wird  neben  überwiegender  Essigsäure  voll  aufgezehrt,  während 
natürlich  absolut  grössere  Mengen  der  reichlicher  vorhandenen 
Essigsäure  dem  Pilze  zur  Beute  fallen.    Uebrigens  wurde  schon 
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von  Dlclavx  *;  beobachtet,  dass  bei  Darbietung  von  Weinsäure 
and  Essigsflnre  die  letztere  vorwiegend  durch  Aspergillus  niger 
beschlagnahmt  wird. 

Warum  in  concreten  Fällen  eine  solche  tlberwiegende 
Verarbeitung  des  schlechteren  Nährstoffes  erreicht  wird,  ist  all- 
gemein nicht  zu  sagen.  Im  obigen  Falle  kann  die  Ursache  nicht 
schlechthin  in  einer  generellen  Oxydationswirkung  der  Pilze 
gesucht  werden,  da  Essigsäure  gerade  zu  denjenigen  Körpern 
zählt,  die  häufig  als  ein  Endproduet  der  Oxydation  von  Kohlen- 
stoffverbindungen auftreten. 

Auch  die  Spaltung  von  Traubensäure,  welche  P^tbik  \  858 
entdeckte,  hängt  mit  dem  ungleichen  Näbrwerth  der  beiden 
Weinsäuren  zusammen.  Die  mehrfach  genannten  beiden  Pilze 
lassen  nämlich  die  schlecht  ernährende  Linkssäure  zwar  nicht 
intact.  verarbeiten  aber  die  besser  ernährende  Rechtssäure  in 
überwiegender  Weise.  Gerade  umgekehrt  verhält  es  sich  mit  einer 
bestimmten  Bacterienart,  fttr  welche  die  Linkssäure  die  bessere 
Nahrung  ist.  Manche  andere  Pilze  und  Bacterien  werden  von  den 
beiden  stereoisomeren  Säuren  gleich  gut  ernährt  und  verwen- 
den bei  der  Gultur  auf  Traubensäure  beide  in  gleichem  Maasse. 

In  obigen  Beispielen  sind  zugleich  einige  der  Gesichts- 
punkte ausgesprochen,  die  allgemein  in  Betracht  kommen,  so- 
bald zwei  oder  einige  substituirbare  organische  (oder  auch  an- 
organische) Nährstoffe  zur  Wahl  gestellt  sind.  Die  Spaltung 
stereoisomerer  Körper  ist  nur  ein  specieller  Fall  der  physiolo- 
gischen Elektion  die  ebenso  aus  dem  regulatorisch  geleiteten 
Stoffwechsel  resultirt,  wenn  es  sich  um  die  Arbeit  von  Gähr- 
organismen  handelt. 

In  jedem  Falle  ist  natttrlich  die  specifische  Eigenheit  des 
Organismus  massgebend  fttr  den  Erfolg,  und  die  in  Bezug  auf 
die  Traubensäure  mitgetheilten  Thatsachen  demonstriren  sehr 
schön,  wie  zwei  verschiedene  Organismen  einen  gerade  ent- 
gegengesetzten Erfolg  herbeiftthren  können.  Von  den  speci- 
fischen  Eigenschaften  hängt  es  auch  ab,  ob  bei  zunehmender 
Menge  des  einen  Körpers  eine  totale  Deckung  des  anderen  zu 
erreichen  ist.  Eine  solche  Deckung  ist  aber  nie  zu  erwarten, 
wenn  das  Zusammenwirken  beider  Körper  nothwendig  ist  oder 
doch  zu  gesteigerter  Leistung  führt.    Dem  entsprechend  fielen 


4)  Annal.  d.  I'Institut  Pasteur  1889  Bd.  111,  p.  4  42. 
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auch  die  Resultate  aus,  als  der  Nahrflttssigkeit  Dextrose  und 
Pepton  zugefügt  wurden,  zwei  Körper,  die  auch  bei  isolirter 
Darbietung  unsere  Pilze  zu  ernähren  vermögen. 

Die  Pilze  sind  fttr  das  Studium  obiger  und  anderer  funda- 
mentaler Fragen  besonders  geeignet,  weil  man  denselben  nach 
Wunsch  die  verschiedene  organische  Nahrung  von  aussen  dar- 
bieten kann.  Das  Zusammenwirken  der  Nährstoffe,  und  als 
specieiler  Fall  dieses  die  gegenseitige  Deckung,  beherrscht 
und  regulirt  aber  den  StofiTwechsel  aller  Organismen. 

Um  nur  ein  Beispiel  zu  nennen  erinnere  ich  an  die  Reserve- 
stoffe, die  in  Stämmen,  Wurzeln  sich  intact  erhalten,  so  lange 
das  Nahrungsbedürfniss  der  Pflanze  anderweitig  gedeckt  wird, 
die  aber  durch  Herbeiführen  von  Mangel  jederzeit  mobilisirt 
und  zur  Verarbeitung  im  Stoffwechsel  gebracht  werden  können. 
Bis  dahin  hatte  also  die  von  den  grünen  Blättern  aus  zugeführte 
Nahrung,  oder,  wenn  wir  wollen,  die  in  den  Stoffwechsel  ge- 
rissene Kohlensäure,  dem  für  die  Zukunft  angesammelten  Stoffen 
Schutz  bereitet. 

Nach  diesen  und  anderen  Erfahrungen  ist  es  aber  klar,  dass 
der  Stoffwechsel  im  Hungerzustand  und  überhaupt  unter  ab- 
normen Verhältnissen  nicht  ohne  weiteres  mit  den  normalen 
Umsetzungen  identisch  ist^).  Leider  ist  das  in  physiologischen 
Discussionen  oft  vergessen.  Uebrigens  liefert  auch  ein  Schimmel- 
pilz, dem  nur  Pepton  oder  Eiweiss  geboten  ist,  Spaltungspro- 
ducte  der  ProteYnstoffe,  die  in  der  Aussenflüssigkeit  nicht  aufge- 
treten wären,  wenn  gleichzeitig  eine  genügende  Menge  Zucker  zur 
Verfügung  gestanden  hätte. 

Zur  Erzielung  von  Deckung  ist  natürlich  immer  eine  ge- 
nügende Menge  des  schützenden  Körpers  nöthig  und  so  erscheint 
uns  die  Deckung  immer  als  Function  der  vorhandenen  Masse. 
Doch  liegt  die  Sache  nicht  so  einfach  wie  in  todten  Massen,  die 
im  Wechsel  äusserer  Verhältnisse  constante  Eigenschaften  be- 
wahren. Denn  gar  viele  Eingriffe,  auch  Mangel  und  Ueberfluss 
wirken  in  dem  Organismus  als  Auslösungen,  als  Reize,  die  actu- 
elle  Fähigkeiten  modificiren  und  neue  Thätigkeiten  erwecken, 
also  gleichsam  ein  Wesen  mit  anderen  Fähigkeiten  und  Thätig- 
keiten schaffen.  Evident  tritt  dieses  hervor,  wenn  niedere  Orga- 
nismen erst  mit  dem  Fehlen  des  Zuckers  diastatisches  Enzym 

4)  Pfeffer,  Physiolog.  Bd.  I,  p.  299. 
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secerniren  und  damit  die  Fähigkeit  erlangen,  Stärke  ihrem  Stoff- 
wechsel dienstbar  zu  machen.  Zumeist  aber  vermögen  wir  den 
Vorgang  nicht  in  die  massgebenden  Factoren  zu  zergliedern  und 
dem  Erfolg  kann  man  oft  nicht  ansehen,  ob  rein  mechanisch,  d.  h. 
ohne  eine  Variation  der  Qualitäten  des  Organismus,  die  volle 
Befriedigung  der  jeweiligen  Bedürfnisse  (sit  venia  verbo)  durch 
genügende  Zufuhr  des  einen  Körpers  ausreichte,  um  den  anderen 
vor  Umsatz  zu  schützen,  oder  ob  eine  Umstimmung  im  Organis- 
mus entscheidend  mitspielte. 


SITZUNG  VOM  6.  MAI  1 895. 


4.  Herr  Onstav  Wiedemaxini  o.  M.,  legte  eine  Abhandlang  von  Herrn 
Paul  Drude  über  »eine  bequeme  Methode  zur  Demonstration  des  elek- 
trischen Brechungsexponenten  von  Flüssigkeiten  <  vor. 

2.  Herr  Adolph  Mayer,  o.  M.,  reichte  eine  Abhandlung  von  Herrn  Johannes 
Thomae,  0.  M.,  »über  den  Zusammenhang  zwischen  den  STEiNSR'schen 
und  den  PoNCELsr^schen  Polygonen«  ein. 

3.  Herr  Heinrioh  Bnins  theilte  den  Inhalt  einer  Arbeit  von  Dr.  Felix  Haus- 
DORFF  »über  die  Extinction  in  der  Atmosphäre«  mit,  welche  demnächst 
zum  Drucke  eingereicht  werden  soll. 

F.  BrndOi  Eine  bequeme  Methode  zur  Demonstration  des  elek- 
trischen Brechungsexponenten  von  Flüssigkeiten.  (Mit  4  Figuren.) 

Wenn  elektrische  Wellen  aus  der  Luft  in  eine  isolirende  Flüs- 
sigkeit ttbergehen,  so  verktlrzt  sich  in  letzterer  die  Wellenlänge. 
Das  Yerhältniss  der  Wellenlänge  in  der  Luft  zu  der  Weilenlänge 
in  der  Fltlssigkeit  wird  der  elektrische  Brechungsexponent 
der  Flüssigkeit  genannt.  Nach  der  Theorie  ist  der  elektrische 
Brechungsexponent  gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  Dielek- 
tricitälsconstante  der  Flüssigkeit.  Die  Erfahrung  bestätigt  diesen 
Satz  durchaus. 

Bisher  fehlt  es  an  einer  bequemen  Demonstrations-  und 
Mess-Methode  für  den  elektrischen  Brechungsexponenten.  Man 
kann  ihn,  ganz  analog  wie  den  optischen  Brechungsexponenten, 
bestimmen  durch  die  Ablenkung ,  welche  ein  Prisma  der  zu 
untersuchenden  Flüssigkeit  elektrischen  Strahlen  ertheilt,  die 
durch  den  HsHTz^schen  Erreger  mit  parabolischem  Hohlspiegel 
hergestellt  werden  können.  Nach  dieser  Methode  sind  auch 
Messungen  gemacht,  und  es  hat  nach  ihr  Ellingbr  ^)  sogar  für 
Wasser  und  Aethylalkohol   den   elektrischen   Brechungsexpo- 


H.  Ellinger,  Wied.  Ann.  46,  p.  54  3,  1892.  —  48,  p.  4  08,  1898. 
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nenten  bestimmen  können,  was  deshalb  schwierig  ist,  weil  beim 
Durchgang  durch  diese  Flüssigkeiten  die  Intensität  der  elek- 
trischen Wellen  durch  zweimalige  Reflexion  an  den  beiden 
Grenzflächen  eine  starke  Schwächung  erleidet,  sodass  die  In- 
tensität nur  \3 ßi  bezw.  34  ^  ihres  ursprünglichen  Werthes 
beträgt. 

Diese  und  ähnliche  Methoden,  welche  elektrische  Wellen 
benutzen,  die  sich  frei  durch  die  Luft  hindurch  fortpflanzen, 
sind  zwar  sehr  interessant  und  instructiv,  da  sie  den  optischen 
Methoden  nachgebildet  sind ;  dass  sie  aber  besonders  bequem 
und  stets  zu  einer  sicheren  Demonstration  bereit  wären,  wird 
Niemand  behaupten,  der  selbst  nach  diesen  Methoden  experi- 
mentirt  hat.  Entweder  braucht  man  nämlich,  wenn  man  ver- 
hältnismässig lange  und  dafür  kräftige  Wellen  benutzt  (Wellen- 
länge vielleichtGO  cm],  grosse  Mengen  Flüssigkeit  und  unhandliche 
Apparate,  Prismen,  Tröge  etc.,  oder  man  arbeitet,  wie  es  Righi 
zuerst  gezeigt  hat,  bei  kürzeren  Wellen,  von  vielleicht  6  cm 
Wellenlänge  in  Luft,  mit  handlichen  Apparaten,  aber  die 
Intensität  der  Wellen  ist  dann  so  gering,  dass  ihre  Wirkungen 
überhaupt  nur  mit  Anwendung  sehr  grosser  Sorgfalt  zu  er- 
kennen sind,  sodass  man  hierauf  eine  möglichst  genaue  Mess- 
methode nicht  wird  begründen  können,  vor  allem  aber  keine 
bequeme  Demonstrationsmethode. 

Es  muss  daher  vortheilhafter  erscheinen,  die  längs  zweier 
Paralleldrähte  fortgepflanzten  elektrischen  Wellen  heranzu- 
ziehen, —  Drahtwellen,  wie  ich  kurz  sagen  will  — ,  da  deren 
Intensität  grösser  als  die  der  Luftwellen  ist,  und  da  man  durch 
geeignete  Anordnungen^)  leicht  die  störende  Reflexion  der 
Wellen  an  der  Oberfläche  stark  brechender  Körper  vermeiden 
kann. 

Die  bisher  benutzten  Drahtwellen,  wie  sie  nach  den  An- 
ordnungen von  Leghbr  oder  Bloxdlot  herzustellen  sind,  haben 
nur  den  Uebelstand,  dass  sie  zu  lang  sind,  und  infolge  dessen 
wieder  unbrauchbar  zur  bequemen  Demonstration,  wiewohl 
gut  geeignet  zur  exacten  Messung,  allerdings  erst  nach  Be- 
schafi'ung  zum  Theil  umständlicher  Uülfsmittel.  Man  erkennt  dies 
aus  den  Arbeiten  von  Gohx  (1.  c),  sowie  von  Arons  und  RuBBffs^), 


4)AVgI.  E.  CoHN,  Berl.  Ber.  Dcc.  1894.  —  Wied.  Ann.  45,  p.  370,  4893. 
2)  L.  Arons  und  H.  Rubens,  Wied.  Ann.  4A,  p.  584,  4  894. 
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die  den  elektrischen  Brechungsexponenten  mit  Httlfe  von  Draht- 
wellen bestimmt  haben. 

Ich  suchte  daher  zunächst,  kurze  Drahtwellen  von  mög- 
lichster Intensität  herzustellen.  Die  Anordnung^  welche  ich 
dazu  am  geeignetsten  fand,  möchte  ich  zunächst  beschreiben. 


Herstellnng  kurzer,  kräftiger  Drahtwellen. 

In  zwei  parallelen  Drähten  kann  man  kräftige  elektrische 
Wellen  herstellen  sowohl  nach  der  Methode  von  Legheb*)  als  nach 
der  Methode  von  Blondlot  2).  Bei  ersterem  besitzt  der  Erreger, 
d.  h.  die  Anordnung,  in  welchem  durch  Ueberspringen  eines 
Funkens  primäre  elektrische  Schwingungen  erzeugt  werden, 
verhältnissmässig  grosse  Gapacität  im  Vergleich  zu  seiner  Selbst- 
induction,  dagegen  ist  im  BLONDLOT'schen  Erreger  die  Selbst- 
induction  sehr  gesteigert  auf  Kosten  der  Gapacität.  Dies 
muss  vortheilhaft  erscheinen,  da  hierdurch  die  Dämpfung  der 
Schwingungen  möglichst  verringert  wird,  grade  wie  bei  zwei 
Federn  gleicher  Schwingungsdauer,  von  denen  die  eine  grosse 
Masse  und  grosse  Spannkraft,  die  andere  dagegen  geringe 
Masse  und  geringeSpannkraft  besitzt,  erstere  ihre  Schwingungen 
länger  beibehält.  In  der  That  konnte  ich  auch  durch  Messungen 
der  Längen  von  Secundärfunken  oder  durch  Beobachtung  des 
Leuchtens  Geissler'scher  Röhren,  welche  tlber  die  Paralleldrähte 
gelegt  wurden,  constatiren,  dass,  wenn  man  Wellen  gleicher 
Schwingungsdauer  mit  Hülfe  der  LECHER^schen  und  der  Blond- 
LOT'schen  Anordnung  herstellt,  letztere  an  Intensität  den  ersteren 
überlegen  sind.  —  Ich  halte  deshalb  die  BLowDLox'sche  Anord- 
nung für  empfehlenswerther. 

Bei  einem  bestimmten  Erreger  kann  man  nun  allemal 
mehrere  Schwingungen  verschiedener  Periode  im  Drahtsystem 
herstellen.    Man  kann  dies  in  folgender  Weise  gut  constatiren. 

Es  bedeute  (vgl.  Figur  4)  E,  Edie  beiden  Drähte  des  Blond- 
LOT'schen  Erregers,  welcher  durch  die  Drähte  A^A  mit  den  Polen 
eines  RHUMKORFp'schen  Inductoriums  verknüpft  ist.  F  bedeutet 
die  primäre  Funkenstrecke,  C  ist  ein  kleiner  Condensator,  dessen 
Platten   mit  E,   E  verbunden  sind.    '  Die  Erregerleitung  EE 


\)  E.  Lechbr,  Wied.  Ann.  41,  p.  850,  4890. 

2)  R.  Bloudlot,  Gompt.  Rend.  118,  p.  628,  4  891. 
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ist  nahe  umspannt  von  der  Secnndjlrleitong  5,  welche  in  die 
Paralleldrahte  DD  übergeht.  Letztere  mögen  nun  durch  einei 
Metallbttgel  B^  an  einer  beliebigen  Stelle  nberbrttckt  werden. 


Fig.  4. 


Das  Drabtsystem:  Erreger  inclusive  Secundärleitung  bis  zum 
BOgel  Zf,  hat  nun  eine  bestimmte  Eigenschwingungsdauer.  Sie 
möge  die  Hauptschwingung  genannt  werden.  Um  zu  erkennen, 
welche  Schwingungen  man  hinter  der  Brücke  B^  durch  die 
Hauptschwingung  vor  der  Brücke  kräftig  erregen  kann,  lege 
man  eine  Geissler'sche  Röhre  R  (sie  kann  elektrodenlos  sein,  ich 
benutzte  meist  den  elektrodenfreien  erweiterten  Theil  einer 
Zehnder'schen  Röhre)  über  die  Drahte  DD  In  einiger  Entfernung 
hinter  die  Brücke,  und  verschiebe  nun  einen  zweiten  Metallbügel 
B^j  der  noch  jenseits  der  Geissler'schen  Röhre  über  die  Drahte  ge- 
legt wird.  In  einigen  ganz  bestimmten  Stellungen  von  ^,  leuchtet 
die  Röhre  R  hell  auf.  Dies  tritt  dann  ein,  wenn  der  Abstand 
von  B^  und  B^  ein  Vielfaches  einer  halben  Wellenlange  einer 
solchen  Schwingung  ist,  die  mit  der  Hauptschwingung  in  Reso- 
nanz steht.  Man  kann  nun  meist  mehrere  solcher  Wellenlangen, 
deren  Schwingungszablen  thatsachlich  in  den  ganzzahligen  Ver- 
hältnissen 1:2:3  etc.  zu  einander  stehen,  mit  dem  Bügel  B^ 
abgreifen.  Indess  ergiebt  sich  diejenige  dieser  Secundärschtcing- 
ungen,  deren  Wellenlange  die  grösste  ist,  an  Intensität  allemal 
weit  überlegen  über  die  anderen  Secundärschwingungen; 
offenbar  ist  erstere  diejenige  Schwingung,  welche  mit  der 
Hauptschwingung  in  Resonanz  des  Unisono  steht.  Ich  will  diese 
kräftigste  secundäre  Schwingung  die  Grundschwingung  nennen. 
Wenn  man  die  Capacität  des  Condensators  C  am  Erreger 
ändert,  z.  B.  verkleinert,  so  rücken  alle  Resonanzstellungen  von 
B^  näher  an  B^.  Dies  ist  sofort  verständlich,  da  die  Haupt- 
schwingung durch  Verkleinern  von  C  schneller  wird. 
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Aber  auch  die  Stellung  des  ersten  Btlgels  B^  hat  Eidüuss 
auf  die  Periode  der  Hauptschwingung,  sie  wird  schneller,  wenn 
B^  nach  dem  £rreger  hin  verschoben  wird.  Nennt  man  d  die 
Entfernung  der  Brdcke  B^  von  der  primären  Funkenstrecke  F, 
so  habe  ich  bei  Erregern  von  sehr  verschiedenen  Dimensionen 
folgende  Regel  gefunden:  Die  halbe  Wellenlänge  der  Grund- 
schwingung (d.  h.  die  Distanz  zwischen  B^  und  der  nächsten 
Stellung  von  B^  für  die  kräftigste  Wirkung)  ist  gleich  der  halben 
Wellenlänge,  welche  der  freie  Erreger  (ohne  von  der  Secundär- 
leitung  umgeben  zu  sein)  besitzt,  vermehrt  um  denXerm  ad,  aist 
bei  einer  bestimmten  Anordnung  der  Secundärleitung  eine  Gon- 
stante,  a  wechselt  jedoch  bei  Aenderung  der  Secundärleitung, 
z.  B.  des  Abstandes  zwischen  den  Paralleldrähten  DD.  Bei  den  von 
mir  benutzten  Leitungen,  bei  welchen  jener  Abstand  von  2  cm  bis 
20  cm  schwankte,  lagen  die  Werthe  von  a  zwischen  0,4  bis  0,6. 
—  Wenn  der  Condensator  vom  Erreger  EE  abgenommen  wird, 
so  ist  die  halbe  Wellenlänge  des  freien  Erregers  nahezu  gleich 
seiner  Länge.  In  der  That  war  dann  die  halbe  Wellenlänge  der 
GrundschwinguDg  gleich  Erreger  —  Länge  ^)  plus  ad. 

Die  Intensität  der  von  der  Hauptschwingung  angeregten 
Grundschwingung  hängt  von  der  Lage  des  Bttgels  B^  und  seiner 
Gestalt  ab.  Wenn  man  einen  graden  Bügel  B^  durch  einen  ge- 
bogenen ersetzt,  so  werden  alle  Secandärschwingungen  stärker  ^j. 
Indess  sind  dann  die  Besonanzlagen  der  Brücke  B^  weniger 
scharf  ausgeprägt,  sodass  es  sich  im  Allgemeinen  mehr  empfiehlt, 
grade  Brücken  zu  wählen.  —  Wenn  die  Brücke  j^,  sehr  nahe 
an  der  primären  Funkenstrecke  liegt  (d  sehr  klein),  so  ist  die 
Intensität  der  Grundschwingung  gering.  Mit  Vergrössem  von 
d  wächst  sie  schnell  und  bleibt  annähernd  constant,  bis  dass 
sie  wieder  allmählich  abnimmt,  wenn  d  sehr  gross  wird.  Am 
günstigsten  scheint  es  zu  sein,  wenn  die  Länge  der  ganzen  Se- 
cundärleitung bis  zur  Brücke  B^  (S  vermehrt  um  die  Länge  der 
Drähte  DD  bis  B^)  gleich  oder  etwas  grösser  ist  als  die  Wellen- 
länge des  freien  Erregers,  d.  h.  wenn  sie  etwa  doppelt  so  lang 
ist  als  die  Summe  der  Längen  beider  Erregerdrähte,  falls  kein 
Condensator  C  angeschlossen  ist. 


4}  Es  ist  darunter  die  Summe  der  Längen  beider  Erregerdrähtc  ver- 
standen. 

1)  Die  Erscheinung  habe  ich  schon  früher  (Wied.  Ann.  54,  p.  360, 
4895)  angegeben  und  dort  auch  ihre  Ursache  besprochen. 
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Mit  Vergrösserung  des  Abstandes  der  Paralleldrähte  DD 
von  einander  wächst  im  Allgemeinen  die  Intensität  der  Grund- 
Schwingung  und  zwar  aus  zwei  Grttnden:  4)  weil  der  Bttgel  B^ 
dann  länger  wird,  d.  h.  ein  grösseres  Drahtstack  gemeinsam  der 
Hauptschwingung  und  den  Secundärschwingungen  hinter  B^ 
angehört;  2)  weil  die  Selbstinduction  fttr  letztere  wächst  und 
dadurch  die  Dämpfung  vermindert  wird.  Der  zweite  Grund 
tritt  im  Allgemeinen  hinter  dem  ersten  zurttok,  nur  ist  er  zu 
beachten,  wenn  man  die  Distanz  der  Paralleldrähte  Z>D  klein 
wählen  muss,  wie  es  z.  B.  bei  Erzielung  kurzer  Wellen  nicht 
zu  umgehen  ist.  Es  ist  dann  zur  Steigerung  der  Selbstinduction 
in  der  Secundärleitung  günstig,  die  Drähte  DD  nicht  sehr  dick 
zu  wählen  (etwa  4  mm  Durchmesser  falls  die  Distanz  DD  2  cm 
beträgt).  Die  Dicke  der  Drähte  DD,  sowie  EE  hat  im  Uebrigen, 
wenn  man  sie  nicht  zu  gering  wählt,  wenig  Einfluss. 

Die  Intensität  der  Hauptschwingung  einer  bestimmten 
Drahtleitung  ist  grösser,  wenn  die  Erregerdrähte  EE  einen 
Condensator  C  enthalten,  als  wenn  sie  dies  nicht  thun.  Trotz- 
dem ist  es  nicht  gtlnstig,  allemal  einen  Condensator  anzulegen, 
im  Gegentheil  ist  seine  Vermeidung  besser  und  fttr  die  Her- 
stellung sehr  kurzer  Wellen  sogar  nothwendig.  Man  muss  näm- 
lich berücksichtigen,  dass  durch  die  Anlegung  eines  Conden- 
sators  auch  die  Wellenlänge  der  Hauptschwingung  steigt.  Eine 
langsamere  Schwingung  kann  man  aber  auch  herstellen  durch 
längere  Erregerdrähte  EE  ohne  Condensator,  welche  von  einer 
längeren  Secundärleitung  S  umspannt  werden.  Es  erweist 
sich  letztere  Anordnung  als  vortheilhafter,  was  auch  leicht  zu 
verstehen  ist,  da  bei  ihr  die  Induction  des  Erregers  auf  die  Se- 
cundärleitung S  gesteigert  wird. 

Wenn  man  also  eine  Drahtwelle  von  bestimmter  Wellenlänge 
erzielen  will,  so  wendet  man  am  besten  einen  Erreger  EE  ohne 
Condensator  an,  dessen  Gesammtlänge  etwas  kleiner  aJs  die  Hälfte 
jener  Wellenlänge  ist.  Die  Secundärleitung  S  muss  möglichst 
nahe  EE  umspannen,  sodass  grade  noch  Funken  oder  Büschel- 
entladung zwischen  S  und  EE  vermieden  werden. 

Es  sind  nun  noch  einige  Nebenumstände  zu  beachten.  Fttr 
grössere  Wellen  (ttber  4  m)  erhält  man  eine  gut  active  Funken- 
strecke F,  falls  man  den  Funken  zwischen  Zinkkugeln*)  über- 

1)  Dies  Mittel  ist  zuerst  von  Himstedt  angegeben  (Ber.  d.  Oberh.  Ges. 
f.  Nat.  u.  Heilk.  z.  Giessen,  Nr.  80,  Wied.  Ann.  52,  p.  475, 4  894). 
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schlagen  lässt.  Dieselben  functioniren  wochenlang  gut,  ohne 
dass  sie  ein  Putzen  erforderten.  Fttr  kleinere  Wellen  ist  es 
vortheilhafter,  den  Funken  zwischen  zwei  polirten  Messingkugeln 
herzustellen,  die  in  Petroleum  oder  Oel  eintauchen.  Für  sehr 
schnelle  Schwingungen  (Wellenlänge  kleiner  als  4  m]  erscheint 
dieses  Httlfsmittel  sehr  wichtig.  Um  Funken  zwischen  dem  Er- 
reger EE  und  der  Secundärleitung  S  zu  vermeiden,  ist  es  bei 
kurzen  Wellen,  falls  der  Erreger  EE  einen  Kreis  umfasst,  der 
kleiner  als  40  cm  im  Durchmesser  ist,  vortheilhaft,  das  ganze 
System,  Erreger  und  Secundärleitung,  in  Petroleum  eintauchen 
zu  lassen.  Man  müsste  sonst  die  Secundärleitung  soweit  vom 
Erreger  entfernen,  dass  die  Induction  zwischen  beiden  merklich 
Einbusse  erleidet,  da  dann  viel  magnetische  Kraftlinien  des  Er- 
regers fttr  die  Secundärleitung  verloren  gehen.  Dies  Eintauchen 
des  ganzen  Erregers  in  Petroleum  hat  allerdings  den  Uebelstand, 
dass  dadurch  die  Wellenlänge  des  freien  Erregers  im  Yer- 
hältniss  der  Quadratwurzel  aus  der  Dielektricitätsconstante 
des  Petroleums,  d.  h.  etwa  4,4  mal  grösser  ist,  als  wenn  der 
Erreger  in  Luft  liegt.  Nach  der  oben  gegebenen  Regel  wird 
dementsprechend  auch  die  Wellenlänge  der  Hauptschwingung 
grösser  *).  Trotzdem  scheint  mir  die  Anwendung  eines  Isolators 
zwischen  Erreger  und  Secundärleitung  bei  kleinem  Erreger 
nicht  zu  umgehen  zu  sein. 

Die  Länge  der  primären  Funkenstrecke  F  ist,  falls  sie  in 
Petroleum  liegt,  möglichst  gross  ^)  zu  wählen,  in  Luft  darf  sie 
ein  gewisses  Maximum  nicht  überschreiten  (^ — 4  cm). 

Schliesslich  ist  die  Wahl  des  den  Erreger  speisenden  Rhum- 
korff  nicht  gleichgültig.  Je  länger  die  Wellen  sind,  desto  grösser 
kann  er  sein,  dagegen  sind  für  kurze  Wellen  kleinere  In- 
ductorien  (mit  Platinunterbrechung)  vortheilhafter.  Für  Wellen 
der  Länge  44 — 4  m  benutze  ich  einen  mit  4  Volt  (zwei  Accu- 
mulatoren)  gespeisten  Rhumkorff  (mit  Quecksilberunterbrechung), 
der  eine  Luftstrecke  von  4  cm  Länge  zwischen  Spitzen  durch- 
schlagen konnte,  zwischen  4  m  und  60  cm  Wellenlänge  erwies 
sich   ein  kleinerer  Rhumkorff  (mit  Platinunterbrechung)  von 


4)  Ich  habe  dies  in  der  That  durch  b«sondere  Versuche  constatiren 
können,  siebe  weiter  unten. 

8)  Selbst  bei  sehr  kröftigen  Inductorien  kann  man  sie  nur  wenig  über 
4  mm  steigern. 
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2,5  cm  Durchschlagskraft  bei  Speisung  mit  6  Volt  gOnstig, 
zwischen  60  cm  und  42  cm  Wellenlange  dagegen  ein  mit  4  Volt 
gespeister  Rhumkorff  von  2  cm  Durchschlagskraft. 

Schliesslich  habe  ich  die  Wirkungen  auch  dadurch  zu 
steigern  versucht,  dass  ich  die  Secundärleitong  S  den  Erreger 
EE  nicht  einmal,  sondern  zweimal  umschlingen  Hess,  bevor  sie 
zu  den  Drähten  DD  geleitet  wnrde.  Man  erhält  dann  auch  eine 
geringe  Steigerung  der  Wirkung,  aber  auch  solche  Yergrösserung 
der  Wellenlänge,  dass  man  bei  einfacher  Umschlingung  eines 
längeren  Erregers  bessere  Resultate  erhält.  Deshalb  ist  dieses 
Mittel  wieder  fallen  gelassen. 

Es  ist  nun  selbstverständlich,  dass  die  Wirkungen  mit 
abnehmender  Wellenlänge  schwächer  werden  müssen,  da  der 
Erreger  EE  kleiner  zu  wählen  ist.  Trotzdem  ist  die  Intensität 
selbst  kurzer  Wellen  bei  geeigneter  Anordnung  noch  über- 
raschend stark.  Bis  zur  Wellenlänge  70  cm  leuchteten  empfind- 
liche Geissler^sche  Röhren  stark  auf  und  zeigten  Kathodenlicht, 
wenn  sie  einfach  über  die  Drähte  DD  gelegt  wurden,  zwischen 
70  cm  und  25  cm  Wellenlänge  sprach  noch  der  erweiterte  Theil 
einer  Zehnder'schen  Röhre  ^)  gut  an,  zwischen  25  cm  und  42  cm 
Wellenlänge  kann  man  gut  ein  von  Righi^]  angewandtes  höchst 
empfindliches  Reagens  auf  Potentialschwankungen  benutzen, 
nämlich  einen  versilberten  Glasstreifen  (oder  ein  Stück  gewöhn- 
lichen Glasspiegels),  durch  dessen  Metallbelegung  mit  dem  Dia- 
manten ein  schmaler  Riss  gezogen  ist.  Legt  man  diesen  Streifen 
mit  der  Glasseite  auf  die  Drähte  i>/>,  so  stört  er  den  Schwingungs- 
zustand in  ihnen  nicht  merklich.  Liegt  der  Streifen  nicht  auf 
einem  Knoten  der  Potentialschwankungen,  so  tritt  ein  lebhaftes 
Punkenspiel  im  Riss  der  Metallbelegung  ein.  Dieser  Riss  braucht 
gar  nicht  sehr  fein  zu  sein,  er  kann  -^  mm  betragen.  Letzterer 
Umstand  spricht  dafür,  dass  diese  Drahtwellen  viel  intensiver 
sind,  als  die  von  Righi  hergestellten  Luftwellen  gleicher  Länge, 
da  diese  erst  bei  ganz  feinen  Rissen  von  wenigen  Tausendstel  mm 
Breite  ein  secundäres  Punkenspiel  veranlassen. 

Der  kleinste  Erreger  ist  in  der  Figur  4  in  natürlicher  Grösse 
abgebildet  ^}.   Er  besteht  aus  zwei  kreisförmig  gebogenen  Draht- 

4)  L.  Zehivder,  Wied.  Ann.  47,  p.  82,  4899. 
«)  A.  Righi,  Rend.  de  R.  Acc.  dei  Lincei  11,  4.  Sem.  p.  505,  4898. 
8)  Man  muss  sich  nur  den  in  der  Figur  gezeichneten  Plaltenconden- 
sator  C  forldenken. 
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Stückchen  von  i  ,5  mm  Dicke,  die  an  ihrem  einen  Ende  Messing- 
kttgelchen  von  3  mm  Durchmesser  tragen.  Der  Erreger  E,E 
schliesst  einen  Kreis  von  \  cm  Radius  ein.  Die  Drahtstücke  E^  J^sind 
anzweidttnne  Siegellackstfingchen  (in  der  Figur  nicht  gezeichnet) 
gekittet;  an  diesen  werden  sie  durch  zwei  Stative  gehalten  und  in 
das  Petroleum  eingesenkt.  Die  Zuleitung  A^A  zum  Rhumkorff 
muss  unmittelbar  an  den  Messingkügelchen  geschehen,  da  sie 
sonst  stören  wtirde.  An  der  Funkenstrecke  liegt  nämlich  ein 
Knoten  der  Potentialsohwankungen,  dort  kann  man  ohne  Störung 
Drähte  anlegen.  Der  Erreger  ist  von  einer  Secundärleitung  aus 
I  mm  starkem  Kupferdraht  umgeben,  die  Leitung  ist  an  eine 
Glasröhre  gekittet  und  wird  durch  sie  gehalten.  Die  Figur  1 
stellt  auch  die  Secundärleitung  in  natürlicher  Grösse  dar.  Bei 
einigen  Versuchen  ist  die  Secundärleitung  nur  länger  gewählt, 
als  es  der  Figur  entspricht.  Die  Distanz  der  Paralleldrähte  DD 
beträgt  ^  cm. 

Mit  diesem  kleinen  Apparate  kann  man  sämmtliche  Ver- 
suche Lecher's  über  die  elektrische  Resonanz  en  miniature 
wiederholen.   In  der  Figur  2  ist  z.  B.  ein  von  mir  beobachteter 

Fig.  2. 

Fall  in  halber  natürlicher  Grösse  dargestellt,  dass  gleichzeitig 
drei  Brücken  B^ ,  ^„  B^  aufliegen,  die  je  6  cm  von  einander  entfernt 
sind.  Die  halbe  Wellenlänge  ist  also  nahezu  (abgesehen  von  einer 
kleinen  Gorrection]  6  cm.  Bei  dieser  Brückenlänge  spricht  das  am 
Ende  der  Drähte  DD  aufgelegte  Stück  Spiegelglas  J  mit  kräftigen 
Secundärfunken  an;  bei  geringer  Verschiebung  einer  der  Brücken 
verschwinden  diese  Funken.  Sämmtliche  Brücken  können,  ohne 
dass  eine  Aenderung  eintritt,  an  ihren  Mitten  metallisch  zur  Erde 
abgeleitet  werden.  Die  letzte  Brücke  B^  liegt  näher  als  auf  \ 
Wellenlänge,  d.  h.  näher  als  3  cm  an  dem  Glasstreifen  J,  weil 
dieser  die  Capacität  der  Drahtenden  DD  merklich  steigert. 

Zum  Schluss  gebe  ich  die  halben  Wellenlängen  der  Haupt- 
schwingungen bei  einigen  der  von  mir  benutzten  Erregern  an. 
Die  erste  Brücke  B^  ist  in  der  Nähe  der  primären  Funkenstrecke 
aufgelegt.  Daher  ist  nach  der  oben  auseinandergesetzten  Regel 
die  halbe  Wellenlänge  nahe  gleich  der  Erregerlänge,  falls  der 
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Erreger  in  Luft  liegt  und  keinen  Gondensator  enthält.  In  der 
Tabelle  bedeutet  D  den  Durchmesser  des  vom  Erreger  einge- 
schlossenen Kreises,  L  die  Lange  des  Erregers  {L  =  jtD),  ^l  die 
halbe  Wellenlänge  der  Hauptschwingung,  ^l*  bedeutet  die  halbe 
Wellenlänge  der  Hauptscbwingung,  falls  an  die  Enden  des  Er- 
regers EE  ein  Gondensator,  bestehend  aus  zwei  kreisförmigen  Mes- 
singplatten von  4  0  cm  Durchmesserund  2  cm  Abstand,  angelegt  ist. 
Wenn  man  diese  Versuche  wiederholt,  so  wird  man  nicht 
stets  genau  die  in  der  Tabelle  angegebenen  ^X  wiederfinden. 
Dazu  mttsste  die  Lage  des  Bttgels  B^  genauer  angegeben  sein. 
Aber  zur  Orientirung  ttber  die  zu  erwartenden  Verhältnisse  ist 
wohl  die  mitgetheilte  Tabelle  nützlich.  —  Alle  Zahlen  bedeuten 
Längen  in  cm  gemessen. 


D 

L 

ix, 

iX* 

480 

565 

684 
566 

60 

488 

4^* 

295 
492 

4  32 

70 

36 

Erreger  in 
Luft 

20 

63 
34 

40 

iA 

52 

8 

46 

i^ 

30 

Erreger 

2 

6 

^l 

43 

in  Petroleum 

1 

3 

|A 

6 

In  der  Tabelle  ist  die  Schwingung  des  Erregers  von  34  cm 
Länge  einmal  fttr  Luft  und  einmal  für  Petroleum  angegeben.  Das 
Verhaltniss  dieser  Wellenlängen  ist  52  :36  =  1,44;  das  Quadrat 
dieser  Zahl  ist  8,08,  d.h.  in  guter  Uebereinstimmung  mit  derDi- 
elektrioitätsconstaDte,welchesonst  für  Petroleum  angegeben  wird. 
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Demonstrationsmethode  des  elektrischen  Brechnngs- 
exponenten  von  Flfissigkeiten. 

Der  elektrische  BrechuDgsexponent  von  Plttsigkeiten  wird 
am  einfachsten  ermittelt,  wenn  man  die  Paralleldrahte  DD  durch 
eine  Schicht  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  hindurch  leitet. 
Da  genügend  kurze  Wellen  zu  Gebote  stehen,  so  kann  man 
schon  mit  geringen  Flüssigkeitsquantitaten  auskommen.  Indess 
empfehlen  sich  zur  Demonstration  die  in  der  vorigen  Tabelle 
angegebenen  Erreger  für  die  kürzesten  Wellen  nicht,  weil  bei 
ihnen  die  Manipulationen  durch  die  Kleinheit  aller  Verhältnisse 
unbequem  werden,  und  auch  die  Wirkungen  nicht  sehr  kräftig 
sind.  Der  Erreger,  dessen  Kreisfläche  5  cm  Durchmesser  be- 
sitzt, der  also  ungefähr  60  cm  lange  Wellen  liefert,  scheint  mir 
für  den  vorliegenden  Zweck  am  geeignetsten. 

Wenn  man  nun  diesen  Erreger  benutzt  und  die  Parallel- 
drähte DD  der  Secundärleitung,  denen  ich  2  cm  Abstand  gab, 
durch  eine  Flüssigkeitsschicht  hindurch  leitet,  was  man  bei  ge- 


TklroUum 


Fig.  3. 


eigneter  Biegung  der  Drähte  DD  bequem  erreichen  kann,  indem 
sie  einen  Trog  durchsetzen  (vgl.  Pigur  3),  so  kann  man  zwar 
bei  den  Flüssigkeiten  mit  nicht  sehr  grosser  Dielektricitätscon- 
stante  die  Fortsetzung  der  elektrischen  Schwingungen  durch 
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die  Plttssigkeit  hindurch  verfolgen,  indem  eine,  über  die  Drähte 
hinter  der  Flüssigkeit  gelegte  Zehnder'sche  Röhre  gut  leuchtet; 
jedoch  bei  Wasser,  Alkohol,  Glycerin,  und  überhaupt  Flüssig- 
keiten von  grosser  Dielektricitätsconstante  ist  keine  Schwingung 
hinter  ihnen  wahrzunehmen.  Sie  ist  im  Inneren  der  Flüssig- 
keit nicht  vorhanden,  und  auch  im  Allgemeinen  nicht  einmal 
vor  der  Flüssigkeit,  falls  man  irgendwo  eine  Brücke  B^  auf 
die  Drähte  DD  nahe  beim  Erreger  auflegt.  Nur  vor  B^  sind 
Schwingungen  vorhanden,  ebenso  treten  sie  vor  der  Flüssigkeit 
auf,  wenn  B^  ganz  fortgenommen  wird. 

Der  Grund  dieser  Erscheinung  ist  die  starke  Reflexion  der 
elektrischen  Wellen  beim  Eintritt  in  eine  Flüssigkeit  von  hoher 
Dielektricitätsconstante. 

Wenn  die  Drähte  Z)Z)  an  einer  Stelle  Pin  eine  Wasserfläche 
eintreten,  so  hat  das  sehr  nahezu  denselben  Eflect,  als  ob  man 
bei  Pdie  Drähte  leitend  überbrückt.  Wenn  man  nun  aber  eine 
Brücke  B^  schon  nahe  am  Erreger  aufgelegt  und  dadurch  eine 
bestimmte  Hauptschwingung  geschaffen  hat,  so  können  hinter  B^ 
nur  an  ganz  bestimmten  Stellen  Brücken  B^^  B^  etc.  aufgelegt 
werden,  falls  die  elektrischen  Schwingungen  zur  Ausbildung 
kommen  sollen.  Diese  Stellen  sind  Schwingungsknoten  der 
elektrischen  Kraft  einer  mit  der  Hauptschwingung  resonirenden 
Secundärschwingung.  Damit  also  z.  B.  im  Wasser  Schwingungen 
zu  Stande  kommen,  ist  nothwendig,  dass  sowohl  Eintrittsstelle 
als  Austrittsstelle  der  Drähte  DD  ins  Wasser  bezw.  aus  dem 
Wasser  an  Knoten  der  Secundärschwingung  liegen.  Dabei  ist  zu 
berücksichtigen,  dass  die  Lage  des  zweiten  Knotens  (an  der  Aus- 
trittsstelle) von  der  Wellenlänge  der  Schwingung  im  Wasser 
bestimmt  wird.  Damit  die  Schwingungen  auch  hinter  dem  Wasser 
vorhanden  sind,  ist  ferner  nothwendig,  dass  entweder,  falls  die 
Drähte  DD  frei  endigen,  ihre  Länge  hinter  dem  Wasser  gleich 
einem  ungraden  Vielfachen  von  |  Wellenlänge  der  betreffenden 
Secundärschwingung  (in  Luft)  ist,  oder,  falls  die  Drähte  DD 
hinter  dem  Wasser  an  irgend  einer  Stelle  B'  überbrückt  sind, 
diese  Brücke  B'  um  ein  Vielfaches  einer  halben  Wellenlänge  von 
der  Austrittsstelle  aus  dem  Wasser  abstehen  muss. 

Man  sieht,  dass  hier  so  viel  Bedingungen  zu  erfüllen  sind, 
dass  das  Verfahren  zu  complicirt  zu  einer  Demonstrationsme- 
thode wird. 

Man  könnte  zweckmässiger  in  der  von  Cobn  [l.  c.)  ange- 
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wandten  Weise  verfahren,  indem  man  zunächst  die  Eintritts- 
stelle der  Drähte  ins  Wasser  ttberbrttckt  (Brücke  B^),  sodann  die 
Lage  einer  Brücke  B^  vor  dem  Wasser  aufsucht,  sodass  zwischen 
B^  und  B,^  lebhafte  Schwingungen  entstehen,  und  schliesslich 
im  Wasser  eine  dritte  Brücke  B,  hinter  B^  derartig  verschiebt, 
dass  auch  im  Wasser  zwischen  B^  und  B^  Schwingungen  ent- 
stehen. Dann  ist  die  Distanz  /'  zwischen  B^  und  B^  nahezu 
gleich  der  halben  Wellenlänge  im  Wasser,  die  Distanz  /  zwischen 
B^  und  B^  gleich  der  halben  Wellenlänge  in  Luft,  das  Yerhält- 
niss  1:1'  ist  gleich  dem  elektrischen  Brechungsexponenten,  d.  h. 
gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  Dielektricitätsconstante  des 
Wassers. 

Aber  es  ist  schwierig  und  unbequem,  die  elektrischen 
Schwingungen  im  Wasser  zu  beobachten. 

Man  kann  nun  aber  aus  dem  Zustande  der  Schwingungen 
zwischen  B^  und  der  Eintrittsstelle  der  Drähte  ins  Wasser  einen 
Schluss  auf  die  Schwingungen  im  Wasser,  d.  h.  zwischen  der 
Eintrittsstelle  und  dem  Bügel  B^  ziehen,  falls  man  die  Brücke 
B^  an  der  EintriUsstelle  fortlässt  *).  Die  Schwingungen  vor  dem 
Wasser  werden  nämlich  nur  dann  durch  die  Beflexion  an  der 
Brücke  B^  im  Wasser  nicht  gestört,  wenn  B^  um  das  Vielfache 
einer  halben  Wellenlänge  der  Schwingung  im  Wasser  von  der 
Eintrittsstelle  entfernt  ist  (d.  h.  wenn  B^  auf  einem  Knoten  der 
elektrischen  Kraft  liegt],  dagegen  werden  die  Schwingungen 
durch  Beflexion  an  B^  völlig  vernichtet,  wenn  B,  um  ein  un- 
grades  Vielfaches  von  \  Wellenlänge  der  Schwingung  im  Wasser 
von  der  Eintrittsstelle  entfernt  ist.  (An  diesen  Stellen  liegt  näm- 
lich ohne  Brücket,  ein  Schwingungsbauch  der  elektrischen  Kraft.) 

Thatsächlich  beobachtet  man  nun  auch,  wenn  eine  Zehn- 
der'sche  Bohre  etwa  in  der  Mitte  zwischen  B^  und  der  Eintritts- 
stelle der  Drähte  ins  Wasser  über  dieselben  gelegt  wird,  dass 
bei  Verschieben  einer  Brücke  B^  im  Wasser  successive  helles 
Leuchten  der  Bohre  und  völliges  Erlöschen  eintritt.  Diese  Lagen 
der  Brücke  B^  stehen  um  gleichviel  von  einander  ab;  dieser 
Abstand  ist  gleich  \  Wellenlänge  der  Schwingung  in  Wasser. 

Da  die  Wellenlänge  im  Wasser  wegen  seines  hohen  Brech- 


4)  Trotzdem  werden  die  elektrischen  Schwingungen  an  der  Eintritts- 
stelle P  der  Drflhte  ins  Wasser  nicht  reflectirt,  weil  in  Folge  der  Lage  der 
Brücke  B^  die  Stelle  P  ein  Knoten  der  elektrischen  Kraft  ist. 
]fath..phy8.  Clasae  1895.  28 
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ungsexponenten  sehr  verkürzt  wird,  so  kann  man  schon  bei 
einem  kleinen  Trog  zahlreiche  Maxima  nnd  Minima  beobachten. 
Ich  benutzte  einen  Giastrog  von  48  cm  Lange;  da  die  halbe 
Wellenlänge  in  Wasser  4  cm  betrug,  so  konnte  ich  acht  deutlich 
vorhandene  Maxima  und  Minima  in  diesem  Trog  abgreifen. 

Die  Leuchtwirkung  der  Schwingungen  ist  zwar  für  einen 
Beobachter  fUr  Messzwecke  sehr  bequem  zu  verwerthen,  indess 
zur  Demonstration  fttr  ein  grösseres  Publikum  ist  sie  unbequem, 
da  man  im  verdunkelten  Zimmer  operiren  muss.  Man  kann  nun 
zur  Demonstration  sehr  gut  in  dem  lumin  iscirenden  Gasraum  ein 
von  einer  Trockensäule  geladenes  Elektroskop  sich  entladen 
lassen^).  Es  gelingt  dies  am  besten  so,  dass  man  die  Glimmelek- 
troden der  Zehnder'schen  Röhre  durch  einen  Kupferdraht  von 
4  4  cm  Länge  verbindet.  Dann  wird  durch  diesen  Kupferdraht  und 
die  Glimmerlektroden  ein  Resonator  gebildet,  der  mit  der  Haupt- 
schwingung in  Resonanz  steht.  Man  erreicht  dadurch  zugleich 
den  Yortheil  erhöhter  Empfindlichkeit,  da  die  Eigenschwingung 
der  Zehnder  sehen  Röhre  die  in  leitenden  Flüssigkeiten  ein- 
tretende Dämpfung  der  elektrischen  Wellen  für  das  Leuchten 
der  Röhre  weniger  störend  macht  ^).  Durch  dieses  Mittel  ist  es 
auch  möglich,  Alkohol  und  Glycerin  ebenso  sicher  und  bequem 
untersuchen  zu  können,  wie  gut  isolirende  Substanzen  geringer 
Brechbarkeit,  z.  B.  Petroleum  3). 

Man  kann  die  Zehnder'sche  Röhre  entweder  als  Reagens 
für  die  elektrische  Kraft  benutzen,  dann  ist  sie  in  die  Mitte 
zwischen  der  Brücke  B^  und  der  Eintrittsstelle  der  Drähte  ins 


i]  Vgl.  P,  Drüde,  Wied.  Ann. 52,  p.  *99,  489*. 

2)  Es  ergiebt  sich  unzweifelhaft,  dass  das  Leuchten  einer  evacuirten 
Röhre  um  so  stärker  ist,  je  regelmässiger  und  gedttmpfter  die  elektrischen 
Schwingungen  sind.  Dies  hat  schon  H.  Ebert  und  E.  Wiedemamn  in  Wied 
Ann.  50,  p.  228,  1893  hervorgehoben.  Hierfür  spricht  auch,  dass  eine 
directe  metallische  Verbindung  der  Glimmelektroden  mit  den  Drähten  DD 
gar  kein  Leuchten  hervorrief. 

8)  Wasser,  selbst  Kupfervitriollösung  von  nicht  zu  hoher  Concen- 
tration  (spec.  Gewicht  nicht  über  1,1)  macht  von  vornherein  keine  Schwierig« 
keiten,  d.  h.  weniger  wie  Alkohol  und  Glycerin,  was  deshalb  verwunderlich 
ist,  weil  letztere  Flüssigkeiten  für  statische  Ladungen  sicher  besser  isoliren, 
als  wässrige  Salzlösungen.  Vielleicht  besitzen  obige  Flüssigkeiten  in  der 
Nähe  dieser  grade  gewählten  Schwingungsdauer  auswählende  Absorption. 
—  Ich  kann  aber  zunächst  nichts  Sicheres  sagen  über  dieses  aufTallige 
Verhalten. 
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Wasser  aufzustellen,  die  von  der  Aesonatorleituug  umgrenzte 
Fläche  muss  senkrecht  zu  den  Drähten  DD  stehen  (vgl.  Figur  3) 
oder  als  Reagens  für  die  magnetische  Kraft;  dann  ist  die  Fläche 
parallel  mit  den  Drähten  DD  zu  legen  und  zwar  in  der  Nähe 
der  Eintrittstelle  der  Drähte  ins  Wasser.  Die  in  die  luminis- 
cirende  Gasstrecke  hineinragende  Hauptelektrode  h  der  Zehnder- 
sehen  Röhre  wird  mit  dem  Elektroskop  und  einem  Pol  eiifer 
Trockensäule  verbunden,  der  Punkt  k  der  Resonatorleitung  (s. 
Figur  3) ,  sowie  der  andere  Pol  der  Trockensäule  sind  an  die 
Erde  gelegt. 

Behufs  grösserer  Deutlichkeit  ist  die  ganze  Anordnung  in 
Figur  3  zusammen  dargestellt  J  bedeutet  das  Inductorium,  es 
wird  von  3  Accumulatoren  (in  Reihe)  gespeist,  und  bat  2,5  cm 
Sohlagweite  in  Luft.  Die  Drähte  ÄA  führen  an  die  Entladungs- 
kugeln des  Erregers  EE,  Diese  sind  Messingkugeln  von  6  mm 
Durchmesser,  der  Erreger  besteht  aus  zwei  halbkreisförmig  ge- 
bogenen 3  mm  starken  Kupferdrähten  von  7,5  cm  Länge,  die 
eine  Kreisfläche  von  5  cm  Durchmesser  umgrenzen.  Die  Enden 
der  Drähte  EE  gegenüber  der  Fan  kenstrecke  sind  4  mm  von 
einander  entfernt.  Dieser  Erreger  ist  an  zwei  Siegellackstangen 
rr  gekittet,  an  welchen  er  gehalten  und  in  das  Petroleumbad 
getaucht  wird.  Vor  dem  Eintauchen  werden  die  Entladungs- 
kugeln mit  feinstem  Schmirgelpapier  Nr.  0000  abgerieben. 

Die  den  Erreger  umgebende  Secundärleitung  S  besteht  aus 
\  mm  starkem  Kupferdraht.  Er  ist  in  Form  eines  5,5  cm  im 
Durchmesser  haltenden  Kreises  gebogen,  der  aber  eine  Öffnung 
von  2  cm  besitzt.  An  deren  Enden  ist  der  Draht  umgebogen 
und  geht  als  Paralleldrähte  DD  aus  dem  Petroleum  heraus, 
welche  zur  besseren  Stabilität  in  zwei  schmale  Siegellackbrücken 
L,  L  eingekittet  sind.  Die  gegenseitige  Distanz  der  Drähte  be- 
trägt 2  cm,  ihre  Länge  von  der  Umbiegung  an  bis  zum  Ende 
64  cm.  Die  Secundärleitung  S  umgiebt  den  Erreger  EE  in  einem 
Abstand  von  h  bis  2  mm.  In  einer  Distanz  von  S3  cm  vom  Ende 
sind  die  Paralleldrähte  in  der  aus  der  Figur  ersichtlichen  Weise 
gebogen  *) ,  sodass  sie  in  einen  Glastrog  G  von  4  8  cm  Länge,  5  cm 
Breite  und  4  cm  Tiefe  eingehängt  werden  können. 

Etwa  48  cm  vor  diesem  Glastrog  ist  eine  Zehndersche 


\ )  Wie  ich  durch  besondere  Yersache  feststellte,  störten  diese  Bie- 
gungen die  Schwingungen  nicht  merlüich. 

23* 
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Röhre  R  zwischen  die  Drähte  geschoben,  in  der  aus  der  Figur 
ersichtlichen  Stellung,  s  ist  ein  43,5  cm  langer,  4  mm  dicker 
Kupferdraht,  um  den  die  an  die  Glimmelektroden  g,  g  der  Zehn- 
derschen  Röhre  angelötheten  Platindrahte  umgewickelt  sind.  Die 
ganze  Länge  der  Resonatorleitung  s  incl.  Glimmelektroden  g,  g 
beträgt  23  cm.  Der  Punkt  k  von  s  ist  zur  £rde  abgeleitet.  Die 
def  Glimmstrecke  bei  g,  g  nahe  eingeschmolzene  Hauptelektrode 
h  der  Zehnder'schen  Röhre  ist  mit  dem  Elektroskop  M  leitend 
verbunden.  Dieses  wiederum  mit  dem  einen  Pole  einer  Zam- 
boni'schen  Säule  Z,  deren  anderer  Pol  zur  Erde  abgeleitet  ist. 
Wenn  der  Raum  zwischen  g,  g  und  A  nicht  luminiscirt,  so  stehen 
die  Goldblätter  von  M  ruhig  gespreizt,  dagegen  fallen  sie  bei 
Luminiscenz  sofort  zusammen. 

Die  Manipulationen  sind  nun  folgende:  In  den  Trog  G  wird 
irgend  eine  Flüssigkeit,  sagen  wir  gewöhnliches  Leitungswasser, 
eingegossen.  Es  wird  ein  Rügel  B^  (ein  2  cm  langes,  mit  Häkchen 
versehenes  Drahtstück  von  4  mm  Dicke]  tlber  die  Drähte  DD  an 
ihrer  Eintrittsstelle  P  ins  Wasser  tibergelegt.  Das  Inductorium 
wird  in  Gang  gesetzt,  und  die  Entladungskugeln  des  Erregers 
möglichst  weit  (etwa  ^  mm)  auseinandergezogen,  indem  man  den 
einen  Träger  T  eines  Erregerdrahtes  etwas  verschiebt;  sofort 
fallen  die  Goldblätter  zusammen. 

Sodann  wird  eine  zweite  Brücke  B^  zwischen  Erreger  und 
Zehnder^scher  Röhre  überdie  Drähte  Z)/) gelegt.  Dann  spreizen  die 
Goldblätter  im  Allgemeinen  wieder.  Nur  bei  einer  bestimmten 
Lage  von  B^  fallen  die  Goldblätter  wieder  zusammen.  Diese 
Lage  wird  aufgesucht  durch  Verschieben  von  B^J  und  es  wird 
dann  B^  dort  belassen.  Bei  der  getroffenen  Anordnung  liegt  B^ 
etwa  36  cm  von  -ß,  entfernt. 

Schliesslich  wird  die  Brücke  B^  mit  Hülfe  einer  Pincette 
allmählich  ins  Wasser  geschoben.  [Von  nun  an  spielt  die  Brücke 
die  Rolle  der  vorhin  bezeichneten  Brücke  B^,  Sie  wird  daher 
jetzt  B^  genannt  werden.  B^  existirt  nun  nicht  mehr.)  Bei  Ver- 
schiebung um  2  cm  gehen  plötzlich  die  Goldblätter  auseinander 
und  stehen  ruhig.  Diese  Distanz  entspricht  \  Wellenlänge  der 
Schwingung  im  Wasser.  Bei  weiterem  Verschieben  von  B^  fallen 
die  Goldblätter  wieder  zusammen,  um,  falls  ^3  auf  6  cm  ver- 
schoben ist,  wieder  ruhig  zu  spreizen.  Man  erhält  so  in  dem 
kleinen  Troge  vier  Stellen  des  B^,  fUr  welche  die  Goldblätter 
spreizen  (Bäuche  der  elektrischen  Kraft,  cf.  obenpag.  344)  und 
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vier  dazwischen  liegende  Stellen  kräftigsten  Zusammenfallens 
(Knoten  der  elektrischen  Kraft).  Je  nach  der  Intensität  der 
Schwingungen,  d.  h.  der  Distanz,  welche  man  den  Entladungs- 
kugeln des  Erregers  giebt,  sind  entweder  die  Knotenstellungen 
oder  die  Bauche  schärfer  zu  ermitteln.  —  Die  Distanz  aufeinander- 
folgender Knoten  oder  Bäuche  beträgt  beim  Wasser  nahezu  >) 
4  cm,  die  halbe  Welle  in  Luft  (Entfernung  des  B^  vom  Wasser) 
beträgt  36  cm,  daher  ist  der  elektrische  Brechungsexponent  des 
Wassers 

n  =  36  :  4  =  9 

und  die  Dielektricitätsconstante 

e  =  n«  =  81  . 

In  dieser  Weise  kann  man  jede,  nicht  allzu  gut  leitende 
Flüssigkeit  untersuchen,  z.  B.  auch  Alkohol  und  Glycerin  sehr 
gut.  Die  Flttsigkeiten  werden  einfach  in  den  Trog  G  eingegossen. 
Der  Bügel  B^  kann  liegen  bleiben,  es  müssen  nur  die  neuen 
Knotenstellungen  des  Bügels  B^  aufgesucht  werden.  —  Für 
Flüssigkeiten  mit  geringer  Dielektricitätsconstante,  wie  z.  B. 
Petroleum  (6  =  2)  erhält  man  im  Trog  nur  einen  Bauch  für  B^ 
Will  man  mehrere  Knoten  und  Bäuche  nachweisen,  so  müsste 
man  einen  längeren  Trog  und  längere  Drahtleitung  verwenden. 

Man  kann  nach  dieser  Methode  auch  nachweisen,  dass  Leit- 
fähigkeit und  Dielektricitätsconstante  ganz  unabhängig  von  ein- 
ander sind.  Wenn  man  nämlich  von  destillirtem  Wasser  aus- 
geht und  in  ihm  die  Knoten  und  Bäuche  aufsucht,  so  ändert  sich 
ihre  Lage  durchaus  nicht,  wenn  man  z.  B.  Kupfervitriol  zusetzt. 
Die  Leitfähigkeit  stört  nämlich  bei  dieser  Methode  deshalb  wenig, 
weil  die  Schwingungen  sehr  schnell  sind  2).  —  Der  Effect  der 
Leitfähigkeit,  falls  sie  nicht  sehr  gross  wird,  besteht  in  einer 
Dämpfung  der  in  der  Flüssigkeit  fortgepflanzten  Wellen;  daher 
sind  die  Knoten-  oder  Bauchstellungen  der  Brücke  B^  in  dem 
Leuchten  der  Zehnder'schen  Röhre  um  so  weniger  scharf  wahr- 


4)  Geoauere  Zahlen  sind  unten  mitgetheilt. 

8)  Vgl.  dazu  P,  Drude,  Physik  des  Aethers,  p.  549.  Stuttgart  4894. 
Nach  den  dort  ausgeführten  Berechnungen  ergiebt  sich,  dass  für  die  hier 
benutzten  Wellen  in  einer  4  ^  Kupfervitriollösung  die  SUkrke  der  soge- 
nannten Verschiebungsströme  noch  etwa  5  mal  grösser  ist,  als  die  der 
Leitungsströme.  Bei  einer  40 X  Kupfervitriollösung  sind  beiderlei  Arten 
Ströme  etwa  von  gleicher  Grössenordnung. 
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zunehmen,  je  weiter  B^  in  die  Flüssigkeit  hineingeschoben  wird. 
—  Man  kann  aber  immerhin  noch  2  bis  3  Bäuche  deutlich  kon- 
statiren,  selbst  wenn  das  Wasser  schon  deutlich  blau  gefärbt 
ist.  Wenn  also  die  Leitfähigkeit  etwa  1000  mal  grösser  wird, 
so  ändert  sich  trotzdem  die  Dielektricitätsconstante  nicht  merk- 
lich. —  Bei  einer  4  Obigen  Kupfervitriollösung  war  noch  der  erste 
Bauch  hinter  der  Eintrittsstelle  P  der  Drähte  in  die  Lösung  deut- 
lich zu  constatiren;  am  besten  gelingt  dies,  wenn  die  Zehnder- 
sehe  Röhre  als  Reagens  für  die  magnetische  Kraft  in  der  Nähe 
von  P  über  die  Drähte  gelegt  wird,  cf.  oben  pag.  343. 

Die  folgenden  Bäuche  der  elektrischen  Kraft  waren  nicht 
nicht  mehr  zu  erkennen,  die  Röhre  hörte  nicht  mehr  auf,  zu 
leuchten,  wenn  B^  über  den  ersten  Bauch  hinausgeschoben 
wurde. 

Wie  aus  der  Beschreibung  ersichtlich  ist,  sind  zur  An- 
wendung der  Methode  nur  sehr  geringe  Hülfsmittel  nöthig.  Wenn 
ein  geeignetes  Inductorium  fehlt,  so  wird  auch  eine  gute  In- 
fluenzmaschine das  Erforderliche  leisten,  und  wer  die  Beschaffung 
oder  Selbstanfertigung  einer  Zehnder^schen  Röhre  ^)  vermeiden 
will,  kann  sich  auch  mit  einem  Streifen  Spiegelglas  behelfen 
(vgl.  oben  pag.  8),  welches  über  die  Drähte  DD  gelegt  wird  und 
in  dessen  Metallbelegung  ein  schmaler  Riss  gezogen  ist.  Die 
dort  springenden  Secundärfunken  können  zur  Eiectroskopent- 
ladung  ebenso  herangezogen  werden,  wie  der  luminiscirende 
Gasraum  einer  Zehnder'schen  Röhre.  Indess  functionirt  letztere 
immerhin  sicherer,  als  ein  Glasstreifen,  da  dieser  auch  in  Bauch- 
stellungen der  Brücke  B^  öfter  noch  Funken  zeigt.  Zur  möglichst 
sicheren  Demonstration  ist  daher  eine  Zehnder^sche  Röhre  vor- 
zuziehen. 

Zum  Schluss  gebe  ich  einige,  vorläufig  nur  roh  angestellte 
Beobachtungen.   Die  Temperatur  betrug  1 7^  C. 


Destillirtes  Wasser. 

Die  Brücke  B^  lag  um  36  cm  entfernt  von  der  Eintrittsstelle 
P.  Die  mitgetheilten  Zahlen  geben  die  Entfernung  der  Brücke 
ßj  von  P  in  Centimetem  an. 


1}  Sie  ist  aus  Frei  bürg  vom  Glasbläser  Krämer  zu  beziehen. 
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Knoten:  Bäuche: 
0 

4,0;     4,2  1,8;     1,8 

8,5;     8,7  6)8;     6,5 

12,0;  12,0  10,8;  10,5 

die  Mittelwerthe  sind 

Knoten:     0         4,1         8,6         12,0 
Bäuche:         1,8        6,6        10,6 

Daraus  folgt  ^)  die  halbe  Wellenlänge  im  Wasser  im  Mittel  zu 
J^  A'  =  4,1 4  cm  mit  einem  wahrscheinlichen  Fehler  von  dz  0,1 8cnK 
Es  ergiebt  sich  daher  der  Brechungsexponent  des  Wassers,  da 
die  halbe  Wellenlänge  in  Luft  (nahezu)  ^k  =  36  cm  beträgt: 

A:A'=  36:4,14  =  8,7 

und  die  Dielektricitätsconstante  zu 

6  =  76  ±  6  . 

KnpfervitrioIIösnngen. 

Zum  besseren  Vergleich  sind  auch  die  successiven  Knoten 
und  Bäuche  im  reinen  Wasser  wieder  mitgetheilt: 

Wasser 


0 

<,8 

4,1 

6,6 

8,6 

0 

1,8 

4,0 

6,7 

8,6 

0 

1,8 

— 

— 

— 

^^  Lösung 
1 0  ^  Lösung 

Die  Dielektricitätsconstante  ist  also  durch  die  Auflösung 
des  Salzes  nicht  beeinflusst,  wenigstens  nicht  in  einer  für  rohe 
Messungen  merklichen  Weise. 

Aethyl-AlkohoL  Spec.  Gew.  0,796. 

Knoten:        0  7,5 

Bäuche:  3,5  11,0 

^A'  =  7,6,      41  =  36,      A:;L'  =  4,74,      c  =  22,5. 


i)  Bei  der  Berechnung  ist  eine  gewisse  additive  Correctionsgrösse 
bei  allen  Brückenstellungen  mit  berücksichtigt,  vgl.  dazu  Cohn,  Wied.  Ann. 
45,  p.  374,4892. 
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Glycerin. 

Knoten :         0  6,8 

Bäuche:  3,3 

4^A'  =  7,0,      iA  =  36,      A:A'=5,15,      6  =  26,5*). 

Petrolenm. 

Die  bisher  benutzten  Wellen  von  ^^  ^  36  cm  sind  zu  lang, 
als  dass  man  in  dem  benutzten  Glastrog  eine  halbe  Wellenlange 
\k'  der  Schwingung  in  Petroleum  hätte  beobachten  können. 
Man  kann  sich  aber  in  diesem  Falle  so  helfen,  dass  man  als  Se- 
cundärschwingung  die  Octave  der  Hauptschwingung  benutzt. 
Wenn  man  zunächst  den  Bügel  B^  an  der  Eintrittsstelle  P  der 
Drähte  ins  Petroleum  auflegt,  so  kann  man  auch  noch  eine  Brtlcke 
B^  in  einer  Entfernung  von  24  cm  von  P  anbringen  ^j,  sodass  leb- 
hafte Schwingungen  zwisöhen  B^  und  B^  entstehen.  Dann  ergiebt 
sich  durch  Verschiebung  der  Brücke  B^  (nach  Fortnahme  von 
B^)y  dass  wiederum  ein  Maximum  eintritt,  falls  B^  um  45  cm  ins 
Petroleum  geschoben  ist.   Es  ist  daher 

iA  =  24,      ^^'=15,    A:A'=4,4;      e  =  2,0. 

Bei  Flüssigkeiten  von  geringem  BrechungsvermOgen,  wie 
Petroleum,  kann  man  auch  etwas  anders  verfahren.    Man  biegt 
die  Drähte  DD  nach  unten  (vgl.  Figur  4  a  und 
=^!s^C3     ^  b)  und  grenzt  zunächst  zwischen  zwei  Brücken 


.  ^f         B^  und  B^  eine  kräftige  Schwingung  in  Luft  ab 

\  B  (Figur  4  a].    Die  Distzanz  der  Brücken  möge  d 

sein.    Sodann,  verschiebt  man  die  Brücke  B^ 
Fig.  4  a.  auf  eine  um  ein  paar  cm  nähere  Distanz  cC 


i)  Cb.  B.  Thwimg  (Zeitscbr.  f.  pbysik.  Chein.l4,  p.  S86, 4894)  giebt  für 
Glycerin  e  s  56,02  bei  langsameren  Schwingungen.  leb  muss  es  noch 
offen  lassen ,  ob  die  Differenz  gegen  die  von  mir  erhaltene  Zahl  an  Ver- 
unreinigung des  Glycerins  liegt,  oder  ob  dasselbe  eine  starke  Dispersion 
des  e  besitzt.  Meine  Versuche  sprechen  jedenfalls  für  eine  starke  Absorption 
der  Schwingungen  durch  das  Glycerin  (cf.  oben  p^  842  Anm.  8),  da  schon 
der  zweite  Bauch  für  B^  nicht  zu  beobachten  war. 

2}  Die  Entfernung  24  cm  ist  nicht  genau  gleich  der  Hälfte  der  früher 
benutzten  Entfernung  (86  cm),  sondern  etwas  grösser,  weil  durch  Ver- 
schiebung des  Bügels  Bi  die  Hauptschwingung  etwas  langsamer  geworden 
ist  (cf.  oben  p.  5). 
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heran.  Die  Schwingungen  hinter  B^  verlöschen  dadurch.  Wenn 
man  aber  jetzt  von  unten  einen  mit  Petroleum  gefüllten  Glas- 
cy linder  über  die  Brücke  B^  heraufführt,  so- 
dass DD  ins  Petroleum  tauchen  (vgl.  Fig.  4  b),  so 
treten  wieder  lebhafte  Schwingungen  zwischen 
B^  und  B^  auf,  wenn  die  Drihte  DD  auf  eine 
ganz  bestimmte  Lange  /  eintauchen.  Es  er- 
giebt  eine  einfache  Ueberlegung,  dass,  falls  l 
bezw.  X'  die  Wellenlangen  in  Luft  bezw. 
Petroleum  bedeuten,  sein  muss : 


Figur  4  b. 


Daraus  folgt: 


l^d  —  ä 


=(ü^-^) 


So  betrug  bei  einem  Versuch 

d  =  34,5  cm  ,      d  —  d'  =  3,5  cm  ,      /  =  8,5  cm. 
Hieraus  folgt 


Von  der  beschriebenen  Methode  möchte  ich  hier  vorlaufig 
ihre  Brauchbarkeit  zur  Demonstration  hervorgehoben  haben,  da 
sie  absolut  sicher  functionirt,  wenig  Zurichtung  erfordert,  und 
sehr  bequem  ist.  Die  Methode  kann  auf  Flüssigkeiten  von  ver- 
haltnissmassig  hoher  Leitfähigkeit  angewandt  werden  kann,  z.  B. 
auf  alle  verdünnten  Salzlösungen,  und  man  braucht  dabei  die 
Leitfähigkeit  durch  nichts  zu  compensiren. 

Doch  auch  zu  genauen  Messzwecken  kunn  die  Methode 
herangezogen  werden,  am  genauesten  in  der  Weise,  dass  die  In- 
tensität der  elektrischen  Schwingungen  zwischen  erster  Brücke 
B^  und  Flüssigkeit  quantitativ  gemessen  wird  in  ihrer  Abhangig- 
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keit  von  der  Stellung  der  Brücke  B^  in  der  Flüssigkeit.  Man 
kann  dazu  z.  B.  bequem  die  Messung  des  galvanischen  Wider- 
standes des  luminiscirenden  Gasraumes  der  Zehnder' sehen  Röhre 
heranziehen,  wie  ich  es  schon  früher  (Wied.  Ann.  53,  p.  758, 
1 894)  zum  Zwecke  anderer  Messungen  gethan  habe.  Aach  kann 
man  dadurch  zugleich  einen  Schluss  auf  die  Leitfähigkeit  der 
Flüssigkeiten  machen,  wenn  man  diesuccessiveVerschlechteruDg 
der  Minima  in  den  aufeinanderfolgenden  Rnotenstellungen  der 
Brücke  B^  misst^).  —  Es  hat  die  Untersuchung  dieser  Frage 
wohl  deshalb  Interesse,  weil  die  Leitfähigkeit  verdtlnnter 
Lösungen  für  schnelle  Schwingungen  noch  nicht  gemessen  ist. 

Bei  wesentlich  besser  leitenden  Flüssigkeiten  kann  viel- 
leicht ihre  Leitfähigkeit  aus  der  absoluten  Phasenänderung  bei 
der  Reflexion  der  elektrischen  Wellen  an  ihrer  Oberfläche  er- 
mittelt werden,  indem  auch  diese  aus  der  Stellung  des  Bügels 
B^  ermittelt  werden  kann.  Diese  Methode  ist  dann  analog  der 
optischen,  nach  der  aus  der  Phasenänderung  des  Lichtes  bei  der 
Reflexion  an  einem  absorbirenden  Körper  sein  Absorptionsver- 
mögen gefunden  werden  kann. 

Wenn  man  die  hier  dargelegte  Methode  zur  Bestimmung 
der  Dielektricitätsconstante  mit  der  von  Nernst^)  beschriebenen 
vergleicht,  welche  ebenfalls  schlecht  leitende  Flüssigkeiten,  wie 
z.  B.  Wasser,  zu  untersuchen  erlaubt,  so  ist  wohl,  wenn  man 
nur  auf  Maxima  und  Minima  des  Leuchtens  der  Zehnder^schen 
Röhre  einstellt,  diese  Methode  an  Einfachheit  überlegen,  zumal 
eine  Compensation  der  Leitfähigkeit  nicht  nöthig  ist,  und  die 
Untersuchung  von  sehr  verdünnten  Salzlösungen  oder  Wasser 
nicht  im  geringsten  schwieriger  ist,  als  die  guter  Isolatoren, 
während  dies  bei  der  NERNsr'schen  Methode  schon  eine  erheblich 
gesteigerte  Sorgfalt  erfordert.  —  Ob  allerdings  nach  dieser 
Methode  dieselbe  Genauigkeit  zu  erreichen  ist,  wie  nach  der 
NsRNST^schen  Methode,  vermag  ich  noch  nicht  anzugeben.  Ich 
glaube  aber,  dass  schon  allein  durch  Beobachtung  der  Bauch- 
stellungen der  Brücke  in  der  Flüssigkeit  eine  Genauigkeit  von 


i)  Es  bringt  keinerlei  Aenderung  hervor,  wenn  die  Drähte  DD,  sowie 
die  Brücke  J9,  in  der  Flüssigkeit  mit  einer  dünnen  isolirenden  Hülle,  z.  B. 
Schellackschicht,  überzogen  sind.  Man  kann  daher  die  Leitföhigkeit  ohne 
metallische  Zuführung  zur  Flüssigkeit  messen. 

«)  W.  Nerwst,  Zeitschr.  f.  physik.  Chem.  Nr.  4«  p.  622,  1894. 
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2^  in  der  Bestimmung  ihrer  Dielektricitätsconstante  zu  er- 
reichen ist,  zumal  wenn  man  für  stark  brechbare  Flüssigkeiten 
einen  etwas  grösseren  Erregerund  dementsprechend  etwas  längere 
Wellen  benutzt.  Da  eine  solche  Genauigkeit  für  viele  chemische 
Zwecke  ausreichend  sein  dürfte,  so  möchte  ich  auch  dem  Che- 
miker die  Benutzung  dieser  Methode  empfehlen,  zumal  sie  ohne 
besondere  Einübung  sofort  zu  handhaben  ist. 

Leipzig,  Mai  1895. 


J.  Thomae  in  Jena,  lieber  den  Zusammenhang  zwischen  den 
Steiner^schen  und  den  PonceleV sehen  Polygonen. 

Meine  Bemtihangen ,  die  PoNCBLET^schen  Schliessungssätze, 
die  sich  auf  einem  Kegelschnitt  eingeschriebene  und  einem 
andern  umschriebene  Polygone  beziehen,  in  rein  projectiver 
Methode  zu  erweisen,  haben  endlich  dadurch  Erfolg  gehabt,  dass 
ich  eine  nahe  Verwandtschaft  zwischen  den  STsiNBR'schen  Poly- 
gonen bei  Curven  dritter  Ordnung  und  den  PoNCBLET'schen  Poly- 
gonen auffand.  Meine  Erörterungen  sollen  hier  mitgetheilt  werden. 
Da  ich  dabei  häufig  von  meinen  »Untersuchungen  aber  zweizwei- 
deutige Verwandtschaften  c  im  XXI.  Bande  der  Abhandlungen  der 
Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  [Nr.  VI)  Gebrauch 
mache,  so  will  ich  diese  Abhandlung  kurz  mit  (Th.  §  . . .]  citiren. 
Der  folgende  Aufsatz  ist  zugleich  als  eine  Ergänzung  der  ge- 
nannten Arbeit  anzusehen. 

§  4 .  Die  Steiner^ sehen  Polygone.  Zusammensetzung  symme- 
trischer Verwandtschaften.  In  den  Leipziger  Annalen  Bd.  XXIV 
hat  Herr  Küpper  auf  rein  projectivem  Wege  folgenden  Satz  er- 
wiesen : 

Liegen  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  CC')  die  festen 
Punkte  R^  A«  A, . . .,  die  sich  periodisch  wiederholen  können,  und 
zieht  man  durch  sie  die  Geraden  MR^M^,  M^R^M^^  M^R^M^, 
M^  R^M^. , .,  wo  die  Punkte  MM^M^. . .  ebenfalls  auf  G^'^  liegen, 
so  geht  die  Gerade  Jtf  if^  durch  einen  Punkt  ilfo^  auf  C^') ,  der 
von  der  Lage  des  Punktes  M  unabhängig  ist,  wenn  n  eine 
ungerade  Zahl  bedeutet. 

Ist  eine  projective  symmetrische  zweizweideutige  Verwandt- 
schaft 

-    (^)?e(Ä.) 
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auf  einer  Geraden  oder  auf  einem  Kegelschnitt  co  gegeben,  und 
projicirt  man  dieselbe  von  zwei  Punkten  des  Kegelschnittes  XY 
aus,  oder  wenn  für  co  eine  Gerade  eintritt,  von  zwei  vnllkür- 
liehen  nicht  auf  der  Geraden  liegenden  Punkten  aus,  so  er- 
zeugen die  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Projectionsstrahlen 
eine  Gurve  vierter  Ordnung  mit  den  Doppelpunkten  XF,  oder 
wenn  die  Gerade  js^XF  durch  einen  sich  selbst  entsprechenden 
Punkt  der  auf  einer  Geraden  liegenden  Verwandtschaft  geht, 
oder  wenn  X  Y  ein  Paar  der  Verwandtschaft  auf  lo  ist,  so  erzeugen 
die  entsprechenden  Strahlen  eine  durch  XY  gehende  Curve 
dritter  Ordnung,  die  durch  Hinzuziehen  der  Geraden  z  zu  einer 
Curve  vierter  Ordnung  ergänzt  wird.  Darüber  handelt  meine 
oben  genannte  Schrift. 

Durch  eine  MöBius'sche  Verwandtschaft,  in  der  X  7  die  late- 
ralen Hauptpunkte  sind  und  ein  Punkt  Z  der  durch  die  Ver- 
wandtschaft [A]  B^)  erzeugten  Curve  vierter  Ordnung  der  dritte 
Hauptpunkt  ist,  bildet  sich  die  Curve  (Th.  §  7)  auf  eine  Gurve 
dritter  Ordnung  C('^  und  co  auf  einen  Kegelschnitt  tv  ab,  der  in 
besondem  Fällen,  nämlich  wenn  co  durch  Zgeht,  eine  Gerade 
ist.  Das  Bild  der  Verwandtschaft  (^4;  B^)  auf  o)  ist  wieder  eine 
symmetrische  zweizweideutige  projective  Verwandschaft,  die  auf 
7t  liegt.  Auf  Grund  dieser  Thatsachen  dürfen  wir  hier  ohne  die 
Allgemeinheit  wesentlich  zu  beschränken  annehmen,  dass  die 
durch  die  zweizweideutige  Verwandtschaft  {A\B^)  und  die  Pro- 
jectionscentren  X  Y  erzeugte  Curve  eine  Curve  dritter  Ordnung 
C(')  sei,  wir  wollen  sie  eine  Leitcurve  der  Verwandtschaft 
nennen.  Liegt  (A',  B^)  auf  einer  Geraden  w  und  geht  z  ^  XI' 
durch  einen  Doppelpunkt  dieser  symmetrischen  Verwandtschaft, 
so  ist  der  von  {wz)  durch  XF  auf  z  harmonisch  getrennte  Punkt 
W  ein  Wendepunkt  von  C^')  und  w  ist  seine  harmonische  Polare. 

Um  die  Diction  zu  erleichtern  wird  im  Folgenden,  wenn 
nicht  ausdrücklich  anders  verfügt  ward,  als  Träger  der  zwei- 
zweideutigen projectiven  Verwandtschaft  ein  Kegelschnitt  co  an- 
genommen, und  fttr  XF  ein  Paar  der  Verwandtschaft,  so  dass  die 
Leitcurve  der  Verwandtschaft  eine  Curve  dritter  Ordnung  C('^ 
wird,  die  (Th.  §  17)  symmetrisch  zu  XF  co  liegt. 

Werden  übrigens  XY  auf  CO  willkürlich  gegeben,  so  giebt 
es  immer  vier  Kegelschnitte  w  durch  X  F  von  der  Beschaffenheit, 
dass  C(')  zu  X  Fol  symmetrisch  liegt  und  von  X  F  aus  projicirt 
Leitcurve  einer  symmetrischen  Verwandtschaft  auf  lo  wird. 
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Allerdings  können  diese  Kegelschnitte  dann  ideale  sein,  wenn 
bei  zweizügigem  CW  einer  der  Punkte  XF  auf  dem  paaren,  der 
andere  auf  dem  unpaaren  Zuge  liegt.  Zeichnen  wir  einen  Kegel- 
schnitt y  durch  XY  der  C(')  vierpunktig  berührt  —  es  giebt deren 
sechzehn,  unter  denen  sich  mit  Ausnahme  des  eben  besprochenen 
Falles  immer  reale  befinden  (Th.  §  4  5)  —  und  nehmen  wir  X  Y 
und  den  Berührungspunkt  Pzu  Hauptpunkten  einer MöBius'schen 
Verwandtschaft,  so  bildet  sich  C(^)  auf  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung i'(^)  ab,  die  auf  der  Geraden  z  einen  Wendepunkt  hat, 
dessen  harmonische  Polare  w  sein  mag.  Bilden  wir  nun  rück- 
wärts durch  dieselbe  MöBius'che  Verwandtschaft  ab,  so  erhalten 
wir,  weil  die  Verwandtschaft  involutorisch  ist,  die  Curve  C(') 
wieder  als  Bild  von  T^'),  und  der  Geraden  w  entspricht  ein 
Kegelschnitt  co,  der  durch  P  geht  und  XY  enthält,  aber  nicht,  wie 
(Th.  §  15)  von  mir  irrthümlich  bemerkt  wurde,  der  vierpunktig 
berührende  Kegelschnitt  ist.  r('^  liegt  symmetrisch  zu  XYwj 
ebenso  C^')  symmetrisch  zu  XYiOy  wie  die  Abbildung  unmittel- 
bar ergiebt  (Th.  §  15). 

Jetzt  stellen  wir  eine  zweizweideutige  symmetrische  Be- 
ziehung zwischen  den  Punktreihen  (A)  und  {Bf^)  auf  w  durch 
wiederholte  Zusammensetzung  der  Verwandschaft  {A)  *5  i^i) 
mit  sich  selbst  dadurch  her,  dass  wir 

setzen,  wo  die  sämmtlichen  Verwandtschaften  dieselben  sind, 
also  dieselbe  Leitcurve  C(')  haben.  —  Die  Construction  des 
Punktes  B^  aus  A  geschieht  in  folgender  Weise.  Man  zieht  die 
Geraden  XA  YB^  XB^  YB^  XB^  YB^  .  .  ,  sie  treffen  die  Curve  C(') 
in  Punkten  wie  sie  folgendes  Schema  angiebt. 

Es  geht     XA    ,        YB,    ,       XB^  ,       FÄ,    ,  .  .  . 
durch     MXM^J    MJM^,   M^XM^,   M^YM,,  ,  ,  . 

Der  Strahl  XM^  bestimmt  den  B^  in  der  Verwandtschaft 
(/l)  ?C(^i)  entsprechenden  von  A  verschiedenen  Punkt  B^ ,  weil 
die  Verwandtschaft  eine  symmetrische  und  C(')  die  Leitcurve  ist. 
Der  Strahl  Mn^^M^  geht  durch  X  wenn  n  ungerade  ist.  Der  Strahl 
MM^  geht  durch  einen  von  der  Lage  des  Punktes  M  unab- 
hängigen Punkt  auf  CX^),  ist  dieser  der  Punkt  F,  so  bilden  MM^y 
M^M^,  .  .  .  Jlf^_,i/^,  M^M  ein  SrBiifBR'sches  Polygon  von  n-f-4 
Seiten  und  es  fUllt  der  Punkt  B^^^  mit  dem  Punkte  Ä  zusammen, 
was  auch  A  für  ein  Punkt  auf  w  sein  mag. 
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§  2.  Beweis  des  Poncelet' sehen  Schliessungstheorems.  Ver- 
*bindet  man  den  Punkt  A  auf  o)  mit  dem  Punkte  B^  auf  co  durch 
eine  Gerade,  ebenso  B^  mit  B^,  B^  mit  Jff,,  . .  .  ^Bn-i  ™^^  ^n>  ^n 
mit  i4,  und  setzt  man  voraus,  dass  MM^  M^,  .  ,  M^  ein  Steiner- 
sches  Polygon  mit  den  Leitpunkten  XY  sei,  so  gehören  diese 
Geraden  sammtlich  (Th.  §  1 9)  dem  Directionsbüschel  der  Curve 
C(')  an  und  stützen  sich  deshalb  auf  einen  und  denselben  Kegel- 
schnitt TT,  bilden  ein  PoNCBLST^sches  Polygon,  dessen  Ecken  auf 
Cd  liegen  und  dessen  Seiten  /r  berühren.  Da  aber  das  Stbinbr- 
sche  Polygon  seine  charakteristischen  Eigenschaften  behält, 
wenn  Af  verrückt  wird,  so  behält  auch  das  PoNCELBr'sche  Polygon 
seine  charakteristischen  Eigenschaften,  wenn  i4  auf  cd  verrückt 
wird.  Somit  haben  wir,  zunächst  für  ein  ungerades  n,  den 
PoNGELBT^schen  Satz  erwiesen : 

Liegen  die  Seiten  eines  (n+1)-ecA- (n+4)-5ciY5  auf  einem 
Kegelschnitt  co,  und  berühren  seine  Seiten  einen  Kegelschnitt  7t ^  so 
lässt  sich  dieses  Polygon  so  stetig  bewegen,  dass  die  Ecken  fort- 
während auf  lü  bleiben  und  die  Seiten  fortwährend  7t  berühren. 

Unter  einem  n-eck-7i-seit  verstehen  wir  ein  Polygon  von 
n  Ecken  und  n  Seiten,  das  auf  jeder  Seite  zwei  Ecken  und  in 
jeder  Ecke  zwei  Seiten  hat. 

Der  Satz  gilt  aber  auch  für  ein  gerades  n.  Denn  ich  habe 
bereits  auf  rein  projectivem  Wege  (Th.*)  §23)  den  Satz  erwiesen: 
zieht  man  von  den  Punkten  des  Kegelschnittes  u)  je  zwei  Tan- 
genten an  einen  andern  Kegelschnitt  ^,  so  stützen  sich  die  Ver- 
bindungslinien der  beiden  weiteren  Schnittpunkte  dieser  Tan- 
genten mit  CO  auf  einen  Kegelschnitt  x  des  Büschels  (co,  /).  Ver- 
binden wir  demnach  in  dem  PoNCBLET^schen  (n-f- 1  )-eck  AB^B^ . . . 
B^  die  Ecken  AB^  J?,5^  B^B^^  ...  J^^..^  A  durch  gerade  Linien, 
so  erhalten  wir  ein  Polygon  mit  ^  (n-f-1)  Ecken  und  Seiten,  für 
welches  der  PoNCBLET'sche  Satz  gilt  und  dies  ist  ein  Polygon  mit 
ungerader  Ecken-  und  Seitenzahl,  wenn  n  von  der  Form 
2(2m-t-1)  —  1  ist. 

Liegen  die  Ecken  eines  (2m  +  1)-eck-(2m  +  1)-seits  auf 
einem  Kegelschnitte  co  und  herühren  seine  Seiten  einen  Kegel- 
schnitt TT,  so  kann  man,  worauf  ich  nachher  zurückkommen  will, 
zwischen  je  zwei  aufeinander  folgende  Ecken  B^  B^^^  einen 
Punkt  J9^'  auf  w  einschalten,  den  ich  die  Quasimitte  zwischen  ^^ 


K)  Lies  dort  auf  Seite  494  Zeile  5  von  unten  oi  statt  y. 
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und  B^^^  nennen  will,  und  der  die  Eigenschaft  hat,  dass  B^'  B^ 
und  B^  Sju+i  denselben  Kegelschnitt  y  des  Büschels  (w,  7t)  be-* 
rühren.  Das  Polygon  ÄB'B^  5/  B^B^'  .  .  .  B'^^^  fi„  B'^A  hat 
dann  eine  gerade  Anzahl  von  Ecken  und  Seiten  und  ist  nach 
dem  bewiesenen  Satze  ein  PoNCSLBT'sches,  und  also  das  gegebene 
(2m  +  1)-eck-(2m+4)-seit  auch. 

Von  der  Quasimitte  brauchen  wir  im  Grunde  hier  nur  die 
Existenz,  und  diese  ist  durch  eine  Continuitätsbetrachtung 
leicht  zu  erweisen.  Sie  Ifisst  sich  aber  auch  wirklich  construiren. 
Man  findet  nämlich  (Schröter,  Theorie  der  Kegelschnitte  4  876. 
pag.  394)  einen  Kegelschnitt  k  (es  giebt  deren  drei  reale),  für 
den  10  und  tc  einander  polar  sind.  Die  harmonische  Gontra- 
variante  y  zu  a>  und  X  ist  der  Kegelschnitt,  der  von  B,/  B^  und 
B^'  Bfj^^^  berührt  wird. 

§  3.  Steiner'sche  Punktpaare  n*«'  Ordnung,  Von  dem  Punkte 
X  giebt  es  vier  Tangenten  an  die  Gurve  C('),  sie  bestimmen  auf 
CO  diejenigen  Punkte  der  Reihe  (A)  in  der  Verwandtschaft 
(A)  ^  (jBJ,  denen  nur  ein  Punkt  B^  entspricht,  die  Verzweigungs- 
elemente der  Verwandtschaft.  Diese  Punkte  sind  (Th.  §  23)  die 
Grundpunkte  des  Kegelschnittbüschels  [tOj  tt).  Der  Wurf  der 
vier  Tangenten  von  einem  Punkte  von  C('^  an  diese  Gurve  ist 
von  der  Wahl  dieses  Punktes  unabhängig,  wir  wollen  ihn  den 
charakteristischen  Wurf  der  Gurve  nennen.  Wir  können  ihn 
aber  auch  den  charakteristischen  Wurf  einer  zweizweideutigen 
projectiven  Verwandtschaft  nennen,  als  den  Wurf,  den  die  Ver- 
zweigungselemente der  einen  oder  der  andern  Reihe  bestimmen. 
Projicirt  man  C(')  von  irgend  zwei  Punkten  AT  auf  C(*)  auf 
einen  durch  diese  Punkte  gehenden  Kegelschnitt  oder  auf  eine 
Gerade,  so  bestimmen  die  Projectionsstrahlen  auf  dem  Kegel- 
schnitte oder  der  Geraden  eine  zweizweideutige  projective  Ver- 
wandtschaft] mit  dem  charakteristischen  Wurfe  der  der  Gurve 
auch  zukommt,  und  der  unabhängig  von  der  Wahl  der  Punkte 
AT  ist.  Die  Grundpunkte  des  Rüscheis  (/r,  co)  bestimmen  als 
Punkte  von  lo  betrachtet  den  charakteristischen  Wurf  der  Ver- 
wandtschaften, die  durch  die  Tangenten  der  Kegelschnitte  des 
Rüscheis  auf  co  bestimmt  werden. 

Es  seien  A  B^B^  .  .  .  i?,^.^  die  auf  dem  Kegelschnitte  lo 
liegenden  Ecken  eines  PoNGBLST'schen  Polygons,  dessen  Seiten 
den  Kegelschnitt  /r  berühren.  Dann  bestimmen  die  Tangenten 
auf  io  eine  zweizweideutige  projective  symmetrische  Verwandt- 
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sohaft  [A)}iy{B^)y  die  von  einem  Paare  XY  derselben  projicirt 
eine  durch  X  Y  gehende  Curve  dritter  Ordnung  C(')  erzeugt  mit 
dem  charakteristischen  Wurfe  der  Verwandtschaft,  oder  der 
Grundpunkte  des  Büschels  (w,  n)  als  Punkten  von  ta.  Auf  dieser 
Curve  C(^)  bilden  die  Punkte  X  Y  ein  SrEiNEE^sches  Paar  n*«'  Ord- 
nung. Trifft  nämlich  der  Strahl  XA  die  Curve  C<0  in  den 
Punkten  MM^ ,  so  trifft  der  Strahl  YM^  oi  in  B^  (oder  in  -ßtn-i  > 
was  nur  eine  veränderte  Zählung  der  Ecken  bedeutet).  Trifft 
YM^  die  Curve  C^')  noch  in  Jtf„  so  geht  der  Strahl  Alf,  durch 
Äj,  trifft  AMf,  die  Curve  C(')  noch  in  M^ ,  so  geht  YM^  durch  fi, 
u.  s.  w.,  der  Strahl  Xif,^_,  geht  durch  ^tn-t  'i^^l  ^"^  ^'^  ^^^ 
in  if,n-o  ^Jö^*  Strahl  l^if,„.,  trifft  w  in  ^,«-1  ^^^  ^^*^  noch  in 
If^n,  der  Strahl  Aif^n  ^i*>^  <^  '^^  ^\n^^  ^nd  ist  also  mit  XM 
identisch,  Jkf,„  fällt  auf  M^  die  Punkte  MM^M^  .  .  .  if,„.,  bilden 
ein  STBiNBR'sches  Polygon  von  2  n  Ecken  und  Seiten. 

Ist  nun  eine  Curve  C^  (')  mit  demselben  charakteristischen 
Wurfe  als  CC')  gegeben,  so  kann  man  C^')  durch  eine  CoUinea- 
tion  in  C/O  verwandeln,  die  ATcollinear  entsprechenden  Punkte 
A,y^  auf  C,(')  sind  ein  STEiNER'sches  Punktpaar  n*®'  Ordnung, 
weil  sich  das  STEiNBR*sche  Polygon  für  C(^)  in  ein  ebensolches 
für  C/3)  abbildet.  —  Ist  nämlich  W  ein  Wendepunkt  auf  C(0,  W, 
ein  Wendepunkt  auf  C/^)  und  sind  die  drei  Tangentialpunkte 
von  W  bez.  W^„  die  Berührungspunkte  'der  von  WW^  an  C(0 
bez.  C,(0  gezogenen  Tangenten,  TTT'  bez.  TJ^'T"^  die  auf 
den  harmonischen  Polaren  der  Punkte  WW^^  den  Geraden  u; 
bez.  U7f  liegen,  so  kann  man  eine  CoUineation  dadurch  be- 
stimmen, dass  man  den  Punkten  WTT'  bez.  die  Punkte  W^  T^  T/ 
entsprechen  lässt,  dass  man  femer  der  Wendetangente  tinW 
die  Wendetangente  t^  in  W^  zuweist.  Es  wird  dann  von  selbst 
dem  Punkte  [tw)  der  Punkt  (t^w^)  und  dem  Punkte  T"  der  Punkt 
r/  entsprechen,  weil  der  Wurf  {tw)  TT'  T"  nach  der  Voraus- 
setzung dem  Wurf(/4u;J  TJ^'T^'  projectiv  gleich  ist.  Hierdurch 
ist  die  CoUineation  noch  nicht  völlig  bestimmt.  Einem  Strahlen- 
büschel durch  Wist  ein  bestimmter  Strahlenbüschel  durch  W, 
durch  die  Projectivität 

w([w t)  TrT'')-f{  w, {{w, Q T, r/ r/) 

zugeordnet.  Aber  auf  einem  Paare  entsprechender  Strahlen 
kann  noch  einem  beliebigen  Punkte  des  einen  Strahles  ein  be- 
liebiger Punkt  des  andern  zugewiesen  werden.    Die  Gerade  / 
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durch  W  treffe  C  ^')  in  L  und  der  entsprechende  Strahl  l^  durch 
W^  treffe  C/')  in  JL^.  Diese  beiden  Punkte  lassen  Wir  einander 
entsprechen  und  bestimmen  dadurch  die  Goilineation  voll- 
stttndig.  Durch  sie  verwandelt  sich  die  Gurre  C^')  in  eine  an- 
dere Curve  dritter  Ordnung,  die  mit  C/')  an  der  Stelle  W^  drei 
Punkte  gemein  hat,  weil  der  Punkt  ein  Wendepunkt  ist,  und  die 
Tangenten  xusammenfallen,  an  den  Stellen  7^7/7/  aber  je 
zwei  Punkte  und  an  der  Stelle  L^  einen  Punkt.  Sie  hat  also  mit 
C^(0  sehn  Punkte  gemein  und  follt  deshalb  ganz  mit  C/')  zu- 
sammen. Die  Curven  C^')  und  C^ ('^  sind  in  der  Goilineation  ein- 
ander entsprechende,  und  die  X  Y  entsprechenden  Punkte  X^  Y^ 
sind  ein  SniNBa'sches  Paar  n^'  Ordnung. 

Man  erkennt  hieraus,  wie  sich  die  Aufgabe,  ein  Stbihbk- 
sches  Punktpaar  n^*'  Ordnung  auf  einer  Gurre  C^')  zu  bestimmen, 
auf  die  Aufgabe  zurttckfohren  Iflsst,  ein  PoNCBLST'sches  Polygon 
von  Sin  Ecken  und  2n  Seiten  zu  construiren. 

§  4.  Partieller  Beweis  des  Poncelet'schen  Diagonalensatzes. 
Dass  in  einem  PoNCSLBr'schen  Polygone  jede  Diagonale  beim 
Drehen  des  Polygons  fortwährend  einen  und  denselben  Kegel- 
schnitt berührt,  läsdt  sich  in  vielen  Fallen  mittels  des  von  mir 
(Th.  §  23)  gegebenen  Satzes  erweisen,  dass  die  dritte  Seite  eines 
Dreiecks,  dessen  Ecken  auf  ia  liegen,  und  von  dem  zwei  Seiten 
einen  Kegelschnitt  y  berühren,  fortwährend  einen  Kegelschnitt 
7t  des  Büschels  {w ,  y)  berührt,  wenn  das  Dreieck  den  angege- 
benen Bedingungen  gemäss  variirt  wird.  Wir  wollen  ein 
solches  Dreieck  ein  quasi-gleichschenkliges  Dreieck  nennen. 

Für  ein  PoNCELsr'ches  Fünfeckfün&eit  AB^B^B^B^  folgt 
die  Richtigkeit  des  Satzes  für  die  beiden  Diagonalen  AB^ ,  AB^ 
unmittelbar  aus  dem  quasi-gleichschenkligen  Dreiecke. 

Beim  Siebenecksiebenseit^^^B, « - .  ^e  folgt  seine  Richtigkeit 
für  die  Diagonalen  AB^AB^  aus  demselben  Satze  unmittelbar. 
Die  Diagonalen  yl^f,  B^B^  bilden  ein  quasi-gleichschenkliges  Drei- 
eck, mithin  gilt  der  Satz  auch  für  die  Diagonale  AB^^  und  wenn 
man  die  Ecken  in  umgekehrter  Folge  nimmt,  so  folgt  er  daraus  für 
die  Diagonale  AB^ .  Der  Satz  ist  also  für  alle  Diagonalen  richtig. 

Beim  Neuneckneunseit  folgt  er  nur  aus  dem  Satze  vom 
^uasi-gleichschenkligen  Dreiecke  durch  wiederholte  Anwendung 
für  die  Diagonalen  AB^  AB^  AB^  (was  keine  eigentliche  Diago- 
nale ist)  für  AB^^=iAB^^  für  AB^^  =iAB^.  Aber  tfixAB^  und 
AB^  bleibt  er  unerwiesen. 
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Beim  Elfeckelfseit  folgt  die  Richtigkeit  des  Diagonalensatzes 
durch  wiederholte  Anwendung  des  Satzes  vom  quasi-gleich- 
schenkligen  Dreieck  fttr  die  Diagonalen  AB^,  AB^^  AB^^ 
AB,^  =  AB^,  AB,,,  AB^,=  AB,,  AB,^  =  AB,,  AB,,  =  AB,, 
AB^j  also  fttr  alle  Diagonalen. 

Ist  p  eine  Primzahl  und  ist  8  eine  primitive  Wurzel  fttr  die- 
selbe, so  dass 

2P-*  =  i  (mod.  p) 

ist,  und  diese  Congruenz  fttr  keine  niedrigere  Potenz  von  i  er- 
fttllt  ist,  oder  auch,  wenn  zwar 

2Kp-^)  =  1    (mod.p) 

ist,  aber  i(p*— 1)  eine  Primzahl  ist,  so  gilt  der  Satz  fttr  alle 
Diagonalen  dieses  PoifCELEr'schen  f-eck-j>-seits,  wie  die  succes- 
sive  Anwendung  des  Satzes  vom  quasi-gleichschenkligen  Drei- 
ecke ergiebt.  Dass  es  von  der  letzten  Art  unendlich  viele  Prim- 
zahlen giebt,  theilt  mir  Herr  Piltz  mit,  so  dass  es  unendlich  viele 
Polygone  giebt,  fttr  deren  sämmtliche  Diagonalen  die  Richtigkeit 
des  Satzes  erwiesen  ist. 

Beim  Sechsecksechsseit  folgt  die  Richtigkeit  aus  dem  Satze 
vom  quasi-gleichschenkligen  Dreiecke  fttr  die  Diagonalen  AB^ 
AB^,  fttr  die  Diagonale  AB^  aber  erweist  er  sich  wie  folgt.  Im 
Dreiecke  AB^B^  bertthrt  die  Seite  AB,  den  Kegelschnitt  tt  fort- 
während, und  B,B^  bertthrt  einen  Kegelschnitt  7t'  des  Bttschels 
(cii,  7t)  fortwährend,  wenn  A  auf  u  bewegt  wird.  Das  Sechseck- 
sechsseit lasst  sich  nun  in  eine  solche  Lage  bringen,  dass  eine 
Ecke  auf  eine  Seite  des  dem  Bttchel  {(o,  tt)  gemeinsamen  Polar- 
dreiecks fällt.  Dann  kann  es  durch  eine  involutorische  GoUi- 
neation,  fttr  die  die  betreffende  Polardreiecksseite  Fluchtlinie, 
die  gegenüberliegende  Ecke  Centrum  ist,  auf  sich  selbst,  co  auf 
(o  und  7t  auf  7t,  B,  B^  auf  B^  B^  abgebildet  werden.  Es  muss 
folglich  die  Diagonale  A  B^  in  dieser  Lage  mit  jener  Seite  des 
Polardreiecks  zusammenfallen.  Betrachten  wir  nun  das  Dreieck 
AB,B^,  so  bertthren  zwei  Seiten  je  einen  festen  Kegelschnitt 
des  Bttschels  (co,  tt)  und  die  dritte  geht  durch  einen  Grenzpunkt 
des  Bttschels.  Folglich  muss  bei  jeder  Lage  von  A  (Th.  §  85)  die 
Diagonale  AB^  durch  einen  Grenzpunkt  gehen,  womit  der  SaAl 
fttr  alle  Diagonalen  des  Sechseoksechsseits  erwiesen  ist. 

§  5.  Eine  Cremona^sche  Verwandtschaft  dritter  Ordnung. 
Um  den  Diagonalensatz  ganz  allgemein  zu  beweisen,  benutzen 
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wir  wiederum  die  Curven  dritter  OrdnuDg,  mttssen  jedoch  etwas 
weiter  ausholen. 

Durch  die  Punkte  R^  R^  R^  R^  werde  ein  Eegelschnittbttschel 
(x)  gelegt  und  durch  einen  Punkt  Z  ein  Strahlenbttschel  [z). 
Jeder  Strahl  z  bestimmt  auf  jedem  Kegelschnitte  x  des  Büschels 
zwei  Punkte  AA\  und  w*enn  wir  diese  einander  zuweisen,  so 
constituiren  wir  damit  eine  CRBMONA'sche  involutorische  Ver- 
wandtschaft dritter  Ordnung,  in  der  R^R^R^R^  Hauptpunkte 
ersten  Ranges  sind,  während  Z  ein  Hauptpunkt  zweiten  Ranges  ist 

Die  Verwandtschaft  ist  von  der  dritten  Ordnung,  weil  den 
Punkten  einer  Geraden  g  die  Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung 
entsprechen,  die  in  Z  einen  Doppelpunkt  hat.  Auf  g  bestimmen 
die  Kegelschnitte  (x)  eine  Involution,  verbindet  man  die  Schnitt- 
punkte (x  g)  mit  Z,  so  gehören  zu  jedem  Kegelschnitte  x  zwei 
Strahlen  js,  umgekehrt  gehört  zu  jedem  Strahle  z  ein  Kegel- 
schnitt X.  Der  Strahlenbüschel  ist  dem  Kegelschnittbttsohel  ein- 
zweideutig zugeordnet,  solche  Gebilde  erzeugen  im  Allgemeinen 
eine  Curve  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  in  Z.  Hier 
aber  spaltet  sich  von  dieser  Curve  die  Gerade  ^  ab,  es  bleibt 
mithin  als  ihr  entsprechende  Curve  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung mit  einem  Doppelpunkte  in  Z,  so  dass  die  Verwandtschaft 
von  der  dritten  Ordnung  ist.  Ob  die  Erzeugnisse  einzweideutig 
einander  zugeordneter  Strahlen  und  KegelschnittbUschel  auf 
projectivemWege  bereits  untersucht  sind,  lasse  ich  dahingestellt. 
Da  die  Eigenschaft  der  Verwandtschaft,  von  der  dritten  Ordnung 
zu  sein,  fttr  unsere  Zwecke  unwesentlich  ist,  so  könnten  wir 
uns  mit  dieser  Betrachtung  begnügen,  ich  will  aber  gleichwohl 
nachher  noch  einmal  darauf  zurückkommen. 

Die  Geraden  durch  den  Punkt  Z  entsprechen  sich  selbst, 
und  dem  Punkt  Z  entspricht  jeder  Punkt  des  durch  ihn  gehen- 
den Kegelschnittes  des  Büschels  (x),  also  eine  Curve  zweiter 
Ordnung.  —  Deshalb  ist  Z  ein  Hauptpunkt  zweiten  Ranges. 

Auf  einer  Geraden  r  durch  einen  Punkt  R  der  Punkte 
R^R^R^R^  bestimmen  die  Kegelschnitte  (x)  eine  ihnen projective 
Punktreihe  (Q),  die  nach  ihnen  führenden  Strahlen  (z^)  durch  Z 
sind  den  Kegelschnitten  (x)  projectiv,  erzeugen  also  mit  ihnen 
eine  Curve  dritter  Ordnung.  Diese  enthalt  die  Gerade  r,  es  ent- 
spricht demnach  dieser  Geraden  in  der  Verwandtschaft  ein 
Kegelschnitt,  der  durchZund  diejenigen  drei  der  Punkte  A^ft^Rsf)« 
geht,  welche  von  R  verschieden  sind.   Die  Kegelschnitte  (q\  die 
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den  Geraden  r  entsprechen,  sind,  wie  wir  sogleich  bemerken, 
diesen  Geraden  projectiv  zugeordnet.  Denn  in  unserer  Ver- 
wandtschaft entsprechen  den  Punkten  (A^,)  der  Geraden  R^R^ 
die  Punkte  (f?,«)  der  Geraden  R^R^j  und  zwar  folgt  aus  der 
Definition  der  Verwandtschaft,  dass  (R^^)  ^  (/?,  J  ist.  Bestimmen 
also  die  Strahlen  (r)  durch  /?,  oder  R^  auf  der  Geraden  R^  R^  die 
Punktreihe  (A«,),  so  gehen  die  (r)  entsprechenden  Kegelschnitte 
(q)  durch  die  (R^^)  entsprechenden  Punkte  und  es  ist 

w.  E.  b.  w.  —  Der  Geraden  R^R^  entspricht  die  Gerade  JR^  /?, . — 
Einem  Punkte  iR  entspricht  jeder  Punkt  der  durch  ihn  und  Z 
gehenden  Geraden,  wie  aus  der  Verwandtschaftsdefinition  un- 
mittelbar folgt,  also  eine  Gurve  ei^stei^  Ordnung.  Deshalb  ist  R 
ein  Hauptpunkt  ersten  Ranges. 

Nun  kommen  wir  noch  einmal  auf  die  Ordnung  der  Ver- 
wandtschaft zurück.  —  Projiciren  wir  eine  Gerade  g  von  R^  und 
fi,  aus,  so  erhalten  wir  zwei  projective  Strahlenbüschel  {r^)  7\  (r^), 
in  denen  der  gemeinsame,  nach  (9,  {R^  /?,))  führende  Strahl  sich 
selbst  entspricht.  Diesen  Strahlenbüscheln  entsprechen  in 
unserer  Verwandtschaft  zwei  unter  sich  projective  Kegelschnitt- 
büschel [Q^)  7\  (pj  durch  die  Punkte  ZR^R^R^  bez.  ZR^R^R^. 
Sie  erzeugen  eine  Curve  vierter  Ordnung  if^*)  (Th.  §  10)  mit 
drei  Doppelpunkten  R^R^Z,  Dem  sich  selbst  entsprechenden 
Strahle  in  (rj  (r,)  der  Geraden  /?,/},  entspricht  in  (Q^)  {q^)  die 
Gerade  R^  R^ ,  also  enthalt  die  Curve,  die  durch  (Q^ )  7\  (p,)  erzeugt 
wird,  die  Gerade  /?,  R^  und  der  Rest  ist  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung, die  in  Z  einen  Doppelpunkt  hat. 

Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  dass  in  unserer  Verwandtschaft 
ein  Paar  der  Punkte  f},  z.  B.  R^  R^  zusammenrücken  können,  es 
muss  dann  die  Richtung  oder  die  Gerade  in  der  R^  R^  zusammen- 
rücken gegeben  werden ,  und  Curven  die  durch  die  zusammen- 
gefallenen Punkte  R^  R^  hindurchgehen,  sind  solche,  die  die  eben 
besprochene  Gerade  in  R^  berühren. 

Alle  Curven  dritter  Ordnung,  für  die  Z  der  zu  R^  /?,  fi,  R^ 
gegenüberliegende  Punkt  ist,  entsprechen  sich  selbst.  Wir 
wollen  solche  Curven  zu  ZR^R^R^R^  gehörige  Curven  dritter  Ord- 
nung nennen. 

Die  Untersuchung  der  eben  besprochenen  Verwandtschaft 
lässt  sich  in  elementarer  Weise  noch  dadurch  führen,  dass  man 
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sie  aas  zwei  MöBius'schen  oder  STEiFiBR'schen  Verwandtschaften 
zusammensetzt,  was  wir  jedoch  nicht  ausführen  wollen.  Ist  Q 
ein  fester  Punkt  und  S  ein  beweglicher,  so  giebt  es  im  All- 
gemeinen nur  einen  Kegelschnitt  x  des  Büschels,  für  den  QS 
conjugirte  Punkte  sind,  und  es  giebt  im  Allgemeinen  nur  einen 
Strahl  z  durch  S.  Dieser  Strahl  und  dieser  Kegelschnitt  be- 
stimmen ein  Punktpaar  AA\  welches  dem  Punkte  S  im  All- 
gemeinen eindeutig  zugeordnet  ist.  Dadurch  wird  eine  einzwei- 
deutige Punktverwandtschaft  in  der  Ebene  bestimmt,  deren 
Uebergangscurve  ein  Kegelschnitt  ist,  wenn  Z  auf  einem  zer- 
fallenden Kegelschnitte  de&  Büschels  liegt.  Diese  Verwandtschaft 
soll  jedoch  ebenfalls  hier  nicht  weiter  untersucht  werden. 

§  6.  Vollständiger  Beweis  des  Poncelet* sehen  Diagonalensatzes. 
Gehört  die  Curve  C(»)  zu  ZR^R^R^R^  und  sind  LV  zwei  auf  C(') 
liegende  entsprechende  Punkte  unserer  GRBMONA'schen  Verwandt- 
schaft, so  entspricht  der  Geraden  r^lJ  diel?,  mit  X.  verbindet,  ein 
Kegelschnitt  g^i  durch  A,i?,  A^Z  und  den  Punkt  L\  Die  Geraden 
[R^V)  sind  (Th.  §  46)  den  Kegelschnitten  [q^i)  zweizweideutig 
projectiv  zugeordnet.   Ferner  ist 

(r.,)  =  (i?.Z)Ä(?.,)A(fl.i') 
und  folglich  ist 

(R,L)'i(R,V). 

Sind  R^R^Z  drei  Punkte  einer  Gurve  dritter  Ordnung,  so 
lassen  sich  immer  auf  ihr  R^R^  so  wählen,  dass  Z  den  Punkten 
R^  R^R^ R^  gegenüber  liegt.   Daraus  fliesst  der  Satz: 

Zieht  man  durch  einen  Punkt  X  auf  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung CC')  eine  Gerade^  die  die  Punkte  MM^  aiif  ihr  bestimmt^  legt 
durch  U^  und  Z  eine  Gerade^  die  C^*)  noch  in  M^  trifft  und  ver- 
bindet  man  diesen  Punkt  mit  F,  so  stehen  die  Strahlen 

(j/xjfj    (i/,rjf,) 

in  projectiv  zweizweideutiger  Beziehung  zu  einander,  erzeugen 
eine  Curve  vierter  Ordnung  mit  Doppelpunkten  in  X  und  Y. 

Liegen  auf  C(')  die  Punkte  XZ^Z^  .  .  .  Z„_^  Y  und  zieht  man 
die  Geraden  i/Xif,,  MJ^M^^M^Z^M^^...  üfn-i^n-i^nr^n^^n+t» 
wo  die  Punkte  UM^  Jf , . . .  M^^^  auf  Cf')  liegen,  und  ist  erstens 
n  gerade,  so  geht  die  Verbindungslinie  M^  M^  nach  den  Küppkr- 
schen  Sätzen,  wenn  M  variirt,  fortwährend  durch  einen  festen 
Punkt  Z  auf  C(^).   Aus  der  Betrachtung  des  Liniensystems 
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folgt  dann,  dass 

sei.  —  Ist  aber  zweitens  n  ungerade,  so  geht  die  yerbindungs- 
linie  M^Mf^^^  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  Z  auf  C^*) 
und  aus  der  Betrachtung  des  Liniensystems 

(MXM,)     [M,ZM^^)     [M^YM^ 
folgt  wieder 

(J/XJf.)  *f  (M^^,  rjfj  . 

Hat  man  cUso  eine  Reihe  von  Punkten  XZ^Z^. .  .  Z^^^Y  auf 
einer  Ourve  dritter  Ordnung  CC^),  die  sich  übrigens  wiederholen 
können^  und  verbindet  einen  Punkt  M  von  CO  mit  X,  den  dritten 
Schnittpunkt  M^  dieser  Geraden  mit  C(*)  mit  Z,  den  dritten  Schnitt- 
punkt M^  dieser  Geraden  mit  Z,  und  so  fort^  den  Punkt  M^  mit  F, 
und  trifft  diese  Gerade  die  Ourve  C(*)  nocA  in  M^^^  ^  so  stehen  die 
Strahlen  [XM)  [YM^^^)  zu  einander  in  zweizweideutiger  projec- 
tiver  Beziehung  und  erzeugen  eine  Ourve  vierter  Ordnung  mit  den 
Doppelpunkten  XY,  die  in  besonderen  Fällen  in  eine  Ourve  dritter 
Ordnung  plus  (XY)  ausarten  kann. 

Als  specieller  Fall  fliesst  hieraus  weiter  der  Satz : 
Zieht  man  von  einem  variablen  Punkte  M  auf  einer  Ourve 
dritter  Ordnung  C(')  eine  Gerade  durch  X,  die  o(^^  noch  in  M^ 
trifft^  bestimmt  durch  die  Gerade  M^  Y  auf  C(')  den  Punkt  M^ , 
zieht  M^  X  und  bestimmt  dadurch  den  Punkt  Jf,  auf  C('),  bestimmt 
M^  durch  if,  Y  u.  s.f,  so  dass  if^^i-«  ^^^  X  den  Punkt  M^f^^i  ouf 
(p)  und  -Wjwi-i  ^*^  ^  ^^  Punkt  M^f^  auf  C(*)  bestimmt^  so  besteht 
die  Beziehung 

Projicirt  man  die  auf  einem  Kegelschnitte  u  liegende  zweizwei- 
deutige symmetrisch  projective  Verwandtschaft  (A)  ?i(B)  von 
einem  Paare  AT  derselben  aus  und  erzeugt  durch  die  Schnitt- 
punkte der  Projectionsstrahlen  eine  Gurve  dritter  Ordnung  CX') 
und  zieht  man  die  Geraden 

MXM^ ,   Jfj  YM^ ,    M^XM^y  ...  ^tm-»^^»m-«  >  -*^«m-i  ^^«wi  j 

wo  die  Punkte  M  auf  C(^)  liegen,  und  bestimmen  diese  Strahlen 
auf  0)  der  Reihe  nach  die  Punkte 
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so  dass  iljBj,  jB,ä,,  jBjjB,,  .  .  .,  B^^_^  ^«m-i  Paare  der  Ver- 
wandtschaft (A)  ß:i(B]  bilden,  deren  Leitcurve  C(0  ist,  so 
besteht  zwischen  den  Punkten  (^4)  und  den  Punkten  (B«!»^«) 
eine  zweizweideutige  projective  symmetrische  Yerwandtschafl 

(^)Ii(Ä.m_.). 

Wir  erhalten  also  dadurch,  dass  wir  eine  zweizweideutige 
projective  symmetrische  Verwandtschaft  eine  gerade  Anzahl  mal 
mit  sich  selbst  zusammensetzen,  wiederum  eine  zweizweideutige 
symmetrische  projective  Verwandtschaft. 

Dass  der  Satz  auch  fttr  eine  ungerade  Anzahl  von  Zu- 
sammensetzungen gilt,  kann  ebenso  gefolgert  werden,  wenn 
man  die  Bemerkung  des  vorigen  Paragraphen  heranzieht,  dass 
zwei  Punkte  R  zusammenfallen  können.  Wir  können  aber  auch 
die  folgende  Schlussweise  dazu  anwenden. 

Dass  der  Satz  fttr  einmalige  Zusammensetzung  der  Ver- 
wandtschaft mit  sich  selbst  gilt,  ist  bekannt  (Th.  §  83). 

Zieht  man  die  Geraden  AB^  B^B^  B^B^  , , .  ^«nt.«  ^«m-i* 
bildet  also  die  Directionsbttschel  der  Verwandtschaften 

{A)  *i  (5.)   (Ä.)  ?i  (Ä.)  .  .  .  (B.«-,)  ?e  (Ä.m-i)  , 

SO  stützen  sich  diese  Geraden,  wenn  man  A  bewegt,  fortwährend 
auf  einen  Kegelschnitt  /r,  und  da  (A)  KiB^m-^i)  '^^^i  ^  bertthrt 
auch  die  Gerade  (^^,^.1)  fortwährend  einen  Kegelschnitt  7t' ^ 
der  zum  Bttschel  (oi,  tc)  gehört,  weil  die  Verzweigungsstellen 
der  Verwandtschaft  [A,  B^^^^)  mit  denen  der  Verwandtschaft 
(A ;  B)  zusammenfallen.  Haben  wir  also  ein  Polygon  mit  gerader 
Seitenzahl,  und  liegen  seine  Ecken  auf  einem  Kegelschnitt  ci, 
und  berühren  seine  Seiten  bis  auf  eine  einen  Kegelschnitt  ^,  so 
berührt  diese  letzte  Seite  fortwährend  einen  Kegelschnitt  tv'  des 
Büschels  {(o,  7t),  wenn  das  Polygon  unter  Erhaltung  der  angege- 
benen Eigenschaften  gedreht  wird. 

Haben  wir  ein  Polygon  mit  ungerader  Seitenzahl  AB^ ,  B^B^ ,... 
^«m-a  ^«m-4>  ^«m-«-^»  so  dass  2  m  —  i  die  Seitenzahl  ist,  so 
ziehen  wir  die  Geraden  AB^,  B^B^,  . , ,  J9„n-4  ^im-t»  ^«m-«  ^t 
sie  bilden  ein  Polygon  mit  m  Seiten,  dessen  m  —  4  erste  Seiten 
einen  und  denselben  Kegelschnitt  des  Büschels  (cü,  tt)  berühren, 
und  es  berührt  mithin,  wenn  m  gerade  ist,  Ä,^_,  A  fortwährend 
einen  und  denselben  Kegelschnitt  tt'  des  Büschels  [oj,  7t),  Ist 
m  noch  nicht  gerade,  so  wiederholt  man  dasselbe  Verfahren  für 
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das  eben  abgeleitete  Polygon  und  fährt  so  fort,  bis  man  zu  einem 
Polygon  mit  gerader  Seitenzahl  gelangt,  oder  zum  Dreieck,  fttr 
welches  der  Satz  (Tb.  §  23)  bekannt  ist.  So  erhalt  man  die  AU- 
gemeingttltigkeit  des  noch  einmal  auszusprechenden  Satzes: 

Zieht  man  von  einem  Punkte  A  eines  Kegelschnittes  u  eine 
Tangente  an  einen  Kegelschnitt  7t  ^  die  ia  noch  in  B^  trifft,  zieht 
man  von  B^  eine  weitere  Tangente  an  tt,  die  w  noch  in  B^  trifft  u,  s.  u;., 
vom  Punkte  B^^^  eine  Tangente  an  7t ,  die  <o  noch  in  B^  trifft,  so 
berührt,  wenn  A  auf  tu  bewegt  wird,  die  Gerade  AB^  fortwährend 
einen  Kegelschnitt  7t'  des  Büschels  {(a,  7t),  was  auch  n  für  eine 
ganze  Zahl  sein  mag. 

Daraus  folgt  ohne  Weiteres: 

Die  sämmtlichen  Diagonalen  eines  Poncelef sehen  Polygons 
berühren  feste  Kegelschnitte  eines  und  desselben  Büschels,  wenn 
das  Polygon  seinen  charakteristischen  Bedingungen  gemäss  gedreht 
wird. 

Durch  beliebig  vielmalige  Zusammensetzung  einer  zweizwei- 
deutigen symmetrischen  projectiven  Verwandtschaft  mit  sich  selbst 
erhält  man  eine  ebensolche  Verwandtschaft  mit  demselben  charak- 
teristischen Wurfe. 

§  7.  Der  allgemeinste  PonceMsche  Satz,  Damit  ist  im  Grunde 
der  allgemeinste  PoNCELBT^sche  Satz  erweisbar,  welcher  so  lautet: 

Liegen  die  Ecken  eines  Dreiecks  auf  einem  Kegelschnitte  io, 
und  berühren  seine  Seiten  drei  Kegelschnitte  eines  und  desselben 
(o  enthaltenden  Büschels,  so  lässt  sich  dieses  Dreieck  unter  Er-- 
haltung  dieser  Eigenschaften  drehen^). 

Die  Beweismittel,  die  wir  zur  Erhärtung  dieses  Satzes  hier 
benutzen,  sind  allerdings  qualitativ  von  den  bisher  verwendeten 
verschieden,  wie  man  bemerken  wird ,  ich  mochte  daher  den 
folgenden  Beweis  nicht  als  den  letzten  ansehen,  glaube  aber, 
dass  er  als  genügend  wird  anerkannt  werden  müssen.  Der  prin- 
cipielle  Unterschied  zwischen  diesem  und  den  früheren  Sätzen 
liegt  darin,  dass  jetzt  zwei  verschiedene  symmetrische  zweizwei- 
deutige projective  yerwandtschaften  zusammenzusetzen  sind, 
allerdings  von  gleichem  charakteristischen  Wurfe.  Das  Resultat 
der  Zusammensetzung  ist  nicht  mehr  zweizweideutig,  sondern 

i)  So  etwa  pflegt  der  Satz  ausgesprochen  zu  werden,  im  Grunde 
nicht  ganz  präcis.  Denn  von  den  Dreiecksseiten  berührt  jede  zwei  Kegel- 
schnitte des  Büschels  (ai ,  tt)  .  Der  Satz  gilt  aber  nur  für  ganz  bestimmte 
Tripel  der  sechs  berührten  Kegelschnitte. 
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viervierdeatig,  und  es  ist  der  Nachweis  zu  erbringen,  dass  die 
viervierdeutige  Verwandtschaft  in  zwei  projective  zweizwei- 
deutige Verwandtschaften  zerfäUt. 

Um  die  Vorstellung  an  ein  bestimmteres  Bild  zu  heften, 
machen  wir  folgende  Annahmen.  Die  Ecken  des  Dreiecks  i4,  A^A^ 
sollen  auf  einem  Kegelschnitt  lo  liegen,  die  Geraden  A^A^  ^  a^^ 
A^A^  ^  a^,  A^A^^  a,  sollen  bez.  die  Kegelschnitte  7t^7t^7t^ 
eines  Büschels  (oi,  7t)  berühren,  der  vier  ideale  Grundpunkte  hat^ 
und  7t^7t^7t^  sollen  im  Innern  von  w  verlaufen. 

Lassen  sich  die  Geraden  a^a^a^  als  die  Diagonalen  eines 
PoNGBLBT'schen  Polygons  ansehen,  so  ist  der  Satz  erwiesen,  er 
besteht  also  in  unendlich  vielen  Fallen  zu  Recht.  Auch  besteht 
er  (Th.  §  25),  wenn  eine  der  Geraden  durch  den  im  Innern  von 
0)  liegenden  Grenzpunkt  des  Büschels  {(a,  7t)  geht. 

Es  ist  evident,  dass  wir  die  Gerade  a,  ^  A^  A^  als  letzte 
Seite  eines  Polygons  mit  beliebig  vielen  Seiten  A^B^B^  .  .  . 
^n— i  A^  ansehen  dürfen,  dessen  n  —  4  erste  Seiten  alle  einen 
und  denselben  Kegelschnitt  7t  des  Büschels  (oi,  7t)  berühren.  Wir 
können  zu  einem  solchen  Polygon  dadurch  gelangen,  dass  wir 
zwischen  A^  A^  die  Quasimitte  nehmen,  und  zwar  da  es  mehrere 
Quasimitten  giebt,  diejenige,  die  vom  Punkt  A^  durch  A^  A^  ge- 
trennt ist.  Zu  dieser  Quasimitte  und  zu  A^  sowohl  als  auch  zu  A^ 
bestimmen  wir  wieder  die  Quasimitte  und  erhalten  so  zwischen 
A^  A^  drei  Theilpunkte.  So  fahren  wir  fort  und  schalten  auf  diese 
Weise  zwischen  A^  A^  beliebig  viele  Punkte  B^B^, . ,  Ä„_^  der- 
art ein,  dass  alle  Geraden  >(^  J9^ ,  J9f  J9, ,  .  .  .  j^„.,  A^  denselben 
Kegelschnitt  7t  des  Büschels  (co,  7t)  berühren.  Dann  setzen  wir 
das  Polygon  A^B^^  B^B^^  .  ,  ,  B^^^A^  dadurch  fort,  dass  wir 
wieder  von  A^  eine  Tangente  an  7t  ziehen,  die  w  in  Ä^^,  triflfl, 
von  da  wieder  eine  Tangente,  die  w  in  B^^^  triflft  u.  s.w.,  so  wird 
der  Punkt  A^  entweder  auf  eine  Ecke  B^  oder  zwischen  zwei 
aufeinander  folgende  Ecken  etwa  zwischen  B^  und  B^^^  dieses 
Polygons  fallen.  Die  Geraden  A^B^^  A^B^^^  berühren  fort- 
während, wenn  das  Polygon  gedreht  wird,  bez.  die  Kegelschnitte 
7tg  7tg^j^  des  Büschels  (lo,  tt),  und  A^  A^  geht  durch  den  Schnitt- 
punkt dieser  beiden  Geraden,  und  durch  einen  Punkt  zwischen 
Bg  und  Bg^^  auf  (o,  eben  den  Punkt  ^4,.  Die  PoNCSLBT'sche  Gon- 
struction  des  Kegelschnittes  tt,  des  Büschels  [ca,  tt),  den  die 
Gerade  A^  A^  berührt,  wenn  die  Kegelschnitte  7t^  7t^  die  a,  und 
a,  berühren,  gegeben  sind,  habe  ich  in  meinem  Buche,  »Die 
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Kegelschnitte  in  rein  projectiver  Behandlung  (Halle  4892)c  auf 
Seite  4  78  in  rein  projectiver  Methode  verificirt.  Es  geht  daraus 
hervor,  dass  dieser  Kegelschnitt  mit  stetiger  Aenderung  von  A^A^ 
sich  stetig  ändert.  Dreht  man  nun  die  Figur  A^A^A^  sammt 
dem  Polygon  AB^B^  .  .  .  B^^^  .  .  .  mit  Erhaltung  ihrer  Eigen- 
schaften in  Bezug  auf  (aTtn^Tt^^  so  konnte  sich  7t ^  noch  ändern, 
und  etwa  für  das  Dreieck  A^' A^A^  der  Kegelschnitt  tt,',  für  das 
Dreieck  A^'A^'A^  der  Kegelschnitt  7t^'  sein,  es  muss  aber,  wenn 
das  Dreieck  aus  der  Lage  A^A^'A^'  in  die  Lage  A^'A^  A^"  stetig 
übergeführt  wird,  a,  ^  ^i-^s  j^^^^^^  Kegelschnitt  n^  zwischen 
7t^  und  7t^'  mindestens  einmal  berühren.  Nun  lässt  sich  aber 
die  Zahl  n  so  gross  annehmen ,  dass  die  Geraden  A^  Bg ,  A^  Bg^^ 
einen  zwischen  7t^'  und  tc^"  liegenden  Kegelschnitt  berühren. 
Es  muss  mithin  einmal  A^A^  mit  A^Bg  zusammenfallen,  und 
folglich  nach  den  eben  bewiesenen  Sätzen  immer  mit  A^Bg  zu- 
sammenfallen. Daraus  folgt,  dass  die  Gerade  A^  A^  bei  ihrer 
Bewegung  nicht  verschiedene  im  Innern  von  co  verlaufende  Kegel- 
schnitte berühren  kann,  sondern  immer  denselben  Kegelschnitt 
7t^  des  Büschels  (cd,  n)  berühren  muss,  w.  z.  b.  w. 

Vom  Punkte  A^  lassen  sich  zwei  Tangenten  an  tt,  ziehen.  Der 
Satz  gilt  für  beide  so  entstehenden  Dreiecke  A^A^A^^  und  für 
die  zweizweideutigen  symmetrischen  Verwandtschaften  ergiebt 
sich  der  Satz: 

Sind 

zwei  projective  symmetrische  zweizweideutige  Verwandtschaften 
mit  demselben  charakteristischen  Wurfe,  und  setzt  man  die  Ver- 
wandtschaften  dadurch  mit  einander  zusammen,  da^s  man  A^ 
erst  A^  dann  durch  dieses  Punktes  Vermittelung  A^  zuweist,  so 
erhält  man  eine  viervierdeutige  Verwandtschaft 

(^)A(4) 

die  in  zwei  symmetrische  zweizweideutige  projective  Verwandt^- 
Schäften,  etwa  in 

z&rfällt. 

Sind  [A)  /\  (B)  [B)  f\  (C)  zwei  projective  zweizweideutige 
Verwandtschaften  mit  demselben  charakteristischen  Wurfe,  so 
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kann  man  dieselben  mit  zwei  andern  (Th.  §  4  5)  symmetrischen 
Verwandtschaften  durch  Beziehungen  von  der  Form 

(^)äW    (C)ä(C) 

SO  in  Gorrespondenz  setzen,  dass 

wird.  Setzt  man  die  Verwandtschaften  {A;B)  (B]C)  und  zu- 
gleich die  Verwandtschaften  {A']B)  {B\C')  in  der  oben  be- 
schriebenen Weise  zusammen,  so  erh&lt  man  zwei  viervierdeutige 
Verwandtschaften 

{A)7\{C)     Wa(C) 

und  es  ist  {A)  y\  [Ä')  (C)  7\  [C] .   Da  nun  die  Verwandtschait 

4,4 

(A')  y\  (B')  in  zwei  projective  zweizweideutige  Verwandtschaften 
zerfUUt,  so  muss  auch  die  Verwandtschaft  {A;C)  in  zwei  pro- 
jective zweizweideutige  Verwandtschaften  zerfallen.  —  Der 
algebraische  Nachweis  dieses  Satzes,  wenn  man  nicht  doppelt- 
periodische Functionen  heranziehen  will,  ist  vielleicht  nicht  ganz 
einfach. 

Ich  habe  (Th.  §  86)  eine  Gurve  achter  Ordnung  mit  zwei 
vierfachen  und  acht  einfachen  Doppelpunkten  dadurch  construirt, 
dass  ich  zwei  projective  zweizweideutige  Verwandtschaften  mit 
denselben  Verzweigungselementen  in  der  Reihe  {B),  die  Ver- 
wandtschaften 

{A)"(B)     (Ä)Ä(C) 

zusammensetzte  und  von  zwei  Punkten  X  Y  des  Kegelschnittes, 
auf  dem  diese  Verwandtschaften  liegen,  oder  von  zwei  beliebigen, 
wenn  die  Verwandtschaften  auf  einer  Geraden  liegen,  die  Punkte 
(A)  und  (C)  projicirte  und  die  entsprechenden  Projectionsstrahlen 
zum  Schnitt  brachte.  Es  kann  hier  hinzugefügt  werden,  dass 
diese  Gurve  achter  Ordnung  in  zwei  Gurven  vierter  Ordnung  mit 
den  Doppelpunkten  X  Y  zerfällt. 


Hieran  schliesse  ich  eine  Betrachtung ,  die  zwar  nicht  mit 
den  PoNCBLBT'schen  Sätzen  in  unmittelbarem  Zusammenhange 
steht,  wohl  aber  mit  den  zweizweideutigen  Verwandtschaften. 
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§  8.  Erzeugung  zweizweideutiger  Verwandtschaften  durch 
projective  Projectivüätenreihen,  Auf  einem  Kegelschnitte  y  oder 
einer  Geraden  g  sei  die  Punktreihe  GG^G^,.,  der  Reihe  AA^A^... 
projeetiv  zugeordnet,  und  es  werde  diese  Zuordnung  als  Pro- 
jectivität  [G,  A)  bezeichnet.   Femer  werden  die  Projectivitäten 

OWABC  ...j;^OVA,B,C,..,-/\  OWA^B^C^  . . .  Ä  . . . 

gebildet,  so  kann  man  sagen,  es  sei  die  Punktreihe  GG^G^  .  .  . 
einer  Reihe  von  Projectivitäten  projeetiv  zugeordnet,  wobei  die 
Projectivitäten  der  Reihe  zwei  allen  gemeinsame  entsprechende 
Elemente  OW  haben. 

Ordnen  wir  ebenso  die  Panktreihe  GG^G^  .  .  ,  der  Pro- 
jectivitätenreihe 

0)'  W'A'BX' . . .  A  O'V'A.'B.'C,'  . . .  7\  O'VA^B^C^  . . .  Ä  . . . 

zu,  so  dass  GGfi^  •  •  Ä  ^'^^A^  ,  .  .  ist,  so  werden  dadurch 
zwei  Projectivitätenreihen  mit  je  zwei  allen  gemeinsamen  ent- 
sprechenden Elementen  einander,  wie  wir  sagen  wollen,  pro- 
jeetiv zugeordnet. 

Zwei  Projectivitätenreihen  *} 


4)  Algebraisch  wird  diese  Beziehung  so  festgelegt.  Es  sei /'(^l,  6)  eine 
bilineare  Gleichung,  der  AG^A^G^^A,,  G,, . . .  genügen,  und  die  Gleichungen 

<P^A   S—T  ^  ^^  A^    5t  —  T  _  0  —  A^  Sa  —  T  ^ 
^  _  ?/'  0  —  5  —  ^j  —  f/   ^  —  Sj  ""  ^j  —  '/'  0  —  5," 

mögen  durch  die  Reihen  S^  ABC  .,,  S^^  A^B^C^  ,.,  8^==  A^B^Cj^, . 
befriedigt  werden.  Ersetzt  man  die  A  mittels  der  Gleichung  /'(i,  G)  =  0 
durch  die  G,  so  erhält  man  eine  Reihe  von  Projectivitäten,  die  bez.  GGi^G,.. 
als  lineare  Parameter  enthalten  und  0  W  als  allen  gemeinsame  Elemente. 
Diese  Projectivitäten  sind  den  Elementen  G  projeetiv  zugeordnet.  Die  Glei- 
chung 

0-  A  5—  W  ^  0  —  A^  S^  —  y 

A--fF  0—  S       A^—W  0  —  8^ 
kann  mit  Unterdrückung  des  Factors  ^  —  !F  geschrieben  werden 
0T[A  -  ^j  +  5»  -  S)  +  (4>  +  r)  (SA^  -  AS,) 
+  AA,  (Si  -  S)  +  SS,  M  -  i^i)  =  0  . 

Ersetzt  man  darin  A,S,  bez.  durch  A^Sf^  und  AiSx^  so  erhält  man  drei 
Gleichungen,  aus  denen  0,  !F,  0  +  ^  eliminirt  werden  können.  Die  Re- 
sultante ist 
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(OWABC..f\  O^A^B.C,  ..  A  OWA^B^C^  ..  A  ..) 

sind  also   einander  projectiv  zugeordnet ,   wenn  AA^A^  ,  .  . 
7\  AA*A^  . . .  ist.  Sind  die  beiden  Reihen  GGfi^.  .  .  projectiv, 
so  kann  GGfi^,  ,  ,  die  Leitreihe  genannt  werden,  und  es  sind 
ihr  auch   die  Reihen  BB^B^  .  .  .,    CCfi^  .  .  .,   B'B^'B^  .  .  ., 
C'C^'C^  .......  projectiv  zugeordnet,  wie  in  meinen  JiKegel- 

schnitten  in  projectiver  Behandlung«  auf  Seite  30  erwiesen  ist. 
Nimmt  man  i4J9  CZ) ...  als  willkürlich  gegeben  an,  so  kann 
man  AffC*  noch  willkürlich  w&hlen  und  dadurch  eine  Pro- 
jectivit&t 

ABCD  ..^{A'B'Gff  .. 

bestimmen.   Es  ist  dann  auch 

^.B.C.Z).  ..Ä^,'2»,'C/Z).'.. 

u.  s.  w. 

Projiciren  wir  die  Reihe  GG^G^  ,  ,  ,'  von  einem  Punkte  X 
des  Kegelschnittes  y,  die  Reihen  OVAA^A^ . . . ,  OVBB^B^  . . , . 
von  einem  Punkte  Y  auf  y  (AT  sind  frei,  wenn  für  y  eine  Gerade 
eintritt),  so  erzeugen  wir  dadurch  einen  Kegelschnittbüschel  (x) 
durch  XY  und  zwei  andere  feste  Punkte  UV,  die  Schnittpunkte 
der  Strahlen  XG^  XG^  mit  YO  bez.  1^,  wenn  Gg^Gy,  die  Punkte 
sind,  denen  die  Punkte  OW  der  Reihen  AA^A^  .  .  . ,  BB^B^  .  .  . 
entsprechen.  Es  mögen  die  Strahlenbüschel  (XG)  7\  (YA)  den 
Kegelschnitt  x^,  (XG)  A  ( J"^)  den  Kegelschnitt  x^  u.  s.  w.  erzeugen. 

Auf  der  Geraden  XG  bestimmen  die  Strahlen  YA,  YB,  FC, . . . 
eine  Punktreihe,  die  den  Kegelschnitten  (x)  projectiv  ist,  auf  XG^ 


ij  —  iJj-hS,  —  S        A  —  A^  +  S^—S        A  —  Äx  +  Sx—S     =0. 
S  Ai  —  AS^  SA^  —  AS^  ^^x  —  ^^)l 

AA^iSi  — S) -{-SS^iA-^Ai) 

Diese  hat  den  Factor  (5  —  Äj*  und  Ittsst  sich  mit  UnterdrückuDg  desselben 
auf  die  Form  briogen 

S  —  S^  5  —  S,  S—  Sx        =  0  , 

A  —  A^  A  —  A^  A  —  Ax 

(A  -  A,)  Si        (A  -  A^)  Sj        {A  -  Ax)  Sx 

hieraus  folgt  die  Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse  {AAiA^A^  =»  (SS^  Sj^Sj) 
und  es  sind  mithin  die  5  den  A  projectiv  zugeordnet,  was  sich  geometrisch 
viel  einfacher  erweist. 
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besUmmen  die  Strahlen  YA^ ,  YB^  ,70^,...  eine  Reihe,  die  (x) 
ebenfalls  projectiv  ist,  und  da  die  Reihen  auf  XG,  XG^  einander 
perspectiv  liegen,  so  erfolgt,  wie  es  unsere  Voraussetzung  will, 

OWABC  , .  7\  OVA^B.C,  . .  a  OVA^B^C^  . .  ^  . . 

Projiciren  wir  von  A'  aus  die  Reihen  GG^G^  .  .  .,  von  Faus 
die  Reihen  il'i4/i4,'...,  B'B^'B^' ...,...,  so  erhalten  wir  einen 
zweiten  KegelschnittbUschel  (x')  mit  vier  festen  Grundpunkten 
X  YU'  F',  wo  U'  r  auf  YO\  YV  liegen.  Wie  vorhin  ist  auch  hier 

und  wir  haben  so  zwei  projectiv  aufeinander  bezogene  Projecti- 
vitätenreihen,  deren  Leitreihe  GG^G,  .  .  .  ist,  nämlich 

{OWABC  . .  A  0^fA,B^C,  . .  A  OWA^B^C^  •  •  Ä  •  •) 
Ä  i^VA'B'C  . .  aÖ)''F.4;ä;c;.  .  a  O'WAiBiCi. .  a  . .) . 

Man  kann  nun  noch  die  Reihen  ABCD  .  .  .,  A'B'C'D' .  .  ., 
oder  was  dasselbe  ist,  die  Kegelschnittbüschel  (x)  (x')  einander 
projectiv  zuordnen,  und  es  ist  dann  auch 

^^4  C|    .  Ä  A[B[C[ . .  Ä  A,B^C^  . .  A  A'^B'^C[  . . 

u.  s.w.,  weil  die  linken  Seiten  (x),  die  rechten  (x')  projectiv  zu- 
geordnet sind.   Bestimmen  wir  nun  in  den  Projectivitäten 

ABC.,J{ÄB'a  ..,     A,B,C,  ..J{A[B[C[..,  .. 

die  Doppelpunkte  LL\  L^L\^  1,1^,  . .  so  ist 

zugeordnet.  Die  Büschel  (x)  (x']  erzeugen  nämlich  eine  GurvQ 
jtf(*)  mit  den  Doppelpunkten  XY.  Auf  einem  Strahle  XG  be- 
stimmen die  Kegelschnittbüschel  (x)  (x')  zwei  einander  projective 
Punktreihen,  deren  Doppelpunkte  die  Punkte  von  U^^^  auf  XG 
sind.  Die  yerbindungsÜnien  dieser  Punkte  mit  Y  treffen  /  (bez. 
g)  in  Punkten,  die  (G)  zweizweideutig  zugeordnet  sind.  Diese  Treff- 
punkte sind  aber  offenbar  die  Doppelpunkte  der  Verwandt- 
schaften ili?C .  ,.'/\A'B'a,  ,,,A,B,C,  ..  .Ä^/i?/C/.  .., 
u.  s.  w. 

§  9.  Doppelte  Erzeugung  einer  Curve  achter  Ordnung  mit 
zwei  vierfachen  und  vier  einfachen  Doppelpunkten.  Es  seien  M^ 
und  ^x  Curven  vierter  Ordnung  (mit  den  Doppelpunkten  XY,  sie 
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mögen  die  Punkte  UV^Vi^  mit  einander  gemein  haben,  die  in 
.V  Y  ond  einem  Kegelschnitt  y  paarweise  symmetrisch  liegen,  und 
Mx  ^x  ^^^^^  selbst  fttr  X  Yy  symmetrische  Gorven.  Die  Ganre 
Mx  gehe  noch  durch  die  symmetrisch  liegenden  Punktpaare  IT  V\ 
U"V"  und  werde  durch  die  Kegelschnittbüschel  (K)  7\  [K\  et- 
zeugt,  wo  die  (K)  durch  die  Punkte  XYÜV,  die  (K'')x  durch  die 
Punkte  A' Fl/' F' gehen.  Der  zweite  Kegelschnittbüschel  werde 
dem  ersten  so  projectiv  zugeordnet,  dass  die  beiden  Kegel- 
schnittpaare sich  entsprechen,  die  durch  die  Punkte  VV"  und 
US3  gehen,  und  dass  einem  festgewahlten  Kegelschnitt  K*  der 
Reihe  (A)  ein  willkürlich  gewählter  Kegelschnitt  K^  der  Reihe 
{K')x  entspricht.  Indem  man  nach  und  nach  für  Kx  jeden  durch 
XYU'V  gehenden  Kegelschnitt  wählt,  erhält  man  einen  Büschel 
symmetrischer  Curven  (Jf;^)  durch  acht  feste  Punkte  UVÜ'V 
ü"V"}X%i  und  die  Doppelpunkte  XY^  von  denen  wir  sagen,  dass 
sie  [Kx)  projectiv  zugeordnet  seien. 

In  ähnlicher  Weise  erzeugen  wir  den  Curvenbüschel  (9)2;l' 
mit  den  Grundpunkten  UV,  U9S,  U'93',  M"^"  und  den  Doppel- 
punkten AI  durch Kegelschnittbttschel  (S')  durch  XFU'aS'  und 
[St)x  durch  AFUaS,  und  (SDU^)  sei  den  Kegelschnitten  (»;0  pro- 
jectiv zugeordnet.  Wird  nun  noch  [Kx)  «u  (Ä;^)  in  projective 
Beziehung  gesetzt,  so  erhalten  wir  zwei  Büschel  symmetrischer 
Curven  vierter  Ordnung,  von  denen  wir  sagen,  dass  sie  einander 
projectiv  zugeordnet  seien.  Sie  erzeugen  durch  ihre  Schnitt- 
punkte eine  Curve  achter  Ordnung  C^*),  die  zwei  vierfache 
Doppelpunkte  in  A Fund  vier  einfache  Doppelpunkte  in  UVM3i 
hat,  und  die  zu  A  Yy  symmetrisch  liegt. 

Greifen  wir  einen  Kegelschnitt,  etwa  Ä''*'  aus  der  Reihe  der 
(K)  heraus,  so  wird  er  von  den  Curven  (Jlf;J  neben  den  Punkten 
XYÜV  noch  in  Pnnktpaaren  einer  Involution  Jx  getroffen,  denn 
alle  K*  entsprechenden  Kegelschnitte  [Kx)  liegen  in  einem 
Büschel,  der  zwei  seiner  Grundpunkte  auf  A'*  hat.  Die  Involution 
Jx  ist  (Kx)  und  also  [M^  projectiv  zugeordnet.  Ersetzen  wir  IT* 
durch  einen  andern  Kegelschnitt  durch  XYUV,  so  ist  die  durch 
(Mxj  auf  ihm  bestimmte  Involution  der  Leitreihe  (Kx)  projectiv. 
Da  {^x!\  ebenfalls  Curven  durch  XYÜV  sind,  so  erzeugen  die 
Curven  (üW;i)  auf  A*  ebenfalls  eine  Involution  3;[,  die  (3W;[)  pro- 
jectiv ist,  und  daraus  folgt  Jx  7\  3^  Die  beiden  projecUven  In- 
volutionen Jx  und  ^x  traben  vier  Elemente  entsprechend  gemein, 
die  in  zwei  Paare  symmetrischer  zerfallen,  weil  die  Involutions- 
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paare  synimetrisch  liegen.  Die  beiden  sich  selbst  entsprechen- 
den Paare  dieser  Involutionen  bestimmen  im  Bttschel  (ft)  die 
beiden  Kegelschnitte,  die  K*  in  Punkten  der  Gurve  achter 
Ordnung  C(*)  treffen,  die  durch  (il^x)  A  (3Ka)  erzeugt  wird.  Zu 
einem  Kegelschnitte  K  (mit  Fortlassung  des  Sternchens)  gehören 
daher  zwei  Kegelschnitte  $  und  umgekehrt,  zu  einem  St  gehören 
zweiA",  wenn  sich  diese  Kegelschnitte  in  Punkten  der  Gurve  C(*> 
schneiden  sollen.  Es  findet  zwischen  den  C^^)  erzeugenden 
Kegelschnitten  eine  zweizweideutige  Verwandtschaft  statt,  es 
erübrigt  nur  noch  nachzuweisen,  dass  die  Verwandtschaft  in 
dem  von  mir  aufgestellten  Sinne  (Th.  §  8)  eine  projective  ist. 

Die  beiden  Involutionen  J^  und  3;t  ^^^  ^  haben  dasselbe 
Involutionscentrum  C,  den  Pol  der  Geraden  XY  ftxr  y,  oder 
wenn  für  y  eine  Gerade  eintritt,  den  Punkt,  der  vom  Schnitt- 
punkte der  Geraden  g  mit  {XY)  durch  AT  harmonisch  getrennt 
ist,  und  es  bleibt  C  ungeandert,  wenn  AT  sich  ändert.  Die  In- 
volutionen J^  und  3;t  bestimmen  in  C  zwei  projective  Strahlen- 
büschel 

abcd  .  .'/{ahcb  . . 

die  auch  (Mxj  und  (3)?x)  projectiv  sind.  Die  Doppelelemente 
dieser  projectiven  Strahlenreihen  bestimmen  die  sich  selbst  ent- 
sprechenden Elemente  der  Involutionen  und  somit  die  zu  K 
gehörenden  beiden  Kegelschnitte  9, 

Geht  AT  in  A\  A,  AT,  .  .  .  über,  so  erh&lt  man  in  C  eine  Reihe 
von  Projecti  vi  täten 

(ö)Ä(o),     («.)Ä(öi),     (a,)Ä(öi),.. 

mit  zwei  allen  gemeinsamen  Elementen.  Der  Kegelschnitt 
U'  V'XY  UV  nUmlich  als  Kegelschnitt  des  Büschels  [K')i  bestimmt, 
was  auch  AT  sein  mag,  stets  denselben  Strahl,  die  Gerade  g>^UVy 
und  der  Kegelschnitt  {U'V').(XY)  bestimmt  stets  denselben 
Strahl,  n&mlich  den  Strahl  ip^  U'V,  und  diese  Kegelschnitte 
sind  in  allen  Büscheln  {K')x  enthalten.   Die  Strahlenreihen 

q>ipabc  ,  ,  j     (pipa^b^c^  , .  ^     (p  xp  a^b^c^  . , 

sind  K^K^K^  .  .  .  also. unter  sich  projectiv. 

Ebenso  sind  die  Reihen  rp'  </;'  at)c  .  .  . ,   (p'  \p'  Qj  b^  c^  .  .  . 
(p  ip'  o,b,c,  .......  unter  sich  und  h\h\K^  .  .  .  projectiv.    Wir 

haben  also  zwei  einander  projective  Projectivitätenreihen 

Math  -phys.  Cluie  1895.  25 
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[q>xpabc  . .  /\  q)\pa^h^c^  .  .  /\  (pipa^\c»  .  .  '/\  .  ."^ 
A  ((jP>'abc . .  A  9P>'0|6i  Ci  •  •  A  7^>'o,6,c,  . .  a  •  -^ 
die  Doppelstrahlen  //',  Z^//,  .  .  .  der  Projectivitäten 

afccf/  ..  A  ab Cb  ..  ,      u^b^C^d^  .  .  /^^  a^i^C^\)^  .  .  ^  .  . 

sind  KK^h\  . .  so  zugeordnet,  wie  es  im  vorigen  Paragraphen 
zur  Erzeugung  einer  zweizweideutigen  projectiven  Verwandt- 
schaft als  nöthig  erfunden  wurde,  und  es  ist  also 

W  A(') 
und  da  (/)  a  (^)'ist,  so  ergiebt  sich,  dass  die  durch  die  projec- 
tiven Gurvenbüschel  [Mx)  7\  (^h)  erzeugte  Curve  auch  durch  die 
Kegelschnittbttschel 

erzeugt  wird. 
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SITZUNG  VOM  17.  JUNI  1895. 

Vorträge  hielten: 

4.  Herr  P.  Btohmann,  o.  M.,  über  den  Wärmewerth  der  Hippursäure, 
ihrer  Homologen  und  der  Anisursäare. 

2.  Herr  8.  Lie,  o.  M.:  lieber  seine  aus  dem  Jahre  4874  herrührende  Inte- 
grationstheorie. 

ä.  HerrH.  BrunB,  o.  M.,  reichte  die  in  der  vorigen  Sitzung  angelcündigte 
Abhandlung  von  F.  Haüsdorff  »über  die  Absorption  des  Lichtes  in  der 
Atmosphäre«  zum  Druck  ein. 

P.  Stohmaniiy  Calorimetrtsche  Untersuchungen.  Fünfund- 
dreissigste  Abhandlung. 

lieber  den  Wärmewerth  der  Hippnrsänre,  ihrer 

Homologen  nnd  der  Anisnrsänre, 

von  F.  Stohmann  und  Rathund  Schmidt. 

Die  vorliegende  Arbeit  reiht  sich  an  die  in  Abhandlung  XXXI  >) 
behandelten  Aminsäuren.  Ebenso  wie  sich  das  Glycocoll,  Amido- 
essigsaure  oder  Glycolaminsäure  von  Ammoniak  und  Essigsaure 
ableiten  lässt,  indem  Ammoniak  und  Essigsäure  sich  unter 
Austritt  von  zwei  Wasserstoffatomen  zu  Glycocoll  verbinden: 

Nil,  +  C,  H,  0.  =  N<^*j^  cQQ^  +  H„ 

so  ist  die  HippursSlure  auf  gleiche  Weise  vom  Benzamid  CJI^. 
CO.NU^  abzuleiten: 

Oder  was  dasselbe  ist :  Hippursäure  kann  als  ein  Benzamid  be- 
trachtet werden,  in  welchem  ein  an  Stickstoff  gebundenes  Was- 
serstoffatom durch  die  einwerthige  Atomgruppe  -CH^.COOH 
ersetzt   ist.     Da   der   thermische    Werth  dieser   Reaction   aus 


1]  Ber.  Kgl.  Sachs.  Ges.  4  894,  S.  49;  Journ.  prakt.  Chem.  [2]  49,  483. 
Math.-pltys.  Claase.    1895.  ^6 
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Früherem  bekannt  ist  und  im  Mittel  462,7  Cal.  beträgt,  so  lässt 
sich  der  Wärmewerth  der  Hippurs&ure  im  Voraus  berechnen. 

An  die  Hippursaure  C^H^NO^  schliessen  sich  die  ihr  homo- 
logen Tolursäuren  C^^H^^NO^  und  eine  Reihe  von  Isomeren 
dieser  Säuren,  welche  von  Kraut  dargestellt  worden  sind,  deren 
Beschreibung  von  ihrem  Entdecker  demnächst  zu  erwarten  ist, 
sowie  weitere  Homologe  von  der  Zusammensetzung  C^^H^^^Oy 

Das  ganze  Material  zu  dieser  Untersuchung  ist  uns  von  Herrn 
Prof.  Kraut  geliefert  worden,  dem  unser  wärmster  Dank  für  die 
Ueberlassung  seiner  schönen  Präparate  gesagt  sei. 

Alle  Ermittelungen  der  Wärmewerthe  sind,  wie  immer,  in 
auf  25  Atm.  verdichtetem  Sauerstoff,  durch  YerbrenQung  meist 
im  BERTHELOT'schen,  einzeln  im  MAHLSR'schen  Apparate  ausgeführt. 
Die  völlige  Uebereinstimmung  der  mit  den  beiden  Apparaten 
erzielten  Resultate  ist  ein  neuer  Beweis  fttr  die  Gleichwerthig- 
keit  beider. 

I.  Hipparsänre, 
C,lI,NO,.  ß^^<CH^.COOH 179. 

Der  Wärmewerth  der  Hippursäure  ist  von  uns  bereits 
früher  (Abhdlg.  XXV)  i)  und  zwar  zu  4  04  4,5  Cal.  ermittelt 
worden,  während  Berthelot  und  AndrIe  dafür  4042,9  Cal.  ge- 
funden hatten.  Die  fast  völlige  Uebereinstimmung  beider  Zahlen 
Hess  die  eine  wie  die  andere  als  richtig  betrachten.  Die  Berech- 
nung des  Wärmewerthes  rief  jedoch  die  Vermuthung  hervor, 
der  früher  von  uns  gefundene  Werth  könne  um  ein  weniges 
zu  hoch  sein.  Um  jeden  Zweifel  hierüber  zu  beseitigen,  wurde 
eine  ganze  Reihe  von  neuen  Bestimmungen  vorgenommen. 

Nach  der  oben  angeführten  Weise  der  Rechnung  ergiebt 
sich  der  Wärmewerth  der  Hippursäure  folgendermassen : 

Benzamid,  gefunden^] 847,8  Cal. 

Constante  für  —  //  +  CH^.COOH  JI62^'^  j^ 

4  040,5  Cäf. 
während,  wie  erwähnt,  früher  für  Hippursäure  4  04  4,5  Cal.  ge- 

4)  Journ.  prakt.  Chemie  [2]  44,  385. 
2)  Ber.  Kgl.  SUclis.  Ges.  4  895  S.  43. 
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funden  wurde.  Ist  die  Differenz  von  4  Cai.  zwischen  Rechnung 
und  Befund  auch  nicht  gross,  so  lag  uns  doch  daran  zu  ermitteln, 
ob  diese  Differenz  auf  einen  kleinen  Fehler  der  angenommenen 
Gonstante,  die  ein  Mittelwerth  aus  verschiedenen  Beobachtungen 
ist,  oder  auf  eine  nicht  völlig  richtige  Beobachtung  zurtlckzu- 
ftthren  ist.  Es  wurden  daher  folgende  neun  Bestimmungen  vor- 
genommen, zu  denen  fttr  4  bis  5  der  MAULER^sche,  dagegen  für 
6  bis  9  der  BERTiiELOT'sche  Apparat  verwandt  wurde.  Die  an- 
gewandte Hippursäure  war  von  uns  selbst  aus  Ziegenharn  dar- 
gestellt und  durch  vielfache  Krystallisationen,  unter  Zuhilfe- 
nahme von  aschenfreier  Blutkohle,  gereinigt  worden,  bis  sie 
absolut  farblos  und  geruchlos  war. 

Bestimmung  des  WSrmewerthes. 


Substanz 

1 

Wasser- 

Hippur- 
sSure 

Zusätze 

*„  (corr.) 

». 

*n-*. 

wcrth 

W'.C*«-*,] 

Grm. 

Grm. 

Grad 

Grad 

Grad 

Grm. 

cal. 

1. 

1,0404 

__ 

17,8035 

J  5,6964 

2,1071 

2804,6 

5909,6 

2. 

4,OU6 

— 

17,8007 

15,7458  2,0549 

2804,6 

5763,2 

3. 

1,0175 

— 

17,9462 

15,8869 

2,0593 

2804,6 

5775,5 

4. 

1,1394 

— 

18,3239 

16,0184 

2,3055 

2804,6 

6466,0 

5. 

1,1531 

— 

17,9247 

15,5906 

2,3341 

2804,6 

6546,2 

6. 

1,0268 

Collodium 

17,9494 

15,6235 

2,3259 

2507,6 

5832,4 

7. 

0,9096 

0,0009 

17,7149 

15,6504 

2,0645 

2507,6 

5176,9 

8. 

1,0220 

0,0028 
Napbtalin 

17,6627 

15,3441 

2,3186 

2507,6 

5814,1 

9. 

0,9925 

0,0053 

18,0959 

15,8271 

2,2688 

2507,6 

5689,2 

Correctionen. 


Eisen 

Salpetersäure 

Zusätze 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

cal. 

1. 

9,1 

15,5 

_ 

24,6 

2. 

9,1 

14,0 

— 

23,1 

3. 

9,1 

13,0 

- 

22,1 

4. 

9,1 

7,5 

16,6 

5. 

9,1 

14,2 



23,3 

6. 

9,1 

12,5 



21,6 

7. 

9,1 

14,5 

2,5 

26,1 

8. 

9,1 

15,7 

7,8 

32,6 

9. 

9,1 

15,6 

51,0 

75,7 

26* 
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ANH, 

WärmewerUi 

der 
Hippur- 

pro  Grin. 

pro  Grm.- 
Mol 

Mittel 

saare 

MVl* 

=  400 

cal. 

cal. 

Cal. 

1. 

5885,0 

5656,5 

1012,5 

99,97 

i. 

5740,1 

5657,5 

1012,7 

99,99 

3. 

5753,4 

5654,5 

1012,2 

99,94 

4. 

6449,4 

5660,4 

1013,2 

100,05 

5. 

6582,9 

5656,9 

1012,6 

99,98 

6. 

5840,8 

5659,1 

1013,0 

100,02 

7. 

5150,8 

566S,8 

1013,8 

100,09 

8. 

5781,5 

5657,0 

1012,6 

99,99 

9. 

5613,5 

5655,9 

1012,4 

99,97 

Mitte 

5657,8     101S,7  fttr  constant.  Volum 
1012,6     «          »        Druck 

143,9 

Bildungswärme. 

Nach  Obigem  haben  wir: 
Hippursäure  berechnet 
»  gefunden  . 


4  040,4  Cal. 
4  042,6     » 


II.  Isomere  Säaren 

von  der  Znsammensetznng  C^^H^^NO^ 

4.  Ortho-Tolursäure, 

^^'^<CH^.COOH 


493. 


/ 


\ 

Auf  gleiche  Weise  wie  sich  Hippursäure  vom  Benzamid  ab- 
leitet, so  entsteht  die  Tolursäure  durch  Eintritt  der  Atomgruppe 
-CH^.COOH^  anstelle  eines  an  Stickstoff  gebundenen  Wasser- 
stoffatomes,  in  das  Amid  der  Ortho-Toluylsäure. 

Der  Wärmewerth  des  Amides  dieser  Saure  ist  nicht  direct 
ermittelt.  Derselbe  ist  aber  durch  Rechnung  zu  finden,  da  der 
Wärmewerth  der  Amide  der  einbasischen  Säuren  nach  Ab- 
handlung XXXIV 1)  um  75,9  Cal.  höher  liegt,  als  der  der  zu- 
gehörigen Säuren.    Es  ist  demnach: 


\)  Ber.  Kgl.  Sachs.  Ges.  4893  S.  34. 


Calorimbtriscbe  Untersughungen. 


379 


Ortho-Toluyis&ure,  gefunden  Abhdlg.  XYIIP)     989,4  Cal. 

Constante  der  Amide 75,9     » 

Ortho-Toluylamid lOOS^T 

Hierzu  kommt  die  Constante  fttr  --Cü^.COOH  und  liefert  den 
Werth  der  Ortho-Tolurstture: 

Ortho-Toluylamid 4005,3  Cal. 

Constante  für -CÄ^j.COO/T  ....     462,7     » 
Ortho-Tolursflure,  berechnet  ...   4  4  68,0     » 
Nach  folgenden  Bestimmungen  ist 

der  gefundene  Werth  4468,8  Cal. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


4. 
2. 
3. 


Sabstanz 
O.-Tolur- 
säure 
Grm. 


0,8833 
0,7503 
0,899S 


Collodium 
Grm. 


^»(corr.) 
Grad 


^1 
Grad 


0,004  0 
0,004  4 
0,004  4 


48,3668 
47,7493 
48,6387 


46,8248 
45,9286 
46,4570 


Grad 


2,4420 
4,8207 
2,4  847 


Wasser- 

werth  W^ 

Grm. 


2507,6 
2507,6 
2507,6 


ca). 


5374,3 
4565,6 
5470,8 


Correctionen. 


Eisen 
cal. 


9,1 
9,4 


Salpetersäure 
cal. 


45,6 
43,3 
45,2 


Collodium 
cal. 


Im  Ganzen 
cal. 


2,8 
4,3 
3,4 


27,5 
26,7 

27,4 


Wttrmewerth 


der 
O.-TolursSure. 

cal. 


4. 
2. 
3. 


5343,8 
4538,9 
5443,4 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


6049,8 
6049,4 
6053,6 

Mittel  6050,9 


Mittel 
=  400 


4  467,6  99,98 
4  4  67,5  99,98 
4  468,3      400,04 

4  4  67,8  für  const.  Volum 

4  468,2    9       »      Druck 

454,3  Bildungswärme. 


K)  Journ.  prakt.  Chem.  [2]  40,  133. 
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2.    Meta-Tolursäure, 
pOl^KcH^.COOH 

Der  Wärmewerth  berechnet  sich  wie  bei  der  Ortho-Tolursäure : 

Metatoluylstture,  gefunden  (Abhdlg.  XWUy)  989,4  Cal. 

Constante  der  Amide 75,9    » 

Meta-Toluylamid 4  005,0    » 

Constante  tnr -CH^.COOH 462,7     » 

Meta-Tolursäure,  berechnet 4  4  67,7     » 

»                gefunden 44  67,6     » 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


4. 
«. 
3. 


Substanz 
M.-Tolur- 
stture. 
Grm. 


0,9977 
0,8567 
0,8629 


Collodium 
Grm. 


0,0008 
0,0009 
0,004  4 


^«  (corr.) 
Grad 


4  8,2889 
4  8,6058 
4  8,7758 


^1 
Grad 


45,8749 
4  6,5295 
46,6832 


Grad 


2,4470 
2,0763 
2,0926 


Wasser- 

werth  W^ 

Grm. 


2507,6 
2507,6 
2507,6 


cal. 


6060,9 
5206,5 
5247,4 


Correctionen. 


Eisen 
cal. 


Salpetersäure 
cal. 


Collodium    Im  Ganzen 
cal.       I         cal. 


4. 
2. 
3. 


9,4 
9,4 


47,5 
45,3 
43,9 


2,2 
2,5 
3,4 


28,8 
26,9 
26,4 


Wärmewerth 


4. 
2. 
3. 


der 

M.-Tolur- 

säure 

cal. 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 
s=  400 


6032,4 
5479,6 
5224,3 

Mittel 


6046,0 
6046,0 
6050,9 

6047,6 


4  466,9  '  99,97 
4  466,9  I  99,97 
4  467,8    I  4  00,05 

4  4  67,2  für  oonst.  Volum 

4  467,6    j»        »      Druck 

454,9  Bildungswarme. 


4}  Journ.  prakt.  Chem.  [2]  40,  434. 
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3.  Para-Tolursäure, 

Die  Berechnung  ergiebi: 

Para-Toluylsflure,  gefunden  (Abhdig. XVIII)i)  927,4  Gal. 

Constante  der  Amide 75,9     » 

Para-Toluylamid 40Ö3^3~~»~ 

Constante  für -C/r,COO^ 462,7     » 

Para-Tolursäure,  berechnet 4466,0     » 

»              gefunden 4  468,4     » 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
P.-Tolur- 
säure 
Grm. 


Collodium 
Grm. 


0,9846 
0,9748 
0,8688 


0,0020 
0,0027 


*„(corr.) 
Grad 


47,6258 
47,8794 
47,5533 


Grad 


Grad 


Wasser- 
werth  Wa 

Grm. 


col. 


45,2403 
45,5227 
45,4439 


2,3855 
2,3567 
2,4  094 


2507,6 
2507,6 
2507,6 


5984,9 
5909,7 
5289,5 


Correctionen. 


4. 
2. 
3. 


Eisen 
cal. 


Salpetersäure  Collodium     Im  Ganzen 
cal.  cal.  cal. 


9,4 
9,4 
9,4 


46,3 
4  6,0 


45,5 
Wärmewerth 


5,6 


7,6 


25,4 
30,7 
32,2 


4. 
2. 
3. 


der 

P.-Tolursöure 

cal. 


5956,5 
5879,0 
5257,3 


pro  Grm. 
cal. 


6049,7 
6049,6 
6054,2 


proGrm.- 
Mol. 

Cal. 


4  467,6 
4  4  67,6 
4  467,9 


Mittel  6050,2 


Mittel 
=  100 

99,99 

99,99 

4  00,02 


0  Journ.  prakt.  Chem.  [2]  40,  134. 


4  4  67,7  für  const.  Volum 

4  468,4    »         »     Druck 

454,4  BildungswSirme. 
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4.  Benzoyl-Alanin , 

CO.  N<:q^  y^     QQQij 

0 

Ebenso  wie  HippursSure  sich  von  Benzamid  und  Essigsäure 
herleiten  lasst,  so  steht  das  Benzoyl-Alanin  in  gleicher  Beziehung 
zum  Benzamid  und  der  Propionsäure.  Und  da  die  homologen 
aliphatischen  Säuren  im  festen  Zustand  sich  um  \  56,6  Cal.  von 
einander  unterscheiden  (Abhdlg.  XXX)  ^),  so  wird  auch  die  Con- 
stante  fttr  CH^.COOH  einen  um  156,6  Cal.  höheren  Werth  an- 
nehmen, indem  sie  in  die  Gonstante  C^H^.COOH  übergeht.  Der 
letztere  Werth  wird  demnach  319,3  Cal. 

Hiemach  berechnet  sich  der  Wärmewerth  des  Benzoyl- 
Alanins : 

Benzamid 847,8  Cal. 

Constante  C^^^.COO// 319,3     » 

Benzoyl-Alanin,  berechnet .   .   .   .   1167,1  Cal. 
»  »       gefunden   ...   1168,7     » 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 


Benzoyl- 
Alanin 
Grm. 


Collodium 
Grm. 


*«(corr.) 
Grad 


Grnd 


Grad 


Wasser- 
werth  Wa 

Grm. 


c-al. 


1. 
2. 
3. 


0,8781 1 

0,8032 

0,9199 


0,0007 
0,0013 
0,0009 


18,9710 
18,1439 
18,6952 


16,8559 
16,1940 
16,4630 


2,1151 
1,9499 
2,2322 


2507,6  I  5303,8 
2507,6  !  4889,6 
2507,6  i   5597,5 


Correctionen. 


Eisen 
cal. 


Salpetersäure 
cal. 


Collodium 
cal. 


Im  Ganzen 
cal. 


1. 
2. 
5. 


9,1 
9,1 
9,1 


15,5 
14,1 
16,6 


2,0 
3,6 
2,5 


26,6 
26,8 
28,2 


\)  Ber.  Kgl. Sachs.  Ges.  4898  S.  627;  Journ.prakl.  Chem.  [i],  48,  HO. 
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Wärmewerth 


4. 
2. 
3. 


des  I 

Benzoyl-  i  pro  Grm. 

Alanins  j 

cal.  cal. 


pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 


Mittel 
=  400 


5277,2 
4862,8 
5569,3 


6054,4 
6054,3 
6054,2 


Mittel  6053,2 


99,97 


400,02 
4  00,02 


4  467,9 
4  468,5 
4  468,5 

4  468,3  für  const.  Volum 

4  468,7    »        »     Druck 

450,8  Bildungswärme. 


5.  Benzoyl-Sarkosin, 

9^'^"^ch\,cooh 

I        I 

Das  Benzoyl-Sarkosin  ist  ein  Methylbenzamid,  in  dem  ein 
an  Stickstoff  gebundenes  Wasserstoffatom  durch  -CH^XOOH 
ersetzt  ist.  Der  uns  unbekannte  Werth  des  Methylbenzamid s 
ergiebt  sich  aus  dem  des  Benzamids,  zu  welchem  fttr  die  am 
Stickstoff  substituirte  C^,  -  Gruppe  nach  Abhdlg.  XXy^j, 
XXXP),  XXXIII 3)  der  Werth  von  466,6  Cal.  hinzuzurechnen  ist: 

Benzamid 847,8  Cal. 

Constante  filT  CH^ 4  66,6     » 

Methylbenzamid  ....*....    4044,4     » 

Constante  fttr  C/^,.COO^    .  .   .  .     462,7    » 

Benzoyl-Sarkosin,  berechnet  .   ..   4477,4     » 

»  10         gefunden   .   .   .   4  4  80,9     » 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


1              Substanz 

1        GriD.             Grm. 

*»  (corr.) 
Grad 

Grad 

Grad 

Wasser- 
werth  W„ 

Grm. 

1V.(*,-*,) 
cal. 

1.  0,6211 

2.  i      0,6408 

3.  '      0,5847 

0,0007 
0,0010 
0,0010 

17,6950 
18,1284 
18,2003 

16,1712 
16,5553 
16,7655 

1,5238 
1,5731 
1,4348 

2507,6 
2507,6 
2507,6 

3821,1 
3944,7 
3597,9 

4)  Journ.  prakt.  Chem.  [2]  44,  394. 

2)  Ber.  Kgl.  Sachs.  Ges.  1894  S.  57;  Journ.  prakt.  Chem.  [2]  49,  490. 

3)  Ber.  Kgl.  Sachs.  Ges.  4894  S.  245;  Journ.  prakt.  Chem.  [2]  50,  395. 
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Gorrectionen. 


Eisen 

Salpetersfiure 

Collodium 

1   Im  Ganzen 

cal. 

cal.                   cal. 

cal. 

i. 

9,4 

44,5 

2,0 

22,6 

2. 

9,4 

44,7 

2,8 

23,6 

3. 

9,1 

40,7 

2,8 

22,6 

■ 

Warmewerlh 

des 
Bcnzoyl- 
Sarkosins 

cal. 

pro  Grm. 
cal. 

pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 

Mittel 
=  400 

1. 

3798,5 

64  45,8 

4480,3 

99,99 

2. 

3924,1 

6449,4 

4484,0 

400,04 

3. 

3575,3 

64  4i,8 

4  480,2 

99,97 

Mitte 

1  64  4  6,5      4  4  80,5  für  const.  Volum 

4480,9 

»        »      Druck 

438,6  Bildungswarme. 

6.  Phenacetursäure, 

I        I 

\/ 
Die  Phenacetursäure  ist  Phenylacetamid,  in  welchem  ein 
Atom  Wasserstoff  der  iVf/,-Gruppe  durch  C//,.  COOH  ersetzt  ist. 
Sie  leitet  sich  daher  von  der  Phenylessigsaure  ab,  indem  zu  dem 
Warmewerthe  derselben  die  Gonstante  der  Amide  und  die  Con- 
stante  der  C//,.  COO^-Gruppe  hinzugezählt  wird.  Der  Wörme- 
werth  der  Phenylessigsäure  ist  früher  (Abhdlg.  XYIII) ')  von  uns 
zu  933,2  Cal.  gefunden  v^ordeu.  Verschiedene  Gründe  sprechen 
aber  dafür,  dass  diese  Zahl  um  etwas  zu  hoch  liegt.  Nament- 
lich der  für  Phenacetursäure  hiernach  berechnete  Werth  liess 
uns  die  Richtigkeit  dieser  Zahl  unmöglich  erscheinen.  Wir  haben 
daher  neue  Ermittelungen  mit  einem  neu  hergestelllen  Präparate, 
über  welche  im  Anhange  (s.  S.  395)  berichtet  werden  soll,  vor- 


1)  Journ.  prakt.  Chem.  [2]  40,  134. 
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genommen.  Bei  diesen  Bestimmungen  ist  der  Werth  der  Phenyl- 
essigsaure  zu  930,7  Cal.  gefunden  worden.  Ganz  bestimmte  Er- 
wägungen, auf  weiche  wir  unten  eingehen  werden,  lassen  auch 
diese  Zahl  noch  um  etwas  zu  hoch  erscheinen  und  bestimmen 
uns  den  richtigen  Werth  dieser  Stture  zu  927,6  Cal.  anzunehmen. 
Hiernach  berechnet  sich  der  Wärmewerth  der  Phenacetursaure : 

Phenylessigsaure 927,6  Cal. 

Constante  der  Amide 75,9     j» 

Constante  für  CH^XOOH    ...     ^^V    ^ 
PhenacetursSiure,  berechnet  ...   1 1 66,2  Cal. 
»  gefunden    .  .   .   1165,5     » 


Bestimmung  des  Wärmewerthes  der  Phenacetursäure. 


Substanz 


Phenacetur- 


säure 
i        Grm. 


Collodium 
Grm. 


1. 
2. 
3. 


0,8967 
0,8937 
0,9480 


0,0019 
0,0012 


K  (corr.) 
Grad 


18,1426 
17,9140 
18,2336 


Grad 


15,9724 
15,7502 
16,0121 


Grad 


Wauser- 
werth  W^ 

Grm. 


2,1702 
2,1638 
2,2215 


2507,6 
2507,6 
2507,6 


cal. 


5442,0 
5425,9 
5570,6 


VIUI 1  VKi\ 

IVUCU. 

Eisen 
cal. 

Salpetersaure 
cal. 

Collodium 
cal. 

Im  Ganzen 
cal. 

2. 
3. 

9,4 
9,< 

20,6 
15,9 
15,9 

5,3 
3,4 

29,7 
30,3 
28,4 

1. 

2. 
3. 


Warmewerth 


der 

Phenacetur- 

säure 

cal. 


5412,3 
5395,6 
5542,2 


pro  Grm. 
cal. 


6035,8 
6037,4 
6037,2 


proGrm.- 
Mol. 

Cal. 


.  Mittel  6036,8 


Mittel 

SS  100 


1164,9  99,98 
1165,2  100,01 
1165,2      100,01 

1165,1  für  const.  Volum 

1165,5   »      n       Druck 

154,0  Bildungswärme. 
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III.  Isomere  Säuren 
von  der  Zusammensetzung  C^,//,,iVO, 

4.  Ortho-Toluyl-Alanin. 
pO'^<nR^COOH 


207 


/\ 


CH, 


Das  O.-Toiuyl- Alanin  kann  als  O.-Toluylamid  betrachtet 
werden,  in  welchem  ein  Wasserstoffatom  der  iV//^-6ruppe  durch 
die  Atomgruppe  -C^H^XOOU  ersetzt  ist. 

Der  Werth  des  O.-Toluylamids  ist  oben  S.  379  ermittelt, 
derselbe  betragt  4  005,3  Cal.  Der  Werth  für  die  Gonstante 
-C^H^.COOII  ist  nach  S.  382  349,3  Cal.  Darnach  berechnet 
sich  der  Werth  des  O.-Toluyl-Alanin: 

0.  Toluylamid 4  005,3  Cal. 

Constante  für  C^H^.COOH  ....  349,3     » 

O.-Toluyl-Alanin,  berechnet  .  .   .  4324,6     » 

»  »         gefunden     .  .  .  4322,3     » 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
O.-Toluyl-    I 
Alanin        Collodium 
Grm.  Grm. 


&^  (corr.)  *i 

Grod  Grad 


Grad 


Wasser- 
werth  W^ 

Grm. 


cal. 


4. 
2. 
3. 


0,8845  '  0,004  4  48,6656 
0,84  46  0,004  0  48,0747 
0,8465    '   0,004  4     48,4546 


46,4024 
45,9982 
45,9873 


2,2632 
2,0765 
2,4673 


2507,6 
2507,6 
2507,6 


5675,2 
5207,0 
5434,7 


Correctionen. 


4. 
2. 
3. 


Eisen 
cai. 

9,1 
9,1 


Salpetersäure 
cal. 

46,7 
45,4 
45,3 


Collodium 
cal. 

3,4 
2,8 
3,1 


Im  Ganzen 
cal. 

.  28,9 
27,0 
27,5 
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Warmewerth 


4. 

2. 
3. 


des 

O.-Toluyl- 

Alanin 

cal. 


^^^  r,^     pro  Grm. 
pro  Grm.  ,  *'    ^^^^ 


cal. 


Cal. 


5646,3      I  6383,6 

5480,0  6382,4 

5407,2      I  6387,7 

Mittel  6384,6 


Mittel 
=  400 


4324,4        99,98 

4324.2  99,97 
4  00,05 

4324,6  für  const.  Yolum 

4322.3  »        »      Druck 
4  60,2  Bildungswarme. 


2.*  Para-Toluyl-AIanin, 
J!^^<C,H,.COOH 

Der  Werth  des  Para-Toluyl-Alanin  berechnet  sich  aus  dem 
Para-Toluylamid  (S.  384)  und  der  Constanten  für  -C^H^XOOU: 

Para-Toluylamid 4  003,3  Cal. 

Constante  für -C,i/^.C00i/ 349,3     » 

Para-Toluyl-Alanin,  berechnet    .  .  .    1322,6     » 
»         »  »       gefunden  ....   4320,0     » 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substi 
P.-Toluyl- 
Alanin 
Grm. 

laz 

Coilodium 
Grm. 

*•  (corr.) 
Grad 

Grad 

16,6327 
16,3329 
16,0818 

tionen. 

Grad 

Wasser- 
werth  W„ 

Grm. 

cal. 

1. 

2. 
3. 

1,0160 
0,8561 
0,7214 

0,0010 
0,0007 
0,0012 

19,2273 
18,5203 
17,9253 

Correc 

2,5946 
2,1874 
1,8435 

2507,6 
2507,6 
2507,6 

6506,2 
5485,1 
4622,8 

Eisen 
cal. 

Salpetersaure 
cal. 

Coilodium       Im  Ganzen 
cal.                   cal. 

1. 

9,1     ; 

19,5 

2,8 

31,4 

2. 

9,1 

15,9 

2,0 

27,0 

3., 

9,1      1 

13,5 

3,4 

1       86,0 
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WUrmewerth 

des 

P.-Toluyl- 

AlanJn 

cal. 

pro  Grm. 
cal. 

pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 

Mittel 
=  400 

4. 

6474,8 

6372,8  '  4349,2 

99,99 

2. 

5458,1 

6375,5  1  4349,7 

100,03 

3. 

4596,8 

6372,0  !  4349,0 

99,98 

Mittel  6373,4      <  34 9,3  für  const.  Volum 

4320,0    »       i>      Druck 

4  62,5  BilduDgswärme. 

IV.  Anisiirsänpe,  C„tf„JVO,  ....  209 

CO 

•^<2a/. 

.  COOII 

O.CH^ 
Anisursäure  ist  ÄDisamid,  in  welchem  ein  Wasserstoff  der 
WVGruppe  durch  C//, .  COOH  ersetzt  ist. 

Da  der  Wärmewerth  des  Anisamids  nicht  ermittelt  ist,  so 
ist  derselbe  aus  dem  der  Anissfiure  zu  berechnen. 

Anissäure  (Abhdlg.  XVIII)  >)    .  .  .  895,2  Cal. 

Constante  der  Amide 75,9     » 

Anisamid 971,1     » 

Hierzu   kommt   die   Constante   für   CH^^COOH,   um   den 
Wärmewerth  der  Anisursäure  zu  finden : 

Anisamid 971,1  Cal. 

Constante  für  C//,.COO//    ....     162,7     » 

Anisursäure,  berechnet 11 33,8     » 

»  gefunden 1135,7     » 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz  ' 

Anisursüuro  •Collodium  |    * 
I         Grm.        '     Grro.      1      Grad 


Grad 


Grad 


Wasser- 
werth  W^ 

Grni.  i 


cal. 


1.  0,9482  I  0,0008 

2.  0,6398  I  0,0006 

3.  0,5847    0,0010 


18,9275  16,8639 
18,2370  16,8420 
18,6693  17,3933 


2,0636 
1,3950 
1,2760 


2507,6 
2507,6 
2507,6 


5174,7 
3498,1 
3199,7 


4  <  Journ.  prakt.  Chem.  [i]  40,  4SI. 
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Eisen 

Salpetersäure 

Collodium 

Im  GaDzen 

cal. 

cal. 

cal. 

cal. 

4.        9,4 

45,4 

2,2 

26,4 

2.        9,4 

4  0,2 

<,7 

24,0 

3.        9,4 

9,* 

2,8 

24,3 

Warmewerth 

der 
Anisursäure 

cal. 

pro  Grm. 
cal. 

pro  Grm.- 
Mol. 

Cal. 

Mittel 
=  4  00 

4. 

5448,3 

5429,6 

4  4  34,8 

99,93 

2. 

3477,4 

5434,7 

4435,9 

400,02 

3. 

3478,4 

5435,9 

4436,4 

4  00,05 

Mittel  5433,4      4  4  35,6  fttr  coDSt.  Volum 

4  435,7   »       »     Dmck 

483,8 

Bildungswärme. 

Uebersicht. 

In  nachstehender  Tabelle  finden  sich  die  direct  durch  Ver- 
brennung ermittelten  mit  den  berechneten  Werthen  zusammen- 
gestellt. Die  Uebereinstimmung  beider  ist  in  den  meisten  Fällen 
geradezu  überraschend.  Durch  dieselbe  wird  der  Beweis  der 
Richtigkeit  einerseits  der  für  die  Ausgangspunkte  derRechnungen 
angewandten,  direct  gefundenen  Zahlen  und  andererseits  der 
Richtigkeit  der  eingeführten  Constanten  erbracht. 

Der  Berechnung  der  ßildungswärme  aus  den  Elementen 
sind  hier,  wie  früher  überall,  die  Werthe  C  94  Cal.  und  //,  69  Cal. 
zu  Grunde  gelegt. 

Die  Bestimmungen  des  elektrischen  Leitvermögens,  in  der 
Columne  100  A,  hat  Herr  Dr.  Franke  im  OsrwALD'schen  Labora- 
torium auszuführen  die  Güte  gehabt,  dem  dafür  unser  verbind- 
lichster Dank  gebracht  sei. 
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MoK- 
Gew. 

Wärmewerth  bei 

const.  Druck 

Gefunden  |  Berechnet 

Bildungs- 
wärnie 

400  Xr 

Cal. 

Cal. 

Cal. 

Hippurstfure 

C9  H^  A  O3 

479 

4  042,6 

4040,5 

4  43,9 

0,OS92 

O.-Tolurstfure 

M.-Tolursäure 

CjoJ^ti^'03 

498 
493 

14  68,2 
4  4  67,6 

4168,0 
1467,7 

454,8 
454,9 

0,049i 
0,0S08 

P.-Tolursäure 

CxqHuNO^ 

493 

14  68,1 

4166,0 

154,4 

0,04  99 

Benzoylalanin 

Benzoylsarkosin  . . . 
Phenacetursäure  . . . 

C,o^ttJV03 

498 
498 
498 

4168,7 
1180,9 
4465,5 

1467,4 
4477,4 
4466,2 

450,8 
438,6 
154,0 

0,04  94 
0,0499 
0,0203 

O.-Toluyl-Alanin... 
P.-Toluyl-AIanin . . . 

C,iHisN03 

207 
207 

4822,8 
1320,0 

1324,6 
4  322,6 

4  60,2 
162,5 

0,04  65 
0,04  68 

Anisursäure 

C,,H,,NO, 

209 

4135,7 

1183,8 

183,8 

0,04  61 

Isomerie. 

Die  drei  Tolursduren  unterscheiden  sich  von  einander  nur 
durch  die  verschiedene  Stellung  der  Methylgruppen  zu  den 
Seitenketten.  Gemäss  früherer  Mittheilungen  (Abhdlg.  XX  ^j, 
Abhdlg.  XXVI 2),  Abhdlg.  XXXIII) »)  unterscheiden  sich  stellungs- 
isomere Verbindungen  von  einander  dadurch,  dass  der  Wflrme- 
werth  der  Orthoverbindungen  am  höchsten,  der  der  Paraver- 
bindungen  am  tiefsten,  der  der  Metaverbindungen  zwischen 
beiden  liegt  und  Gleiches,  nur  noch  in  viel  mehr  ausgesprochenem 
Maasse,  trifft  zu  in  Bezug  auf  die  Aviditätsgrösse,  ausgedrückt  in 
dem  elektrischen  Leitvermögen  der  Sauren.  Die  TolursHuren 
machen  eine  Ausnahme  von  dieser  Regel.  Liegt  auch  der  Wfirme- 
werth  der  Metasäure  (1  \  67,6  Cal.)  um  etwas  tiefer  als  der  der 
Orthosäure  [\  \  68,2  Cal. j,  so  steht  doch  der  Werth  der  ParasSure 
(H68,i  Cal.j  dem  der  Orthosfiure  so  nahe,  dass  die  Verschieden- 
heit völlig  im  Bereiche  der  Beobachtungsfehler  liegt.  Der 
Wärmewerth  der  drei  Tolurstfuren  ist  so  wenig  von  einander 
verschieden,  dass  derselbe  für  alle  drei  Sfiuren  als  wesentlich 
gleich  bezeichnet  werden  kann.  Ebenso  verhält  sich  das  Leit- 
vermögen. Während  die  Orthotoluylsfiure  um  etwa  S,5  mal 
stärker  ist  als  die  Meta-  und  Parasüure,   findet  bei  den  drei 

4)  Journ.  prakt.  Chem.  [2]  40,  357. 

2)  Daselbst  45,  339. 

3)  Ber.  Kf<l.  Sttchs.  Ge<«.  4894  S.  240;    Journ.  prakt.  Chem.  f21  50.  390, 
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Tolursäuren  kaum  eine  Verschiedenheii  statt.  Wenn  auf  die 
ganz  kleinen  Zablendifferenzen  noch  Gewicht  zu  legen  ist,  so 
würde  gerade  das  Umgekehrte  von  der  allgemeinen  Regel  zu- 
treffen, insofern  als  das  LeitungsvermOgen  der  Orthosäure  um 
etwas  geringer  als  das  der  beiden  anderen  ist.  Die  Differenzen 
sind  aber  so  verschwindend,  dass  die  Aviditätsgrösse  der  drei 
Säuren,  ebenso  wie  deren  Wärmewerth,  als  wesentlich  gleich 
bezeichnet  werden  kann. 

Benzoyl-Alanin  und  Benzoyl^Sarkosin  sind  sehr  von  ein- 
ander verschieden,  sowohl  in  Betreff  des  Wärmewerthes,  wie 
betreffs  des  LeitungsvermOgens. 

Wttrmewerth  iOOk 
Cal. 

Benzoyl-Alanin 4468,7  0,0194 

Benzoyl-Sarkosin 4180,9  0,0499 

Während  das  Benzoyl-Alanin,  sowohl  in  seinem  Wärme- 
werthe  wie  im  Leitvermögen,  den  Tolursäuren  so  gut  wie  gleich 
ist,  liegt  der  Wärmewerth  des  Benzoyl-Sarkosins  um  12,2  Cai. 
hoher  als  der  des  entsprechenden  Alanins  und  es  ist  die  Avidi- 
tätsgrtfsse  des  Benzoyl-Sarkosins  um  2,6  mal  grösser  als  die  des 
Benzoyl-Alanins. 

In  Bezug  auf  ihre  Wärmewerthe  verhalten  sich  die  beiden 
benzoylirten  Verbindungen  auf  gleiche  Weise  wie  Alanin 
und  Sarkosin.  Die  Wärmewerthe  der  letzteren  sind  nach 
Abhdlg.  XXV^) 

Alanin 387,71 

Sarkosin 401, 

Die  Differenz  beider  ist  bedingt  durch  die  verschiedene 
Lage  der  Ci/,- Gruppe.  Im  Alanin  ist  dieselbe  an  ein  Kohlen- 
stoffatom, im  Sarkosin  an  ein  Stickstoffatom  gebunden.  Je  nach 
der  Art  dieser  Bindung  beträgt  aber  der  Werth  dieser  Gruppe 
1 56,6,  resp.  1 66,6  Cal.  (Abhdlg.  XXXIV)  i).  Der  gleiche  Einfluss, 
welcher  die  Höhe  des  Wärmewerthes  bedingt,  macht  sich  also 
auch  in  dem  Leitvermögen  geltend,  ebenso  wie  dieses  frtther  für 
Diglycolaminsäure  und  Asparaginsäure,  wo  gleiche  Beziehungen 
obwalten,  gezeigt  worden  ist^j. 

4]  Journ.  prakt.  Chem.  [2]  44,  893. 
2)  Her.  Kgl.  Sttchs.  Ges.  4895  S.  89. 
8)  Ber.  Kgl.  Sachs.  Ges.  4894  S.  64 ;  Journ.  prakt  Cbem.  [%]  49,  498. 

Ufttluphya.  CImso.  18»5.  27 


[;J}  13,5  cal. 
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Für  die  beiden  letzteren  isomeren  Sauren  sind  uns  von 
Herrn  Dr.  Hans  Wislicbnus  folgende  Messungen  des  Leitvermögens 
mitgetheilt  worden: 

Diglycolaminsfiure. 


V 

f 

400m 

100  A: 

32   . 

.     59,49   . 

.   .    16,81    . 

.   0,1062 

64   . 

.     87,41    . 

.  .  24,69  . 

.   0,1265 

428  . 

.   125,1      . 

.  .  35,34   . 

.  .   0,1616 

256 

170,6     . 

.  .   48,19  . 

.  0,1761 

512 

218,0     . 

.  .   61,58    . 

.  0,1928 

1024 

265,0     . 

.   .    74,85    . 

.  0,2176 

Aspara 

giDSHure. 

V 

/» 

100  m 

400k 

32  .  . 

.     23,72  . 

.      6,701    . 

.   0,0160 

64 

34,13 

9,665 

0,0162 

128 

50,19 

14,18 

0,0183 

256 

71,92 

20,32 

0,0202 

512 

101,6 

28,69 

0,0225 

1024 

141,3 

40,84 

0,0276 

Aus  dem  Leitvermögen  einerseits  des  Benzoyl-Alanins  und 
des  Benzoyl-Sarkosins,  sowie  andererseits  der  AsparaginsSure 
und  der  Diglycolaminstture  ist  daher  zu  folgern,  dass  das  Leit- 
vermögen bei  der  Bindung  eines  Radicales  an  ein  Stickstoffatom 
ebenso  einen  Zuwachs  erfährt,  wie  dieses  für  den  Wfirmewerth 
von  uns  nachgewiesen  worden  ist. 

Die  Phenocetursäure  steht  sowohl  hinsichtlich  des  Wfirme- 
wertbes  wie  des  Leitvermögens  den  Tolursfiuren  sehr  nahe. 

Ortho- Toluyl' Alanin  und  Para-Toluyl- Alanin  zeigen  im 
WÄrmewerthe  das  normale  Verhalten  der  Ortho-  und  Paraver- 
bindungen,  insofern  der  Werth  des  Ortho-Toluyl-Alanin  höher 
als  der  der  Paraverbindung  liegt.  Dagegen  ist  das  Leitver- 
mögen beider  Körper  als  gleich  zu  betrachten. 

8.  Homologie. 

Vergleichen  wir  den  Wärmewerth  der  HippursSure  mit  dem 
der  Tolursfiuren  und  der  Toluyl-Alanine,  so  erhalten  wir  fol- 
gende Zahlenwerthe: 
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O.-Tolursaure i  168,2     ^^^'"  ^«*- 

O.-Toluyl-Alanin 1 322,3  (  ^ö^»<     » 

'I^\  155,1  Cal. 


Hippursaure 1012,6 

M.-Tolursaure 1167 


Hippursaure 1012,61  ^5550«!. 

P.-Tolursaure 1167,1  ' 

P.-Toluyl-Alanin 1320,0}  ^^^^    » 

Bei  dem  Vergleiche  der  Benzoesäure  mit  den  drei  Toluyl- 
sUuren  und  bei  dem  Vergleiche  der  Salicylsaure  mit  den 
Oxytoluylsauren  (Abhdlg.  XXXIII)  ^)  sind  wir  su  ganz  ahnlichen 
Beziehungen  gekommen.  Dieselben  zeigen,  dass  die  strengen 
Regelmassigkeiten,  welche  in  der  aliphatischen  Reihe  vorhanden 
sind,  wo  sowohl  die  festen  einbasischen  Sauren  (Abhdlg.  XXX)^) 
wie  deren  Amide  und  Anilide  (Abhdlg.  XXXIV)  3)  eine  ganz 
regelmassige  Erhöhung  des  Warmewerthes  von  1 56,6  Cal.  fttr 
jeden  Zuwachs  von  CH^  zeigen,  in  der  aromatischen  Reihe  nicht 
in  gleichem  Maasse  vorhanden  sind.  Andererseits  kommt  aber 
auch  die  einzige  Anomalie  im  thermischen  Verhalten  der  Ameisen- 
saure zur  Essigsaure  in  der  aromatischen  Reihe  nicht  vor. 


3.  Thermischer  Werth  des  Benzoyls  C^H^.CO 
bei  der  Bindung  an  Stickstoff. 

Hippursaure  ist  ein  GlycocoU,  in  welchem  ein  Wasserstoff 
der  iV^,-Gruppe  durch  Benzoyl  ersetzt  ist.  Ebenso  leitet  sich 
Benzoyl-Alanin  und  Benzoyl-Sarkosin  vom  Alanin  und  Sarkosin 
durch  Ersatz  eines  Wasserstoffatomes  durch  Benzoyl  her.  Durch 
Vergleichung  der  thermischen  Werthe  der  drei  Verbindungen 
muss  sich  daher  eine  Constante  fttr  diese  Reaction  ergeben. 
Wir  haben: 

Hippursaure ^^^*'^\  77«  0  Pal 

GlycocoU  (Abhdlg.  XXV)  4)    ...     234,6/        ' 


4)  Ber.  Kgl.  Sttchs.  Ges.  4894  S.  942;  Journ.  prakt.  Chem.  [2]  50,  892. 
2)  Ber.  Kgl.  Sachs.  Ges.  4893  S.  627;  Journ.  prakt  Chem.  [2]  49,  440. 
8)  Ber.  Kgl.  Sttcbs.  Ges.  4  895  S.  25;  Journ.  prakt.  Chem.  [2]  52,  64. 
4)  Journ.  prakt.  Chem.  [2]  44,  884. 
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Benzoyl-Alanin ^^^^>'\  784  0  r»l 

Alanm{Abhdlg.XXV)i) 387,7/        '^*'- 

Benzoyl-Sarkosin ii 80,9 \  --q  «  p  , 

Sarkosm(Abhdlg.XXV)2).  ...     401,4/     '^'^  ^^'• 

Durch  Einiritt  einer  Benzoylgruppe  an  Stelle  eines  Wasser- 
stoffatomes  einer  iVf^^-Gruppe  wird  daher  der  Wttrmewerth  im 
Mittel  um  779,6  Gal.  erhöht. 

4.  Thermischer  Werlh  des  Toluyls  C^H^.CO 
bei  der  Bindung  an  Stickstoff. 

Die  Tolursäuren  sind  Glycocoll,  in  welchem  ein  Stickstoffatom 
der  iVFj-Gruppe  durch  Toluyl  ersetzt  ist;  ebenso  sind  die  Toluyl- 
Alanine  als  Alanine  zu  betrachten,  in  denen  je  ein  Wasser- 
stoff der  iV//^-Gruppe  durch  Toluyl  vertreten  ist.  Demnach  wird 
der  Werth  des  Toluyls: 

Ortho-Tolursäure ^^^M  \  oqq  a  n  i 

Glycocoll 231,6 /^•^^'^^•*- 

Meta-Tolursäure <  <  67,6  \  o««  a  r.*i 

Glycocoll 234,6  r  ^^'^  ^^*' 

Para-Tolursaure ^^^^»H  933  5  Cal 


Glycocoll 234,6/ 

Ortho-Toluyl-AIanin 1 322,3  \  ^^^  ^  ^^^ 

Alanin 387,7/        ' 

Para-Toluyl-Alanin 4320,0] 

Alanin 387, 


J'IJI  932,3  Gal. 


Im  Durchschnitte  betrtfgt  die  Differenz  933,4  Cal.,  und 
um  diesen  Betrag  wird  also  der  Wärmewerth  einer  Verbin- 
dung beim  Ersätze  eines  Wasserstoffs  einer  iV^^-Grappe  durch 
Toluyl  erhöhet. 

Die  beiden  homologen  Atomgruppen  haben  also  bei  der 
Slickstofibindung  die  Werthe: 

Benzoyl  C.^, CO ^^^'H  163  8  Cal 

Toluyl     C,H,CO 933,4/*^^'^^*- 

Auf  die  Werthe,  welche  diese  Atomgruppen  bei  der  Bindung 
an  Kohlenstoff  und  an  Sauerstoff  annehmen,  wird  in  einer 
späteren  Arbeit  zurückzukommen  sein. 

4)  Journ.  f.  prak».  Chem.  [2]  44,  881.        2)  Daselbst  S.  884. 


460,5  CaL 
152,2     » 
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Anhang. 

Warmewerth  der  Phenylessigsaupe 
CH^  .  COOH 

I        I  ^g^»0,  ....   436. 

\/ 
Der  Warmewerth  der  PheDylessigsSiure  ist,  wie  oben  er- 
wähnt, frtther  von  uns  zu  933,2  Cal.  ermittelt  worden.  Dieser 
Werth  hat  seit  Langem  unser  Befremden  erregt,  da  derselbe  auf 
keine  Weise  mit  den  Gesetzen  der  Homologie  in  Einklang  zu 
bringen  ist.  Vergleichen  wir  nSmlich  die  für  Benzoesäure, 
PhenylessigsSiure  and  Phenylpropionsäure  gefundenen  Werthe, 
so  erhalten  wir  folgende  Differenzen: 

Benzoesäure  C,  F.  0, 771,7 

Phenylessigsäure  Cg^gO, .  .  .  .     933,2 
Pheny Ipropionsaure  Cg/Z^ßO,  .  .   1085,5 

Wir  haben  daher  hier  zwischen  Benzoesäure  und  Phenyl- 
essigsäure  eine  viel  grössere,  zwischen  Phenylessigsflure  und 
Phenylpropionsfiure  eine  viel  kleinere  Differenz,  als  nach  Analogie 
anderer  homologer  Sauren  zu  erwarten  ist,  wahrend  beim  Ver- 
gleiche von  Benzoesäure  und  Phenylpropionsaure  sich  ein 
durchaus  normales  Verhalten  ergiebt: 

Benzoesäure  C,//.0, "^'''l2V156  9  Pal 

Phenylpropionsaure  C,//,oO,.  .   1085,5/    ^'    ^ 

Es  muss  daher  der  Werth  der  Phenylessigsäure  wahrschein- 
lich um  etwas  zu  hoch  gefunden  sein. 

Schon  ehe  wir  die  vorliegende  Untersuchung  begannen, 
haben  wir  die  Bestimmungen  des  Wärmewerthes  der  Phenyl- 
essigsäure mehrfach,  theils  mit  dem  früheren,  theils  mit  einem 
anderen  Präparate  wiederholt,  ohne  aber  zu  wesentlich  anderen 
Zahlen  zu  kommen,  bis  wir  jetzt  fanden,  dass  der  gewöhnlichen 
Phenylessigsäure  eine  fremde  Substanz  äusserst  hartnäckig  an- 
haftet, welche  durch  Krystallisation  auf  keine  Weise  von  ihr  zu 
trennen  ist,  wohl  aber,  wenn  die  mit  Ammoniak  neutralisirte 
Lösung  der  Säure  mit  Aether  ausgeschüttelt  wird,  wobei  die 
fremde  Materie  in  Lösung  geht  und   beim  Verdunsten  der 
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ätherischen  Lösung  als  schwarzes  Oel  von  widerwärtigem  Ge- 
rüche zurückbleibt. 

Auf  Grund  dieser  Beobachtung  wurde  ein  neues  Präparat 
hergestellt.  t)ie  mit  Aether  von  den  fremden  Stoffen  befreite 
ammoniakaiische  Lösung  wurde  bis  zur  Ausscheidung  der  Phe- 
nylessigsäure  angesäuert,  die  krystallinisch  gefällte  Säure  wurde 
an  der  Säugpumpe  möglichst  von  anhängender  Flüssigkeit  be- 
freit, mit  kaltem  Wasser  gewaschen  und  mit  dem  wenigen  an- 
hängenden Wasser  bis  zjam  Schmelzen  erwärmt.  Nach  dem  Er- 
kalten wurde  das  Wasser  von  der  krystallinisch  erstarrten  Säure 
abgegossen  und  diese  in  heissem  Benzol  gelöst.  Die  beim  Er- 
kalten sich  abscheidenden  Krystalle  dienten  zur  Bestimmung 
4  und  2.  Die  dabei  verbleibende  Lösung  wurde  mit  Petroleum- 
äther, worin  die  Säure  schwer  löslich  ist,  versetzt  und  lieferte 
dabei  Krystalle,  welche  zur  Bestimmung  3  und  4  verwandt 
wurden.  Die  von  diesen  getrennte  Flüssigkeit  gab,  nachdem  das 
Lösungsmittel  zum  Theile  abdestillirt  war,  eine  dritte  Krystalli- 
sation,  mit  der  Bestimmung  5  und  6  vorgenommen  wurden. 
Die  Krystalle  der  ersten  Fraction  wurden  dann  von  neuem  mit 
siedendem  Petroleumäther  behandelt  und  davon  nach  einander 
vier  einzelne  Krystallisationen  gewonnen,  von  denen  die  beiden 
ersten  zu  Bestimmung  7  und  8  verwandt  wurden.  Die  beiden 
letzten  Krystallisationen  wurden  nicht  mehr  untersucht,  da 
sowohl  die  drei  Hauptfractionen  wie  auch  die  aus  der  ersten 
Fraction  gewonnenen  beiden  Fractionen  unter  sich  völlig  über- 
einstimmende Werthe  ergeben  hatten. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Phenyl- 
essigsttare 

1 
*,(corr.)           *, 

*«-*i 

Wassar- 
werth  W, 

W.{»n-»i) 

Gnu. 

Grad            Grad 

Grad 

Gma. 

cal. 

1. 

<,0653 

17,6511 

16,0397 

2,6114 

2800 

7311,9 

2. 

1,0686 

17,5957 

14,9769 

2,6188 

2800 

7332,6 

3. 

4,0120 

17,3346 

14,8516 

2,4829 

2800 

6962,1 

4. 

1,0276 

17,4105 

14,8929 

2,5176 

2800 

7049,3 

5. 

1,0373 

17,4846 

14,9400 

2,6445 

2800 

7124,6 

6. 

1,0990 

17,7206 

15,0248 

2,6958 

2800 

76*8,2 

7. 

1,0127 

17,4902 

16,0088 

2,4814 

2800 

6947,9 

8. 

1,0321 

17,5649 

15,0257 

2,6292 

2800 

7081,8 

Galorimetrisghb  Uhtbrsughungbn. 
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Gorrectionen. 


— 

EUen 

SalpeteraHnre 

Im  Ganzen 

cal. 

cal. 

cal. 

i. 

9,4 

47,8 

26,9 

i. 

9,\ 

46,8 

25,9 

3. 

9,1 

49,5 

28,6 

4. 

9,i 

47,8 

26,9 

5. 

9,i 

47,8 

26,9 

6. 

9,4 

47,5 

26,6 

7. 

9,4 

46,5 

25,6 

8. 

9,4 

46,5 

25,6 

Wärmewerth 


4. 

2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 


7285,0 
7306,7 
6923,5 
7022,4 
7097,7 
7521,6 
6922,3 
7056,2 
Mittel 


6838,5 
6837,7 
6841,4 
6834,4 
6842,5 
6844,1 
6835,7 
6836,7 
6838,9 


930.0  99,99 
929,9        99,98 

930.4  100,04 

929.5  99,93 

930.6  100,05 
930,8      100,08 

929.7  99,95 

929.8  99,97 

930.1  für  const.  Volum 
930,7   »        9      Druck 

97,3  BildungswSrme. 


159,0  Cal. 


Vergleichen  wir  den  hier  gefundenen  Werth  mit  dem  der 
Benzoesäure  und  der  Phenylpropionsfiure: 

Benzoesäure 771,7 

Phenylessigsäure 930,7     ^'^^g 

Phenylpropionsaure 1 085,5 }         ' 

so  erhalten  wir  zwar  eine  weit  regelmässiger  verlaufende  Reihe 
als  vorher,  aber  immer  bleibt  der  für  Phenylessigsäure  gefundene 
Werth  noch  um  etwas  höher  als  zu  erwarten  war. 

Wir  haben  nun  die  Möglichkeit,   diesen  Werth  auf  dop- 
peltem Wege  einer  Controlle  zu  unterziehen,  indem  wir  einmal 
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den  Werth  der  Phenylessigsäure  durch  Abbau  aus  dem  gefun- 
denen Werthe  der  Phenaceturstture  und  ausserdem  durch  Auf- 
bau aus  dem  Benzole  ableiten. 

Aus  der  Phenacetursäure  erhalten  wir  den  Werth  der  Phe- 
nylessigsäure,  indem  von  ersterer  der  Werth  der  Gonstante  fttr 
die  CH^,  COOH-Gruppe  und  ausserdem  der  Werth  der  Gonstante 
der  Amide  abgezogen  wird,  also 

Phenacetursfiure,  gefunden  ...  i  1 65,5  Cal. 

Gonstante  für  C//,.C00f/.   .   .   .  —162,7     » 

Gonstante  der  Amide —  75,9     » 

Phenylessigsäure,  berechnet    .   .  926,9  Gai. 

Vom  Benzol  leitet  sich  der  Werth  der  Phenylessigsäure  ab, 
indem  ein  Atom  Wasserstoff  durch  die  CH^ .  COO^-Gruppe  er- 
setzt wird.  Bei  der  Bindung  an  ein  Kohlenstoffatom  beträgt  der 
Werth  der  Cif, .  COOif- Gruppe  150,9  Gal.  Es  wird  also  der 
Werth  der  Phenylessigsäure : 

Benzol  (fest) 777,3 

Gonstante  für  C^, .  COO// 150,9 

Phenylessigsäure  berechnet     ....   928,2 

Beide  auf  ganz  verschiedenem  Wege  ermittelten  Werthe  liegen 
sich  daher  sehr  nahe,  sie  unterscheiden  sich  von  einander  nur 
um  4,3  Gal.,  so  dass  es  gestattet  ist  einen  Mittelwerth  von  927,6 
Gal.  dafür  anzunehmen. 

Vergleichen  wir  nunmehr  die  drei  homologen  Säuren  mit- 
einander, so  bekommen  wir  folgende  Beihe : 

Benzoesäure 77i,7  Gal.  ^  irr  q  n  i 

Phenylessigsäure   .   .   927,6  Cal.  {  !^«  ^  ^  / 
Phenylpropionsäure   1 085,5  Gal.  ^  157,9  Ul. 

Es  ergiebt  sich  daher  hier  eine  weit  bessere  Uebereinstimm- 
ung  als  oben  und  es  wird  die  für  Phenylessigsäure  berechnete 
Zahl  ausserdem  durch  deren  Leitfähigkeit  bestätigt. 

Die  Leitfähigkeit  der  der  Phenylessigsäure  isomeren  Toluyl- 
säuren  ist  nach  Ostwald's  Messungen : 

400  ik 

O.-Toluylsäure 0,0120 

M.-Toluylsäure 0,00514 

P.-Toluylsäure 0,00515 
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Die  Leitfähigkeit  der  PbenylessigsSlure  betrSigt  nach  neuen 
Messungen,  welche  Herr  Dittrigh  fttr  uns  im  Ostwald'schen  La- 
boratorium ausgeführt  hat, 

Phenylessigsäure 0,00502 

Vergleichen  wir  hiermit  die  Wärmewerthe  der  vier  Sauren, 
so  ergiebt  sich  eine  gleiche  Richtung  der  Zahlenreihe,  wenn  wir 
für  Phenylessigsäure  den  berechneten  Werth  einsetzen: 

O.-Toluylsäure 929,4  Cal. 

M.-Toluylsaure 929,1    » 

•      P.-Toluylsöure 927,4    » 

Phenylessigsäure 927,6   » 

Ware  der  aus  unseren  Bestimmungen  sich  ergebende 
Wärmewerth  der  Phenylessigsäure  von  930,7  Cal.  richtig,  so 
würde  die  schwächste  der  vier  Sauren  den  höchsten  Energie- 
gehalt besitzen,  was  sehr  unwahrscheinlich  ist,  wahrend  der  be- 
rechnete Werth  in  vollem  Einklänge  mit  der  AviditatsgrOsse 
dieser  Saure  steht. 

Wir  müssen  daher  annehmen,  dass  es  uns  trotz  aller  Be- 
mühungen nicht  gelungen  ist,  die  Phenylessigsäure  in  absolut 
reiner  Form  zu  erhalten.  Indem  wir  uns  vorbehalten  gelegent- 
lich darauf  zurückzukommen,  nehmen  wir  vorlaufig  die  be- 
rechnete Zahl  927,6  Cal.  als  dem  wahren  Werthe  der  Phenyl- 
essigsäure entsprechend  an. 


Sophni  Lie  berichtet  über  seine  aus  dem  Jahre  1 874  her- 
rührende Integrationstheorie  eines  vollständigen  Systems  mit 
bekannten  infinitesimalen  Transformationen.  Durch  Betrach- 
tungen, die  vollständig  nur  in  seinen  Vorlesungen  veröffentlicht 
worden  sind,  zeigte  er,  dass  diese  Integrationstheorie  wirklich, 
wie  von  ihm  in  den  Jahren  4874,  4877  und  4884  angekündigt 
wurde,  das  Grösstmögliche  leistet.  Eine  vollständige  Dar- 
stellung seiner  Entwicklungen  wird  demnächst  in  diesen  Be- 
richten unter  dem  Titel:  sDiscussion  der  Integrationstheorie 
eines  vollständigen  Systems  mit  bekannten  infinitesimalen  Trans- 
formationen v  erscheinen. 


F.  Hansdorffy  Ueber  die  Absorption  des  Lichtes  in  der  Atmo- 
sphäre. 

Bei  der  Yergleichung  theoretischer  Absorptionsformeln  mit 
den  empirisch  abgeleiteten  Extinctionstafeln  zeigen  sich  Wider- 
sprüche systematischer  Natur,  die  namentlich  in  den  mittleren 
Zenithdistanzen  zu  gross  sind,  um  ohne  Weiteres  der  Beobachtung 
zur  Last  gelegt  zu  werden.  Eine  Nachprüfung  der  LAPLACB'schen 
Theorie,  die  einen  gewissen  einfachen  Zusammenhang  zwischen 
Absorption  nnd  Refraction  annimmt,  ist  daher  um  so  mehr  am 
Platze,  als  in  ihr  nicht  einmal  die  strengen  Gonsequenzen  aus 
den  gewählten  Prämissen  gezogen  werden:  eine  schärfere  Ent- 
wicklung ist  im  ersten  Abschnitt  der  folgenden  Untersuchungen 
gegeben.  Das  Resultat  ist  bezüglich  des  Anschlusses  an  die 
Beobachtungen  negativ;  es  wird  daher  die  bisherige  Voraus- 
setzung, nämlich  die  Proportionalität  zwischen  der  liohtbrechen- 
den  und  der  lichtschwächenden  Kraft  der  Atmosphäre,  weiterhin 
beseitigt  und  eine  Reihe  selbständiger  Anschlussformeln  für  den 
Verlauf  der  Absorption  in  verschiedenen  Zenithdistanzen  aufge- 
stellt. Die  LAMBERT^sche  Formel,  die  auf  der  Entwicklung  nach 
Potenzen  von  tang(Zenithdistanz]  beruht,  war  hierbei  nicht  direct 
zu  verwenden,  weil  sie  keiner  angebbaren  Constitution  der 
Atmosphäre  entspricht;  wohl  aber  bestimmt  sie  bei  einer  ge- 
wissen Anwendung  die  erreichbaren  Grenzen  für  den  Anschluss 
anderer  Formeln.  Nachdem  im  zweiten  Abschnitt  eine  Versuchs- 
reihe erledigt  ist,  die  zwar  zu  scharfer  Uebereinstimmung  mit 
der  Beobachtung,  aber  zu  keiner  physikalisch  möglichen  Con- 
stitution der  Atmosphäre  führt,  bringt  der  dritte  in  mehrfacher 
Variation  eine  Darstellung  der  Beobachtungen,  die  physikalisch 
genommen  eine  starke  Absorption  in  den  oberen  Luftschichten 
voraussetzt.  Als  empirisches  Material  hat  bis  dahin  die  von  Herrn 
6.  Müller  abgeleitete  mittlere  Potsdamer  Extinctionstabelle  ge- 
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dient;  im  vierten  Abschnitt  werden  zur  nothwendigstenCon trolle 
einige  andere  Reihen  herangezogen,  worunter  namentlich  die 
MüLUR'sohen  Säntisbeobachtungen  in  Frage  kommen.  Den 
Schloss  bilden  einige  Untersuchungen  ttber  den  LARGusr'schen 
Einwand  gegen  die  monochromatische  Absorptionstheorie. 

I. 

Es  soll  zunächst  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  optische 
Dichtigkeit  der  Atmosphäre  fUr  Brechung  und  Absorption  dieselbe 
sei,  die  Absorption  in  einem  concentrisch  geschichteten  Medium 
genauer  dargestellt  werden,  als  es  von  Laplagb  geschehen  ist. 

Wir  nennen  r  den  Radius  einer  Kugel,  die  den  Erdmittel- 
punkt zum  Centrum  hat.  In  der  Luftschicht  zwischen  den  Radien 
r  und  r  +  dr  liege  das  Element  ds  des  betrachteten  Lichtstrahls; 
ds  soll  in  der  Richtung  von  innen  nach  aussen,  vom  Beobachter 
nach  dem  Object,  positiv  gezählt  werden.  Ist  ^  der  Winkel 
zwischen  -f-  ds  und  +  (ir,  also  die  scheinbare  Zenithdistanz  des 
Objects  in  der  betrachteten  Höhe,  so  gilt  die  Gleichung. 

d8  =  dr  sec  & , 

Ist  femer  /<  der  Brechungsexponent  und  R  die  Refraction  in  der 
betrachteten  Höhe,  und  wird  das  Product  rfi  mit  v  bezeichnet, 
so  führt  das  SüBLUUs'sche  Brechungsgesetz  oder  das  FBRMAr'sche 
Princip,  angewandt  auf  concentrische  Schichtung,  zu  den  be- 
kannten Formeln 

(i)        dH  =  —  ig  d-d  log  fi  j    ^  sin  ^  =  constans  =  N . 

Die  letzte  Gleichung  besagt,  dass  N  Iftngs  eines  und  desselben 
Strahles  constant  ist;  die  erste  liefert  R  durch  Integration  von 
der  betrachteten  Luftschicht  bis  zur  oberen  Grenze  der  Atmo- 
sphäre, an  der  ^  =  4  wird. 

Ist  endlich  D  die  Luftdichtigkeit,  J  die  Lichtintensität  in  der 
betrachteten  Höhe  und  Q  eine  Constante  der  Atmosphäre,  so 
wird  durch  die  Formel 

(8)  ^  =  QDds 

die  Annahme  ausgesprochen,  dass  die  absorbirte  Intensität,  in 
Theilen  der  ursprünglichen,  proportional  sei  der  Luftdichtigkeit 
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und  der  Weglänge  des  Strahles.  Bei  unserer  Annahme  ttber  das 
Vorzeichen  von  ds  ist  Q  positiv. 

Dm  sowohl  die  Absorption  als  auch  die  Refraction  in  Formen 
zu  erhalten,  die  für  beliebige  Höhen  gelten,  wollen  wir  festsetzen, 
dass  die  Grössen  r,  fi,  v,  ^,  i?,  /,  D,  wie  auch  die  weiterhin  ein- 
zufahrenden, sich  auf  einen  beliebigen  Ort  in  der  Atmosphäre 
beziehen  sollen,  dieselben  Grössen  mit  Accent  ebenfalls  auf  einen 
beliebigen;  und  zwar  sollen  die  accentuirten  Grössen  bei  der 
Integration  variabel,  die  ungestrichenen  ihre  unteren  Grenz- 
werthe  sein.  Die  obere  Grenze  endlich  soll  durch  den  Index  4 
angedeutet  werden,  sodass  also  D^  =  0  und  /Ä^  =  i. 

Für  den  Zusammenhang  zwischen  Dichtigkeit  und  brechen- 
der Kraft  gelte  die  Relation 

(3)  D:  (|tt«  —  4 )  =  constans  , 

wo  a  eine  reine  Zahl  bedeutet,  for  die  man  aus  Grü;iden  der 
Emanationstheorie  bisher  a  =  i  gesetzt  hat^j.  Die  Gleichung  (3) 
stellt  einerseits  den  Zusammenhang  zwischen  Absorption  und 
Refraction  her;  andererseits  ist  sie  eine  der  Relationen,  die  von 
der  Constitution  der  Atmosphäre  zu  einem  Ausdruck  fttr  die 
Refraction,  oder  umgekehrt  von  diesem  zu  jener  fuhren.  Wenn 
dieser  letzte  Weg,  wie  Bruns  gezeigt  hat^),  der  zweck Aiässigere 
ist,  so  kommt  (3)  erst  in  Frage  bei  der  physikalischen  Discussion 
einer  Refractionsformel,  während  zur  blossen  Ableitung  einer 
solchen  aus  den  Gleichungen  (4)  es  nur  nöthig  ist,  ^  als  Function 
von  V  zu  kennen.  Man  erhält,  indem  man  die  Zahl  a  verschieden 
wählt,  zu  einer  und  derselben  Refraction  verschiedene  Breohungs- 
exponenten  und  Lufttemperaturen,  während  man  nach  dem 
früheren  Verfahren  zu  einem  und  demselben  Zustand  der  Atmo- 
sphäre verschiedene  Refractionen  erhalten  würde.  Dass  die  bis- 
herigen Refractionstafeln  unter  der  Annahme  a  =  i  gerechnet 
wurden,  ist  also  für  uns  kein  Grund,  bei  dieser  Annahme  zu 
bleiben,  und  da  den  physikalischen  Bestimmungen  wie  den 
theoretischen  Vorstellungen  durch  verschiedene  Werthe  von  a 
genügt  wird,  so  hindert  uns  nichts,  über  a  beliebig  zu  verfügen. 

i)  Noch  allgemeiner  könnte  man  setzen  Dififi)  =  constans,  wo 
von  der  brechenden  Kraft  fifi)  nur  angenommen  wird,  dass  ^(4)  von  der 
Ordnung  /i  —  i  verschwindet. 

2)  Zur  Theorie  der  astronomischen  Strahlenbrechung,  Berichte  der 
K.  Stfchs.  Ges.  d.  Wissensch.  1S91. 
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Uebrigens  sind  nnter  der  Annahone  a  =  4  Refractionstafeln  ge- 
rechnet worden  ^),  die  mit  den  gewöhnlichen  nahe  genog  über- 
einstimmen. In  manchen  Fallen  ist  es  zweckmassig,  a  =  —  4 
zn  setzen,  weil  dann  im  Allgemeinen  zu  geschlossenen  Refiractioos- 
formein  geschlossene  Formeln  fttr  Dmek  nnd  Temperatur  ge- 
hören; hier  ist  eine  andere  Annahme  günstiger. 

Ist  q  eine  nene,  positive  Gonstante  der  Atmosph&re,  so  folgt 
ans  ^2}  und  (3) 

dlogJ  =  q  ^ sec  ^  rf  r 

u"  —  4        u*rdr 
=  ?         ^ 


Oft      y^'^r'^^f^^ 
L  o/*  J  «/«      V|u»r»  —  A» 

_  _ 9d los (^  f  .   „-.  _  ^^  (g-<)^°+<l 

Es  treten  also  Integrale  von  der  Form 

fMdR     und    ß{fi)v*dR 

auf,  worin  nur  der  Factor  f{fi)  die  Entwicklung  erschwert.  Im 
Interesse  der  Einfachheit  liegt  es  hier  offenbar,  a  =  4  zu  wählen. 
Das  Differential  der  Absorption  d\ogJ==q{fi  —  h)ds  setzt  sich 
dann  in  einfacher  Weise  zusammen  aus  den  Differentialen  der 
Bogenlänge  s  nnd  der  Lichtzeit  t;  ist  c  die  Lichtgeschwindigkeit 
im  Yacuum,  so  ist /idsscd/ und  d\ogJ  =  q{cdt'-' ds).  Man 
erhält  unter  dieser  Annahme,  bei  der  wir  stehen  bleiben, 

1}  Thomas  Yodng  im  Nautical  Almaoac  für  4 Sit. 
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(4)  rf[log7-9^vcos^]  =  9iVdfl(^--i). 

Versehen  wir  die  Grössen,  die  bei  der  Integration  variiren, 
mit  Accenten  und  integriren  zwischen  den  Radien  r  und  r^ ,  so 
wird 

(5)  log^  +  9^rcos*  =  g7Vyd/J'(^-i), 

wobei  angenommen  ist,  dass  (ju  —  4)^  unter  allen  Umständen 
an  der  Grenze  verschwindet,  selbst  wenn  1/^  =  00  wird;  bei 
der  nachher  zu  besprechenden  Refractionsformel  ist  diese  Voraus- 
setzung erfüllt. 

Bevor  wir  eine  specielle  Wahl  treffen,  mOge  die  allgemeine 
Form  der  auftretenden  Integrale 

Z^-«'  -^  ff 

charakterisirt  werden.   In  der  Gleichung  (1)  oder 
^_       PNdlogfi' 

J  y^^  —  N^ 

ist  für  log  ^'  eine  Function  von  v  zu  setzen,  die  auch  von  v^  und 
gewissen  constanten  Parametern  px^  aber  nicht  von  v  (dem 
Orte  des  Beobachters  auf  dem  Strahle)  und  nicht  von  ^  ab- 
hängen darf.    Wir  wollen  ansetzen 


log^e'=^PxWJÄ(~), 


wo  unter  den  m;^  irgendwelche  analytische  Functionen  (z.  B.  die 
steigenden  oder  fallenden  Potenzen)  ihres  Arguments  zu  ver- 
stehen sind,  die  wir  natOrlich  mit  Rücksicht  auf  möglichst  ein- 
fache Ausführbarkeit  der  Quadraturen 

V  N 

wählen  werden.   Rx  klängt  ab  von      und  —  =  sin  ^j ,  oder  wenn 

wir 


406  F.  Hausdorff, 

(6)  V  =  y^  cos  cp  j     sin  ^^  =  cos  qp  sin  & 

setzen,  von  (p  und  &.  Man  sieht  ohne  Weiteres,  dass  der  Integral- 
typus 

dessen  Specialfall  fttr  d  =  2  im  Ausdrucke  der  Absorption  auf- 
tritt, in  derselben  Weise 

dargestellt  wird.  Hingegen  führt  das  Integral  /  —t  oder  das  all- 
gemeinere//(/i'jdÄ'  durch  Entwicklung  von  f(^i')  nach  steigen- 
den Potenzen  von  log  fi'  auf  den  Typus 

/(log/)*d/J', 

der  eine  ganze  homogene  Function  {e  +  1  )^^°  Grades  der  px  ist, 
mit  Coefficienten,  die  von  <p  und  ^  abhängen.  Wegen  der  Klein- 
heit von  log  ^i(<<  0.0003)  gentigen  von  dieser  Entwicklung  die 
ersten  Glieder  £  =  0, 4, . . . 

Nennen  wir  also  die  Grössen  T?«,  /?,,  ...  P{,  deren  Anzahl 
wir  als  endlich  voraussetzen,  die  linearen  Refractionsconstanten 
(andere  Parameter  können  noch  innerhalb  der  Functionen  mx 
auftreten)  und  definiren  als  Grössenordnung  eines  Ausdrucks 
seine  Dimension  in  den  pxj  so  können  wir  sagen:  log/i,  R  und 

—^dR  sind  Glieder  erster  Ordnung,  /  — r  fxAvi  entwickelt  auf 

Glieder  erster,  zweiter  und  folgender  Ordnung ;  jedes  Glied  ist 
ein  geschlossener  Ausdruck  und  hängt  ausser  von  den  p^  von 
der  scheinbaren  Zenithdistanz  d'  und  dem  Winkel  fp  ab  (log  /u 
bloss  von  r/)).  Da  auch  der  auf  der  linken  Seite  von  (5)  stehende 

Ausdruck cos  ^  von  derselben  Form  ist,  so  findet  man 

^^ 

log^  =  ?^(P,  +  P,+    -0, 

wo  der  Index  von  ?  die  Grössenordnung  in  den  p^  angiebt. 

Die  Px  sind  absolute  Constanten  der  Atmosphäre,  d.  h.  von 
der  Lage  des  Beobachtungsortes  unabhängig.  Hit  den  Coefficienten 
9i7  9i}  *••  9i  einer  Entwicklung  von  der  Form 
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logfi'=^9ÄWA(j) 


hängen  sie,  bei  passender  Wahl  der  Functionen  nx,  durch  line«- 
are  auflösbare  Gleichungen  Kusammen,  die  auch  ^  enthalten. 
In  dieser  letzten  Form,  die  auf  den  Beobachtungsort  bezogen  ist, 
pflegt  log/i  und  R  gewöhnlich  angesetzt  zu  werden;  es  muss 
sich  jedoch  stets  in  der  ersten  Art  darstellen  lassen,  wenn  man 
eine  für  beliebige  Höhen  anwendbare  Refractionsformel  erhalten 
will.  Die  Grössenordnung  eines  Ausdrucks  ist  nunmehr  seine 
Dimension  in  den  q^. 

Verzichtet  man  auf  geschlossene  Darstellung,  so  kann 
wenigstens  formell  die  Absorption  auf  die  Refraction  zurück- 
geführt werden,  ohne  dass  eine  bestimmte  Gestalt  für  R  zii 
Grunde  gelegt  wird.  Ich  führe  an,  ohne  es  zu  beweisen,  dass 
bis  auf  einen  Constanten  Factor  die  Goefficienten  A,  A\  A\  ... 
der  LjLMBERT'schen  Absorptionsformel 

log^  =  sec^(i4-^'tg;^«H-i4"tg;>* ) 

sich  durch  die  Goefficienten  Z,  2\  Z"  .,.  der  bekannten  Refractions- 
entwicklung 

i?  =  Ztg  ^  —  Z'  tg  ^»  +  2"  tg  ^«^ 

einerseits  und  die  Goefficienten  ungerader  Ordnung  H\  H"\  H^.. 
der  Gotangentenreihe 

R  =  H+H"  cotg  ^*  +  H""  cotg  ^*  H 

—  H'  cotg  &  —  W"  cotg  ^»  —  Ä»^  cotg  ^' 

andererseits  ohne  Hülfe  des  Winkels  qp  ausdrücken  lassen.  Es 
wäre  zwecklos,  diese  sehr  complicirten  Ausdrücke  aufzustellen, 
da  eine  Ermittlung  der  H%  H"\  ., .  aus  den  Beobachtungen  direct 
(ohne  Zugrundelegung  eines  geschlossenen  Ausdrucks  für  /?) 
wegen  der  Unsicherheit  der  Messungen  im  Horizont  ganz  illu- 
sorisch wäre. 

Bevor  wir  weitergehen,  mögen  einige  Benennungen  ein- 
geführt werden.  Schreiben  wir  das  Integral  der  Gleichung  (2) 
in  der  Form*) 


A)  Eio  für  alle  Mal  soll  für  die  oatürlichen  Logarithmen  das  Zeichen 
log,  für  die  BRicG'schen  das  Zeichen  Log  zur  Anwendung  kommen. 
Uath.-phyf.  ÜUm«.  189&.  28 
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(7)  Log(J,:7)  =  P, 

so  ist,  für  die  betrachtete  Höbe,  /  die  beobacbtete  Intensität 
und  P  eine  Function  der  sobeinbaren  Zenitbdistanz  ^;  J,  ist  die 
ungescbwäcbte  Intensität  des  Strables  vor  dem  Eintritt  in  die 
Atmosphäre.  Bezieht  sich  der  Index  0  auf  das  Zenith  {d  ^  0), 
so  beisse 

P.  =  Logj* 
kurz  die  Zenithabsorption,  und 

p  =  ^  =  40-'. 

der  Transmissionscoefßcient;  p  ist  also,  in  Tb  eilen  der  ursprüng- 
lichen, die  bis  zum  Beobachtungsort  durchgelassene  Lichtmenge 
eines  Zenithstrahles.   Statt  (7j  lässt  sich  schreiben 

p 
der  Quotient  —  würde  die  Weglänge  des  Strahles  in  einer  ide- 

alen  Atmosphäre  sein,  die  bei  überall  gleicher  Durchsichtigkeit 
p  dieselbe  Absorption  ausübte  wie  die  wirkliche,  und  mag  als 
reducirte  Weglänge  des  Strahles  bezeichnet  werden  (die  im 
Zenith  =  4  gesetzt].   Endlich  ist  zu  beachten,  dass  die  Grösse 

P-P.  =  Log^ 

diejenige  ist,  die  direct  aus  den  Messungen  hervorgeht  und  aus 
deren  Verlauf  in  verschiedenen  Zenithdistanzen  P^  erst  theore- 
tisch zu  extrapoliren  ist;  diese  Grösse  heisst  die  Reduction  auf 
das  Zenith  j  der  Kürze  halber  auch  Zenithreduction,  und  wird 
entweder,  wie  hier  im  Allgemeinen  geschehen  soll,  in  Uellig- 
keitslogarithmen  oder  in  Grössenclassen  (Helligkeitslogarithmen 
dividirt  durch  0.4)  angesetzt. 

Wir  entwickeln  nun  die  Gleichung  (5)  für  eine  specielle 
Refractionsformel ,  die  sich  den  Beobachtungen  für  unseren 
Zweck  hinreichend  genau  anschliesst  und  die  Glieder  höherer 
Ordnung,  die  in  der  LAPLACE'schen  Formel  vernachlässigt  sind, 
mit  zu  berücksichUgen  erlaubt.  Es  seien  a  und  b  zwei  sogleich 
zu  definirende  Functionen  von  v,  die  Gonstanten  a^  und  b^  ihre 
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Grenzwerihe  fttr  y  =  i/^ ,  (p  der  durch  (6)  eingeftthrte  Winkel, 
ferner 

x  =  6  cos  ^ ,     a?,  =  6,  cos  &^  . 

Aus  der  Grundfonnel 


_  r      V  sin  &  d  log  // 
~J      Vp'*  -  j/«  sin  ^* 


erhalt  man  durch  die  Substitution 
V 


—  =  -y  =  —    oder    6^  =  6  sec  9  =  6  sec  y 


R  cosec  ^  =  —  /  ^'^^ 


Femer  sei 
und  für  den  Zusammenhang  zwischen  fx  und  v  werde  die  Formel 

(8)        ^'if'^iö-ü;'  *°8''=w-26: 

angenommen,  die,  wie  es  sein  soll,  eine  vom  Beobaohtungsort 
unabhängige  Constitution  der  Atmosphäre  darstellt.  Führt  man 
die  Integrationsvariable 

u;  =  6'«  —  6« 

ein,  deren  Grenzwerthe  sind 

und 

«;  =  c*  =  ftj  —  6»  =  6»  tg  9»  , 

so  wird 


2  Yw  4-  ac 


tu. 


(9)       flco8ec^  =  /*2-4^^  =o<I>(x)  — oA©  (Vc»  +  x*)  . 


0 

28* 
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Hier  ist 

die  sogenannte  KEAiip'scbe  Function,  für  die  sich  mehrfach 
Tafeln  finden.  Die  Formel  (9)  lässt  sich  noch  etwas  anders 
schreiben;  wegen 

c«  +  o;*  =  6J  —  6«  sin  ^«  =  6»  cos  ^  =  x\ 
wird 

(40)  Ä  =  o sin  ^[a>(6  cos  d)  --hOlb^  cos  &,)] 

==  a  sin  d-[(D{x)  —  h0(x^)] . 

Definirt  man  ausser  '9^^  zwei  andere  Winkel  xp  und  (o  (von 
denen  tp  erst  später  gebraucht  wird)  durch  die  Gleichungen 

Isin  ^f  =  cos  9>  sin  & ,  sin  &^  =  cos  ^  sin  ^  , 

cos  w  cos  ^^  =  cos  9>  cos  ^ ,     cos  tp  cos  ^,  =  cos  ^  , 

sin  Ol  cos  ^,=  sin  q>  ^     sinip  cos  &^  =  sin  9  sin  ^  , 

so  folgt 

(12)  tg  w  =  tg  9?  sec  ^ ,     tg  1/;  =  sin  9)  tg  d , 

&  cos  ^  =?  c  cotg  (ü ,     b^  cos  ^'^=c  cosec  w  , 

(13)  R  =  a  sin  ^[(Z)(c  cotg  w)  —  Ä  (Z)(c  cosec  w)]  . 

Diese  Formel,  mit  den  numerischen  Parametern  a,  6,  c,  ^,  7^, 
zwischen  denen  die  Relationen 

bestehen,  schliesst  sich,  wie  die  Versuche  lehren,  den  gebräuch- 
lichen Refractionstafeln  recht  genau  an.  Wird  die  Höhe  der  At- 
mosphäre, also  auch  tg  (p  und  c  hinlänglich  gross  oder  unendlich 
angenommen,  so  wird  das  Glied  mit  h  unmerklich  und  man  er- 
hält die  einfachere  Formel 

(U)  fl  =  osin^a)(6cos^) 

mit  den  zwei  Parametern  a,  6,  ein  Analogen  zu  der  v.  Oppolzrh- 
sehen  Formel  ^).   Zahlenwerthe  sind  weiterhin  mitgetheilt. 

Nach  Kenntniss  der  Constitution  der  Atmosphäre ,  die  der 
Formel  (13)  oder  (14)  zu  Grunde  liegt,  lassen  sich  nun  ohne 


4)  Astr.  NachrichteD  Nr.  24  85. 
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Weiteres  die  Bestandtheile  der  Absorptionsformet  entwickeln. 
Die  Grösse  a  entspricht  hier  dem,  was  wir  in  der  allgemeinen 
Vorbetracbtung  eine  lineare  Refractionsconstante  nannten;  es 
handelt  sich  also  einfach  um  Entwicklung  nach  Potenzen 
von  a.  Dabei  wollen  wir  zunfichst  annehmen,  dass  q>  =  90^ 
oder  nahe  an  90°,  also  h  unmerklich  sei;  wir  erhalten  dann  die- 
jenige Absorption,  die  als  die  strenge  Gonsequenz  der  Refrao* 
tion  (14)  anzusehen  ist. 
Man  findet  sofort 

=  a  sin  ;>a)  +  ^  sin  ^fcD^  —  x^  + 11 , 

wo  unter  O  schlecbihin  (Z>  {x)  zu  verstehen  ist 
Weiter  wird 

Hier  treten  also  die  KRAMp'schen  Functionen  der  Argumente 
X,  y^Xy  V^Xj  ...  auf.   Setzt  man 

Osix)  =  VdO {Vdx)  =  -/    .——-  , 

*ü    Vw  +  x« 

Entwickelt  man  in 

u  —  4  ri/«       ,  fdK 

=  — cos  ^  +  cosec  d'l  -rr  dW  —  smd'  I  —r 


so  wird 
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auch  das  erste  Glied  rechlerhand  nach  Potenzen  von 

so  folgt 

Der  Index  d  gebt  von  0  an ;  das  Glied  erster  Ordnung  ist 
besonders  geschrieben.   Zieht  man  es  zusammen,  so  wird 

(46)  ^log^  = 


dt 


ö    ^   .    a*/cos^    .    ^     .    ft.\         o'  /cos^  ,   ^     .     „,\. 

Hieraus  sieht  man  zunächst,  dass  das  Glied  dritter  Ord- 
nung gegen  dasjenige  zweiter  wirklich  vernachlässigt  werden 
kann ;  der  Quotient  beider  liegt  zwischen  den  Grenzen 

-^  =  I  log  /i  =  0.0001      (im  Zenith) 

und  V  ö  ßT  ('"^  Horizont). 

Dagegen  ist  das  Yerhaltniss  des  zweiten  Gliedes  zum  ersten 
im  Zenith  =  -^  :  2b0(b)  oder  nahe  =  —  /\^  — ,  im  Hori- 

zont  =  V  2   -^  r^  -j=- ;  die  LAPLACs'sche  Formel 

log  -1  =  CA  cosec  ^ , 
die  hier  dem  Gliede  erster  Ordnung  entspricht,  ist  also  ent- 
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schieden  unvollständig.  Dass  sie  trotzdem,  wie  wir  sehen 
werden,  nahezu  dieselben  Resultate  ergiebt  wie  die  strengere 
Formel (16),  liegt  daran,  dass  die  von  ^  abhängigen  Goefficienten 

O  ,     ~^~  +  (D,  sm  ^« ,      -^  +  Ö>,  sin  ^* , . . . 

bis  zu  hohen  Zenithdistanzen  einander  nahezu  proportional 
laufen,  sodass  eine  Aenderung  des  constanten  Factors  q  genügt, 
um  in  beiden  Fällen  fast  dieselben  Zahlenwerthe  zu  erhalten. 
Mit 

M  =  Modulus  der  BRicG^schen  Logarithmen  , 
können  wir  schreiben 

(47)     P=Log^  =  ia)(6cos^)  +  >4-^(^  +  a>,sin^«), 

Um  numerische  Werthe  fttr  a  und  6  zu  erhalten,  aus  denen 
die  Absorption  fttr  eine  Flachlandstation  hergeleitet  werden 
soll,  genttgt  es ,  die  Formel  (1 4)  an  die  mittlere  Refraction  einer 
der  gebräuchlichen  Tafeln  anzuschliessen;  wir  wählen  die  von 
Herrn  Gtldex  fttr  Pulkowa  entworfene.  Setzt  man  in  (4  4)  ^  =  0 

und  ^=  -TT- 1  so  erhält  man  als  Zenith-  und  Horizontcon  staute 


> 


Z=  lim  (Ä  ootg  9)  fttr  ^  =  0 

=  aa)(6), 

Ä=limÄfttr  ;^  =  ^ 

=  aa)(o)  =  a-y. 

Mit  den  GvLDEN'schen  Werthen 

Log  Z=  4.760  320 
Log  Ä  =  3.34  4  860 
findet  man  leicht 

Log  a  =  3.364  345 
Log  b  =  4.302  427 
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{Zy  H  und  a  in  Bogensecunden).  Zahlen werthe  der  hiermit  nach 
(44)  gerechneten  Refraction  entbttit  die  dritte  Columne  des  fol- 
genden Tafelchens,  die  zweite  giebt  die  Werthe  (G)  der  Gtldeit- 
schen  Tafel.  Einheit  ist  die  Bogensecunde,  Argument  hier  wie 
im  Folgenden  stets  die  scheinbare  Zenithdistanz  &. 


iG) 


(G)-Ä 


0^ 
60 
70 

o:oo 

99.40 
156.86 

O'roo 

99.88 
156.78 

O'roo 

4-0.02 
0.08 

85° 

86 

87 

585':0 
696.7 
868.4 

582'.'4 
698.0 
848.8 

3.7 
5.1 

75 
80 
81 

211.69 
315.51 
848.60 

211.89 
814.92 
347.84 

0.20 
0.69 
0.76 

87.5 

88 

88.5 

956.9 
1084.4 
1243.8 

951.0 
1077.6 
1286.0 

5.9 
6.8 
7.3 

82 
83 
84 

888.86 
488.79 

502.20 

887.85 
487.48 
600.41 

1.01 
1.81 
1.79 

89 

89.5 

90 

1445.2 
1706.8 
2050.6 

1488.0 
1700.8 
2050.5 

7.2 
5.5 
0.0 

(6) 


(G)  — Ä 


Als  Anschlossobject  ftlr  die  nach  (47)  zu  berechnende  Re- 
duction  auf  das  ZeniÄ 


Log -^^  =  P-P. 


soll  die  von  Herrn  G.  Müllbr  gegebene  mittlere  Extinctions- 
tabelle  fttr  Potsdam^)  benutzt  werden,  deren  Argument  die 
wahre  Zenithdistanz  ist.  Hieraus  sind  die  Werthe  für  runde 
scheinbare  Zenithdistanzen  entnommen,  die  in  der  folgenden 
Tafel  unter  M  aufgeführt  sind ;  diese  Werthe  sind  Logarithmen 
von  Helligkeitsverhältnissen,  nicht  Grüssenklassen.  Schliesst 
man  die  LAPLACB'sche  Formel  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  an  die  MüLLBa'schen  Zahlen  an,  so  erhfilt  der  constante 
Factor  einen  Werth ,  der  etwa  fttr  ^  =  85°  Uebereinstimmung 
zwischen  Tafel  und  Formel  ergiebt*).  Um  die  wiederholte  An- 
wendung der  M.  d.  kl.  Qu.  zu  ersparen ,  mag  einfach  -9-  =  85" 
als  Coincidenzstelle  zwischen  Tafel  und  Formel  festgesetzt  wer- 
den.   Die  Formel  (17)  giebt  dann 

Log  A  =  0.44282 

und  die  unter  H  zusammengestellten  Werthe  von  P  —  P^.    Zur 


1)  Publikationen  des  Astrophys.  Observ.  zu  Potsdam,  Band  III,  p.  285. 

2)  Vgl.  Sbbligbr,  lieber  die  Extinction  des  Fixstern! ichtes  in  der  At- 
mosphäre; Berichte  der  k»  bayr.  Akademie  d.  Wissensch.  4894,  Bd.  XXI. 
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Vergleicbung  mit  der  LAPLACB^schen  Theorie  sind  unter  L  die 
nach  der  Formel 

P=Ba)(ftcosi»), 
Log  B  =  0.491 85 
berechneten  Werthe  von  P  —  Po  aufgeführt. 

,»  M  H  L        M—H       M—L 


OO 

0 

'  0 

0 

0 

0 

30 

0.004 

0.005 

0.006 

— 

1 

—     1 

40 

0.024 

0.023 

0.024 

4- 

4 

0 

50 

0.048 

0.042 

0.048 

+ 

6 

4-    5 

60 

0.09i 

0.076 

0.077 

4- 

46 

4-  15 

70 

0.180 

0.146 

0.147 

+ 

84 

4-  38 

7ö 

0.261 

0.215 

0.216 

+ 

46 

4-  45 

80 

0.894 

0.350 

0.352 

+ 

44 

4-  42 

81 

0.482 

0.894 

0.395 

+ 

88 

4-  87 

89 

0.477 

0.447 

0.448 

+ 

80 

4-  29 

83 

0.533 

0.518 

0.54  4 

4- 

20 

4-  ^9 

84 

0.607 

0.697 

0.598 

4- 

40 

4-    9 

88 

0.707 

0.707 

0.707 

0 

0 

86 

0.846 

0.856 

0.855 

— 

10 

—     9 

87 

4.045 

1.068 

4.062 

— 

23 

—  47 

87.6 

1.176 

1.209 

1.200 

— 

33 

—  24 

Die  Vergleichung  der  Widersprüche  zeigt,  dass  die  Ver- 
nachlässigung der  Glieder  sweiter  Ordnung  erst  in  den  ganz 
hohen  Zenitbdistanzen  merklich  wird;  der  Grund  dafür  ist  be- 
reits genannt.  Die  systematische  Abweichung  zwischen  Theorie 
und  Beobachtung,  namentlich  um  ^  =  75°  herum ,  bleibt  somit 
für  die  verbesserte  LAPiACB^sche  Formel  bestehen;  die  geringe 
Differenz  zwischen  H  und  L  hat  sogar  entschieden  die  Tendenz, 
den  Anscbluss  noch  zu  verschlechtem.  Die  Zahlen  L  weichen 
von  denen,  die  Herr  Sebugbr  a.  a.  0.  p.  851  giebt,  um  geringe 
Betrage  ab,  die  sich  aus  der  Benutzung  verschiedener  Refrac- 
tionstafeln  erklaren.  Die  Transmissionscoefficienten  p  =  1 0~^« 
ergeben  sich  für  H  und  L  resp.  zu  p  =  0.838  und  0.837. 

Bei  der  Refraction  (1 4)  und  der  daraus  folgenden  Absorp- 
tion (4  7)  ist  die  Höhe  der  Atmosphäre  sehr  gross  oder  unendlich 
angenommen,  d.  b.  die  Glieder  mit  h  =  e"^^  vernachlässigt; 
wir  wollen  versuchen,  ob  durch  deren  Mitnahme  der  Anschluss 
verbessert  wird.  Hierzu  genügt  es ,  das  Glied  erster  Ordnung 
zu  vervollständigen ,  da  nach  der  eben  gewonnenen  Ueberzeu- 
gung  die  Einführung  der  Glieder  höherer  Ordnung  nichts  ändert. 
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Statt  (15)  können  wir,  wenn  die  Glieder  mit  a*  herausgesucht 
werden,  schreiben 

(18)  — log  -i-  =  — log|U.cos^  +  co8ec^/-|-d«'  — Äsin^, 

wo  fttr  R  der  Ausdruck(1 3),  und  log  fi  =  ^ ,  (*  — ä)  su  setzen  ist. 

Bezeichnet  man  fttr  den  Moment  den  Ausdruck  0(x)  —  hO{x^) 
durch  V,  so  ist 

A  =  a  sin  ;^  'F 

^••«^ 8^(*-*)«'  +  »'^(8ir  +  sin^') 

+  2|i(a;-A»,)-osind«'F 

In  den  Gliedern  höherer  Ordnung  (a*,  a',...]  würden  die 
Ausdrücke 

«F.  =  a),(a;)-A*<Z).(x,), 

»F,  =  <Z),  ((T)  -  h*0,  (X,) 


auftreten.    Benutzen  wir  wieder  den  durch  (14)  eingeführten 
Winkel  w ,  so  wird 

x,  —  a?  =  c  tg  -y 

und  wir  erhalten  die  Absorptionsformel 

(49)    Loß^  =  AV^Ahcig^ 

=  i4|<D{ccotgw)  —  hO{c  cosecci»)  —  Actg-^l  • 
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Auch  hier  also,  im  Fall  endlicher  AtmospharenhOhe,  finden 
wir  ausser  der  LjLPLACs'schen  Formel  ein  Zusatzglied  (das  mit 


(O 


tg-^);  ein  ähnliches  Glied  hat  Mjlurbr  in  seiner  Inaugural- 
dissertation^] aufgestellt,  ohne  ttbrigens  in  der  Ableitung  über 
den  herkömmlichen  Grad  von  Strenge  hinauszugehen. 

Schliesst  man  die  Formel  (43)  im  Zenith  und  Horizont  an 
eine  gegebene  Tafel  an,  so  hat  man  zwei  Gleichungen 

Z  =  a[a)(6)-Aa>(6J], 


^=a[^  ^Aa)(c)] 


zur  Bestimmung  der  drei  Parameter.  Den  unbestimmt  bleibenden 
dritten  kann  man  zur  Erfüllung  einer  dritten  Goincidenz  (zu 
empfehlen  ein  Werth  in  der  Nahe  von  ^  =  87°)  oder  sonstwie 
zur  Verbesserung  des  Anschlusses  benutzen.  Ich  erhalte  mit 
den  Werthen 

Log  a  =  3.36871 0     Log  6  r=  4 .290727     Log  c  =  0.260000 , 

woraus 

9  =  5*>49'22"    Log  6,  =  4.292603     Log  A=  8.56492 

und  eine  Atmosphäre  von  29.5  km  Höhe  folgt*},  die  hier  unter 
R  zusammengestellten  Werthe  der  Formel  (43),  deren  Abwei- 
chung von  (G),  gegenüber  den  oben  mitgetheilten  Werthen, 
stark  verkleinert  und  ihres  systematischen  Gharacters  entkleidet 
erscheint. 

;^      I        R  (G)  — Ä 


0° 

Ol'OO 

0'.'00 

60 

1      99.41 

—  0.01 

70 

156.89 

—  0.03 

75 

211.63 

—  0.04 

80 

315.61 

—  0.10 

83 

'    439.04 

—  0.25 

85 

1    586.3 

—  0.3 

86 

696.9 

-0.2 

^ 

R 

(G)-fl 

87° 

853.6 

-0.1 

87.5 

956.9 

0.0 

88 

1084.1 

+  0.3 

88.6 

1242.8 

4-0.5 

89 

1444.4 

+  0.8 

89.5 

1708.4 

+  0.9 

90 

2050.6 

0.0 

4}  Die  Extinction  des  Fixstemlicbtes  in  der  Aimospbttre,  Zürich  4 8S3. 
2)  Aus  v,  c=  y  sec  (f  ergiebt  sieb  r,--ra=s^r  sec  y— r=3r(f«— 4)  + 
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Hingegen  wird  der  fraher  gewonnene  Anschluss  an  die 
MüLLBR'scben  Zahlen  nur  unwesentlich  geändert,  und  auch  dies- 
mal im  verschlechternden  Sinne.  Bestimmt  man  aus  (19)  .4 
durch  Coincidenz  in  85^  Zenithdistanz,  so  erhält  man 

Log  ^  =  0.54616 

und  die  unter  H  angegebenen  Zenithreductionen ;  zur  Yerglei- 
chung  sind  unter  L  wieder  die  LAPLAcs^schen  Werthe,  diesmal 
natttrlich  nach  der  Formel 

Log  -^  =  J?y  =  J? lO(c cotg (ü)  —  h0(c cosec w)], 

Log  J?  =  0.49393 

gerechnet,  daneben  gestellt.  Die  Transmissionscoefficienten  für 
H  und  L  sind  0.840  und  0.838. 


» 

H 

L 

M-H 

M—L 

0° 

0 

0 

0 

0 

40 

0.023 

0.023 

+    < 

+    < 

60 

0.075 

0.076 

+  47 

+  16 

70 

0.144 

0.146 

+  36 

+  34 

75 

0.213 

0.215 

+  48 

+  46 

80 

0.348 

0.351 

+  46 

+  43 

83 

0.511 

0.513 

+  22 

+  20 

85 

0.707 

0.707 

0 

0 

86 

0.859 

0.855 

—  13 

—    9 

87 

1.074 

1.063 

—  29 

-18 

87.5 

1.217 

1.201 

-41 

-25 

Als  Ergebniss  der  angestellten  Versuche  können  wir  den 
Satz  aussprechen,  dass  die  systematischen  Widersprüche  zwi- 
schen der  Potsdamer  Absorptionstabelle  und  der  Laplace'schen 
Formel  sich  nicht  durch  die  (thatsächUch  vorhandene)  Ungenauig- 
keit  der  Formel  erklären  lassen  ^  sondern  bei  strengerer  Entwick- 
lung eher  noch  ver grösser t  werden. 

Für  Ueberschlagsrechnungen  kann  immerhin  die  Refraction 


+  /ir  tg  9^  tg  ^  ,  worin  für  log  ^  sein  Werth  jr  (^  —*) »  ^^^  ^  der  Erdradius 

oder  genauer  das  Mittel  der  Hauptkrümmungsradien  für  den  Beobach- 
tungsort  (E^lkowa).zu  setzen  ist. 
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{i  4]  und  die  aus  ihr  folgende  Absorption  (4  7)  als  genügende  An- 
näherung angesehen  werden.  Ich  gebe  deshalb  anhangsweise 
die  Formeln  für  die  Refraction  und  Absorption  in  beliebiger 
Hohe,  wie  sie  aus  den  Entwicklungen  dieses  Abschnitts  folgen. 

Gegeben  sind  a  und  b ;  mit  Werthen  des  Arguments  —  berech- 

y 

net  man  daraus 

6'  =  6  — ,      u;  =  6'«  —  6«        o'  =  o  —  e""^, 

Die  Kenntniss  von  ju'  (als  Function  von  —  i  erlaubt,  allerdings  nur 

numerisch ,  auf  das  Radienverhältniss  —  = -^  oder  auf 

r  V      fi 

die  Hohe  r'^r  als  unabhängige  Variable  ttberzagehen;  wir 
denken  uns  eu  jeder  beliebigen  Hohe  das  zugehörige  —  gefun- 

V 

den.  Ist  -9-  die  Zenithdistanz  des  Strahles  am  Beobachtungsorte, 
^'  die  desselben  Strahles  in  der  Hohe  r'  —  r,  so  gilt  weiter 

v'  sin  y  =  V  sin  ^ , 

Ä  =  a  sin  ;^ 0(6  cos  &) ,     R'  =  a'  sin  ^'  <D  (6'  cos  ^') , 

fi  und  If  die  Refractionen  am  Beobachtungsort  und  in  der  Hohe 
r'  —  r.  Für  die  entsprechenden  Lichtintensitttten  J  und  /  (J^ 
ist  die  ursprangliche  Intensität)  folgt 

^  Log  A  =  ö>(6  cos  &)  +  ~[^  +  sin  &'  0,{b  cos  ^)]  , 

und  dasselbe  mit  Accenten ;  hierbei  ist  A  bekannt  und 

Ein  Anschluss  von  R'  an  Refractionsbeobachtungen  einer 
HOhenstation  würde  natürlich  nicht  genauer  sein  als  der  An- 
schluss von  R  an  Gylden  oder  Bbssel  ;  ebenso  würde  vermuth- 
lich  jeder  Anschluss  zwischen  Absorptionsformel  und  -tafel  auf 
Hohenstationen  Widersprüche  von  der  Art  und  Ordnung  der 
M—L  oder  M—  H  übrig  lassen.  Die  Extinctionstabelle  für  den 
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Säntis,  die  Herr  G.  Müller  im  VUI.  Bande  der  Potsdamer  Publi- 
cationen  gegeben  hat ,  ist  selbst  nach  der  LAPLACs'schen  Formel 
berechnet ,  also  nicht  wie  die  Potsdamer  Tafel  als  directes  Re- 
sultat der  Beobachtungen  anzusehen;  wir  kommen  hierauf 
zurück. 

Pur  die  horizontale  Refraction  und  Absorption  1^  =  ~ö~) 

in  der  Höhe  r'  —  r  ergeben  sich  die  Formeln 

H  =a  — , 


.^«:«)-/5:f0+^) 


Vil 

Diese  Gleichungen  mit  2  multiplicirt,  geben  die  Ablenkung 
und  Schwächung,  die  ein  Lichtstrahl,  der  in  der  Höhe  r'  —  r 
horizontal  steht,  beim  Durchgange  durch  die  ErdatmosphKre  er- 
leidet, also  Grossen,  die  in  der  Theorie  der  Mondfinsternisse  ge- 
braucht werden. 

Für  den  Transmissionscoefficienten  p'  in  beliebiger  Höhe 
findet  man 


Log  1  =  ^'[©(6') +  4]- 


Endlich  wollen  wir  noch  den  Dnick  P  berechnen.  Aus  der 
Differentialgleichung 

dP  =  —  gDdr 
(g  Schwere,  D  Dichtigkeit)  folgt  durch  Integration 

r 

und  wenn  wir  gr^  =  constans,  D:{fi  —  1)  =  constans  setzen, 
C  eine  Ck)n8tante  der  Erde  und  ihrer  Atmosphttre.  Also 
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-^  =  ^(^-4)+/^M'«dlog/. 

Die  rechte  Seite  Ittsst  sich  wieder  nach  Potenzen  von  a  ent- 
wickeln ;  man  hat 

-/(log  ,')^  J  ä  log  ,'  =  ({-^'Je-^-'^ä.  ^= 
~      \ibj     <J  +  <   ' 

Damit  folgt 

und  entsprechend  P'.  Da  b  in  der  Nähe  der  Zahl  20  liegt,  kön- 
nen wir  fttr  <2>(6)  die  semiconvergente  Reihe 

anwenden;  nimmt  man  dann  nur  die  Hauptglieder  mit,  so 
hat  man 

Pv 


C  "46' "^86*' 


■  r\j 


ebenso  fttr  den  Transmissionscoefficienten  aus  (1 5)  oder  (1 6j 


^iogp  =  ^,0{b)  +  ^-i+loif^ 


also  nttherungsweise 


^i^'  +  g*«' 


-loip  =  ^v*P, 
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(20)  logp' :  logp  =  ^'«1^  :  v«P  =  ^«^ :  v^B, 

wenn  B  und  B'  die  Barometerstfinde  bezeichnen.  Nach  Laplace 
verhalten  sich  die  Logarithmen  der  Transmissionscoefficienten 
in  verschiedener  Höhe  wie  die  Barometerstände;  wir  erhalten 
hier  eine  etwas  andere  Beziehung,  wonach  die  Durchsichtigkeit 
der  Luft  mit  wachsender  Höhe  etwas  rascher  zunehmen  wttrde. 
Die  Differenz  ist  übrigens  numerisch  unerheblich,  solange  es 
sich  um  zugängliche  Höhen  handelt. 


IL 

Zur  Erklärung  der  systematischen  Widersprüche  zwischen 
Theorie  und  Beobachtung  —  Widersprüche,  deren  Bealitfit  auch 
durch  eine  Yergleichung  der  LAPLACE'schen  Formel  mit  der 
SEiDBL'schen  Extinctionstabelle^)  bestätigt  wird  —  bleibt,  da  die 
Vervollständigung  der  Theorie  nichts  ergeben  hat,  nur  die  An- 
fechtung ihrer  Voraussetzungen  übrig.  In  der  That  kann  man 
fragen,  ob  die  Einführung  des  Zusammenhanges  zwischen  Be* 
fraction  und  Absorption  ein  Fortschritt  war;  zunächst  ist  sie  eine 
blosse  Hypothese,  die  weder  zu  ganz  einfachen  Rechnungsvor- 
schriften noch  zu  einer  genügenden  Darstellung  der  Beobach- 
tungen führt.  Abgesehen  davon  hat  die  Gleichsetzung  zwischen 
absorbirender  und  brechender  Kraft  sogar  elementare  That- 
sachen  gegen  sich ;  es  ist  zweifellos,  dass  sich  die  Atmosphäre 
als  lichtbrechendes,  lichtschwäcbendes,  lichtreflectirendes  Me- 
dium ganz  verschieden  verhält.  Die  optischen  » Dichtigkeiten  t, 
die  jeder  dieser  Reactionen  entsprechen,  sind  nicht  nothwendig 
identisch,  und  sind  wiederum  verschieden  von  Dichtigkeiten, 
die  auf  anderem  Wege  (thermisch,  mechanisch)  gefunden  werden. 
Es  genügt  hier,  an  Thatsachen  zu  erinnern  wie  die,  dass  sich 
die  Höhe  der  Atmosphäre  aus  dem  Erscheinen  von  Meteoren  zu 
mehr  als  160  km,  aus  dem  Dämmerungsbogen  zu  70  km,  aus 
Anschluss  an  Befractionsbeobachtungen  unter  Umständen  zu 
30  km  ergiebt;  es  genügt,  auf  den  verschiedenen  Einfluss  der 


4)  Die  SEiDEL^sche  Tafel  ist  nur  theilweise  zur  Vergleicbung  mit  For- 
meln geeignet,  da  sie  aus  heterogenem  Material  zusammengeselzt,  im  Gange 
der  Differenzen  starke  Anomalien  zeigt.  Aus  diesem  Grunde  ist  bei  den 
Anschlüssen  die  besser  ausgeglichene  MüLLER'sche  Tafel  benutzt  und  die 
SEiDBL*8che  nur  gelegentlich  zur  Controlle  herangezogen  worden. 
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meteorologischen  Vorgänge  hinzuweisen^  wonach  z.  B.  hoher 
Druck  bei  trockener  Luft  vorzugsweise  auf  die  Refraction, 
Feuchtigkeit  und  Staubgehalt  vorzugsweise  auf  die  Absorption 
wirkt.  Man  brauclft  nur  an  locale  Anhäufungen  fein  vertheilten 
Meteorstaubes  zu  denken,  um  es  ganz  plausibel  zu  finden,  dass 
dieselbe  Luftschicht  einen  geringen  Beitrag  zur  Strahlenbrechung, 
einen  sehr  merklichen  zurExtinction  liefert.  Erwägungen  dieser 
Art  führen  dazu,  die  Abhängigkeit  der  Absorption  von  der  Höhe 
als  unbekannte  Function  anzusetzen  und  aus  den  Beobachtungen 
zu  erschliessen,  statt  umgekehrt  sich  durch  eine  willkürliche 
Hypothese  Rechnung  und  Anschluss  zu  erschweren.  Wir  haben 
es  dann  in  der  Hand,  selbständig,  d.  h.  ohne  Beziehung  zur  Re- 
fraction,  verschiedene  Annahmen  über  die  Constitution  der 
absorbirenden  Atmosphäre  zu  prüfen  und,  statt  mit  Reihenentr- 
wicklungen,  mit  geschlossenen  Formen  zu  operiren. 

In  Zeichen  übersetzt,  läuft  dies  daraus  hinaus,  in  der  Grund- 
formel (8)  oder 

dlogJ  =  fds 

nicht  mehr/'r^fdu—  1)  zu  setzen,  sondern  f  als  unbekannte 
Function  von  r  oider  ju  oder  v  anzusehen.  Die  Refractionstheorie, 
die  nun  als  selbständiges  Problem  zurücktritt,  liefert  fi  oder  r 
als  Function  von  y;  wir  können  auch  hier  v  als  unabhängige 
Variable  zn  Grunde  legen  und  f=:f(y)  setzen.  Im  Uebrigen 
behalten  alle  Zeichen  ihre  Bedeutung;  auch  die  Festsetzung  be- 
züglich der  accentuirten  und  unaccentuirten  Buchstaben  bleibe 
dieselbe.  Die  Grenze  der  absorbirenden  Atmosphäre,  durch  den 
Index  1  bezeichnet  (also  /*,  =  0),  fällt  nicht  nothwendig  mit  der 
Grenze  der  lichtbrechenden  (ju^  =  4)  zusammen.     Es  folgt 

log  ^  =frds'  =ff'  sec  »'dr' 

M  r 

=ff'  ^  v'dv  (»-'*  —  v»  sin  ^«)~* 
oder 

Math.-phya.  ClMie.  1886.  29 
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wo 

^  dv       ju  (i  log  V        ju  \        rf  log  f / 

Diese  Formel  giebt  /*,  die  »absorbirende  Kraft«,  als  Fanction  von 

v^  sobald  aus  derRefractionstheorie  ju,  aus  der  Absorptionsiheorie 

P  als  Function  von  v  bekannt  ist.   Auf  den  directen  Zusammeo* 

hang  zwischen  f  und  v  (oder  f  und  r)  braucht  aiso  erst  am 

Schlüsse  eingegangen  zu  werden,  wahrend  zur  Darstellung  von 

Absorptionsbeobachtungen  nur  die  Grosse  F,  die  als  einfacher 

Factor  unter  dem  Integralzeichen  auftritt,  als  Function  von  v 

bekannt  sein  muss.   Aus  der  Bedeutung  von  f  und  der  Relation 

(82)  ergeben  sich  von  vornherein  beschrankende  Bedingungen 

für  P\  es  muss  im  Intervall  i^  bis  ^^  F;>  0  und  an  der  Grenze 

V'=  v^  F,  =  0   sein.     Denn  in  unsererer  Erdatmosphäre  ist 

dr 

•7—  2>  0 ,  /*  hat  also  das  Zeichen  von  F  und  würde  es  mit  ihm 

dv         " 

zugleich  wechseln ;  negative  Werthe  der  Absorption  sind  aber  in 

einer  dunklen  Atmosphäre  unzulässig.    Uebrigens  zeigt  die  Be- 

dr 
fractionstheorie,  dass  -z—  stets  in  der  Nähe  von  \  (etwa  zwischen 

1.0  und  \A)  liegt;  es  sei  daher  erlaubt,  der  Kttrze  wegen  nebst 
f  auch  die  ähnlich  verlaufende  Function  F  als  absorbirende  Kraft 
zu  bezeichnen. 

Aus  (21)  folgt,  dass  eine  Function  u,  die  den  Verlauf  der 
Zenithreduction 

(23)  u  =  log  ^  =  f       ^'''^'''     =  -  fpd^ 

^J      ^Vv*  —  V*  sin  &*     J 

in  verschiedenen  Zenithdistanzen  geben  soll,  einer  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  genttgen  muss,  die  ein 
Analogon  ist  zu  der  von  Bruns  aufgestellten  partiellen  Differential- 
gleichung der  Refraction.  Die  Grösse  F'  ist  bloss  von  v^  nicht 
von  V  (dem  Orte  des  Beobachters)  abhängig,  muss  wenigstens  so 
dargestellt  werden  können;  daher  ist 

-  =  -Fsec^  +  F+^-^j^-;^, 

(24)  FW8ec^-.1)  =  tg^^-^-^^^. 
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Diese  partielle  Differentialgleichung  der  Absorption  löst  die 
Aufgabe,  zu  einem  vorgelegten  u  das  zugehörige  F  zu  finden. 
Gegeben  ist  u  als  Function  von  &,  mit  Parametern  a,  6,  c,  . . . , 
die  für  den  Beobachtungsort  bestimmte  numerische  Werthe  an- 
nehmen. Man  sieht  sie  als  unbekannte  Functionen  von  v  an  und 
bildet  in  diesem  Sinne 

hu  hu  da        hu  db 

bv        ha  dv        hh  dv  ' 

sowie  den  Ausdruck 

der  von  d-  unabhängig  sein  muss.  Diese  Bedingung  liefert  eine 
Beihe  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  für  a,  6,  c  . . .  und 
nach  deren  Integration  die  Ausdrtlcke  von  Fund  u(i/,  d)\  wenn 
die  gewählte  Form  für  u  eine  zulässige  war,  so  muss  durch  Ein- 
setzung von  F  in  das  Integral  (23)  wiederum  u  (y,  S)  reproducirt 
werden.  Die  Grössen  F,  a,  b,  c, . , ,  gehen  durch  Vertauschung 
von  V  mit  r'  in  F',  a',  b\  c',  ...  über;  führt  man  an  Stelle  der 
Integrationsconstanten,  die  aus  der  Lösung  jener  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  resultiren,  die  Anfangswerthe  a,  6,  c,  . . . 
ein,  so  nimmt  die  erhaltene  Constitution  der  Atmosphäre  die 
Form  einer  »Hauptlösung  für  i/  =i/«  an,  eine  Form,  in  der  sie 
scheinbar,  aber  auch  nur  scheinbar  vom  Beobachtungsorte  p 
abhängig  wird.  —  Die  numerischen  Werthe  der  o,  6,  c,  . . . 
müssen  überdies  so  beschaffen  sein,  dass  F  die  oben  aus- 
gesprochenen Bedingungen  erfüllt. 

Ich  verfolge  den  hier  angegebenen  Weg  nicht  weiter,  weil 
ich  dabei  nur  die  Entwicklungen  aus  meinen  Arbeiten  über  Re- 
fraction  ^)  zu  wiederholen  hätte.  Der  numerische  Zusammenhang 
zwischen  Refraction  und  Absorption,  wie  ihn  Laplace  voraussetzt, 
hat  sich  hier  zu  einer  formellen  Analogie  erweitert,  die  dazu 
dienen  kann,  Besultate  des  einen  Gebietes  auf  das  andere  zu 
übertragen ;  es  handelt  sich  im  Folgenden,  wie  gleich  bemerkt 
werden  soll,  nur  um  die  Gestalt  der  Functionen,  nicht  um  die 
Werthe  der  Parameter.  Vergleichen  wir  z.  B.  [ii]  mit  der 
Refractionsformel 


1)  ZurTheoriederastronoinischenStrahlenbrechuDgI.il.     Berichte 
der  K.  S.  Gesellschaft  er  Wissensch.  1891  und  4898. 

89* 
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R      _r      rflogjtt'  vdv' 


so  erhalten  wir  als  erste  Methode,  zu  jeder  zulässigen  Refractions- 
formel  eine  entsprechende  Absorptionsformel  zu  finden,  die  fol- 
genden Gleichungen : 


(26) 


vdv 


\  vdv  /, ' 


aus 


Hier  kann  man  sogar  die  Gonstante  ( — ^i   direct 

\  Vdp   |^ 

dem  Ausdruck  fttr  A  bilden,  ohne  erst  die  zugehörige  Constitution 
der  Atmosphäre  aufsuchen  zu  mtissen,  nämlich  durch  Dififeren- 
tiation  nach  -9-  mit  darauf  folgender  imaginärer  Substitution 

sin  &  =  sec  <p  . 

Ich  will  mich  nicht  mit  einer  allgemeinen  Behandlung 
dieses  Nebenpunktes  aufhalten;  für  zwei  specielle,  aber  sehr 
umfassende  Formen  von  R  ist  das  Nöthige  in  den  citirten  Ab- 
handlungen zu  finden.  Es  ergiebt  sich:  wenn  R  von  der  Form 
ist 


R  =  ungerade  Function  von  t  =  tg  ~  , 

z 


oder 


(ü 


R  cosec  &  s=  ungerade  Function  von  (^  =  tg  -^  , 


wo  tp  und  Cd  durch  die  Gleichungen  (11)  oder  (42)  definirt  sind, 
so  wird  einfach 


^=-(:-^i=-«^ 


=  sec  cp  cosec  g> 


dR  I 

dr  U=-i 

d(R  cosec  ^) 


da 


Cd 


(26^ 


Daraus  folgt 

J  w 

log  -^  =  Ä  cosec  &  —  ^  sin  9)  cos  9)  tg  -^ 
=  R  cosec  &  —  a 


lö«=-i 


d(Ä  cosec  ^)| 
da         lo=i' 


Gbbr  DIB  Absorption  des  Licbtbs  in  dbr  AmospaÄRB.     427 

Unter  Umstanden  kann  man  den  Parametern  von  R  die  Be- 
dingung ^  ==  0  auferlegen,  soweit  sie  nicht  etwa  identisch  erfüllt 
ist;  dann  reducirt  sich  (S6]  auf 

j 

(27)  y  log  -^  =  Ä  cosec  &  , 

eine  Formel,  die,  gleichlautend  mit  der  LAPLACB'schen,  den  viel 
weiteren  Sinn  einer  Function albeziehung,  eines  »heuristischen 
Principstt  hat.  Um  zu  erkennen,  dass  daneben  andere  solche 
Principien  gleichberechtigt  sind,  bilde  man  folgende  Ausdrucke 

log^  =  _Fvcos^—  fdF'  Vv'^  —  v^ sin  ^« , 
JvR  cos  ^hd^  =fd  log  jii'  [Vv'^  -  y*  sin  &^  —  v')  , 

0 

J^  dB!  =  ~  r?I^dlog ii'  y«/«  —  y«  sin  ^«  4-  R  sin^* ; 

man  erhalt  daraus  als  zweiten  zulassigen  Uebergang  von  Re- 
fraction  zu  Absorption 

F=logiu 
-L  log  ^  =  —  Fcos  ^  — y  7  ^ ^'  —  A  cos  ^^^ 


(28) 


-^dÄ'— Äsin^. 


In  der  letzten  Gestalt  ist  die  (strenge)  Formel  (28)  mit  der 
Approximation  (18)  gleichlautend,  der  Bedeutung  nach  aber 
ebenso  unterschieden  wie  (27)  von  der  LAPLACB'schen  Formel. 

In  der  zweiten  Formel  (28)  treten  die  Grössen  F  und  j  —dF 

auf,  die  wiederum  durch  imaginäre  Substitution  direct  aus  R 
gebildet  werden  können;  man  hat 

F=[«cotg^] 


428  F.  Hacsdowp, 

wo  1  wie  froher  die  erste  Zenilhconstante  und  die  Binsdillessiuig 
in  r  ]  die  Sobstitotioo  Ig  ^  =  i  bedeateL  Damit  kann  man  (28) 
auch  80  schreiben 

S  =  Äcolg^,       r=/cos^^rf^, 


^29:. 


i-iog^  =  soos;^— rs]cos^— r+[r|. 


Denkt  man  sich  R  nach  Potenzen  von  tg  &  entwickelt,  so 
würde  folgen 

s  =  z  —  z'tg;^*  +  rtg;»*  —  z"'tg  ;>•  +  .., 
F=z+r  +  r  +  r''\ — 

Ein  einfacher  Specialfall  xa  unseren  allgemeinen  Formeln  ist 

IÄ  =  a  sin  ^  [(l>(x)  —  A  (1> (xj] , 

der  sowohl  lu  (25)  wie  zn  (28)  gehört;  man  würde  erhalten 

nach  (25)      ^  =  - ,        A' =  A  e^^ , 

nach  (28)      -4=^,     .4'  =  J6-«^, 

also  bis  auf  einen  constanten  Factor  beidemal  dasselbe.  Die  Be- 
zeichnungsweise ist  die  frühere. 

Ein  Beispiel  zu  (26'i  bildet  die  rational  gebrochene  Form 

o 
R=^a  sm  ^  - 


^^^8-y=T+T^-«^(T^5P" 

Um  dieselbe  Formel  durch  t  auszudrücken,  hat  man  die 
Relationen 


Obbr  DIB  Absorption  dbs  Lichtes  in  der  Atmospbärb.    429 

COS  CO  =  cos  (p  cos  ip  y     a*  =  :  ,^  , 

1  -j~  TA,  • 

ZU  berücksichtigen  uod  erhält,  wenn  man  zwei  andere  Con- 
stanten einführt, 


(32) 


«=      «^ 


Geht  man  in  dieser  Gestalt  zu  einer  unendh'ch  hohen  At- 
mosphäre über,  so  wird 

y  =  -ä-,       A=<,       T  =  tg 


Ä  = 


2  ' 
az 


t+ßr* 


*^  '°^  y      2  1  +  /^T*  '   '°^  y         2«'      4  +  /^T« 

oder  wieder  anders  geschrieben 

Setzt  man  statt  (33)  ein  Aggregat  solcher  Glieder  an,  so  folgt 

oder  auf  gleichen  Nenner  gebracht 

(34)  log(yo:^) 

=  (a'T«4-a"ir*H ha**^***) :  (4  +6't«4-6"t*H h*'*^*'*). 

Behandelt  man  die  Formel  (33)  nach  der  partiellen 
Differentialgleichung  (24),  so  erhalt  man  a,  6,  F  als  Functionen 
von  V  durch  die  Gleichungen 


430  F.  Hausdorfp, 

Dies  ia  (21)  substituirt,  giebt  id  der  That  wieder  die  Fonnel 
(33),  am  einfachsten  durch  Einführung  eines  Halfswinkels.  Man 
setze  an: 

(a)  fttr6>0:  ft  =  tgy  , 

also 

,  g      _       g^  FF' 

yi%ß  —  rigß,    bcosß'^b'cosß''   sinß^'^sinß'' 

und  integrire  nach  /?'  zwischen  den  Grenzen  0  und  ß,  resp.  ß 
und  TT,  je  nachdem  ß  dem  ersten  (6  <[  1)  oder  zweiten  (6  >  1) 
Quadranten  angehört. 

iß)  fttr0>6>-1:  6  =  -.tg^, 

also 

.     -        ,   .     .,     aeosß      g'cos/?'        F  F' 

und  integrire  nach  ß'  zwischen  den  Grenzen  0  und  ß.  —  Der 
Fall  6  <C  —  4  ist  auszuschliessen,  weil  er  für  einen  Werth  von 

j 
&  im  ersten  Quadranten  das  Unendlichwerden  von  log  -j  ver- 
ursacht; beim  Grenzfall  der  Pocillbt sehen  Formel  (6  =  —  4) 
tritt  dies  im  Horizont  ein.  Bei  einem  Aggregat  von  Gliedern 
wie  (33)  können  die  einzelnen  g„ ,  b„  complex  werden ;  dem- 
entsprechend sind  andere  Httlfsgrössen  einzuführen,  worauf  wir 
hier  nicht  eingehen. 

Wir  wollen  noch  andere  Formen  für  log  -j  durch  Substitu- 
tion in  (21)  herleiten.   Setzen  wir  wie  früher 

^I  =  -   ,  g'6*'*'  =  gc"  , 

b  cos  ^  =  a; ,        6^  cos  ^,  =  a?,  , 
so  wird  zunächst 


"'i'-n^'i 


dw 


(36) 
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Die  znlttssige  Annahme 

CK 

mit  den  Constanten  9o}  94  7  9i  •  •  •  8^^^^  weiter 

^<>  Po)  Pi »  Pt  *  *  -  gewisse  Functionen  von  fo;  9i}  9t)  •  **  ^'^^  ^ 
sind.  Fttr  die  ersten  Glieder  erhttlt  man,  wenn  h  =  e^^^  als 
unmerklich  angesehen  und  wieder  die  KRAMP'sche  Function 
benutzt  wird, 

(3.,  {■t/75S=^»)=»(^»-K. 

Hier  mag  sogleich  eine  Bemerkung  aber  die  Berechnung 
dieser  Grössen  Platz  finden.  Man  hat  die  semiconvergente  Reihe 

/ 


e-^'^w'^dw  ^  II{^  _  ^  n(a+^)       ^^  JT(a  +  2) 


aus  der  hervorgeht,  dass  bei  grossen  Werthen  von  x  die  Be- 
rechnung von  Wj  Xj  ,,.  nach  den  geschlossenen  Formeln  mit 
Genauigkeitsverlust  verbunden  ist.  Man  muss  daher  Log  (D  [x) 
auf  eine  oder  mehr  Stellen  genauer  haben,  als  es  sonst  gebraucht 
wird.  Wo  die  Tafel  dazu  nicht  ausreicht,  muss  man  entweder 
direct  nach  den  Reihenentwicklungen  rechnen  oder  indirect  die 
Berechnung  von  V  und  X  auf  die  von  0  zurückfahren,  indem 
man  Quotienten  wie  die  folgenden 


y2xy:2ir<D=4+|x-*  — fac-«+. 
yöcX:  ixO  =  i  +ia?"*—  V«^"*  + 
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bildet  und  deren  Logarithmen  mit  ein  paar  geltenden  Ziffern 
tabulirt.  Man  reicht  s.  B.  bei  fünfstelliger  Rechnung  mit  einer 
sechsstelligen  Tafel  von  Log  O  und  folgendem  HtllfsUfelchen 
aus,  das  fttr  einige  Wertbe  von  Log  x  die  Wertbe 


I,  =  Log  {VixW:  ix0) ,      L,  =  Log  {l/xX :  2a;®) 
in  Einheiten  der  fünften  Decimale  liefert 


Logo; 


0.70 
0.72 
0.74 
0.76 
0.78 
0.80 


L.     L, 


44 

27 

42 

23 

40 

49 

8 

46 

7 

44 

6 

42 

Logo; 

L, 

0.80 

6 

0.82 

5 

0.84 

4 

0.86 

4 

0.88 

3 

0.9O 

3 

L,       Logx     Lf     L^ 


42 

0.90 

3 

5 

40 

0.95 

2 

3 

8 

4.0 

4 

2 

7 

4.4 

0 

4 

6 

4.2 

0 

0 

5 

Wir  wollen  auch  eine  Form  für  log  -y  kennen  lernen ,  bei 

der  die  absorbirende  Kraft  mit  wachsender  Hohe  zunimmt  und 
nicht  an  der  Grenze,  sondern  am  Beobacbtungsorte  verschwindet. 
Setzen  wir 


und  wieder 


so  wird 


ae 


-w 


=  a  e 


'p-vv^a,e- 


x  =  b  cos  d',      x^  =  6,  cos  &^ 


C    F'b'dh'l 
"  J     J  Yh'*  —  6J  sin  »\ 


und  mit 

6»  — 6'»  =  t),     6*  — 6»  =  c',     e-<'<'  =  h, 

e-^dv 


F'^  =  a'-a 


(37) 


X) 


0        VacJ  — V 


=  «4  ivl^i)  —  h^{x)—  h(x^  -  x]] 
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wo  die  der  KRAHP'schen  Function  ähnliche  Transcendente 

XX  X 


(38) 


q>  (X)  =.f^±^  =  e-^  f^du 


eingeführt  ist.  Diese  Function,  die  in  der  Praxis  seltener  vor- 
kommt als  0  {x),  iHsst  sich  fttr  jeden  Werth  von  x  in  die  unbe- 
dingt convergente  Reihe 

fUr  so  grosse  Werthe  von  x,  dass  e~''^  unmerklich  wird,  in  die 
semiconvergente  Reihe 

entwickeln.  Die  Formeln  (30)  und  (37)  sind  Analoga;  wird  h 
unmerklich,  so  gehen  sie  in 

J  J 

log  -^  =  a <Z>(fr  cos  &) ,      log  -y  =  a,  9 (6,  cos  ^'^) 

über;  Ittsst  man  c  =»  0  und  die  Aussenfactoren  in  passender 
Weise  unendlich  werden,  so  nehmen  sie  die  Gestalt 

(39)    log^=4(a  +  ^),     log^  =  ^.(a-^),     a  =  tg| 

an. 

Wir  kommen  auf  einige  dieser  speciellen  Anschlussformeln 
zurück.  Zunächst  wollen  wir  noch  zwei  allgemeinere  Formen 
der  Absorption  entwickeln,  mit  denen  man,  durch  Vermehrung 
der  Gliederanzahl,  den  Anschluss  an  die  Beobachtungen  eventuell 
erzwingen  kann,  um  daraus,  in  gewissem  Masse  unabhängig  von 
der  Eigenart  besonderer  Functionen,  Schlüsse  auf  den  Verlauf 
von  F  zu  ziehen.  Ihre  Quelle  haben  diese  Entwicklungen  in  den 
entsprechenden  Formeln  für  die  Refraction;  es  ist  deshalb 
hier  nur  das  Nothwendige  wiederholt. 

Zwischen  3[n  +  4)  Grössen 

a,     o,     a,     ....     a,„^.4 
6,     6,     6,     ....     6,^^, 
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sollen  die  2  (n  -f-  4)  Relationen 


(40) 


ta-^i 


«J'C«« +  <)«_/?  c, 


ftt-l-« 


bestehen,  worin  die  Indices  a,  ß  die  Werthe  0,  4 ,  . . .  n  durch- 
laufen, 77  dieFacultätsfunction  und  (m),^den  Binomialcoefficienten 


JI(n)iI(m— n) 


(44) 


(42) 


bedeutet;  Glieder,  die  im  Nenner  eine  Facultät  mit  negativem 
ganzzahligen  Argument  enthalten,  verschwinden  von  selbst. 
Die  Auflösung  der  Gleichungen  (40)  nach  den  b  und  c  ergiebt 

n{ia  + 1)  c,«,,  =^^^M  (_  <)/J-«(2^  +  4)a.^,. . 

Bezeichnet  Pß(x)  die  gewöhnliche,  LiPLACB-LBGBNDRB'sche  Kugel- 
function  ß^^  Ordnung  des  Argumentes  x  oder  den  Coefficienten 
von  u(^  in  der  Entwicklung 

/»    . 
so  folgen  aus  (40)  oder  (44)  die  Identitäten 

__iI(2a+4)  /4+a^r 

~-^      il(a)«      ""*«**  \     2     / 

Die  Beziehungen  (40)  (44)  (42)  sind  die  gemeinsame  Grund- 
lage fttr  zwei  Typen  von  Refractions-  oder  Absorptionsformeln. 

I.  Wir  definiren  c,  a,  6  als  Functionen  von  v  durch  die 
Gleichungen 

y  =^  ^^  cos  qp , 
(43)  c,„^^y««+iSm  <?•"■*"* 
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mit  den  n  +  4  Gonstanten  ^^4 ,  /,}  -*  -  y^n-^-r   Sodann  geben  wir 
der  Constitution  der  Atmosphäre  die  Form 

Fv,  sin  q>  =2^(2/*  +  4)«,^,.  =^ZI^^  c.«,,  , 
oder  wenn  wir  v  mit  ^  vertauschen : 

Fr,  sm  qp'  =^     )j(^^     c.'a*i 

_  siny' ^  JT(2a  +  4)  /sin^v« 

""sintp^       il(a)«      '^•«^»Uin^V   ' 

r^,smr^=^-A^^c.„,.(^^^ 


wo 


4  +  ^ sin  y'* 


sin  (p*  ' 


Wir  fahren  x  als  Integrationsvariable  statt  v'  ein,  zugleich  statt 
*9  den  Winkel  co  und  die  Grösse  er  =  tg  —  .   Dann  wird 

v'*  —  v*  sin  &* 

=  V*l^—i+  cos  ^»)  =  V*  tg  9»  (^^  +  COtg  CO«) 


Vy'«  _  y»  sin  ^» 

=  —  1^  Fv,  sin  <jp  da;  •  a{i  —  8a; ff*  +  o')~' 

=  _  das .  ff (4  -  «  X ff«  +  ff*)~*^  (/?  +  i)  (hß^t  Pß{x) . 


F.  Hausborpf, 


Setzt  man  für  x  seine  Grenzen,  so  folgt 

+1 
'''^  y^=  /<^rf^(<  -^xa'  +  o^r^^iß  +  \)a,ß^,  Pß[x]  , 


-1  /» 

und  wenn  man  bertteksichtigt,  dass 

+1 


-1  '^ 


also 


+1 


(47) 


(46)       f{ß  +  i) P^(x)  (4  -  2 xtt  +  M«)""*  dx  =  uß , 

-1 
so  ergiebt  sich 

P=log:J=2'a,^^,ci«/^**, 
^P,  =  Iog^=2'a,^,,(7X/^*',     a,  =  tg|, 

u  =log^  =  P-P,. 

Dies  ist  die  eine  Entwicklang,  geordnet  nach  ungeraden  Po- 
tenzen von  a,  mit  beliebiger  Gliederzahl  n  +  1 .  Die  Formeln 
fttr  beliebige  Hohe  v  hinzuschreiben  ist  unnöthig. 

An  der  Grenze  der  Atmosphäre  und  am  Beobachtungsorte 
hat  man 

F,v,  smq>  =  c,  =2!(^ß+\)  {-  ^)fia,ß,,  , 

ß 

Fv,  sin  r/)  =  \  =^(2/?  +  <)  V+*  ' 

Zur  physikalischen  Zulässigkeit  der  Formel  ist  also  er- 
forderlich, dass  Of  =  0,  6^  >>  0  und  dass  der  Ausdruck 

im  Intervalle  x  =  ±  \  nirgends  verschwindet,  ausser  for 
X  =  —  k.    Numerische  Parameter  sind  Oj  o,  . . .  a,,^^  und  tp 
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(absolute  Constanten  dagegen  t"«  ^^a  . . .  ytn-^i  und  ^J;  wird  ttber 
fp  verfttgt,  80  kann  man  durch  Auflösung  linearer  Gleichungen 
nach  den  a,p^^  n  Goincidenzbedingungen  fttr  u  und  die  Glei- 
chung c^  =  0  erfttllen. 

II.  Parallel  zu  der  vorigen  stellt  sich  die  Entwicklung  nach 

Potenzen  von  t  =  tg  ^ ,  wo  i//  durch  (4  i)  oder  (42)  definirt  ist. 
Hier  setzen  wir,  anschliessend  an  die  Gleichungen  (40)  (41)  (42) 
(43')  c^a^^  =  y,«+i  ^  y'"**  sec  <p  , 

Vi  y»  •-  yjn-n  Constanten;  femer 

Fv  sin  <p  =^(iß  +  4)  a,^+.  =^^I^^  c,„,.  , 
_  tgy'8ecyx^(8a-H<).         /tg^\» 


wo 


2  Tgf/)«  ' 


(45')  <r  =  2^-4=4-2oo8ee<iP»(l-^). 

Weiler  wird 

V*  —  y«  sin  »*  =  y'*  sin  **  (<  —  Jf  4-  cotg  »*\ 

=  {v'  sin  &  sin  f/-)'  (^-^^  +  cotg  ip*\ 

=  (^'"°/;'°^)*«-8xr«  +  r«), 
+1 
'"«  J  =  ain»/'^''^*  -  2a;r«  +  t*]-i^{ß  +  i)a,^^,  P^(x), 
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(47')  <  ^ 

I  J 

Po  =  log -7^  =  10^810  9). 

Hier  gelten,  passend  modificirt,  die  anter  I.  gegebenen  Bemer- 
kungen; an  den  Grenzen  ist 

¥v  sin  y  =  6^  , 

F,  V  sin  y  =  C|  cos  qp* , 

woraus  wegen  F,  =  0  entweder 


TT 


oder  9>  ==  -5-  folgt.    Nimmt  man  die  Höhe  der  Atmosphäre  un- 
endlich  gross  an  Iqp  =  ^  J ,  so  wird 

wo 

Die  Bedingung  c^  =  0  füllt  hier  fort;  dagegen  besteht  zwischen 
den  a^ß  die  Relation 

2'(-4)/^a,^  =  a,-a.  +  a, =0. 

Die  Formeln  (47)  und  (47')  entsprechen,  wenn  man  sich  die 
rechten  Seiten  von  (44)  und  (44')  ausgeführt  denkt,  einer  Ent- 
wicklung von  Fnach  positiven  geraden  resp.  negativen  ungeraden 
Potenzen  von  v^  mit  endlicher  Gliederanzahl;  wir  können  sie 
daher  kurz  als  Potenzenformeln  fttr  die  Absorption  bezeichnen. 
Von  Interesse  ist,  zu  sehen,  was  aus  unseren  Formeln  wird, 
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wenn  fttr  lim  q>  =  0  die  Bedingung  c^=0  und  n  Coineidenz- 
stellen  festgehalten  werden.  Man  erkennt,  dass  die  a^ß^^ 
unendlich  werden  und  zwar  von  solcher  Ordnung,  dass 

lim  a^ß^^  sin  qp'/^"^*  =  endlich 

bleibt,  mit  Ausnahme  des  letzten  a,^^^,  das  wegen 

lim  [(An  -  <)a,^_,  -  (in  +  4)a,„^,]  =  0 

nur  von  derselben  Ordnung  wie  a,n-i  unendlich  wird.  Sowohl 
(47)  als  auch  (47')  erhalt  dann  die  Gestalt  der  LAMBERT^schen 
Formel 

8ec^(y|  —  yl'  tg  ^*  +  i4" tg^* h  (—  4)'*-M'»-*  tg^«»-*) 

mit  endlicher  Gliederanzahl  n.  Diese  Formel  setzt  also  keine 
reguläre  Constitution  der  Atmosphäre,  sondern  unendlich  grosse, 
unendlich  rasch  veränderliche  Werthe  von  F  (und  zwar  ver- 
schiedenen Vorzeichens)  innerhalb  einer  unendlich  dttnnen 
Schicht  voraus.  Physikalisch  immerhin  noch  vorstellbar  ist  der 
Fall  n  s=  4,  der  zu  der  PouiixBT'schen  Formel 

j 
log  -^  =  i4  seo  & 

führt;  diese  giebt  die  Schwächung  des  Lichts  in  einer  unendlich 
dünnen  Schicht  durch  den  Beobachtungsort,  deren  Dichtigkeit 
unendlich  gross,  aber  homogen  ist;  findet  dieselbe  Schwächung 
nicht  am  Beobachtungsorte,  sondern  in  der  Höhe  v  statt,  so  hätte 
man  die  allgemeinere  Formel 

(49)  log  -^  =  .4  sec  &' ,     v'  sin  &'  =  v  sin  & . 

Um  die  Anschlussfähigkeit  der  Potenzenformel  zu  prüfen, 
wählen  wir  den  ersten  Typus 

„  =  P  _  P.  =  Log  :^  =  ^  a,ß^  (a«/»*'  -  a'/*') , 

tg  w  =  tg  y  sec  * ,      ff  =  tg  |- ,     o,  =  tg  -|^ , 

lUtk.-pk]rt.  C1*H«.  1805.  ao 
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und  legen  wieder  die  Zahlen  derMüLLBR'schen  Tabelle  sü  Grande. 
Mit  n  Gliedern  kann  man  der  Formel  n  —  4  Anschlassstellen  an 
die  Tafel  und  die  Bedingung 

c^  =  a^  —  3 a,  +  5 a^  —  7a,  H =  0 

vorschreiben,  wenn  fdr  q>  ein  willkttrlicher  Werth  gesetzt  wird; 
die  Bedingungsgieichungen  sind  linear.  Die  folgende  Zusammen- 
stellung enthalt  zunächst,  mit  passenden  Annahmen  fttr  <p,  Gon- 
stantenwerthe  und  Widersprüche  M  —  H  (Tafel  minus  Formel) 
der  Formel  mit  vier  Gliedern;  Coincidenzstellen  sind 

;^==80°,       85°,       87?5. 

Um  zu  erkennen,  wie  die  Bedingung  c^  =  0  auf  den  An- 
schluss  wirkt,  ist  noch  eine  Hypothese  I  mit  drei  Gliedern,  den- 
selben drei  Coincidenzstellen  und  ohne  die  Bedingung  c^  =  Q 
gerechnet  worden.  Die  Columnenziffem  I,  II,  III,  lY  bedeuten 
also 

(p=  r 

y  =  40° 


I. 

II. 
III. 
IV. 


3  Glieder ,  c^  ^=  0 
,  c.  =0 


4 
4 
4 


Coincidenzen 
80°,  85°,  87?5. 


Es  folgen  die  Werthe  der  a,^^,  und  des  Transmissions- 
coefficienten,  sodann  die  M  —  H  in  Einheiten  der  dritten 
Decimale. 


I. 

IL 

lü. 

IV. 

Logo,    0.26434 

0.25968 

0.20022 

0.07706 

Logo,   0.H468n 

9.99659n 

9.74323« 

9.34009n 

Logo,   0.54317 

0.25100 

0.11180 

9.97946 

Loga, 

0.29183 

0.14233 

9.97574 

p     0.801 

0.803 

0.800 

0.786 

»              1. 

II. 

III. 

IV. 

0°               0 
20          -    2 
40          —    5 
SO          -    4 
60          —    1 

0 

—  2 

—  5 

—  4 

—  1 

0 

-  2 

—  5 

-  5 

—  2 

0 
-2 

-7 
-8 

—  7 
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» 

I. 

II. 

III. 

IV. 

70° 

+  4 

+  5 

+  4 

—  3 

75 

+  7 

+  8 

+  6 

+  < 

80 

0 

0 

0 

0 

81 

-  4 

—  4 

—  3 

—  2 

88 

—  8 

-  8 

—  7 

-4 

83 

-10 

—  11 

-10 

—  5 

84 

—  8 

—  9 

-  7 

—  4 

85 

0 

0 

0 

0 

86 

+  <« 

+  14 

+  12 

+  5 

87 

+  45 

+  19 

+  14 

+  6 

87.5 

0 

0 

0 

0 

Die  Darstellang  der  Beobacbtungen  ist  eine  sehr  gttnstige, 
jedenfalls  gegenüber  derLiPLACB'schen  Formel  ein  entschiedener 
Fortschritt;  der  systematische  Gang  der  Abweichungen  ist  gane 
beseitigt. 

In  ebenderselben  Weise  wurden,  mit  Hineanahme  eines 
fünflen  Gliedes  und  einer  vierten  Goincidenzstelle  &  ==  60°,  die 
folgenden  Hypothesen  abgeleitet. 


V. 

VI. 

VII. 


5  Glieder,  c,  =  0      91  =  10" 
5       »       ,  c,  =  0      y  =  13° 


5 


c.  =  0 


y 


=  20° 


V.  VI. 

Logo,    0.02714  9.90100 

Loga,   9.85034  9.95904 

Loga.   0.0231ön  0.04549n 

Loga,   0.09230  9.95441 


Log  a,   0.22162 


p     0.806 

0° 
20 
40 
50 
60 


V. 


0 
2 
4 
3 
0 


0.18527 
0.809 

VI. 

0 

—  2 

—  4 

—  3 
0 


Coincidenzen 
60°,  80°,  85°,  87?5  . 

VII. 

9.57398 

0.16657 

0.28852  n 

9.79954 

0.30477 

0.843 

VII. 

0 

—  1 

—  2 

—  4 

0 

<o* 
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» 

V. 

VI. 

Vll. 

70° 

+  6 

+  5 

—  1 

75 

+  8 

+  7 

0 

80 

0 

0 

0 

81 

—  4 

—  3 

0 

82 

—  8 

—  6 

—  4 

83 

-4< 

—  8 

—  2 

84 

—  8 

—  6 

—  2 

85 

0 

0 

0 

86 

+  *« 

4-8 

+  2 

87 

+  <6 

+  9 

+  2 

87.5 

0 

0 

0 

Der  Anschloss  ist  hier  noch  schärfer  geworden;  die  leUle 
Hypothese  (^^s^SO^y  giebt  die  MötuR'schen  Zahlen  fast  identisch 
wieder.  An  sich  besagt  non  aber  diese  Gtlte  der  Darstellang 
sehr  wenig,  denn  es  ist  von  vornherein  sehr  evident,  dass  eine 
vermehrte  Anzahl  bestimmbarer  Gonstanten  den  Anschloss  ver- 
bessern moss,  wenn  man  nicht  etwa  eine  gänzlich  ungeeignete 
Formel  su  Grunde  gelegt  hat.  In  unserem  Fall  hängt  alles  davon 
ab,  ob  die  erhaltenen  Zahlenwerthe  einer  physikalisch  zulässigen 
Constitution  der  Atmosphäre  entsprechen,  d.  h.  ob  der  Ausdruck 
¥'  im  Intervalle  v  bis  v^  beständig  positiv  bleibt.  Es  zeigt  sich, 
dass  dies  bei  keiner  der  obigen  Hypothesen  der  Fall,  also  die 
Darstellung  der  MüixBa'schen  Zahlen  auf  diesem  Wege  illusorisch 
ist.   Nach  (44}  haben  wir  das  Verhalten  des  Ausdrucks 

_,       .  ^n[ta+\)  ^  siny/« 

im  Intenralle  0  ^  ^  ^  4  zu  untersuchen,  wo  die  c^a-^  mit  den 
^\ß'¥K  durch  die  Gleichungen  (41)  zusammenhängen,  die  aus- 
geschrieben folgende  Gestalt  annehmen: 

^1=^4 — 3a, -h  5«, —    7a- +    90,  —  •  •  • 

c,  =  a,  —  5  O5  +  4  4  a,  —  30  o,  +  •  •  • 

(•5=  a»—    7a, +  «7a, 

c,  ==  a,—    9a,4 

c,  =  a, 

Berechnet  man  diese  Coefficienten  und  bildet  den  kritischen 
Ausdruck 
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C| +6c,y  +  30c,y«  + 440c,  2/»  + 630  c,y*H , 

so  zeigt  sich,  dass  derselbe  in  allen  Fällen  I  bis  YII  im  Intervall 
sein  Zeichen  wechselt,  und  zwar  so  oft  als  er  überhaupt  kann, 
d.  h.  es  liegen  sflmintliche  zwei,  resp.  drei  Wurzeln  der  Glei- 
chungen 

c,+      6c,y+    30c,y*  =  0     (I.) 

6C3+    30c5y+440c,y*=0     (II.  III.  IV.) 

6 c,  +  30 c,y  +  4 40c,y*+  630c,y'  =  0    (V.  VI.  VII.) 

im  Intervall  0  <  y  •<  ^  •  Zu  jedem  Werth  von  y  gehOrt  eine 
bestimmte  Höhe  v  und  ein  Winkel  Xi  der  definirt  ist  durch 

Die  folgende  Zusammenstellung  giebt  die  Werthe  von  Xi  ^^^ 
welche  F  durch  0  hindurchgeht. 

I.  II.  III.         IV.  V.  VI.  VII. 

2^43'     2°  46'     Ä°44'     4°    4'     Ä«  53'     3°  45'       5°  26' 

5      5      4    28      5    42      7  28      5    47      7    23      41      8 

6     0      7     0    40     0      8    44    44    44      47     2 

40     0    43      0      20      0 

Hieraus  ergeben  sich  die  zugehörigen  Hohen  nach  der  Formel 

r'  —  r v'  —  V    /i*  _,     i^*   I 

r  V        fi         i-i 

oder  mit  hinreichender  Genauigkeit 

~r-  ~  tg  X  tg  f  +  log  A*  —  log  ^' . 

Um  log  jii  —  log  jii'  zu  erhalten,  kann  man  irgend  eine  Refractions- 
formel  zu  Grunde  legen,  z.  B.  die  im  ersten  Abschnitt  an  GTU>fiN 
angeschlossene  Formel  (4  3),  mit  der  man  findet 

\oifi-\ogfi'  =  ~H-e-^),     ,«  =  ft«(^-4)  =  6»tgx% 

hingegen  für  %  >  qp  =  5°  19' 

log n  —  logjtt'  =  log  fi  =^  —(1  —  e-")  ,     c  =  ft  tg  f/>  , 
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weil  dort  r/)  :=  5^  1 9'  die  Grenze  der  lichtbrechenden  Atmosphflre 
bezeichnete.   Die  Zahlenwerthe  sind 

Log  6  =  4 .89073     Log  ^  =  6.46863     Log  log  /i  =  6.44639  . 

Hiermit  findet  man,  in  Kilometern,  folgende  Höhen,  in  denen  F 
sein  Zeichen  wechselt: 

I.         IL         in.       IV.        V.  VI.        VII. 


8 

6 

8 

48 

9 

45 

30 

87 

24 

S8 

56 

34 

55 

42i 

37 

50 

400 

76 
400 

425 

470 

295 
414 

Dies  Verhalten  der  Potenzenformel  ist  merkwürdig  genug  nnd 
spricht  entschieden  gegen  einen  directen  Zusammenhang  zwi- 
schen Strahlenbrechung  und  Absorption,  wenn  man  sich  an  den 
scharfen  und  physikalisch  einwandfreien  Anschluss  dieser  Formel 
an  Tafeln  der  mittleren  Refraction  erinnert.  Hier  ist  der  An- 
schluss zwar  scheinbar  zu  erzwingen,  ftthrt  aber  auf  eine  un- 
haltbare Constitution  der  Atmosphäre;  wir  schliessen  daraus, 
dass  es  keinen  einfachen,  durch  Glieder  einer  Potenzenreihe  dar- 
stellbaren Ausdruck  für  die  Abhängigkeit  der  absorbirenden 
Kraft  von  der  Höhe  giebt,  der  genau  die  MüLLSR'schen  Zahlen 
reproducirte.  Dies  liegt  zum  Theil  an  den  Zahlen,  zum  grösseren 
Theii  aber  an  der  für  F  vorausgesetzten  Form;  jedenfalls  sind, 
mit  einer  sogleich  zu  erwagenden  Einschränkung,  dieHtLLBR'schen 
Werthe  vertrauenswürdiger  als  irgend  ein  Pormelansatz,  der 
bloss  aus  unserer  mangelhaften  Kenntniss  der  atmosphärischen 
Vorgange  geschöpft  ist.  Wir  gehen  deshalb  dazu  ttber,  die 
MüLLBR'schen  Zahlen  durch  Hypothesen  über  die  absorbirende 
Kraft  darzustellen,  die  auch  discontinuirliche  Zustande  der  At- 
mosphäre in  Betracht  zu  ziehen  gestatten.  Die  einzelnen  Formel- 
bestandtheiie,  die  wir  dazu  brauchen,  sind  bereits  entwickelt; 
ihre  Combination  ist  auf  sehr  viele  Arten  möglich,  und  den 
Versuchen  des  folgenden  Abschnitts  ist  daher  durchaus  kein 
systematischer  Charakter  beizulegen. 
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III. 

Vorher  wollen  wir  eine  allgemeine  Untersuchung  anstellen^ 
die  den  gewünschten  Anhalt  zur  Beurtheilung  der  HöLLBR'schen 
Zahlen  giebt.  Man  kann  In  der  That,  ohne  die  Function  F  zu 
kennen,  aus  dem  blossen  Umstände,  dass  sie  im  ganzen  Inte- 
grationsgebiet positiv  sein  soll,  Grenzen  fttr  den  Anschluss  der 
Theorie  an  die  Beobachtung  herleiten,  in  der  Art,  dass  eine 
Formel,  die  fttr  eine  endliche  Anzahl  von  Zenithdistanzen  vor- 
geschriebene Werthe  annehmen  soll,  in  den  anderen  Zenith- 
distanzen an  Maximal-  oder  Minimalwerthe  gebunden  ist. 
Werden  diese  von  den  beobachteten  Zahlen  ttber-  resp.  unter- 
schritten, so  ist  dort  kein  absoluter,  sondern  nur  ein  relativ 
günstigster  Anschluss  möglich,  und  ein  noch  besserer  Anschluss 
ist  nur  durch  Zeichenwechsel  der  Function  F,  also  auf  Kosten 
der  physikalischen  Zulflssigkeit,  zu  erkaufen. 

Wir  beweisen  zunächst  folgenden  Httlfssatz:  die  Determi- 
nante mit  (n  -f-  2)*  Elementen 


(50)     D  = 


4  ,  sin  w  ,  tg  w  ,  tg  w' ,  . . 
<  ,  sin  10^ ,  tg  Ol, ,  tg  wj ,  . . 
\  ,  sin  w^  ,  tg  w^ ,  tg  wj ,  . . 


4  ,sinw„,  tgw«,  tgwj. 


«»-i 


tgw 

tg  wf 
tg  wj^-* 


tgwj 


ist  von  0  verschieden,  wenn  w,  w^,  w, ,  .  . .  w„  n  +  2  von  ein- 
ander verschiedene  Winkel  desselben  Quadranten  sind.  Der 
Satz  ist  bewiesen,  wenn  er  fttr  den  ersten  Quadranten  bewiesen 
ist.   Schreiben  wir 

(51)  /}=a+6sinw-f  a^tgcii-l-astgw'H ho,«-i  tg^***""* , 

so  ist  die  obige  Behauptung  gleichbedeutend  mit  der,  dass  die 
Gleichung  Z)  =  0,  mit  der  Unbekannten  u),  nicht  mehr  als  n  +  4 
Wurzeln  w^ ,  w^ ,  . . .  w„  im  ersten  Quadranten  besitzt.  Wir 
setzen  zunächst  voraus,  dass  die  beiden  Goefficienten  a,  6,  deren 
Werthe  sind  * 


o  =  I  sin  w ,  tg  w ,  tgcü» , . . .  tgw***"*  I  0, 1 , . 
I      \     ,  tgw,  tgf(>«,...tgw«^-*  |o,l,. 


nicht  verschwinden;  es  wird  sich  aus  unseren  Betrachtungen 
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von  selbst  ergeben,  dass  a  nicht  verschwinden  kann.  Das 
Nichtverschwinden  von  b  unter  der  Voraussetzang 

(53)  0<a»,<a,,  <...<a,„<| 

ergiebt  sich,  wenn  man  in  bekannter  Weise  die  Determinante  6 
zerlegt  in  das  Differenzenproduct 

I  4 ,  tg  w  ,  tg  CO« ,  .  . .  tg  w*»  I  =^  (tg  w«  —  tg  (Oß) 

aß 

und  die  übrig  bleibende  ganze  symmetrische  Function  der  Grossen 
tg  cjq,  tg  cjf ,  . . .  tg  cj^;  am  einfachsten  aber  durch  Betrachtung 
der  algebraischen  Gleichung 

(54)  a  +  o,  X  +  a,a5»  H h  a,„_,  .t«^"*  =  0 

fqrx  =  tgC(io.  Diese  Gleichung  hat  höchstens  n  4- 4  Glieder, 
also  höchstens  n  Zeichenwechsel,  also  nach  dem  CARTEsius^schen 
Satze  höchstens  n  positive  Wurzeln  x]  diese  sind 

X  =  tg  w,  ,     aj  =  tg  w, ,  . . .  ac  =  tg  ci>„ 

und  für  keinen  anderen  positiven  Werth  von  tg  w^  kann  die 
linke  Seite  von  (54),  d.  h.  die  Determinante  6,  verschwinden. 

Unter  der  Voraussetzung  a  =|=  0  besitzt  die  Gleichung  D  =  Q 
dieselben  reellen  Wurzeln  wie  die  Gleichung  Z)cosecai  =  0,  die 
wir  mit  tg  cj  =  x  in  der  Form 

(55)  f{x)  = 

»/r+^(^  +  o,  +  a,x*H ha,«_,a:*»-»)  +  6  =  0 

schreiben  wollen.    Ihre  Ableitung  nach  x  ergiebt 

f'(x)yT+^  = 

(<+«;•)(-  ^  +  2a,a; 4- *a,a;'+.  •  .+{2„_2)o,„_,x«"-») 

+  a  +  a,  a;  +  a,x'  H 1-  a,„_,  cc*»"  i 

oder 

(66)  f'{x)x*Vr+x*  = 

-a+(o,+2a,)a;'4-(3as+4a,)x»+  ••  •  +(2«-4)a„_,a;'»+«. 
Die  Curve  y=:f(x)  hat  an  sich  swei  Zweige;  diese  Zweideutig- 
keit ist  hier  aber  durch  die  Wahl  des  Zeichens  von  sin  lo,  d.  h. 
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durch  die  Wahl  des  Quadranten  von  lo  beseitigt.  Femer  ist 
f  {x)  endlich  und  stetig  für  jeden  endlichen,  von  Null  verschie- 
denen Werth  von  x\  nach  dem  RoLLE'schen  Satze  liegt  also 
zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  positiven  Wurzeln  der 
Gleichung  f{x)  =  0  mindestens  eine  Wurzel  der  Gleichung 
f  (x)  =  0\  hat  also  f(x):=Q  m  +  1  positive  Wurzeln ,  so  hat 
f  {x)  =  0  mindestens  m  positive  Wurzeln.  Die  Haximalanzahl 
der  positiven  Wurzeln  von  f  (x)  =  0  andererseits  ergiebt  wieder 
der  Satz  von  Dbsgartbs  :  die  rechte  Seite  von  (56)  hat  höchstens 
n  4-  4  Glieder,  also  höchstens  n  positive  Wurzeln;  folglich  hat 
f[x)  =  0  höchstens  r?  +  ^  positive  Wurzeln. 

Damit  ist  unser  Satz  bewiesen,  abgesehen  vom  Falle  a  =  0, 
wo  zu  diesen  n  +  4  positiven  Wurzeln  noch  die  Wurzel  tg  w  =  0 
der  ursprünglichen  Gleichung  D  =  0  hinzutritt.  Dass  aber  a 
nicht  verschwinden  kann,  folgt  daraus,  dass  die  Gleichung 

b  sin  Wj  +  a^  tg  coo  +  a,  lg  wj  H a,n-i  *g  ^V'  =  ^ 

nicht  mehr  als  n  positive  Wurzeln 

tg  Wo  =  tg  CO,  ,    tg  Wo  =  tg  W,  ,  .  .  .  tg  Cüp  =  tg  Wn 

besitzt,  und  dies  wieder  ergiebt  sich  durch  Bildung  der  Aus- 
drucke (55)  und  (56)  fttr  den  Fall  a  =  0.  (56)  hat  dann  höchstens 
n  Glieder,  also  höchstens  n  —  1  positive  Wurzeln,  die  Gleichung 
(55)  also  höchstens  n  positive  Wurzeln. 

Die  Determinante  D  hat  somit  constantes  Zeichen,  solange 

und  zwar  bei  der  Annahme  (53)  das  Zeichen  von  (—  1)"**. 
Setzt  man  nämlich  für  den  Augenblick 

ötgcüf  itgwiii 

und  wählt  0  <  CD  <[  Wq  ,  so  ändert  D^  sein  Zeichen  nicht,  wenn 

(ün  von  seinem  Werthe  aus  nach  -^  hin  verschoben  wird,  hat 

also  das  Zeichen  des  Goefficienten  der  höchsten  vorkommenden 
Potenz  von  tg  co^,  d.  h.  das  Zeichen  von  />„-<•    Ebenso  behält 

7t 

^n-i  *®'°  Zeichen,  wenn  a;,|_j  nach  ^hin  verschoben  wird,  hat 
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abo  dm  Zeichen  tod  />f,.t  o.  s.  w.;  sdilieariich  hal  D  das 
Zeiehen  von 

/>«  =      4  ,   sin  c<#    j 

I  ,   sin  €ü^   I 

ist  also  posititr.    Daraus  folgt: 

Dl^O  ,  wenn  iü  xw.  0  q.  cti,  ,  cci,  u.ctf^  ,  cti,  u.  cti^  , ...        liegt 

D<^0  ,  wenn  w  zwischen  w, a.  w,  ,  cü,  ti.  o;,  ,     cxi^iloi^  ....  liegl. 

Kehroi  wir  non  za  unserer  Absorptionsformel  (24)  zurficL 
die  wir  mit  y  sin  «^  =  /  sin  ^'  wieder  in  der  Form 

schreiben  tonnen;  empirisch  gegeben  ist  die  Grösse 

M  =  log^=yF'dy'{sec^'— 4)  . 

Die  absorbirende  Kraft  f  rnnss  im  ganzen  Intervall  >>  0 
sein;  eine  Hypothese  tlber  F'^  die  dieser  Bedingung  genflgt^ 
führt  zu  einem  physikalisch  zulässigen  Werthverlauf  von  u.  Wir 
betrachten  einen  soldien  »zulässigen  Verlauf  von  ut  und  stellen 
n  seiner  Werthe  u^ ,  ti, , . .  u^  in  den  Zenithdistanzen  ^4,^,, . .  ^n 
durch  die  endliche  n-gliedrige  LAMiaiT'sche  Formel 

(57)  v  =  A,  (sec  ^  —  4 )  —  ^,  (sec  ^  —  4 )  H 

-(-4r^,^_,(8ec^*"-«-4) 

dar;  die  Determinante  der  n  linearen  Gleichungen  zur  Bestim- 
mung der  A  ist 

z/  =  I  sec  ^  —  4  ,  sec  ^*  —  4  ,  ...  sec  y*-«  —  4  |  1.2..» 
oder,  wenn  noch  ^^  =  0  eingeführt  wird, 

^  =  I  4  ,  sec  ^,  sec  ^' ,  . . .  sec^****"*  |  0, 1,  2, ...  •• , 

also  nach  einer  Ueberlegung,  wie  sie  soeben  angestellt  wurde, 
von  0  verschieden  und  zwar  positiv,  wenn 

o<*.<*,<--  <*«<J> 

Die  Gleichungen 

o,  =  «,  ,     v,  =  u,  ,  . . .  v„  =  u„ 
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sind  also  sicher  nach  den  A  auflösbar  nnd  ergeben  fttr  sie  be- 
stimmte endliche  Werthe. 

Wir  bilden  für  irgend  ein  ^  =  ^^,  das  keine  der  Grössen 

^oy^ij'^n  ist» 

w„  ,  sec  ^„  —  1  ,  sec  ^J  —  1  ^  ...  seo  ^J**""*  —  1 
M,  ,  sec  ^^  —  1  ,  sec  ^J  —  I  ,  ...  sec  ^J**""*  —  1 

u„  ,   sec  ^n  —  ^  )  sec  ^i  —  1  ,  ...  sec  ^***-  *  —  1 
=  I  u,  sec^—  I  ,  sec^»  —  1  ,  ...  sec^»»-«  —  1  |  «,  i,2,..n 

=jF'dv'  I  sec*'— 1,  sec*— 1,seci»'— 1,...sec****~*— 1  |  a,i,2,..n 

^jFdv'  I  I  ,  sec  *'  ,  sec  * ,  sec  ** ,  . . .  seo  *•**-*  |  o,  «,  i,  2, ..  n. 

Setzen  wir 

sin  &'  =  cos  ^  sin  *  , 

cos  io  cos  *'  =  cos  9)  cos  *  , 

sin  (X)  cos  &'  =  sin  ^     , 

vio  also  sowohl  cn  als  (p  wahrend  der  Integration  variiren,  aber 
nur  o;  von  *  abhängig  ist,  so  wird 

sec  *  =  tg  CO  :  tg  qp  , 

sec  *'  =  sin  CO  :  sin  cp  , 

j[u^  —  vj  ^fp'dv'  cosec  9)  (cotg  (p)*+»+..+(«n-0  y 

X   M   ,  sin  Cli,    tgCti,    tgCli»,    ...  tgCO«»»-*    I   0,  a.l,2,..n, 

worin  coq  für  9p  steht.  Schreiben  wir  G'  fttr  den  ausserhalb  der 
Determinante  stehenden  Theil  des  Integranden  und  wieder  * 
fttr  *„ ,  so  wird 


^{v--u)=fG'dv'  'D, 


wo  D  genau  die  Determinante  (50)  bedeutet.    Fttr  jeden  belie- 
bigen Werth  von  tp  wachst  aber  co  zugleich  mit  *;  ist  also 


450  F.  Hausborff, 

so  ist  im  ganzen  Integrationsintervall  auch 

und  D  hat  constant  das  Zeichen  ( —  4)"'*'* ;  dasselbe  Zeichen  hat 
also,  da  ^j'  wesentlich  positiv  ist,  auch  das  Integral,  und  wegen 
J^O  auch  die  Differenz  v  —  u.  Es  hat  also  u  —  v  das  Zeichen 
(—4)«,  d.h.  es  ist 

w>  v,  wenn  ^zwischen  Ou.^^ ,  v^^u.^,,  ^^u.  ^^ ,  ...  liegt, 
u  <C  v,  wenn  ^  zwischen        &^  u.  ^, ,  ^j  u.  ^^ ,  ...  Hegt, 

Damit  haben  wir  den  Satz:  Die  n  Coefficienten  der  Lambert- 
sehen  Formel  (57)  lassen  sich  stets  so  bestimmen,  dass  für  n 
Zenithdistanzen  ^^ ,  ^, ,  . .  ^^i  die  Gleichung  u  =  v  besteht,  wo 
u  einen  zulassigen,  d.  h.  durch  eine  im  ganzen  Intervall  positive 
Function  F'  erzeugten  Verlauf  des  Integrals  (23)  darstellt.  FOr 
jedes  andere  ^  ist  v  von  u  verschieden  und,  je  nach  dem  Inter- 
vall, in  dem  ^  liegt,  ein  Minimal-  oder  Maximalwerth  von  u. 

Eine  einfache  Ueberlegung  zeigt  übrigens,  dass  die  Co- 
efficienten A  der  Entwicklung  (57)  positiv  sind.      Denn  für 

7t 

^^  <;  ^  <;  —  hat  tt  —  V  das  Zeichen  (—  1  )**,  v  das  Zeichen  von 

( —  ^i^'^^^tn^t  und  absolut  genommen  einen  beliebig  grossen 
Werth;  die  beiden  Grössen  (—  4;"  und  ('—^)*^A^n^^  sind  also 
gleichen  Zeichens,  d.  h.  es  ist  ^,n-i  ^  ^  - 

Wir  geben  einige  Anwendungen  dieses  Satzes  auf  die 
MüLLER^schen  Zahlen,  wobei  die  LAHBSRT'sche  Formel  wieder  in 
der  Gestalt 

i;  =  i4(sec^—  1)—  Äsec;^  tg^*  +  Csec^^tg  ^* 

angesetzt  werden  möge;  auch  ^,  j^,  C,  .  .  .  sind  positiv. 
Schliesst  man 

V  =-  A  (sec  ^  —  1)  für  ^^  =  60°  an  M  an,  so  findet  man  mit 
Log  A  =  8.96379 
folgende  Werthe  von  v: 

3    0°       20°      40°      50°      60°      70"      75°     80° 


V     0      0.006  0.028  0.051  0.092  0.177  0.263  0.438 
Die  ttberstrichenen  Zahlen  sind  Minima  von  u,  die  unter- 
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strichenen  Maxima.  Dies  Beispiel  wttrde  also ,  in  Worte  über- 
setzt, sagen:  ein  zulässiger  Verlauf  von  t/,  dem  der  Werth 
w  =  0.092  für  ;^  =  60°  angehört,  kann  für  ^  =  40°  keinen 
kleineren  Werth  als  0.028,  für  ^  =  70^  keinen  grösseren  als 
0.177  ergeben,  woraus  sofort  hervorgeht,  dass  die  MüixER^schen 
Zahlen 

d^    0°    20°      40°       50°      60°       70°      75°      80° 


M     0     0.004  0.024  0.048  0.092  0.180  0.261   0.394 

bis  zu  ^  =  70°  keinem  zulässigen  Verlauf  von  u  angehören 
können.  Wollte  man  etwa  den  MüLLBR'schen  Werth  für  ^  ==  40° 
reproduciren,  so  erhielte  man 


V     0    0.005  0.024  0.044  0.079  0.151  0.225  0.373  , 

die  Potsdamer  Zahlen  wären   also   in   den   mittleren  Zenith- 
distanzen  erheblich  zu  gross. 

Zwei  weitere  Hypothesen  mögen  folgen,  die  mit  zwei  Glie- 
dern in  zwei  Zenithdistanzen  angeschlossen  sind,  nämlich 

;^,  =60°,  ^,  =  75°,  Log  yl  =  8.96567  ,    Log  Ä  =  5.82600 

;^^  =  60°,  ^,  =  80°,  Log  ^  =  8.971 64,    Log  ß  =  6.44656 

und 

&  60°         70°  75°         80°        83°         85° 


I  o.c 


70° 

75° 

80° 

0.176 

0.261 

0.427 

0.174 

0.253 

0.394 

09Ä     0.176     0.261     0.427     0.629     0.867 


.092     0.174     0.253     0.394     0.523     0.562 
M     0.092     0.180     0.261     0.394     0.533     0.707 

Diese  Zahlen  lehren,  dass  der  MciLER'sche  Werth  für 
S-  =  75°  um  mindestens  8  Einheiten  der  letzten  Stelle  zu  gross 
ist;  wollte  man  ihn  beibehalten,  so  käme  man  auf  enorme 
Widersprüche  in  den  nächsthöheren  Zenithdistanzen,  z.  B.  für 
^  =  85°  auf  eine  Mindestabweichung  von  0.160. 

Ein  Versuch  mit  den  4  Anschlussstellen  60°,  80°,  85°  und 
87?5  giebt 

Log  A  =  8.97280  ,     Log  Ä  =  6.51 265  ,     Log  C  =  4.1 0622  , 
Log/>  =  1.18140 
und  folgende  Werthe  von  r: 
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60**      70^      75°      80°     83°     85°      86°      87°     87?5 


V 

M 


0.092  0.174  0.258  0.394  0.542  0.707  0.878  1.270  1.175 
0.092  0.180  0.261  0.394  0.533  0.707  0.846  1.045  1.176 


Wir  schliessen  aus  diesen  Versuchen,  die  man  beliebig 
variiren  kann,  dass  eine  absolute  Darstellung  der  MüLLBa'scben 
Zahlen  durch  einen  zulässigen  Werthverlauf  von  u  unmöglich 
ist ;  in  den  niederen  Zenithdistanzen  sind  die  M  zu  klein ,  zwi- 
schen 60°  und  80°  zu  gross,  wKhrend  sie  sich  daraber  hinaus 
mit  der  Theorie  sehr  wohl  vereinbaren  lassen.  Auf  eine  Pehler- 
anhflufung  zwischen  60°  und  80°  Hess  auch  der  Gang  der 
Widersprüche  zwischen  M  und  Laplacb  schliessen. 

Es  mögen  nun  einige  Versuche  mitgetheiit  werden ,  durch 
Annahmen  über  Fdie  Zahlen  der  Potsdamer  Tafel  darzustellen, 
wobei  ich  alle  diejenigen  unterdrtLcke ,  die  an  Einfachheit  der 
Rechnung  oder  an  Güte  des  Anschlusses  nicht  ein  gewisses 
Mindestmass  erreichen.  Nach  meinen  Rechnungen  und  den  so- 
eben angestellten  Betrachtungen  ist  es  mir  nicht  wahrscheinlich, 
dass  es  eine  einfache  Formel  fttr  die  Constitution  der  Atmo- 
sphäre gebe,  die  sich  wesentlich  besser,  als  im  Folgenden  er- 
sichtlich, mit  den  Zahlen  M  verträgt. 

A.  In  der  Formel  (30)  oder 

Log(J,  :J)  =  a\o(c cotg  lo)  —  hO(c cosec  w)  —  ä c  tg  ^  j , 

ig  C(i  =  tg  9p  sec  d-  j    h  =  e~^^  ,     b  =  c  cotg  q) 

sind  a,  c,  q)  oder  a,  6,  cp  die  verfügbaren  Parameter.  Wir  lassen 
einen  davon  unbestimmt  und  schreiben  zwei  Goincidenzstellen 
^  =  85°  und  ^  =  87?5  vor.  Um  den  Anschluss  zu  übersehen, 
genügt  es  die  beiden  Grenzfälle  zu  betrachten : 

TT 

(a)  c  =  oo  ,       b  endlich  ,       ^  =  —  , 

Log{J^  :J)  =  aO{bcos^)  . 

(b)  c  =  0  ,       a  =  oo  ,       qp  bestimmt  , 
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Man  erhält  in  diesen  Fällen  die  Gonstanten 

(a)  Log  a  =  0.464  43  ,     Log  6  =  4 .26300  ,     p  =  0.834 

(b)  Log  yl  =  0.26042,  y  =  4^53'      ,    p  =  0.836 

und  folgende  Widerspruche  M  -—  U  ixx  Einheiten  der  dritten 
Decimale : 


» 

0°    60° 

75° 

80° 

83° 

85° 

87°      87?5 

(a) 

(b) 

0     +14 
0     +15 

+  41 
+  43 

+  38 
+  40 

+  15 
+  <7 

0 
0 

-2       0 
—  4       0 

Der  Anschlass  ist  von  einer  Grenze  zur  anderen  wenig 
variabel  und  nur  unwesentlich  besser  als  der  der  LAPLACB'schen 
Formel. 

B.  Günstiger  stellt  sich  ein  Versuch  mit  den  Formeln  (33) 
und  (34).  Ich  theile  zwei  Fälle  mit: 

(c)  w  =  a  ZT* :  (4  +  6  ZT*) ,  r = tg  ^ .    Anschluss  in  85°  und  87?5. 

(d)  u=  o'x« :(4  +6' t^+Wt^]  .  Anschluss  in  60°,  85° und  87?5. 
Die  Gonstanten  sind 

(c)  Log  a  =  9.24808 ,  Log  6  =  9.97345n ,  p  =  0.84  4  , 

(d)  Loga'=9.30257,  Log6'=9.88040n,  Log6"=9.24550n,  p  =  0.747  , 
und  die  Widersprüche : 


d^ 

0°    60°      75° 

80° 

83° 

85°    87°     87?5 

(c) 

(d) 

0     +6     +27 
0          0+21 

+  25 
+  20 

+  6 

0+2       0 
0+3       0 

Die  Transmissionscoefficienten  waren  nach  den  Formeln 
,       4  a  ,       4 


p       4-6'      ^^p       4-6'  +  6" 

zu  berechnen,  (lieber  den  sehr  kleinen  Werth  p  =  0.747  der 
Hypothese  (d)  folgt  weiterhin  eine  Bemerkung.)  Der  Anschluss 
ist  hier  schon  leidlich,  lässt  sich  aber  auch  nicht  merklich  ver- 
bessern; so  z.  B.  würde  man,  wenn  man  die  Formel 
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«  =  (a'T«  +  a"ir*):(<+6'r«  +  6"ir*) 

(e)  in     60^,     75«,     85",     87?5 

(f)  in     60«,     80°,     85",     87?5 
an  M  anschliesst,  die  Constanten 

Loga'  Loga"  Log  6'  Log  6" 

(e)  9.27500         9.43920»        0.384  80n        0.43950 

(f)  9.27880         9.37454  n        0.33859n         0.06586 

erhalten.   Diese  Hypothesen  sind  schon  dem  Verhalten  von  u 

nach  zu  verwerfen,  denn  es  wtlrde  u  im  Intervall  ^  <C  ^  <C  "q- 

durch  0  und  oo  hindurchgehen.  Andere  Versuche  wiederum 
ftlhren  zu  physikalischer  Unbrauchbarkeit ,  d.  h.  sie  ergeben 
Zeichenwechsel  des  Ausdrucks  fttr  die  lichtschwachende  Kraft 
Um  diesen  zu  untersuchen,  hat  man  die  Formel  (34^  in  der 
Gestalt 

^4+6„r« 
geschrieben  zu  denken  und  die  Relationen 

zu  bQrttcksichtigen.   Im  Falle  (d)  erhalt  man 

7«     *     A^jlh~~^* 


I  +  6'r«  +  6"ir*        4  +  6,ir*  ^  4  +  ft,i^*  ' 

Log  a^  =  9.22454     ,       Log  a,  =  8.54877  , 

Log  b^  =  9.97563n  ,       Log  6,  =  9.26989  , 

also  6|x>>  —  4  und  ^^  >>  0,  woraus  die  ZulKssigkeit  dieser  wie 
der  Hypothese  (c)  folgt. 

Die  Formel  (33)  würde  ich  am  meisten  zur  Ausgleichung 
von  photometrischen  Beobachtungen  empfehlen ,  wenn  es  sich 
um  die  übliche  Genauigkeit  handelt.  Sie  hat  vor  der  Laplagb- 
sehen  Formel  den  besseren  Anschluss  mit  zwei  Parametern  und 
die  Unabhängigkeit  von  den  Refractionstafeln,  vor  der  Lambert- 
sehen  und  Pouillbt' sehen  die  physikalische  Zulässigkeit  und  die 
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Gültigkeit  bis  zum  Horizont  voraus ;  wie  die  LAaBERT'scbe  ist  sie 
nOthigeufalls  durch  Hinzunahme  von  Gliedern  (also  Uebergang 
zu  (34))  verbesserungsfahig ,  dann  allerdings  nicht  ohne  Discus- 
sion  der  Parameterwerthe  auf  physikalische  Brauchbarkeit.  Ihre 
Berechnung  ist  einfach  und  der  Anschluss,  gleichgültig  ob  mit 
Goincidenzstellen  oder  durch  die  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate, erfordert  nur  die  Auflösung  linearer  Gleichungen.  Wenn 
b  nahe  an  —  4  H^g^  kann  man  sie  auch  in  der  Form 

_     I  +1^^  — (i  —  T^) 4  —  cos ;» 

^'  —  ^  (4  +  6)  (1  +  T*)  +  (1  —  6)(1  —  r*)  "^  "  cos  ^  +  /^ 

schreiben ;  wo  ß  klein  ist;  für  /!?  =  0  geht  sie  in  die  Pouillet- 
sche  Formel  über. 

C.  Eine  Beihe  sehr  guter  Anschlüsse  erhalt  man,  wenn  man 
der  normalen  Atmosphäre,  deren  absorbirende  Kraft  mit  wach- 
sender Höhe  abnimmt,  eine  unendlich  dünne,  unendlich  stark 
absorbirende  Schicht  in  bestimmter  Höhe  hinzufügt.  Die 
Schwächung  des  Strahles  durch  eine  solche  Schicht  in  der  Höhe 
v'  ist  gegeben  durch 

j 

log  -y  =  c  sec  ^'  , 

J 

V 

sin  ^'  =  cos  ip  sin  ^  ,     cos  qp  =  —  • 

Zur  Berechnung  empfiehlt  es  sich  wiederum  cj  einzuführen 
und  zu  schreiben 

sin  Cd 
tß  CO  =  tfi  cp  sec  ^  ,     sec  ^  =  — —  • 
^  °  ^  '  sm  qp 

Die  »normale«  Atmosphäre  kann ,  bei  hinlänglich  grosser 
Höhe,  durch  das  Absorptionsglied  a  Ö)  (6  cos  &)  dargestellt  wer- 
den; wir  setzen  also 

Log(J^  \3)  =  a Ö)(6  cos  .9)  +  c  sec  ^  , 

Log--  =  Log(J,:Jj  =  aÖ)(6)  +  c.  ^ 

Numerische  Parameter  sind  a,  6,  c,  y;  wir  wählen  (p  will- 
kürlich. Wird  auch  noch  über  h  verfügt,  so  finden  sich  a  und  c 

ICatK-phys.  ClMse.    1895.  31 
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aus  zwei  CoiDcideuzbedingungen  durch  Auflösung  linearer 
Gleichungen;  eine  dritte  Goincidenzbedingung  entspricht  also 
einer  transcendenten  Gleichung  fttr  6,  die  mit  Hülfe  der  (Z^tafel 
durch  ein  nicht  allzu  langwieriges  Probierverfahren  gelöst 
wird.  Sie  kann  je  nach  Umstanden  0,  4  oder  S  Wurzeln  haben, 
die  aber  nur  dann  brauchbar  sind,  wenn  sie  zu  positiven  Wer- 
then  für  a  und  c  führen ,  weil  wir  sonst  statt  einer  absorbiren- 
den  eine  selbstleuchtende  Atmosphäre  hatten.  Z.  B.  erhalten 
wir  mit  r/)  =  10°  und  den  drei  Anschlussstellen  60°,  85°  und 
87?S  folgende  beiden  Wurzelsysteme 

Log  6  =  1 .48500     Log  a  =  0.52506     Log  c  =  8.611 02 
Log  b  =  0.651 10     Log  a  =  0.751 00     Log  c  =  9.69403n  , 

von  denen  nur  das  erste  brauchbar  ist.  Verfolgen  wir  diese 
erste  Wurzel  b  weiter,  so  zeigt  sich,  dass  sie  mit  abnehmendem 
g>  zunimmt  und  schliesslich  oo  wird  für  denjenigen  Werth 

cp  =  7°  3'  15", 

mit  dem  die  Formel  ^) 

Log  (J^  :J)  =  cseo&  +  c'  sec  y , 

u  =  c(sec  ^  —  1)  +  c'  (sec  ^  —  1) 

an  den  drei  vorgeschriebenen  Stellen  die  MüLLBa'schen  Werthe 
annimmt.  Diese  letzte  Formel  ist  der  Grenzfall  der  vorher- 
gehenden, wie  man  durch  Ansetzung  der  semiconvergenten 
Reihe 

a                   <i 
a  0(b  cos  &)  =  ^y  sec  d^  —  jr^  sec  ^'  H 


=  c  sec  ^  H  —  -^  sec  ;^*  H j 


für  lim  6  =  c»,  lim  a  =  oo  findet.  Der  genannte  Werth  von  y, 
dem  eine  Höhe  von  51  km  entspricht,  ist  hier  also  ein  unterer 
Grenzwerth  von  q>. 

Es  folgen  nun  für  einige  passende  Werthe  von  q>  die  tion- 
stauten  und  Anschlüsse. 


4)  Hier  ist  für  den  Augenblick  das  sonstige  c  durch  c'  ersetzt  und  e 
io  einer  anderen  Bedeutung  gebraucht. 
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L 

IL 

III. 

IV. 

9 

7«  3' 15" 

8° 

10° 

13° 

Logo 

+  00 

0.64142 

0.52506 
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8.61102 
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^'^ib 
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P 

0.804 

0.804 
M  —  H 
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» 

1. 

IL 

III. 

IV. 

0° 

0 

0 

0 

0 

40 
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—  6 

—  5 

60 

0 

0 

0 

0 

75 
80 
83 

+  11 
+  5 

-  7 

+  12 

+  7 
—  4 

+  14 

+  12 

0 

+  17 
+  16 
+  * 

85 

0 

0 

0 

0 

86 
87 
87.5 

+  11 

+  16 

0 

+  8 

+  H 

0 

+  6 
0 

+  2 

+  3 

0 

Die  Abweichungen  sind  hier  so  klein,  wie  sie  den  Erwar- 
tungen nach  sein  können;  die  Hypothese,  die  dieser  Rechnung 
zu  Grunde  liegt,  scheint  also  etwas  für  sich  zu  haben.  Einer 
physikalischen  Interpretation  kann  ich  mich  wohl  enthalten  und 
bemerke  nur,  dass  für  die  Annahme  einer  localen  Verdichtung 
von  absorbirender  Materie,  z.  B.  Meteorstaub,  in  dem  hier  ab- 
gegrenzten Höhenbereich  (50  bis  170  km)  auch  anderweitige 
Wahrnehmungen  sprechen.  Die  unendlich  dünne,  unendlich 
stark  lichtschwächende  Schicht,  an  der  man  Anstoss  nehmen 
könnte,  ist  nur  als  Approximation  anzusehen,  etwa  wie  die  mit 
Masse  belegten  Flächen  in  der  Potentialtheorie ;  man  kann  sie, 
wie  unter  D  gezeigt  wird ,  durch  endliche  Schichten  mit  oder 
ohne  Dichtigkeitsprung  ersetzen.  Bemerkenswerth  ist,  dass  der 
Transmissionscoefficient  sich  hier  kleiner  ergiebt  als  der  aus 
der  LAPLAGB'schen  Formel  folgende  Werth  p  =  0.84.  Dass  der 
Werth  von  p  überhaupt  nicht  bloss  vom  Gange  der  Zahlen  u^ 

a4* 
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sondern  auch  von  der. Gestalt  der  Interpolationsformel  abhängt, 
zeigt  der  sehr  kleine  Werth  p  =  0.747  der  Hypothese  B.  (d),  die 
doch  dem  Zahlenverlauf  nach  grosse  Aehnlichkeit  mit  der  jetzigen 
Hypothese  IV  hat.  Wenn  in  der  Formel  (21)  P'  einen  additiven 
Bestandtheil  enthält,  der  im  Anfang  des  Intervalls  v'  =  p  sehr 
kleine  und  erst  bei  sehr  grossen  Beträgen  von  p'  erhebliche 
Werthe  hat,  so  liefert  dieser  Bestandtheil  einen  nahezu  con- 
stauten,  d.  h.  von  ^  unabhängigen  Beitrag  zu  Log  (J^  :  J)^ 
ändert  also  den  Werth  von  p  merklich,  während  er  aus  dem 
Gange  der  Differenzzahlen  u  nahezu  herausfällt.  Zwei  Formeln, 
die  im  Gange  der  u  übereinstimmen,  können  also  recht  ver- 
schiedene TransmissionscoefBcienten  ergeben ;  dies  erinnert  uns 
daran,  dass  Beobachtungen  einer  Station  in  verschiedenen 
Zenithdistanzen  noch  nicht  genügen,  einen  Schluss  auf  die  Con- 
stitution der  Atmosphäre  zu  begründen,  sondern  durch  Beobach- 
tungen auf  Stationen  verschiedener  Meereshöhe  zu  ergänzen 
sind.  Besonderer  Vorsicht  bedarf  nach  dem  Gesagten  der  Ge- 
brauch von  Absorptionsformeln,  die  auf  unendlicher  Höhe  der 
Atmosphäre  beruhen,  also  eventuell  eine  merkliche  Absorption 
des  Lichts  im  Weltraum  voraussetzen;  Formeln  dieser  Art,  wie 
etwa 

w  =  a(1  — cos^), 

sind  zu  verwerfen,  solange  man  über  die  Absorption  im  Baume 
nichts  Bestimmtes  weiss  ^).  Die  eben  erwähnte  Formel  beruht 
auf  der  Annahme  einer  überall  gleich  starken  Absorption  und 
giebt  den  TransmissionscoefBcienten  0;  die  Abhängigkeit  von 
der  Zenithdistanz  besteht  hier  einfach  darin,  dass  parallele 
Strahlen  einen  längeren  Weg  zurückzulegen  haben,  um  die  Erd- 
oberfläche unter  grösserem  Einfallswinkel  zu  treffen.  Der  Weg- 
unterschied zwischen  ^  =  0  und  ^  =  -—  beträgt  einen  Erd- 

radius.  Derartige  Curiosa  sind  bei  Formeln  mit  unendlicher 
Atmosphäre,  die  sich  der  Beobachtung  einigermassen  anschliessen, 
zwar  nicht  zu  befürchten,  wohl  aber,  dass  sie  den  Transmissions- 
coefficienten  zu  klein  ergeben.  —  Man  kann  sich  übrigens  in  der- 
selben Weise  wie  früher,  indem  man  nämlich  einzelne  Werthe 


1)  Vgl.  6.  Müller,   Helligkeitsbesiimmungen  von   Planeten   (Potsd. 
Bubi.  VIII)  p.  204. 
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von  M  herausgreift  und  voraussetzt,  dass  sie  einem  »zulässigen« 
Werth  verlauf  von  u  angehören,  Maximalwerthe  des  Transmissions- 
coefficienten  verschaffen.   Es  ist 


Logi-=/F'rfr', 


femer 


_  p    V'dv'  ,  _  r    P'dt/      cos'd«    V 

'*~J  secy  +  i^       ~Jaecy  +  i 


-.^i  ^»*. 


sec 
und  im  Zenith 


cos  ^ 


cos^' 

1  +  cos  ^ 


cos  ^'      \  +  cos  y 


sec 


T=ri\r I "'"''' T*<f '''''' 


Bezeichnet  femer  v  die  endliche  LAHBERT^sche  Reihe 

v  =  A  (sec  ;^  —  <)—  J?  sec  ^  tg  ^*  +  C  sec  ^  ig  ^* 

und  d-^  ihre  erste  Goincidenzstelle  mit  u^  so  ist  im  Intervalle 
0  <  ^  <  ^^,  wie  wir  bewiesen  haben,  w  >  «^,  also 

^ — j->>l— J?8ec^(sec^+1)  +  Csec^(sec^+1)tg^* 

sec  v  "■""  1 

uod  im  Zenith 


Log- 


u 

> 

« 

seo 
> 

sec  v^- 

-{ 

A--%B,     also 


Hat  man  also  die  LAMBERr'sche  Formel  in  n  Zenithdistanzen 
an  M  angeschlossen  und  berechnet  daraus  den  Transmissions- 
coefficienten  q  so,  als  ob  yi  —  ^B  die  Zenithabsorption  wäre,  so 
ist  q  der  grösste  Werth  des  Transmissionscoefficienten  p  fttr  alle 
zulässigen  Functionen  t/,  die  jene  n  Werthe  mit  M  gemein  habeii. 
Aus  den  früher  mitgetheilten  Anschlüssen  der'LAMBERT'schen 
Formel  findet  man 
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Goincidenzstellen 

^  =  ««°  U<0.809, 

;5^  =  60°,  75°/ 

*  =  600,800  K<  0.807. 

^  =  60°,  80°  85°  87?5  J 

D.  Wir  wollen  die  unter  C.  erhaltene  Formel  verschieden- 
fach variiren,  namentlich  um  zu  erkennen,  ob  die  Voraussetzung 
einer  Discontiauitnt  in  der  Atmosphäre  wesentlich  oder  nur 
Formsache  ist. 

Man  kann  das  Glied  a  (Z>  (6  cos  &) ,  das  die  » normalea  Atmo- 
sphäre reprKsentirt,  durch  andere  ersetzen;  es  soll  noch  der  Fall 

^ofi{Jo'J)  =  j-^,  +  c(sec^'^i),     r  =  tg| 

hier  geprüft  werden.  Schreibt  man  den  Werth  von  q>  und  drei 
Goincidenzstellen  vor,  so  wird  nach  Elimination  von  zwei  Unbe- 
kannten die  Gleichung  für  die  dritte  quadratisch;  die  Wurzei- 
systeme  müssen  die  Bedingungen 

a>0,     ft>  — 1,     c>0 

erfüllen.  Man  findet  z.  B.  für  r/)  =  1 0°  und  die  drei  Goincidenz- 
stellen 60°,  85°  87?5  die  beiden  Systeme 

(V)  Log  0=9.12495,     Log  6= 9.98376 n  ,     Logc=8.46463    , 
Log  a=9.87420  ,     Log  6=9.89209n  ,     Log  c=9.42768w  , 

von  denen  nur  das  erste  brauchbar  ist.  Mit  ihm  sind  die  nachher 
unter  (V)  folgenden  Widersprüche  M —  H  berechnet;  der  Trans- 
missionscoefficient  wird  p  =  0.800. 

In  den  weiteren  Hypothesen  behalten  wir  den  Term 
a  (2>  (6  cos  ^)  bei,  ersetzen  aber  das  Glied  c  sec  ^',  das  wir  kurz 
als  das  »Zusatzglied«  bezeichnen  wollen,  durch  andere. 

Statt  der  unendlich  dünnen  Schicht  können  wir  eine  nach 
unten  begrenzte,  nach  oben  unbegrenzte  Schicht  von  ab- 
nehmender Dichtigkeit  voraussetzen;  dem  Zusatzgliede  kann 
dann  die  Form 

a'  O  {V  cos  ^') ,    sin  &'  =  cos  q>  sin  * 

gegeben  werden,  die  von  drei  Parametern  a',  V ^  g)  abhängt. 


Über  die  Absorption  des  Lichtes  in  beb  Athospbäbb.     461 

Mit 

c  r=:  6  tg  9> ,     c'  =  6'  sin  qp 

kann  man  dann  die  vollstöndige  Formel  schreiben 

Log  (J,  :J)  =  aO(b  cos  ^)  +  aO{b'  cos  ;^') 

=  aO{c  cotg  0))  +  a'  Ö)(c'  cosec  co) . 

Nehmen  wir  wieder  g?  =  1 0°  und  die  obigen  drei  Coincidenzen, 
so  ist  ein  Parameter  übrig;  wir  können  etwa  noch  c  =  c'  vor- 
schreiben oder  c  beliebig  wählen.  Ich  habe  zwei  Falle  gerechnet: 

(VI)  c  =c' .       Logo  =0.52340  Loge  =0.72500      _ 

Log  a' =  0.39206  Log  c' =  0.72500  P  — ^'^^^ 

(VII)  c'  beliebig  Log  a  =  0,50901   Log  c  =  0.68800      _ 

gewählt  Log  a'  =  9.94030  Log  c'  =  0.30000  ^  ~ 

Umgekehrt  können  wir  auch  eine  nach  oben  begrenzte 
Schicht  zu  Grunde  legen,  deren  Dichtigkeit  nach  dem  Beobach- 
tungsorte zu  abnimmt.  Nach  den  Formeln  (43) — (47)  entspricht 
z.  B.  das  Glied 

Log  -^  =  a^  a  4-  o,a' ,    a  =  tg  ~ 

einem  Ausdruck  F\  der  zwischen  den  Grenzen  v  und  i/|  =  r  sec  (p 
proportional  ist  mit 

a,  +  3a,a; ,     ac  =  1  —  2  cotg  g?*  I -^  —  0  • 
Setzt  man  a4-f3o,  =  0,  so  wird  F*  proportional  mit  \  — x 
oder  mit  —^  —  4 ,  verschwindet  also  am  Beobachtungsort,  wächst 

bis  zu  einem  Maximum  an  der  Stelle  v  =  v^  und  springt  dann 
zum  Werthe  0  zurück;  man  hat  die  zweite  Formel  (39)  vor  sich. 
Die  Hypothese 

Log  {J^  :  J)  =  aO) (6  cos  d)  +  a^  (a  —  |a') 

mit  g)  =  1 0^  und  den  obigen  drei  Coincidenzstellen  an  M  an- 
geschlossen, ergiebt 

(VIII)  Log  a  =  0.63809  ,    Log  6  =  1.71000,    Logo,  =  9.78155  , 

p  =  0.803  . 
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Weiter  folgen  zwei  Hypothesen,  worin  die  unendlich  dttnne 
Schicht  durch  einen  nach  beiden  Seiten  stetigen  Verlauf  der 
Function  F'  ersetzt  ist,  der  in  der  Höhe  jener  Schicht  ein  Maxi- 
mum hat.   Wir  können  dann  dem  Zusatzgliede  eine  der  Formen 

o'F(6cos;^)  ,     aX(6cos^),  ... 

geben,  wo  *F,  X,  . . .  die  durch  (36)  definirten  Functionen  ihres 
Argumentes  sind.  Die  Function  F*  ist  dabei,  bis  auf  einen  con- 
stauten  Factor,  gleich 


'^'  =  *'(^* -<)  =  ** tgy*. 


wenn  v'  =^v  sec  (p  gesetzt  wird.  Sie  verschwindet  am  Beobach- 
tungsorte [w  =  0)  und  in  den  oberen  Schichten  der  Atmosphäre 
'\€r^*^  unmerklich);  ein  Maximum  hat  sie  für 

t^  =  4  ,     u;  =  2  ,  . . . 

Soll  das  Maximum  in  einer  bestimmten  Höhe  (p  stattfinden,  so 
folgt  daraus 

h  =  cotg  y  ,     6  =  Va  cotg  qp ,  . . . 
Wir  setzen  nun  an 

Log  [J,  :J)  =  aO{b cos  ^)  +  a'V(b'  cos  &) ; 

das  dem  Zusatzgliede  entsprechende  P'  soll  ein  Maximum  bei 
qp  =  1 0°  haben,  woraus  b'  =  cotg  \ 0°  folgt;  abgerundet 

Log  b'  =  0.75. 

Die  drei  anderen  Parameter,  durch  Anschluss  in  den  drei  be- 
kannten Zenithdistanzen  bestimmt,  ergeben  die  Hypothese 

(IX)  Logo  =0.49560     Log6  =1.41800       _  ^v -gg 
Log a'  =  9.64455     Log 6' =  0.75000    ^~    ' 

Ebenso 

Log  (J^  :  J)  =  a  Ö)  (b  cos  &)  +  a'  X(b'  cos  &) ; 

b'  =  V2  cotg  10°  oder  Log  h'  =  0.9.  Anschluss  in  denselben 
drei  Zenithdistanzen;  Hypothese 

(X)  Log  a  =0.50516  Logo  =1.44200 

^  ^      ®  ,  ®  ,  »  =  0.800. 

Logo' =  9.50213  Log 6' =  0.90000  ' 
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Endlich  mag  noch  ein  Versuch  mit  der  Formel 

Log  {J^  :J)  =  aO(b  cos  &)  +  a' 0{b'  cos  d-] 

folgen^  deren  Anschluss  an  M  etwas  ungünstiger  ausfällt;  die 
Hypothese 

(XI)         Loga  =0.47147     Log6  =4.32200 
Log  a'  =  9.42438  6' =  4 


p  =  0.758 


ist  auch  nur  deshalb  aufgenommen,  weil  sie,  ohne  im  Gang  der 
Widersprüche  von  den  übrigen  erheblich  abzuweichen,  einen 
viel  kleineren  Transmissionscoefficienten  ergiebt. 

In  der  nun  folgenden  Tabelle  sind  die  Widersprüche  Jf  —  H 
(in  Einheiten  der  dritten  Decimale)  für  die  Hypothesen  (Y)  bis 
(XI)  zusammengestellt. 


M- 

H 

& 

V. 

VI. 

VII. 

VIII. 

IX. 

X. 

XI. 

0° 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

40 

—  5 

—  5 

—  5 

—  5 

—  5 

-5 

—  6 

60 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

75 

+  44 

+  44 

+  45 

+  42 

+  47 

+  46 

+  24 

80 

+  <2 

+•42 

+  44 

+    8 

+  47 

+  45 

+  25 

83 

0 

0 

+    2 

—    3 

4-   4 

+    3 

+    9 

85 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

86 

+  5 

+  4 

+  3 

+    7 

+  2 

+  3 

-4 

87 

+  ^ 

+  6 

+  5 

+  40 

+  * 

+  4 

0 

87.B 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Diese  Zahlen  geben  einerseits  zu  erkennen,  dass  eine  weitere 
Verbesserung  des  Anschlusses  wohl  von  keiner  anderen  Formel 
zu  erwarten  ist,  da  die  Abweichungen  zwischen  60^  und  80° 
sich  vergrössem,  wenn  die  zwischen  85^  und  87?5  abnehmen 
und  umgekehrt;  andererseits,  dass  die  unter  G.  vorausgesetzte 
Discontinuitttt  der  Atmosphäre  nur  eine  formelle  war  und  durch 
andere  Annahmen  ersetzt  werden  kann.  Noch  ist  zu  bemerken, 
dass  die  Hypothesen  V  bis  X  als  Modificationen  von  III  anzusehen 
sind,  mit  der  sie  den  Werth  9)  =  4  0°  (sei  es  als  Stelle  einer 
UnStetigkeit  oder  eines  Maximums  der  Luftdichtigkeit)  gemeinsam 
haben ;  auch  dieser  Werth  kann  innerhalb  weiter  Grenzen  variirt 
werden.  Als  physikalischer  Thatbestand,  auf  den  die  Hypothesen 
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I  bis  X  hindeoten,  bleibt  also  nur  flbrig,  dass  die  absorbirende 
Kraft  der  Atmosphäre  zwar  zuerst  mit  wachsender  Höhe  ab- 
nimmt, in  grösseren  Höhen  aber  (50  bis  200  km)  wieder  mei^- 
liehe  Werthe  besitzt. 

£.  Endlieh  mag  noch  versucht  werden,  wie  sich  der  An- 
scbluss  Ändert,  wenn  auch  in  der  »normalen«  Atmosphäre  (deren 
Dichtigkeit  vom  Beobachtnngsorte  an  abninmit)  das  Maximnm 
der  Dichtigkeit  in  eine  beliebige  Höhe  verlegt  wird,  wenn  w^ir 
also  eine  Atmosphäre  mit  zwei  Dichtigkeitsmaximis  in  den  Höhen 
q>^  und  q>^  vor  ans  haben.  Um  diese  Hypothese  formell  xn 
prüfen,  genttgt  es  wieder,  zwei  anendlich  dttnne  Schichten  zu 
betrachten  and  die  Formel  anzusetzen 

u  =  c^  (sec  ^^  —  <)+  c,  (sec  ^t  —  <)  , 
sin  &^  =  cos  q)^  sin  ^  ,       sin  ^^  =  cos  ff^  sin  ^ . 

Numerische  Parameter  sind  c^ ,  r^,  9«,  q>^;  wir  wählen  g^^ 
beliebig  und  bestimmen  die  drei  anderen  durch  Goincidenz  in 
60^,  85'',  87?5.  Es  mögen  die  drei  Hypothesen  mitgetheilt 
werden 

I     rp,         fp^  Logc^         Loge,  p 


(1) 

0° 

7°  3' 

8.55269 

9.76992 

0.804 

(XII) 

1° 

7»  54' 

8.63048 

8.74779 

0.804 

(XIU) 

20 

45°  38' 

8.80680 

8.53948 

0.797 

von  denen  die  erste  uns  schon  in  anderem  Zusammenhange  be- 
gegnet ist. 

M—H 

&         0°      40°  60°       75°       80°     83°  85°       86^     87°  87?5 


I 
XII 
XIII 


0  —4  0  +H+5— 7  0  +n+46  0 
0—4  0  +12+  7—4  0  +  8+H  0 
0     —5     0     +20+21+8     0     —2—2     0 


IV. 

Wir  können  hiermit  unsere  Aufgabe,  aus  den  Absorption»- 
beobachtungen  die  Constitution  der  Atmosphäre  zu  erschliessen, 
innerhalb  der  sachlich  gezogenen  Grenzen  als  gelöst  ansehen. 
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Die  Antwort  fällt  zum  Theil  unbestimmt  aus;  wir  haben  eine 
ganze  Gruppe  von  Hypothesen  erhalten ,  zwischen  denen  nume- 
risch die  Wahl  schwer  sein  dtlrfte,  die  aber  physikalisch,  wenn 
auch  Aehnliches,  so  doch  nicht  Gleiches  besagen.  Allerdings 
haben  wir  noch  nicht  das  ganze  empirische  Material  erschöpft 
und  zwei  ControUen,  darunter  eine  sehr  wichtige^  ganz  ausser 
Acht  gelassen;  nimmt  man  diese  hinzu,  so  verengert  sich  sofort 
der  Kreis  der  Hypothesen.  Die  eine  ist  der  Verlauf  der  Werthe 
H  in  unmittelbarer  Nähe  des  Horizontes.  Für  die  Horizontal- 
absorption finden  sich  aus  unseren  Formeln  alle  möglichen 
Werthe  bis  zu  c» ;  gelänge  es,  aus  den  Beobachtungen  einen 
wenn  auch  nur  rohen  Mittel werth  dieser  Grösse  herzuleiten,  so 
hätten  wir  ein  empirisches  Datum  mehr,  auf  Grund  dessen  eine 
Anzahl  von  Formeln  sofort  ausscheiden.  Von  grösserer  Bedeu- 
tung ist  die  andere  ControUe,  die  durch  Beobachtung  auf 
Stationen  verschiedener  Meereshöhe.  Nehmen  wir  ein  Beispiel 
und  prüfen  die  den  Hypothesen  XII  und  XIII  zu  Grunde  liegende 
Formel,  ob  sie  sich  mit  den  Beobachtungen  in  verschiedenen 
Höhen  verträgt.  Ein  Lichtstrahl,  der  von  oben  kommend  die 
beiden  absorbirenden  Schichten  9),  und  q>^  passirt  hat,  erleidet 
keine  Schwächung  mehr;  zu  einem  Lichtstrahl  am  Beobachtungs- 
orte mit  der  scheinbaren  Zenithdistanz  S-  gehört  also  dieselbe 
Zenithreduction  u,  wie  zu  einem  Lichtstrahl  in  der  Höhe  v 
(v<[y'  <[^i)  ™i*  der  Zenithdistanz  ^',  wo 

v'  sin  y  =  V  sin  -9-, 

Day<!^,  so  würde  die  Durchsichtigkeit  der  Luft,  bezogen 
auf  gleiche  Zenithdistanzen,  mit  wachsender  Höhe  zunächst  ab- 
nehmen^  bis  die  erste  absorbirende  Schicht  v^  erreicht  wäre,  die 
sich  in  den  beiden  Fällen  (XII)  und  (XIII)  in  4.2,  resp.  4.6  km 
Höhe  befindet.  Ein  solches  Verbalten  der  Atmosphäre  wider- 
spricht schon  qualitativ  dem,  was  jede  Bergbesteigung  lehrt. 

Um  auch  ein  zifiermässiges  Beispiel  dafür  zu  geben,  wie 
sich  die  Beobachtungen  einer  Flachlandsstation  in  verschiedenen 
Zenithdistanzen  ergänzen  durch  die  Beobachtung  von  Gipfel- 
stationen, wollen  wir  die  unter  C.  (I)  bis  (IV)  des  vorigen  Ab- 
schnitts zusammengestellten  Hypothesen  mit  den  Säntisbeobach- 
tungen  i)  des  Herrn  G.  Müller  vergleichen. 

i)  Publ.  d.  Potsdamer  Ob».,  Band  VIII. 
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Wir  schreiben  die  dort  angewandte  *^'ormeI  jetzt 

(58)  Log(J4  :J)  =  aO{bcosd')+c  sec  &^  , 

sodass  v^=v  sec  q)  die  Höhe  der  absorbirenden  FlSichenschicbt 
bezeichnet;  die  Buchstaben  mit  Accenten  beziehen  sich  wieder 
auf  eine  beliebige  Höhe  v  zwischen  v  und  r^.   Dann  gilt 

(59)  Log  {J,  :  /)  =a'0  [b'  cos  ^')  +  c  sec  ^,  , 

wo  ^'  die  scheinbare  Zenithdistanz  in  der  Höhe  r  desjenigen 
Strahls  bezeichnet,  der  in  der  Ebene  (r)  die  Zenithdistanz  S-  hat. 
Es  ist  also 

V  sin  ^'  =  V  sin  ^ , 


femer 


b'^b^,     ,«  =  6«(^_l),      a'  =  oe-'% 


und  wenn 

v^  =  v'  sec  qp'  ==  V  sec  q) 
gesetzt  wird, 

sin  d-^  =  cos  y'  sin  &'  =  —  cos  y  sin  ^'  =  cos  qo  sin  ^ . 

Zur  Berechnung  von  g>'  empfiehlt  sich  die  Formel 

sin  9)'  =  sin  qp  y  \  —(—»-—  ^ )  cotg  9*  ; 

femer  werde  gesetzt 

tg  cfi'  =  tg  q>'  sec  ^'  , 

sec  3'^  =  sin  w' :  sin  g>'  . 

Um  also  die  Formel  (58)  auf  die  Höhe  v  zu  übertragen,  schreiben 
wir  an  ihrer  Stelle  die  Formel  (59),  worin  a',  b\  (p'  und  c  die 
numerischen  Parameter,  ^'  die  scheinbare  Zenithdistanz  bedeutet; 
a',  b\  (p  sind  durch  die  angegebenen  Formeln  aus  a,  6,  9  und 

—  zu  berechnen,  c  bleibt  unverändert.  Bei  der  Hypothese  (I)  ist 

das  erste  Glied  ^^  sec  1^,  in  das  aO[b  cos  &)  für  lim  o  =  00, 

lim6  =  c»  übergegangen  ist,  in  der  Höhe  v"^v  ganz  weg- 
zulassen, da  es  einer  unendlich  dünnen  absorbirenden  Schicht 
durch  den  Beobachtungsort  entspricht. 
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Fttr  die  HöhendiffereDs  Säntis  minus  Potsdamer  Observa- 
torium habe  ich  den  etwas  zu  kleinen  Werth  S380  m  angenom- 
men; der  Fehler  ist  zu  unbedeutend,  um  eine  Umrechnung  der 
folgenden  Zahlen  zu  erfordern.  Aus  den  Tabellen  am  Ende 
meiner  zweiten  Abhandlung  über  die  Refraction,  wo  r*  —  r  als 

V 

Function  von  \ j-  gegeben  ist,  finde  ich  fttr  diese  Hohen- 

V 

differenz 

Log/^— 4)  =  6.79444  ,      Log -=  0.00043  , 

und  damit  die  folgenden  Werthe  der  neuen  Gonstanten  fttr  die 
vier  betrachteten  Fälle : 

L  IL  III.  IV. 

(p     6°54'  31"  7°  52'  49"  9^53'  54"  42°55'  34" 
Loga'  9.96492     0.27260       0.32873 

Logt' 
Log  c        8.76992 

p'       0.873 

Berechnet  man  hieraus  etwa  fttr  &'  =  85^  die  Zenithreduction 
Log(</o :  /),  so  erhttlt  man 

u'  =  0.338         0.358         0.472         0.548 

oder  in  Grössenklassen 

0.85  0.90  4.48  4.30  , 

also  erheblich  verschiedene  Werthe;  der  MüLLKR'sche  Werth  ist 
4.28  (Tab.  Y,  p.  40}.  Hiernach  scheiden  die  Hypothesen  I,  II 
sofort  aus;  fttr  III  und  lY  folgen  einige  Werthe  von  u'j  ausgedrttckt 
in  Grossenklassen;  die  MüLLER'schen  sind  unter  M'  daneben- 
gestellt. 


1.70013 

1.48613 

1.39313 

8.70954 

8.61 108 

8.52960 

0.870 

0.848 

0.837 

»' 

(III) 

(IV) 

M' 

i/'-(III) 

Jf'-(IV) 

0» 

0 

0 

0 

0 

0 

40 

0.05 

0.06 

0.04 

-1 

-2 

60 

0.17 

0.18 

0.14 

—  3 

—  4 

75 

0.45 

0.47 

0.39 

—  6 

—  8 

80 

0.68 

0.71 

0.64 

—  4 

-7 

83 

0.92 

0.98 

0.93 

+  1 

—  6 
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»' 

(III) 

(IV) 

M'     *'-(III) 

A/'-{IV) 

85° 
86 
87 
87.5 

1.18 
1.38 
1.66 
1.85 

1.30 
1.53 
1.87 
2.10 

1.28      +10 
1.55       +17 
1.92       +26 
2.17       +32 

—  2 
+  2 
+  5 
+  7 

Will  man  nicht  erhebliche  Widersprüche  in  den  höheren 
Zenithdistanzen  ttbrig  lassen,  so  fällt  die  Entscheidung  zu 
Gunsten  von  lY  aus.  Die  Abweichungen  M'  —  (IV)  zeigen  im 
Gange  sehr  grosse  Aehnlichkeit  mit  den  Widersprüchen  M  —  L 
zwischen  den  Potsdamer  Zahlen  und  der  LAPLACB^schen  Formel 
haben  aber  entgegengesetztes  Zeichen;  dies  erklärt  sich,  unter 
der  Annahme,  dass  die  Werthe  lY  der  Wirklichkeit  nahe 
kommen,  dadurch  dass  die  Zahlen  Jf  selbst  nach  der  LAPLACB'schen 
Formel  gerechnet  sind.    Man  würde  z.  B.  mit 

w  =  a[Ö)(6cos^')— a>(6)], 

Log  a  =  0.7477,       Log  6  =  4.3 

genau  die  Zahlen  M'  wiedererhalten. 

In  ähnlicher  Weise  hätte  man  die  übrigen  Hypothesen  der 
Controlle  durch  die  Säntistafel  zu  unterwerfen,  wobei  zu  be- 
denken ist,  dass  in  den  Hypothesen  V  bis  X  über  einen  Para- 
meter, nämlich  y,  von  vornherein  verfügt  wurde  {q>  =  \0^)\ 
durch  Aenderung  dieses  Parameters  würde  der  ev.  verlorene 
Anschluss  zwischen  Formel  und  Säntistafel  wieder  herzustellen 
sein.  Da  unsere  Hypothesen  nur  Erläuterungsbeispiele  sein 
sollten,  können  wir  auf  diese  langwierige  Rechnung  verzichten. 

Ebenso  können  wir  uns  bezüglich  des  anderweitigen  Be- 
obachtungsmaterials kurz  fassen.  Es  wäre  wünschenswerth, 
eine  der  Potsdamer  Tafel  gleichwerthige  Zahlenreihe  zur  Yer- 
gleichung  heranziehen  zu  können;  die  SBiDEL'sche  Tafel  für 
München  >)  zeigt  aber,  selbst  wenn  man  das  sprungweise  an- 
gesetzte Stück  für  den  Horizont 2)  weglässt,  schon  von  &  =  80° 
ab  Unregelmässigkeiten  im  Gange  der  Differenzen,  die  eine 
interpolatorische  Darstellung  merklich  erschweren:  Unregel- 
mässigkeiten, die  auch  in  einer  späteren  verbesserten  TafePj 

1 )  Abh.  der  k.  bayr.  Akademie  d.  Wissenschaften,  VI.  Band,  HI.  Abtb. 
p.  584. 

2}  p.  599. 

3)  Abh.  d.  k.  bayr.  Ak.,  IX.  Band,  111.  Abth.  p.  503. 
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nicht  beseitigt  sind.  Es  ist  also  gerade  dasjenige  Stttck  der 
Absorptionscurve,  das  den  sichersten  Rttckschluss  auf  die  atmo- 
sphärischen Verhältnisse  gestattet,  hier  nicht  zu  verwendei). 
Andere  Extinctionstafeln  in  dieser  Art  und  Ausdehnung  liegen 
nicht  vor;  dagegen  sind  im  III.  Bande  der  Potsdamer  Publi- 
cationen*)  die  Tabellen  für  die  fünf  einzelnen  Sterne  gegeben, 
aus  denen  die  Potsdamer  Tafel  gemittelt  ist.  Ein  einfacher  An- 
schlussversuch an  diese  verschiedenen  Tabellen  wird  genügen, 
um  zu  zeigen,  dass  die  Verhältnisse  im  Wesentlichen  überall  so 
liegen  wie  bei  den  Zahlen  M. 

Es  bedeutet  im  Folgenden:  M  die  mittlere  Potsdamer 
Extinctionstafel;  M^  bis  M^  die  Tafeln  für  die  fünf  MüLLER'schen 
Sterne  und  zwar 

M^  M^  Jf,  M^  M^ 

a  Gygni,     i}  Ursae  majoris,     d  Persei,     a  Aurigae,     a  Tauri; 

femer  S^  die  ältere  und  S,  die  verbesserte  SsiDEL'sche  Tafel. 
Alle  diese  Tafeln  haben  die  wahre  Zenithdistanz  zum  Argument; 
aus  ihnen  sind  für  runde  Werthe  der  scheinbaren  Zenithdistanz 
S'  die  Werthe  der  Reduction  auf  das  Zenith  entnommen,  die  in 
den  folgenden  Täfelchen  unter  den  Buchstaben  M  und  S  auf- 
geführt sind.   An  diese  Zahlen  ist  die  Formel 

M  =  a[a>(6cos^)  — a>(6)] 

mit  Coincidenz  in  60°  und  80°  angeschlossen  worden;  nur  bei 
M^  war  dies  nicht  möglich,  statt  dessen  functionirt  hier  der 
günstigste  erreichbare  Fall  6  =  c»,  also 

u  =  A  (sec  ^  —  i ) 

mit  Anschluss  in  80°  allein.  Die  damit  gerechneten  Werthe  sind 
unter  u  aufgeführt.  Die  Abweichungen  stimmen  nach  Gang  und 
Zeichen  bei  den  MüLLSR'schen  Sternen  unter  einander  überein, 
bis  auf  3/^,  ebenso  bei  S^  und  6\  wenigstens  bis  ^  =  80°.  Um 
zu  sehen,  ob  an  der  Grösse  einzelner  Widersprüche  die  Formel 
Schuld  trägt,  habe  ich  noch  die  zweigliedrige  LAVBERT'sche 
Formel 

v  =  A  (sec  ^  —  1)  —  B  sec  ^  tg  ^* 

in  60°  und  80°  an  die  Tafelwerthe  angeschlossen  (M^  ausge- 


4)  Tab.  VI,  p.  268. 
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nommen);  die  damit  gerechneten  Werthe  t;  sind  dann,  wie  wir 
wissen,  zwischen  0^  und  60^  Minimalwerthe,  zwischen  60^  und 
80^  Maximalwerthe,  sodann  wieder  Minimalwerthe  eines  zuläs- 
sigen Werthverlaufs  von  w,  dem  die  vorgeschriebenen  Werthe 
für  60°  und  80°  angehören.  Diese  Werthe  sind  unter  v  beige- 
setzt,  die  Minima  überstrichen,  die  Maxima  unterstrichen;  Ein- 
heit ist  0.001.    Ferner  liefert  die  Relation 

Log^  =  i4  — 2Ä 

unter  denselben  Voraussetzungen  einen  Maximalwerth  q  des 
Transmissionscoefficienten  p. 

Tafel  M. 
Log  o  =  0.34356     Log  b  =  1.03700    p  =  0.805 
Log  A  =  8.974  64     Log  B  =  6.44656     q  =  0.807 

^    I     0      20      40       50       60      70       75       80       84       82 

^f  !  0  4  24  48  92  180  261  394  432  477 
ü  I  0  6  28  51  92  173  252  394  437  488 
t;     I     0       6      28      5?       92     174     253     394     434     479 

Tafel  M,. 
Log  A  =  8.85779     B  =  0    p  =  q  =  0.847 
0      20      40       50       60      70       75       80       81       82 


0       3       19       37       69     139     212     343     380     422 
0       5       22       40       72     139     206     343     389     446 


r    I     0       5       22       40       72     139     206  343     389     446 

Tafel  JW^. 

Log  a  =  0,3641 6       Log  6  =  1 .1 6400  p  =  0.833 

Logil  =  8.89701       Log  Ä=  6.17022  q  =  0.835 


& 
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80 

40 

50 

60 
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76 

80 
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81 

40 

78 
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348 

u 

0 
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84 

44 

78 

448 

817 

348 

V 

0 

5 

24 

13 

78 

148 

818 

348 
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Tafel  Mf. 

Logo 

=  0.53896   Log  6  =<. 30000 

P  = 

0.819 

Log/1 

=  8.93745   1.0g  B  =  5.98855 

?  = 

0.820 

1^ 
M 

0   20   40   50   60 

70 

75 

80 

0   4   23   45   86 

171 

252 

394 

u 

0   6   26   48   86 

164 

242 

394 

V 

0   6   26   48   86 
Tafel  M,. 

164 

243 

394 

1 

Logo 

=  0.45640   Log6  =  M3900 

P  = 

0.788 

1 

Log  .4 

=  9.01 402   Log  B  =  6.32880 

9  = 

0.789 

^ 

0 

20   40   50   60   70 

75 

80 

81 

82 

M 

_ 
0 

5   27   52  102  210 

306 

452 

489 

531 

u 

0 

7   31   57  102  194 

283 

452 

504 

566 

V 

0 

7   31   57  102  194 

284 

452 

5Ö3 

562 

Tafel  i/,. 

Log  a  =  OA\  473   Log  b  =  0.65000  p  =  0.7^20 

Log  >1=  9.12194   Log  Ä  ==  7.02926  g  =  0.741 

^  I  0   20   40   50   60   70   75  80   81   82 


u 

0 

5 

32 

u 

0 

9 

41 

V 

0 

8 

39 

67  126  223  302  432  471  516 

73  126  224  306  432  465  502 

TT  126  231  322  432  UT  434 

Tafel  S, . 

Log  0  =  0.21000   Log  6  =  0.90000  p  =  0.792 

Log  >l=  8.99871   Log  Ä=  6.65379  q  =  0.796 

^  I  0   20   40   50   60   70   75  80   81   82 


s 

0 

3 

17 
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97 
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Tafel  S^, 
Log  a  =  0.39830       Log  6  =4.45000       j9  =  0.816 
Log  A  =  8.94465       Log  B  =  6.23654       q  =  0.84  7 

,9^    I     0      20      40       50       60      70       75       80       84        82 

87  483  260  387  428  485 
87  4  65  242  387  432  486 
87     466     243     387     434      482 

Die  YergleichuDg  zwischen  u  und  v  in  den  Fallen,  wo  u 
und  M  oder  u  und  S  stark  von  einander  abweichen,  Keigt,  dass 
ein  merklich  besserer  Anschluss  von  keiner  zulässigen  Inter- 
polationsformel u  zu  erwarten  ist;  namentlich  wird  die  durch- 
gängige Abweichung  zwischen  Tafel  und  Formel  in  den  niederen 
Zenithdistanzen ,  besonders  bei  Seidel  auffallend,  durch  die 
Formel  v  bestätigt.  Im  Falle  S^  z.  B.  kann  man  mit  keinem  zu- 
lassigen M,  das  für  ;^  =  60°  und  80°  die  Werthe  0.087  und  0.387 
annimmt,  für  ^  =  40°  einen  Werlh  unter  0.027  erhalten, 
während  der  SEiDEL^sche  Werth  0.04  4  ist.  Die  Photometrie  wird 
ihr  Augenmerk  auf  die  Erklärung  dieser  zwar  kleinen,  aber  un- 
leugbar systematischen  Differenzen  zu  richten  haben.  Uebrigens 
sind  die  Abweichungen  nicht  etwa  procentualisch  zu  bemessen, 
da  die  mittleren  Fehler  der  beobachteten  Grössen  u  zwar  vom 
Zenith  nach  dem  Horizont  zunehmen,  aber  nicht  wie  die  Grössen 
u  selbst;  eine  Abweichung  nahe  am  Zenith,  wenn  sie  auch  mehr 
zu  sagen  hat  als  eine  gleichgrosse  nahe  am  Horizont,  ist  also  in 
ihrer  Bedeutung  nicht  zu  überschätzen. 

Damit  verlassen  wir  diese  Betrachtungen  und  wenden  uns 
schliesslich  zu  den  LANGLBY^schen  Einwürfen  gegen  die  bisherige 
Absorptionstheorie.   Die  Grundformel  (7)  der  Absorption  oder 

j=j,  4o-^ 

wo  P  eine  Function  von  Constanten  und  der  scheinbaren  Zenith- 
distanz  ^,  J^  die  ursprüngliche  Lichtintensität  ist,  gilt  nach  der 
Bemerkung  LangleVs  nur  für  homogenes  Licht;  im  Falle  za- 
sammengesetzten  Lichtes  tritt  an  ihre  Stelle  die  Summenformel 


y=^jj0 


-p 
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wo  J^  und  die  in  P  auftretenden  Constanten  von  der  Wellen- 
länge abhängen  und  die  Summe  über  alle  einfachen  Strahlen 
der  betrachteten  Lichtquelle  zu  erstrecken  ist.  Herr  Langley 
zeigt  ^) ,  dass  in  Folge  dieser  theoretischen  Incorrectheit  die  Ab- 
sorption der  Atmosphäre  und  die  Intensität  ausserhalb  der  At- 
mosphäre zu  klein  gefunden  wird ;  nach  seiner  Meinung  absorbirt 
die  Atmosphäre  doppelt  so  viel  Licht,  als  bisher  angenommen 
wurde,  sodass  der  Transmissionscoefßcient  nicht  in  der  Nähe 
von  0.8,  sondern  von  0.6  läge. 

Der  LANGLEY'sche  Einwand  ist  theoretisch  gewiss  zutreffend 
und  bei  den  Untersuchungen  über  die  Sonnenstrahlung  auch 
praktisch  entschieden  von  Belang.  In  der  Stemphotometrie  kann 
man  ihm  entgegenhalten,  dass  das  Licht  der  meisten  Sterne 
praktisch  als  homogen  angesehen  werden  kann,  weil  die  physio- 
logisch wirksamsten  Strahlen  des  Spectrums  in  einer  schmalen 
Zone  des  Gelben  concentrirt  sind.  Eine  merkliche  Fehlerhaftig- 
keit der  monochromatischen  Absorptionstheorie  müsste  sich 
jedenfalls  in  systematischen  Widersprüchen  zwischen  Theorie 
und  Erfahrung  verrathen,  die  durch  Berücksichtigung  der 
LANGLEY'schen  Correction  verkleinert  werden.  Solche  Wider- 
sprüche sind  vorhanden,  wie  der  Anschluss  der  LAPLACE'schen 
Formel  an  die  Potsdamer  Tabelle  zeigt;  es  ist  daher  von  Interesse, 
zu  untersuchen,  ob  sich  der  Anschluss  auf  dem  von  Herrn 
Langley  angegebenen  Wege  verbessern  lässt.  Dies  ist  in  der 
That  der  Fall,  allerdings  mit  Benutzung  hypothetischer  Daten, 
die  sich  nicht  mit  der  Wirklichkeit  zu  decken  brauchen;  dagegen 
findet  selbst  hier  der  LANGLEY^sche  Schluss  auf  die  Grösse  des 
Transmissionscoefficienten  keine  Bestätigung. 

Wir  legen  für  monochromatische  Absorption  die  Formel 

(60)  Log^  =  aa)(6f),       §  =  cos^ 

zu  Grunde,  (a,  b  Gonstanten,  ^  scheinbare  Zenithdistanz,  0(x) 
die  KRAMp'sche  Function.  Log  bedeutet  gewöhnliche,  log  natür- 
liche Logarithmen.)   Führen  wir  die  Bezeichung 

\0^  =  [x] 

ein  und  schreiben  c  an  Stelle  von  J^,  so  wird 

J  =  c[-aÖ)(6rj]; 

4)  American  Journal  of  Science,  vol.  i8. 
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bierbei  ist  c  die  Intensität  ausserhalb  der  Atmosphäre, 

p  =  [-««>(*;] 

der  Transmissionscoefficient.  Nach  Herrn  Langlbt  ist  fflr  die 
beobachtete  Intensität  K  zu  setien 

K=2;jx=^ci[-ai0{b),r, 

wobei  von  der  Dispersion  durch  die  Atmosphäre  abgesehen  ist. 
Die  Summation  ist  aoszudehnen  über  sämtliche  Wellenlängen  X 
des  beobachteten  Stemlichts;  a;i,  b;^,  q  sind  Fanctionen  von  iL. 
In  der  LAPLACB'schen  Theorie  hat  allerdings  b^  den  constanteo 
aus  der  Refraclionslheorie  zu  entlehnenden  Werth  6  =  20 ; 
nach  unseren  Betrachtungen  aber  liegt  kein  Grund  vor,  b  als 
unabhängig  von  A  anzusehen.  Der  Anschluss  von  \60)  an  die 
fünf  MCllbii 'sehen  Sterne  ergab  sehr  verschiedene  Werthe  von  b 
zwischen  4  und  oo,  wobei  freilich  noch  zu  beweisen  bleibt,  dass 
das  verschiedene  Verhalten  der  MüLLZR'schen  Sterne  ihrem 
Spectraltypus  zuzuschreiben  ist.  Trotzdem  wolleo  wir  der  Ein- 
fachheit wegen  b  als  unabhängig  von  der  Wellenlänge  ansehen, 
um  bei  den  folgenden  Integrationen  auf  geschlossene  Ausdrücke 
zu  kommen. 

Setzen  wir  voraus,  dass  a  und  c  stetige  Functionen  der 
Wellenlänge  sind  (dass  also  keine  selective  Absorption  stattfindet) 
und  dass  zwischen  den  Grenzen  des  sichtbaren  Spectrums  a 
beständig  von  a^  bis  a^  wächst,  so  können  w  ir  schreiben 

«■ 

(61)  K=  fc[—a0{bS)]da. 

Hier  drückt  allerdings  c  nur  dann  noch  die  Intensität  des 
einzelnen  Strahles  vor  der  Absorption  aus,  wenn  die  Wahl  der 
unabhängigen  Variablen  a  den  Einzelintensitäten  das  richtige 
Gewicht  belässt,  mit  dem  sie  in  die  Mischung  eingehen;  die 
Curve  c  fällt  also  nicht  nothwendig  mit  der  physiologischen  In- 
tens! tätscurve  zusammen.  Dagegen  muss  vorausgesetzt  werden, 
dass  im  Integrationsgebiet  c  beständig  positiv,  ebenso,  dass  die 
untere  Grenze  a^^  nicht  negativ  sei,  weil  sonst  der  zugehörige 
Transmissionscoefficient 

,i.=[-a.Ö»(6)) 
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grösser  als  1  wäre.   Wir  bilden  noch : 
Intensität  h\  vor  der  Absorption, 

Ol 

(%%)  K^=Jcda. 

Intensität  K^  Im  Zenith, 

Ol 

(63)  K^=fc['^a0(b)]da. 

Gesammt-TransmissionscoefBcient  P, 

(64)  P^K,:K,. 
Einzelne  TransmissionscoefBcienten 

p  =  [-a(D{b)], 
an  den  Grenzen 

(66)  p,  =  [-  a,  0(b)] ,      p.  =  [_  a.  ©  (6)]  , 

geometrisches  Mittel 

(66)  p'  =  V^^^[-S+2i0^b)]. 

Um  die  Integration  auszuführen ,  nehmen  wir  an,  dass  c 
innerhalb  der  Integrationsgrenzen  als  endliches  Aggregat  posi- 
tiver oder  negativer  Potenzen  von  p  darstellbar  sei  und  setzen 

(67)  <^  =  yj^^pj\ 

wo  c;i  and  y  gewisse  Constanten  bedeuten ;  y  ist  hinzugefügt, 
um  nachher  einen  Integrationsfactor  wegzuschafifen.  Daraus 
folgt 

^~  =  yp'-A  y*[_  «©(6I)  -  ak0{b)]da 

=  ®(6^Fl^^f-"»®(*^-"«^®<*)^""f-"'®'''^^~"'^*'''*^]^' 
wenn 

M  =  Log  e  = 


log  40 
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den  Modul  der  BaiGG'scben  Logarithmen  bedeutet.   Setzen  wir 

(68)  a^  =  a  —  a  ,       a^  ^==  a  •+■  a  ^ 
ferner 

(69)  _^_..  _=,(a^), 
so  wird 

=  yMa[—aOib^]  s{a(D{b^  + aX0(b))  . 
Setzen  wir  weiter 

(70)  yMa^i 

und  behandeln  A',    und  K^   in    derselben   Weise,    so    folgt 
schliesslich 

(    Ä-  =  [-a0{b^]^cxit(a0(bS)+ak0{b)), 

(71)  h\=[-a0(b)]^ci,s(aH+X)O{b)), 
I    A'.=  ^c;i«(aAa)(fe)). 

Zu  erinnern  ist,  dass 

5(0)  =  2  log  40  =  A, 

Log  s(0)  =  0.6632457. 

Wir  schreiben  die  Formeln  noch  einmal  ftlr  den  Fall,  dass 
a,  a,  b  unendlich  werden  nach  den  Grenzformeln 

lim  ^  =  lim  aO{b)  =  m  ,     lim  -r^  =  lim  aO{b)  =  /«  , 

m  und  fi  endlich.  Dann  wird 

lim  a(D{b§)  =  m  sec  &,       lim  a(D(6^  =  |ti  sec^; 

IÄ"  =  [—  m  sec  d]^  ^'x^if^  sec  ^  +  fi A]  , 

Die  Transmissionscoefficienten  werden  hier 
(73)    Po=[—^^+f^]i    />4  =L-^i-f*]  ,     />'=[— w]- 
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Für  a  =  0  oder  jw  =  0  gehen  die  Formeln  wieder  in  die 
fOr  monochromatische  Absorption  über. 

Disponible  Constanten  sind  in  diesen  Formeln  a,  a,  b 
(resp.  w,  fi)  und  die  Verhaltnisse  der  cx-  Dabei  sollen  p^  und  p^ 
die  Werthe  erhalten,  die  den  Grenzen  des  sichtbaren  Spectrums 
entsprechen;  da  wir  aber  nicht  wissen,  wie  weit  wir  hier  den 
Begriff  »  sichtbares  Spectrum «  zu  fassen  haben,  so  wird  es  sich 
empfehlen,  den  Werthen  p^  und  p^  ausser  der  Bedingung 
4  >  Po  >  Pi  von  vornherein  keine  Vorschriften  zu  machen.  Die 
Discusslon  der  Gleichungen,  die  sich,  durch.  Aufstellung  von 
Coincidenzbedingungen,  für  die  unbekannten  Parameter  ergeben, 
ist  allerdings  dann  etwas  mühsam  und  muss  sich  auf  die  ein- 
fachsten Fälle  beschränken. 

I.  Wir  setzen  in  (71 )  alle  c;^  =  0  bis  auf  c^  =  i ,  dann  wird 


""  {  L«P= 


Log(&; :  K)=  a  Ö)(6  ^— aÖ)(6)— Logs(aa)(6  f ))+Logs(aa)(6)), 
Log  P=  Log(Äro:/i:,)=  -  a 0)  (6)  +  Log  s  (a  0) (6))  -  Log  5  (0)  . 


Diese  Formel  für  Log  [K^ :  K)y  mit  den  Parametern  a,  6,  a, 
habe  ich  mit  verschiedenen  Annahmen  über  a  in  zwei  Coin- 
cidenzstellen  an  if  angeschlossen ;  füra  =  oo  treten  anstelle 
von  (74)  die  Formeln 


(75) 


Log(/fo  :K]  =  m  (sec  ^  —  1 )  —  Log  s  (/ii sec S)  +  Log  s  (^) , 
Log  P=:  -^m  '{'  Log  s  (jw)  —  Log  s  (0)  . 

Ich  theile  folgende  Versuche  mit. 
A.  Anschlussstellen  60""  und  85". 


a  =  0.     Loga=0.30490  Logo  =1.02720  />=0.805 

a  =  3.     Loga=0.59870  Log6=1 .30000  p^  =0.946  p,  =0.669  P=0.799 
a=oo,  Logm=9.00676  Logiti=8.96000  Po=0.976  p4=0.642  P=0.797 

Widersprüche  M  —  //. 
&       10      60°       75°     85^       87°         87  ?5 


a  =  0     '  0       0+10       0+89+136 


a  =  3 


0       0     +12       0     +76     +116 
0       0+14       0+40+53 
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B.  Anschlasstellen  85''  und  87?5. 
H   -0.      Log/i  =0.46U3  Log6=r26300  P=0.83i 

r/  =  3.     Loga--0.68595  Log6=4.45900  /).=0.929  /).=0.73l  P=0.826 
a  =  c».   Logm=8.970l9  Li>g/i=8.89250  p.=0.965  p,  =0.674  i^=0.8l  I 

Widerspräche  M  —  H. 
^      \iS  60**        75°      85^    87°  87?5 


(76) 


a  =  0 

'  0      +14 

+  *< 

0     —2 

0 

o  =  3 

0    +n 

+  37 

0     —\ 

0 

c^oo 

0+6 

+  86 

0     +6 

0 

Die  EinfOhrnng  der  LAK6LBT*schen  Hypothese  bedeutet  also 
im  Anschluss  eine  entschiedene  Yerbesserang;  dagegen  ändert 
sie,  wie  weit  auch  die  Grenxwerthe  p,  und  />,  aoseinanderliegen, 
den  Werth  des  Gesammt-Transmissionscoefficienten  nur  un- 
erhebh'ch.  Dies  wiederholt  sich  bei  den  folgenden  Versuchen, 
bei  denen  wir  nur  den  Fall  a,  6,  a  =  oo  als  den  einfachsten  und 
günstigsten  weiterbehandeln,  also  an  Stelle  von  (74)  uns  auf  die 
Formeln  (72)  beziehen. 

11.  Setzen  wir  in  (72)  Cq  =  4  und  c,  =  c,  alle  übrigen 
ci  =  0,  so  wird 

i      (vr    ,.'.  /       a      IV      .      5(^sec^)+cs(/isect^-h^t^ 

Log(Ar,:Ä)=m(sec^-4)-Log-^^  -^l^^^-i^^^^ 

Lok  P -  -  »1  4-  Lofi  ^(A^)+c^(g^) 
Log  P _  -  m  +  Log  ,(0)+c5(M)    • 

Parameter  sind  m,  /u,  c.  Zu  beachten  sind  die  Bedingungen, 

dass  im  Integrationsintervall  der  Ausdruck  4  +  c-^sein  Zeichen 

nicht  wechseln,  und  p^  nicht  grösser  als  4,  also  ^  nicht  grosser 
als  m  sein  darf.   Die  noch  zulassigen  Grenzftille 


oder    c  =  —  4  0"f* , 
oder    c=:  — 40M 


{«) 

(i  =  m            , 

m 

4+c^'  =  0, 

(y) 

1+c5  =  0, 
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verringern  die  Anzahl  der  Parameter  auf  zwei.  Schreibt  man 
Coincidenz  bei  85''  und  87?5  vor,  so  scheidet  der  Fall  {ß)  aus, 
weil  er 

Log  m  =  8.7954 i  ,     Log /x  =  8.83300  ,     Log  c  =  9.934 92n  , 

also  fi'^m  ergiebt.  Die  Fälle  (a)  und  {y)  dagegen  sind  zulässig; 
fOgt  man  noch  die  beiden  anderen 

c  =  0  und  c  =  oo 

hinzu  und  ordnet  nach  steigenden  Werthen  von  c  (wobei  oo  als 
Uebergang  von  +  zu  —  gilt),  so  ergeben  sich  zur  Uebersicht 
des  Anschlusses  folgende  vier  Hypothesen: 

8.81900  1.000  0.738  0.826 

8.89250  0.965  0.674  0.841 

8.93100  0.963  0.650  0.806 

9.44640  0.959  0.503  0.792 


Log  c    Log  m 

(«) 

9.92622/1  8.81900 

c  =  0 

8.97019 

c  =  c» 

9.00786 

(y) 

0.14009  n  9.19.95.6 

(«) 

c  =  0 

c  =  oo 

(y) 


60° 

+  11 
+  6 
+  * 
—    4 


M  —  H 

75° 

+  38 
+  26 
+  22 
+  14 


85°       87°      87?6 


0 
0 
0 
0 


—  2 
+  6 
+  8 
+  9 


0 
0 
0 
0 


Das  Gebiet  —  1 .381  <  c  <  —  0.844  liefert  also  keinen 
brauchbaren  Anschluss.  Innerhalb  der  Gebiete  —  0.844  <c<Coo 
und  —  oo  <.  c  <  —  1.384  ist  die  Uebereinstimmung  zwischen 
Tafel  und  Formel  recht  befriedigend;  der  günstigste  Fall  liegt 
bei  (y),  wo  die  Intensität  der  Strahlen  p^,  d.  h.  der  brechbarsten 
Strahlen  des  Spectrutns,  als  verschwindend  angenommen  wurde, 

v'     I     CD 

der  ungünstigste  bei  (a),  wo  das  Intensitätsverhältniss  -r-, — — 
,  P  +  CPo 

violett 
=  — -r—  seinen  grössten  Werth  4  5  hat  (vgl.  aber  die  obige  Be- 
merkung über  die  Intensität  der  einzelnen  Strahlen). 
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III.  Nehmen  wir  aus  (72)  ein  Glied  mit  beliebigem,  auch 
irrationalem  Index  A  heraus  und  setzen  fiX  =  v,  so  können  wir 
schreiben 


(77) 


Log  (Ä'o :  Ä)  =  m  (sec  ^  —  1 ) 


Log  P  =  —  m  +  Log 


s[v} 


Wir  stellen  die  bereits  bekannten  Hypothesen  9/  =  0  und 
v^=  fi  mit  einer  dritten  p  =  ^  zusammen. 

Logm         Log  iii         p^  j>,  P 


8.97019  8.89250  0.965  0.674  0.811 
9.00786  8.93100  0.963  0.650  0.806 
9.21810     9.16400     0.956     0.489     0.799 


M  —  H 

» 

0" 
0 

60" 
+  6 

75° 

85° 

87" 

87?6 

v  =  0 

+  26 

0 

+    6 

0 

v  =  .u 

0 

+  * 

+  22 

0 

+    8 

0 

v=\ 

0 

—  4 

+    8 

0 

+  H 

0 

Noch  grössere  Werthe  von  v  würden  den  Anschluss  in  den 
höheren  Zenithdistanzen  zu  sehr  verschlechtern. 

Diese  Rechnungen  mögen  genttgen,  um  zu  zeigen,  dass  man 
mit  der  LANCLST^schen  Bemerkung  in  der  That  einen  weit 
besseren  Anschluss  an  die  Beobachtungen  erzielen  kann  als 
durch  die  LAPLACB'sche  Formel.  Freilich  ist  nicht  zu  vergessen, 
dass  unsere  Anschlüsse  insofern  hypothetisch  sind,  als  wir  über 
alle  empirischen  Data  wie  über  neu  zu  bestimmende  Unbekannte 
verfügt  haben;  die  dafür  erhaltenen  Werthe  können  aber  durch 
anderweitige  Beobachtungen  umgestossen  werden.  Die  Grenz- 
werthe  p^  und  p^  des  Transmissionscoefficienten  z.  B.  liegen  bei 
fast  allen  Versuchen  weiter  auseinander,  als  es  die  bolometrischen 
und  spectralphotometrischen  Untersuchungen  gestatten^) ;  ebenso 


4)  Potsd.  Publ.  VIII,  p.  7. 
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haben  wir  fttr  die  Abhängigkeit  der  Intensität  von  der  Wellen- 
iHnge  beliebige  Annahmen  gemacht,  während  sie,  abgesehen 
von  kleinen  persönlichen  und  instrumentellen  Verschieden- 
heiten, offenbar  fttr  jede  Lichtquelle  eine  ganz  bestimmte  ist. 
Gar  nicht  bestätigt  hat  sich  Herrn  Langlst's  Schluss  auf  einen 
Werth  des  Transmissionscoefficienten  in  der  Nähe  von  0.6;  wir 
erhalten  durchweg,  wie  auch  das  Intervall  p^  bis  p^  gelegen 
sein  möge,  fttr  das  Verhältniss  P  der  gesammten  durch- 
gelassenen zur  gesammten  ursprttngliohen  Lichtmenge  den  be- 
kannten Werth  0.8. 


Die  Hauptresultate  dieser  Arbeit  lassen  sich  in  folgenden 
Sätzen  aussprechen: 

4)  Die  Abweichungen  der  LAPLACs'schen  Absorptionsformel 
von  den  Beobachtungen  finden  ihren  Grund  nicht  in  der 
Incqrrectheit  der  Theorie,  sondern  werden  durch  strenge 
Entwicklung  des  Zusammenhanges  zwischen  Refraction 
und  Absorption  sogar  etwas  vergrössert. 

2)  Die  Zahlen  der  gebräuchlichen  Extinctionstabellen  lassen 
sich  nicht  in  aller  Strenge  durch  eine  physikalisch  brauch- 
bare Absorptionsformel  darstellen,  durch  eine  solche 
nämlich,  bei  der  die  absorbirende  Kraft  der  Luftschichten 
stets  positiv  ist.  Die  gttnstigste  Darstellung  erhält  man  bei 
der  Annahme,  dass  ein  erheblicher  Theil  der  Absorption 
in  den  höchsten  Schichten  der  Atmosphäre  (50  bis  200  km) 
vor  sich  geht. 

3)  Auch  die  LANGLBT'schen  Bemerkungen  erklären  einen  Theil 
der  Widersprttche  zwischen  Theorie  und  Beobachtung, 
ftthren  aber  zu  keiner  Verkleinerung  des  Transmissions- 
coefficienten. 

4)  Zur  Ausgleichung  photometrischer  Beobachtungen  und 
Reduction  auf  das  Zenith  empfiehlt  sich,  bei  massiger  Ge- 
nauigkeit, die  Formel 

Log(J,:J)=atg-   :(l+6tgy  j, 
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wo  J^  die  Intensitöt  im  Zenith,  J  diejenige  in  der  schein- 
baren Zenithdistanz  &,  a  und  b  zwei  Gonstanten  sind,  von 
denen  a  >  0  und  &  >  —  4  sein  muss.  Für  den  Trans- 
missionscoefficienten  p  gilt  hierbei  die  Gleichung 

4 

Log-  =  Log  (/,:/,)  = 


in  der  J^  die  ursprüngliche  Intensität  ausserhalb  der  Ai- 
mosphäre  bedeutet. 


SITZUNG  VOM  1.  JULI  1895. 

Vorträge  hielten: 

1.  Herr  Otto  Fiioher,  a.  o.  M.:  Beitrage  zu  einer  Muskeldynamik  I.    (Er- 
scheint in  den  »Abhandlungen«.) 

2.  Herr  W.  Boheibner,  o.  M.:  Ankündigung  einer  Note  von  Prof.  Staude 
Rostock:  »Über  die  Focaleigenschaften  der  Paraboloide«. 

3.  Herr  W.  Oatwald,  o.  M.:  Ankündigung  einer  Abhandlung  »tJber  die 
Arten  physikalischer  Grössen«. 

4.  HerrH.  Bnma,  o.  M.:  Vorlegung  einer  Abhandlung  von  Dr.  Bruno  Peter: 
»Untersuchungen  am  hiesigen  Heliometera. 

0.  Staude-Rostock,  Die  Focaleigenschaften  der  Paraboloide^). 

Bei  einer  Parabel  ist  jeder  Punkt  von  Brennpunkt  und 
Directrix  gleichweit  entfernt.  Eine  dieser  Eigenschaft  der 
Parabel  entsprechende  Eigenschaft  der  Paraboloidflächen ,  wie 
sie  in  gleicher  Einfachheit  meines  Wissens  noch  nicht  bekannt 
gewesen  ist,  erlaube  ich  mir  im  Folgenden  mitzutheilen.  Die 
weitere  Ausdehnung  der  Resultate  und  die  Ausftlhrung  des  nur 
angedeuteten  Beweises  behalte  ich  einer  spateren  Veröffent- 
lichung vor. 

§*. 
Die  Foealparaheln  der  Faraboloide. 

Wir  gehen  von  einem  System  confocaler  Paraboloide: 

aus.  Das  Goordinatensystem  Oxyz  liege  etwa  so,  dass  in  der 
als  Zeichnungsebene  (vgl.  Fig.  1)  gewählten  jza;-£bene  die  ^-Axe 
vertical  aufwärts  und  die  o^-Axe  nach  rechts  laufe,  während 
die  y-Axe  nach  vorn  aus  der  Zeichnungsebene  heraustritt.   Von 


4)  Die  Focaleigenscliaften,  welche  ich  für  die  Ellipsoide  und  Hyper- 
boloide gefunden  habe,  wurden  früher  der  Gesellschaft  von  Herrn  Prof. 
ScHBiBHER  vorgelegt  (vgl.  diese  Berichte,  Sitzung  vom  3.  März  4882). 
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den  ConstaDten  ß,y  sei  ß  die  grössere.  Die  zwischen  den 
Grenzen: 

(2)  -oo<i<;^</i  </?<♦'< +00 

liegenden  Werthe  i.j  fij  v  des  Parameters  I,  welche  den  drei 
durch  jeden  Punkt  xyz  des  Raumes  gehenden  Flachen  des  Sy- 
stems entsprechen,  nennen  wir  die  parabolischeti  Cooröinatcn 
des  Punktes. 

Die  elliptischen  Paraboloide  t  =  k  erstrecken  sich  von  ihrer 

X 
Scheiteltangentenebene  x  = ^  nach  links ,  die  elliptischen 

V 

Paraboloide  ^  =  v  von  ihrer  Scheiteltangentenebene  a?  = 


nach  rechts  in's  Unendliche.  Jene  gehen  durch  die  blinke  Focal- 
parabel  e« : 

(3)  ^  +  2.x+y  =  0, 

diese  durch  die  i^  rechte  Focalparabel  (p<: 


(3) 


ß-y 


-I-  8.T  +  jrf  =  0 
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in  die  hyperbolischen  Paraboloide  t  =  fi  über.  Beide  Curven 
sind  die  gemeinsamen  Focalparabeln  aller  Paraboloide  des  con- 
focalen  Systems. 

Der  Brennpunkt  E  der  linken  Föcalparabel  e : 

(4)  x  =  ^l-,  y  =  0,  z  =  0',  l  =  y,  ^i  =  ß^v  =  ß 

ist  der  Scheitelpunkt  der  rechten,  der  Brennpunkt  Fder  rechten 
Föcalparabel  q) : 

W      a?=--|-,  y  =  0,   3  =  0;  A  =  y,  ^i  =  ;/,  ^  =  /? 

der  Scheitelpunkt  der  linken.  Die  Entfernung  beider  Punkte  ist: 

(5)  EF=^. 


§2. 
Die  gebrochenen  Foealdistanzen  eines  Punktes« 

Unter  den  ^gebrochenen  Foealdistanzen  e  und  f  eines  Punktes 
P  von  den  Brennpunkten  E  und  F«  verstehen  wir  die  kürzesten 
Abstände : 

(6)  c=zPQE,    f=PRF 

(vgl.  Fig.  1)  des  Punktes  P  von  den  Brennpunkten  E  und  Füber 
die  gleichnamige  Föcalparabel  e  und  q) ,  also  die  Gleichgewichts- 
lagen eines  Fadens,  der  auf  der  Curve  e  im  Punkte  Q  frei  glei- 
tend, von  E  nach  P  oder  auf  der  Curve  q)  im  Punkte  R  frei  glei- 
tend, von  F  nach  P  gespannt  wird.  In  Fig.  4  ist  durch  Einzeich- 
nung  der  Goordinaten  y  und  z  angedeutet,  dass  P  beispielsweise 
vor  der  zx-  und  über  der  xy-Ebene  liegen  mag. 

Es  lässt  sich  nun  der  Satz  beweisen : 

Die  Längen  der  gebrocheiien  Foealdistanzen  eines  Punktes  P 
drücken  sich  in  seinen  parabolischen  Coordinaten  A,  ju,  v  also  aus: 
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§3. 
Die  Haaptdireetrixebene  des  elliptischen  Parftboloides. 

Wahrend  ein  elliptisches  Paraboloid  die  eine^  *innere<j 
seiner  beiden  Focalparabeln  vollständig  einscbliesst,  tritt  die 
andere  in  den  Ereispunkten  der  Paraboloides  aus  ihm  heraus. 
Wir  construiren  nun  in  der  Ebene  der  inneren  Focalparabel  die 
Directrix  der  Schnittparabel  der  Bbene  mit  dem  Paraboioide. 
Die  durch  diese  Directrix  senkrecht  zur  Axe  des  Paraboloides 
gelegte  Ebene  nennen  wir  die  Hauptdirectrixebene  des  ellipti- 
schen Paraboloides, 

In  dem  confocalen  System  (4)  ist  nun  die  linke  Focalparabel 
e  die  innere  Focalparabel  aller  elliptischen  Paraboioide  t  =  ?. 
und  die  rechte  Focalparabel  rp  die  innere  Focalparabel  aller 
elliptischen  Paraboioide  /  =  ^.  Die  Hauptdirectrixebene  Ex  des 
elliptischen  Paraboloides  /  =  X  erhalt  daher  die  Gleichung: 

(8)  --^i-l 

und  die  Hauptdirectrixebene  Wy  des  elliptischen  Paraboloides 
t  =  V  die  Gleichung: 

(8)  a^  =  -|-^. 

Es  ergeben  sich  nun  die  Sätze : 

/>er  Abstand  eines  Punktes  X^  ^j  v  des  elliptischen  Parabo- 
loides  t  =  X  von  dessen  Hauptdirectrixebene  E^  ist: 

Der  Abstand  eines  Punktes  A,  /u,  v  des  elliptischen  Parabo- 
loides t  =  V  von  dessen  Hauptdirectrixebene  O^  ist: 

(9)  f,.^W-^-f'  +  ^)- 

§*• 

Die  Foealeigensehaften  der  elliptischen  und  hyperbolischen 

Paraboioide. 

Aus  den  Formeln  (7)  und  (9)  folgt  sofort: 

00)      .^-.,  =  0,     t-e  =  ^-^^-'^,    /-/•.=  0. 
oder  in  Worten : 


Die  Fogaleigensghaften  der  Paraboloide. 
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/.  Bei  dem  elliptischen  Paraboloid  (koderr)  ist 
die  gebrochene  Focaldistanz  jedes  Punktes  von  dem 
Brennpunkt  der  inneren  Focalparabel  gleich  seinem 
Abstand  von  der  Hauptdirectrixebene. 

IL  Bei  dem  hyperbolischen  Paraboloid  (/x)  ist  die 
Differenz  der  gebrochenen  Focaldistanzen  von  den 
Brennpunkten  der  beiden  Focalparabeln  constant. 

Um  den  I.  Satz  an  den  beiden  durch  die  ovAze  gehenden 
Hauptschnitten  des  elliptischen  Paraboloides  zu  verificfren,  wäh- 
len wir  ein  Paraboloid  L  Der  Hauptsohnitt  2  =  0  (vgl.  Fig.  %) 
ist  eine  Parabel  mit  dem  Brennpunkt  E  und  der  Directrix  ri,  in 


e-' 


der  Hauptdirectrixebene  b!^.  Fällt  nun  der  Punkt  P  des  Parabo- 
loides A  in  diesen  Hauptschnitt,  so  wird  die  im  Allgemeinen  ge- 

brochene  Focaldistanz  e  =  PQE  gestreckt  und  die  I.Gleichung 

(10):  e  =^  ex  stellt  die  gewöhnliche  Focaleigenschaft  der  Parabel 
l  (z  =  0)  mit  Bezug  auf  den  Brennpunkt  E  und  die  Directrix  d^ 
dar.  Insbesondere  liegt  der  Scheitelpunkt  S  des  Paraboloides 
l  in  der  Mitte  zwischen  E  und  d^  . 

Der  Hauptschnitt  ^  =  0  ist  eine  Parabel  mit  dem  Brenn- 
punkt F  und  der  Directrix  dy^  wobei  dy  gegen  Ex  so  weit  nach 
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d  — y 
links  liegt,  als  F  gegen  E  nach  rechts ,  also  nach  (5)  um  • 

z 

Fttllt  nun  Pin  diesen  Hauptschnitt,  so  kommt  die  gebrochene 

Focaldistanz  e  =  PQE  in  die  jso^-Ebene  und  ihr  Gleitpunkt  Q 

nach  F  zu  liegen.     Die  1 .  Gleichung  (1 0) :  e  ■=  e^  geht  daher, 

wenn  man  von  e  das  SttLck  FE  und  von  e^  das  gleichgrosse 
Stttck  zwischen  dy  und  d^  abzieht,  in  die  gewöhnliche  Focal- 
eigenschaft  der  Parabel  X(y  =  Q],  mit  Bezug  auf  den  Brenn- 
punkt F  und  die  Directri^  dy  ttber.  Insbesondere  liegt  der 
Scheitelpunkt  8  in  der  Mitte  zwischen  F  und  dy  . 

Fttr  die  Hauptschnitte  z  =  0  und  y=0  des  hyperbolischen 
Paraboloides  giebt  der  II.  Satz  eine  neue  Focaleigenschaft  der 
Schnittparabeln  gegen  die  Brennpunkte  E  und  F. 
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SITZUNG  VOM  29.  JULI  1895. 

U  Auf  Empfehlung  der  hierzu  niedergesetzten  Commission  wird  die 
Drucklegung  der  in  der  vorigen  Sitzung  von  Herrn  H.  Brunf,  o.  M.,  vor- 
gelegten Abhandlung  von  B.  Pbtbh  »Beobachtungen  am  sechszölligen 
Repsold'schen  Heliometer  der  Leipziger  Sternwarte«  in  den  >Abhand- 
lungen«  genehmigt. 

Vortrage  hielten : 

S.  Bnd.  Boehm,  o.  M.,  üeber  das  südamerikanische  Pfeilgift  Curare  in 
chemischer  und  toxikologischer  Beziehung.  Erscheint  in  den  >Abhand- 
lungen<. 

S.  Johannet  WitUoenui,  o.  M.,  üeber  die  ümlagerung  stereoisomer  unge- 
sättigter Verbindungen  durch  Halogene  im  Sonnenlichte. 

4.  Bophns  Lie,  o.  M.,  BeitrSge  zur  allgemeinen  Transformationstheorie. 

5.  Max  y.  Frey,  ao.  M.,  Beiträge  zur  Sinnesphysiologie  der  Haut.  4.  Mit- 
theilung. Ueber  einen  Fall  umschriebener  partieller  Lähmung. 

Johannes  Wislicenus,  lieber  die  Ümlagerung  stereoisomerer 
ungesättigter  Verbindungen  durch  Halogene  im  Sonnenlichte. 

Eine  kürzlich  von  Libbbrmann  in  den  Berichten  d.  d.  ehem. 
Ges.  ^)  mitgetheilte  Beobachtung,  nach  welcher  durch  eine  relativ 
geringe  Jodmenge  die  AUofurfuracrylsäure  und  noch  leichter 
die  AllocinnamylidenessigsSiure  bei  Insolation  in  die  stabileren, 
schwerer  löslichen  und  bei  höherer  Temperatur  schmelzenden 
Steroisomeren  Übergehen,  veranlasst  mich,  ttber  einige  analoge 
Vorgänge  schon  jetzt  einige  kurze  Angaben  zu  veröffentlichen. 

Es  ist  mir  im  vorigen  Winter  gelungen,  die  chemisch  reine 
Isocrotonsäure,  welche  bisher  noch  Niemand  in  Händen  gehabt 
hat,  darzustellen.  Sie  ist  bei  gewöhnlicher  Temperatur  flüssig, 
erstarrt  in  der  Kälte  krystallinisch,  schmilzt  bei  45,4^ — ^^i^^y 
siedet  bei  normalem  Luftdruck  bei  4  68,9^—169,2°  (Thermom. 
im  Dampf)  und  löst  sich  schon  im  S,5  fachen  Gewicht  Wasser 
klar  auf.  Ihre  reinen  Salze  besitzen  anderen  Krystallwasser- 
gehalt  als  von  Gbuthbr  angegeben,  und  etwas  andere  Löslich- 


i)  88,  1443. 
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keits Verhaltnisse  als  aus  den  Mittheilungen  von  A.  Mighakl,  der 
die  X  AUocrotonsäure«  noch  durchaus  nicht  rein  in  Händen  hatte, 
hervorgeht. 

Ich  habe  mit  diesem  reinen  Materiale  selbstverständlich 
eine  Revision  aller  der  Arbeiten  vorgenommen,  welche  in  den 
letzten  Jahren  von  mir  selbst  und  meinen  Schülern  mit  der  nur 
möglichst  gereinigten  Isocrotonsdure  ausgeführt  wurden  und 
habe  dabei,  wie  vorauszusehen  war,  in  ihrem  Verhalten  einen 
fast  vollständigen  Parallelismus  zu  dem  der  Angelicasäure  ge- 
funden. 

So  gewinnt  man  z.  B.  das  reine  Isocrotonsäuredibromür 
nur  dann,  wenn  man  im  Dunkeln  und  unter  Abkühlung  zu 
überschüssigem  Brom  die  Isocrotonsäure  hinzufügt.  Bei  umge- 
kehrter Mischungsfolge  entsteht  Crotonsäuredibromür,  und  zwar 
in  um  so  grösserer  Menge,  je  intensiverer  Lichtwirkung  das  Ge- 
menge ausgesetzt  wird.  Unterbricht  man  den  Bromzüsatz  ehe 
noch  das  der  Gleichung 

entsprechende  Yerhältniss  erreicht  ist,  so  findet  sich  in  dem 
Producte  fast  alle  unverbundene  Isocrotonsäure  in  Grotonsäure 
verwandelt,  denn  wenn  man  das  Dibromür  durch  Erwärmen  der 
Natriumsalzlösung  zersetzt 

C^H^Br^NaO^  =  NaBr  +  CO^  +  C^H^Br, 

so  giebt  die  nachher  angesäuerte  Flüssigkeit  fast  nur  feste,  bei 
72 — 72,5°  schmelzende  Grotonsäure  an  Aether  ab.  Auf  dem- 
selben Wege  hatte  ich  früher^)  Angelicasäure  zu  einem  Viertel 
ihres  Gewichtes  direct  in  Tiglinsäure  verwandelt. 

Zunächst  an  der  reinen  Isocrotonsäure  angestellte  Versuche 
ergaben,  dass  man  die  Brommenge  ganz  ausserordentlich  ver- 
mindern und  gleichzeitig  die  Ausbeute  an  fester  Grotonsäure 
entsprechend  steigern  kann.  Das  von  mir  angewendete  Brom- 
minimum betrug  0,1  g  auf  5  g  Isocrotonsäure  oder  mehr  als 
48  Moleküle  Säure  auf  4  Mol.  Brom.  Das  Brom  wurde  mit  4,5g 
Schwefelkohlenstoff  verdünnt  zur  Isocrotonsäure  gefügt  und  das 
Gemisch  hellem  Sonnenlichte  ausgesetzt.  In  weniger  als  5  Minuten 
war  das  Ganze  zu  einem  dicken  Krystallbrei  erstarrt,  der  noch 
von  freiem  Brom  gefärbt  war,  sich  aber  nach  Verlauf  von  weniger 


\)  Liebig's  Annalen  272,  91  u.  92. 
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als  einer  halben  Stunde  entfärbt  hatte.  Der  Schwefelkohlenstoff 
wurde  nun  im  trockenen  Luftstrom  abgedunstet  und  der  fast 
genau  5,1  g  wiegende  völlig  feste  Rückstand  aus  warmem  Petrol- 
pentan  umkrystallisirt.  Die  Krystalle  hatten  den  Schmelzpunkt 
der  reinen  Crotonsäure  (72,2°). 

Durch  Jod  geht  die  Umwandlung  der  Isocrotonsäure  in 
Crotonsäure  nicht  vor  sich.  Auch  nach  mehreren  Tagen  war  die 
der  Sonne  möglichst  viel  ausgesetzte  Lösung  von  0,2  g  Jod  in 
5  g  Isocrotonsäure  noch  vollkommen  flüssig;  0,5  g  Brom  machte 
sie  dann  binnen  einigen  Minuten  erstarren. 

Mischt  man  die  Lösung  von  5  g  reiner  Angelicasäure  von 
45,5°  Schmelzpunkt  in  Schwefelkohlenstoff  mit  0,4  g  Brom,  so 
entfärbt  sie  sich  im  Sonnenlichte  binnen  weniger  als  einer 
halben  Stunde.  Beim  Abdunsten  des  Schwefelkohlenstoffs  hinter- 
bleibt etwas  mehr  als  5  g  einer  Krystallmasse,  welche  etwas 
feucht  bleibt.  Einmaliges  Umkrystallisiren  aus  warmem  Petrol- 
pentan  lieferte  mehr  als  4,5  g  reine  Tiglinsäure,  welche  bei 
64,4°  schmolz.  Aus  den  Mutterlaugen  konnte  noch  etwas  mehr 
derselben  erhalten  werden,  doch  dunsteten  die  letzten  Antheile 
zu  einem  mit  wenig  Krystallen  erfüllten  Oele  — welches  zweifel- 
los noch  etwas  Angelicasäure  oder  ihr  DibromUr  enthielt  —  ein  ^). 

Am  allerprägnantesten  aber  verläuft  die  Umwandlung  der 
Maleinsäure  in  Fumarsäure  durch  Spuren  von  Brom  im  Sonnen- 
lichte, so  dass  dieselbe  sich  als  Yorlesungs versuch  sehr  gut 
eignet. 

Löst  man  Maleinsäure  (2  g]  in  Wasser  (5  g),  so  findet  auf 
Zusatz  einer  sehr  geringen  Menge  Bromwasser  im  directen 
Sonnenlichte  in  kürzester  Zeit  (meist  weniger  als  4  Minute) 
Krystallausscheidung  statt.  In  2  —  3  Minuten  ist  ein  dicker 
Krystallbrei  gebildet,  der  noch  von  Brom  gefärbt  erscheint,  in 
5  Minuten  der  Process  im  Wesentlichen  vollendet.  Der  Verlauf 
nach  Zeitdauer  und  Intensität  der  Helligkeit  lässt  sich  hier  sehr 
leicht  durch  Wägung  der  ausgeschiedenen  schwer  löslichen 
Fumarsäure  verfolgen.  Die  folgende  Tabelle  giebt  die  Resultate 
von  fünf  am  24.  bis  26.  Juli  ausgeführten  quantitativen  Be- 
stimmungen. Die  Ingredienzen  (Maleinsäure  und  gemessene 
Menge  einer  einprocentigen  wässerigen  Bromlösung)  wurden  im 
Dunkeln  gemischt,  dann  in  Sonnenlicht  gebracht,  und  nach  der 


4)  Vergl.  LiBBio's  Annalen  272,  49,  §  4  9,  5  u.  6. 
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Dotirten  Zeit  die  »directd  abgeschiedene  Fumarsäure  abermals 
im  Dunkeln  auf  bei  4  00°  getrocknetem  und  gewogenem  Filter  ge- 
sammelt, durch  Auftropfen  von  5  ccm  Wasser  ausgewaschen,  dann 
vor  der  Wasserluftpumpe  fast  lufttrocken  gesogen,  und  nach  dem 
Trocknen  bei  1 00°  gewogen.  Das  gefärbte  Filtrat  wurde  dann 
noch  einmal  bis  zum  völligen  Verschwinden  des  Broms  im 
Sonnenlichte  stehen  gelassen,  die  )» nachträgliche  abgeschiedene 
kleine  FumarsSiuremenge  ebenfalls  gesammelt  und  gewogen. 
Die  Columne  »in  Lösung a  bedeutet  die  von  der  angewandten 
Wassermenge  gelöst  gehaltene  Fumarsäurequantitflt,  »zu  Di- 
bromttr«  die  dem  angewandten  Brom  nach  der  Gleichung 

^4  'A  ^4  +  ^^«   =    ^A  ^U  ^^4  ^4 

gebundene  Säuremenge. 

Der  Versuch  Nr.  5  wurde  nicht  im  Sonnenlichte,  sondern 
in  einer  Entfernung  von  einem  Meter  vom  Fenster,  welches  eben 
noch  von  der  Sonne  seitlich  beschienen  war,  ausgeführt.  Nach 
dem  Abfiitriren  im  dttstern  Baume  wurde  das  Filtrat  abermals 
5  Minuten  lang  an  gleicher  Stelle  dem  vollen  Tageslicht  aus- 
gesetzt, der  Niederschlag  wurde  ebenfalls  zur  Wagung  ge- 
bracht u.  s.  w. 


Nr. 

Ingn 

Halein- 
■&ure 

Bdiena 

Brom 

Sien 

Wasser 
ccm 

Belichte 
IntensiUt 

Dg 

Dauer 
Minuten 

direct 

Fumars 

nacli- 
trftglich 

äure  g 

in 
Lösung 

Total 
•/o 

SU       1 

Dibro- ' 
m&r 

TbuI 

1 

1 
2,0008 

0,02 

42 

helle  Sonne 
im  Freien 

5 

1,7353 

0,0123 

0,0857 

92,65 

1 

0,0145 

I 

93,5S 

2 

2,0000 

0,02 

12 

helle  Sonne 
hint.Fensler 

5 

1,7016 

0,0321 

0,0857 

90,97 

0,04  45 

91,70 

3 

2,0046 

0,05 

15 

ebenso 

5 

1,6956 

0,0102 

0,1071 

90,57 

0,0362 

92,18 

4 

2,0020 

0,10 

20 

matte  Sonne 

16 

1,3656 

0,2611 

0,1429 

88,89 

0,0724 

92,  H 

5 

2,0022 

0,05 

15 

1  Meter  vom 
Fenster 

5 

5 

0,3876 
0,3150 

0,7982 

0,4071 

j  80,31 

0,0362 

82,n 

Bei  einem  sechsten  Versuche  wurden  2,00H  g  Maleinsäure 
in  4  0  ccm  Wasser  gelöst  mit  0,4  g  Brom  in  Form  von  40  ccm 
Brom  Wasser  vermischt  (Verhältnisse  wie  bei  Versuch  Nr.  4)  und 
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im  dunkeln  Zimmer  stehen  gelassen.  Nach  etwa  4  Stunden 
war  vollige  Entfärbung  eingetreten,  ohne  dass  sich  auch  nur 
die  geringste  Spur  von  Fumarsäure  abgeschieden  hätte.  Eine 
weitere  Menge  von  0,9  g  Brom  war  am  anderen  Morgen  gleich- 
falls völlig  verschwunden,  die  Lösung  aber  auch  jetzt  ganz  klar 
geblieben. 

0,S  g  Jod  in  Jodkaliumlösung  eben  gelöst,  waren  auch  bei 
vielstündiger  Insolation  ohne  Wirkung  auf  die  wässerige  MaleYn- 
Säurelösung,  obgleich,  wie  Anschütz^)  schon  4879  fand,  die 
Malei'nsäureester  beim  Erhitzen  mit  Jod  glatt  zuFumarsäureestern 
werden.  Bei  gleicher  Gelegenheit  beobachtete  Anschütz,  dass 
der  flüssige  MaleYnsäuredimethylester  durch  Bromdämpfe  »all- 
mählich« (vermuthlich  in  zerstreutem  Tageslichte)  zu  dem  festen 
Fumarsäuredimethylester  erstarrt.  Ob  Jod  diese  Umwandlungen 
im  Sonnenlichte  bewerkstelligen  kann,  wird  noch  zu  versuchen 
sein. 

Wie  ich  an  dem  partiellen  Uebergange  von  Tiglinsäure  in  An- 
gelicasäuredibromttr  ^]  und  von  a-Tolandibromttr  in  das  leichter 
lösliche  und  schmelzbare  /^-Tolandibromür  durch  Brom  im 
Sonnenlichte  wahrgenommen  habe,  giebt  es  auch  Fälle,  in  wel- 
chen die  stabilere  Modification  theilweise,  wenn  auch  meist  nur 
in  geringem  Betrage,  in  die  labilere  umgewandelt  wird.  Ich 
bin  noch  damit  beschäftigt,  an  Crotonsäure,  Fumarsäure  u.  a.  m. 
zu  prüfen,  ob  diese  Reaction  eine  allgemeine  ist.  Es  werden 
dann  die  reciproken  Processe  ein  Gleichgewichtsverhältniss  auf- 
weisen müssen.  Der  Umstand,  dass  bei  den  in  der  Tabelle  mit- 
getheilten  Versuchen  die  Summe  der  ausgeschiedenen  und  ge- 
lösten Fumarsäure  und  der  mit  Brom  verbundenen  Säure  niemals 
der  Menge  der  angewandten  MaleYnsäure  gleichkommt,  sondern 
nur  etwa  92 — 93,5^  derselben  erreicht,  scheint  schon  jetzt 
dafür  zu  sprechen. 


4)  Berichte  d.  d.  ehem.  Ges.  12,  22S3. 
2)  LiEBiG^s  Annalen  272,  63  u.  f. 


SophuB  Lie,  Beiträge  zur  allgemeinen  TransformationsÜieorie. 

Im  Folgenden  erlaube  ich  mir  der  Kgl.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  mehrere  Transformationstheorien  mitzutheilen, 
die  ich  in  meinen  Vorlesungen  an  der  Universität  Leipzig  aus- 
führlich entwickelt  habe. 

1. 

Alle  Rotationen,  die  den  Coordinatenanfang  x  =  0,  y  =  0, 
js  =  0  in  Ruhe  lassen,  bilden  eine  dreigliedrige  Transformations- 
gruppe, deren  infinitesimale  Transformationen 

yp  —  xq  =  Xj, 

zq  —  yr^.XJ, 

xr  —  zp  =  X^f 

meine  bekannten  Relationen 

(X,X,)  =  XJ,     {X,X,]  =  XJ,     [X,X,)  =  XJ 

erfüllen. 

Die  drei  Ausdrücke  X^y  X,,  X,  bestimmen  gleichzeitig  eine 
homogene  Functionengruppe.  Unter  den  Functionen  dieser 
Gruppe  giebt  es  unbegrenzt  viele,  nämlich  alle  von  der  Form 


■''■»(v  r)' 


die  homogen  von  erster  Ordnung  in  p,  9,  r  sind.  Alle  diese 
Functionen  von  erster  Ordnung  lassen  sich  als  charakteristische 
Functionen  von  infinitesimalen  Berührungstransformationen  auf- 
fassen, und  zwar  bilden  alle  diese  Transformationen: 


-M:v;.t) 
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wie  ich  oft  hervorgehoben  habe,  eine  unendliche  Gruppe  von 
BerUhrungstransformationen,  die  die  Gruppe  der  Rotationen 
X^  y  X^ ,  A',  als  endliche  Untergruppe  enthalt. 

Es  giebt  nun   andererseits  unendlich   viele  BerUhrungs- 
transformationen 


H==rw(x,y,z,^,^'j, 


die  mit  den  Rotationen  X^J  .Y^,  X,  vertauschbar  sind  und  somit 
die  Relationen 

(A',//)  =  0,     {X,H)  =  0,     (A',ff)=0, 
sowie  die  Homogenitätsbedingung 

'^  bp       ^  bq  br 

erftlUen.  Unter  diesen  Grössen  H  bemerken  wir  ganz  besonders 
die  drei  Grössen: 

^p  +  yq  +  ^r  =  H^, 


yp'  +  q'  +  r*  =  H^, 


y(xq  —  yp)*  +  [yr  —  j»g)*  +  (zp  —  xr)*  =  //,  . 
Die  allgemeinste  Grösse  //  besitzt  die  Form: 

Hier  ist  H  das  allgemeine  Symbol  aller  infinitesimalen  Be- 
rühr ungstransformationen,  die  mit  allen  Rotationen  X^,  X^,  .Y, 
und  in  Folge  dessen  zugleich  mit  allen  Bertthrungstransforma- 
tionen  X  vertauschbar  sind. 

Factisch  erzeugen  alle  H  eine  unendliche  Transformations- 
gruppe, während  alle  X  eine  andere  derartige  Gruppe  bestimmen. 
Diese  beiden  Bertthrungstransformationsgruppen  stehen  in  der 
Beziehung  zu  einander,  dass  jede  Transformation  der  einen 
Gruppe  mit  jeder  Transformation  der  zweiten  Gruppe  ver- 
tauschbar ist. 

Auf  der  anderen  Seite  bestimmen  die  Functionen  X^J  X^,  X,, 
wie  schon  hervorgehoben,  eine  homogene  Functionengruppe  und 
ebenso  die  Functionen  //^ ,  //,,  //,  eine  andere  Functionengruppe. 
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Diese  beiden  Functionengruppen  sind  nach  meiner  gewöhnlichen 
Terminologie  reciproke  Functionengruppen.  Jede  Function  der 
einen  Gruppe  liegt  mit  jeder  Function  der  zweiten  Gruppe  in 
Involution. 

Wenn  aber  in  den  Veränderlichen  x,  y,  z,  p,  9,  r  zwei  reci- 
proke dreigliedrige  Functionengruppen  vorliegen,  so  giebt  es 
nach  meinen  alten  Untersuchungen  immer  eine  Function,  die  zu 
beiden  Gruppen  gehört,  und  in  beiden  Gruppen  als  au^^ejsetcAneto 
Function  auftritt.  Im  vorliegenden  Falle  hat  diese  Grösse  die 
Form 


V{xq  —  yp)*  +  [yr  —  59)*  +  [zp  —  xrf  =  H^ 

und  kann  daher,  weil  sie  homogen  von  erster  Ordnung  ist,  als 
charakteristische  Function  einer  infinitesimalen  Bertthrung&- 
transformation  aufgefasst  werden. 

Die  hiermit  gefundene  infinitesimale  Bertthrungstransfor- 
mation,  sowie  die  endlichen  Transformationen  der  zugehörigen 
eingliedrigen  Gruppe  geniessen  merkwürdige  Eigenschaften.  Es 
bestehen  ja  die  Gleichungen: 

sowie  die  analogen 

In  Folge  dessen  liegt  H^  in  Involution  mit  jeder  Grösse  S2,  die 
die  Form 

hat. 

Die  infinitesimalen  wie  die  endlichen  Transformationen  der 
eingliedrigen  Gruppe  //,  sind  daher  vertauschbar: 

4)  mit  allen  Rotationen  um  den  Coordinatenanfang; 

2)  mit  allen  Spiraltransformationen,  die  den  Coordinaten- 
anfang in  Ruhe  lassen; 

3)  mit  allen  Dilatationen ; 

4)  mit  allen  endlichen  und  infinitesimalen  Fusspunkitrans- 
formationen; 

5)  mit  allen  endlichen  und  infinitesimalen  Bertthrungs-  und 
Punkttransformationen,  die  mit  allen  Rotationen  um  den  Coordi- 
natenanfang vertauschbar  sind; 
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6)  überhaupt  mit  allen  endlichen  und  infinitesimalen  Trans- 
formationen derjenigen  unendlichen  Gruppe  von  BertLhrungs- 
transformationen,  deren  charakteristische  Functionen  die  allge- 
meine Form 

ff  wih.     ^     ^     !L     äl\ 
"'"^[h,^   H,^   7/3'    H,'   hJ 

besitzen.  Dabei  ist  zu  beachten,  dass  unter  den  fünf  Argumenten 
der  Function  W  nur  vier  unabhängig  sind. 

Bei  den  infinitesimalen  und  endlichen  Transformationen 
der  eingliedrigen  Gruppe  ^3  bleiben  eine  Reihe  Grössen  invariant, 
insbesondere  die  Grössen 

xp  +  yq  +  zr 


Vir»  +  t/«  +  ^«  .  Vp^  +  9«  +  r«  ' 

sowie  überhaupt  jede  Grösse,  die  sich  als  Function  von  X^X^X^y 
H^H^H^  ausdrücken  lässt. 

Es  erscheint  überflüssig,  auf  die  verschiedenartigen  Con- 
sequenzen  dieser  Sätze  weiter  einzugehen.  Dagegen  bemerke 
ich,  dass  es  möglich  ist,  Axeoequationes  directrices  hinzuschreiben, 
die  alle  endlichen  Transformationen  unserer  Gruppe  liefern. 
Zu  jeder  derartigen  Transformation  gehören  zwei  aequationes 
directrices,  unter  denen  die  eine  immer  die  Form  hat: 

E*  +  9*  +  J*  =  ^*  +  y*  +  Ä*. 
Die  andere  Gleichung  hat  die  allgemeine  Form 

{ooi  +  yt)  +  zi)*  ~  m^(x*  +  y*  +  z«)(j»  +  ^«  +  j«)  =  0  , 

dabei  vorausgesetzt,  dass  m  eine  Constante  bezeichnet. 

Es  ist  leicht,  diese  Gleichungen  geometrisch  zu  deuten.  Sie 
zeigen,  dass  jeder  Punkt  {xyz)  in  einen  Kreis  iibergeht,  dessen 
Punkte  (£  ^  3)  dieselbe  Entfernung  vom  Coordinatenanfang  wie  der 
Punkt  (xyz)  selbst  haben.  Es  bilden  andererseits  die  Radii  vec- 
tores  nach  [xyz]  und  (^^3)  einen  Winkel,  der  für  jede  einzelne 
Transformation  unserer  eingliedrigen  Gruppe  einen  constanten 
Werth  hat,  nämlich 

arc  cos  m .  ' 
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Bei  den  Transformationen  unsrer  Gruppe  bleiben  die  con- 
centrischen  Kugeln 

x*  +  y^  +  ^^  =  Const. 

invariant;  dabei  werden  die  Linienelemente  jeder  einzelnen 
Kugel  jedesmal  durch  eine  Dilatation  transformirt. 

Die  hier  besprochene  eingliedrige  Gruppe  von  Berahrungs- 
transformationen  umfasst  eine  langst  bekannte  Transformation, 
die  allerdings  kaum  früher  als  Bertthrungstransformation  auf- 
gefasst  worden  ist.  Setzt  man  nämlich  tti  =  0,  so  bestimmen  die 
entsprechenden  aequationes  directrices 

E*  +  9*  +  J*  -  «^*  -  y*  -  ^*  =  Ö 
aJE  +  y^  +  «J  =  0 

eine  Bertthrungstransformation,  die  jede  Flache  in  eine  soge- 
nannte Apsidalfläche  überführt.  Diese  Bertthrungstransformation 
bezeichne  ich  daher  als  die  ApsidcUtransformation;  dement- 
sprechend bezeichne  ich  die  infinitesimale  Bertthrungstransfor- 
mation 

y{^9  —  yp)*  +  {y^  —  «?)*  +  («p  —  ^^)* 

als  die  infinitesimale  Apsidaltransformation. 

Ich  kann  nicht  bezweifeln,  dass  die  hier  gegebenen  Ent- 
wickelungen  gestatten  werden,  die  bisherigen  Untersuchungen 
ttber  Apsidaltransformationen  wesentlich  zu  vereinfachen  und 
zu  vervollständigen. 

Die  vorhergehenden  Entwickelungen  stehen  im  genauesten 
Zusammenhange  mit  einer  Theorie,  deren  Ursprung  bis  auf  Motige 
zurttckgeht. 

Jede  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von  der 
Form 


l-(^) 


liegt  nämlich  in  Involution  mit  jeder  Gleichung  von  der  Form 


IL  IHA 


Diese  beiden  Gleichungen  repräsentiren  also  intermediäre  Inte- 
grale und  zwar  allgemeine  intermediäre   Integralgleichungen 
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einer  gewissen  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung, 
deren  geometrische  Bedeutung  leicht  gefunden  werden  kann. 
Die  letzte  intermediäre  Integralgleichung  kann  in  der  That  auf 
die  Form 

gebracht  werden ;  daher  lassen  sich  die  zugehörigen  Integral- 
flächen dadurch  definiren,  dass  ihre  Krümmungslinien  der  einen 
Schaar  auf  den  concentrischen  Kugeln  x*  -{-y*  +  z*  =c  liegen. 
Also  sind  nach  Monge  die  Krttmmungslinien  der  zweiten  Schaar 
eben  und  in  Ebenen  gelegen,  die  durch  den  Goordinatenanfang 
gehen. 

Ertheilt  man  nun  den  willkttrlichen  Functionen  q>  und  i//  in 
den  obenstehenden  intermediären  Integralgleichungen  bestimmte 
Formen,  so  liegen  die  hervorgehenden  Gleichungen  erster  Ord- 
nung 

wie  schon  bemerkt,  in  Involution.  Will  man  die  oo*  gemein- 
samen Integralflächen  finden,  so  muss  man  einen  Integrabilitäts- 
factor  aufstellen.  Hierzu  führt  nun  in  einfachster  Weise  die 
Bemerkung,  dass  die  infinitesimale  Apsidaltransformation  nach 
den  früheren  Entwickelungen  die  gesuchten  oo*  Flächen  unter 
einander  transformirt.  Diese  Bemerkung  ist  beachtenswerth, 
wenn  sie  gleich  als  ein  directer  Ausfluss  meiner  allgemeinen 
Theorie  der  integrablen  Monge -AiiPfcRE'schen  Gleichung  aufzu- 
fassen ist^]. 

Noch  möge  hinzugefügt  werden,  dass  die  obenstehenden 
Entwickelungen  zeigen,  dass  viele  interessante  Berührungstrans- 
formationen jede  Fläche,  deren  Krümmungslinien  auf  concen- 
trischen Kugeln  liegen,  in  ebensolche  Flächen  überführen  ^j. 


\)  Vgl.  Norw.  Arch.  Bd.  2,  4  877; 

8)  Bei  mehreren  Gelegenlieiten  habe  ich  schon  darauf  hingewiesen, 
dass  die  geometrische  Optilc  durch  explicite  Einführung  der  Begriffe  infini- 
tesimale Berührungstransformation  und  eingliedrige  Gruppe  von  Beriih- 
rungstransformationen  an  Einfachheit  und  üebersichtlichlLeit  gewinnt. 
Reflexionen  sind  bei  dieser  Auffassung  Berührungstransformationen,  die 
die  betreffende  infinitesimale  Berührungstransformalion  invariant  lassen. 
Ebenfalls  Refractionen,  wenn  in  beiden  Medien  die  Wellenflächen  ähnlich 
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II. 

Jede  dreigliedrige  Transformationsgruppe  X^X^X^  des  Rau- 
mes {xyz)  kann  als  Ausgangspunkt  fttr  Theorien  dienen,  die  den 
soeben  entwickelten  vollständig  analog  sind.  Dies  ist  insbesondere 
dann  der  Fall,  wenn  die  drei  betreffenden  charakteristischen 
Functionen  Xj,  X,,  X,  unabhängig  sind  und  nicht  paarweise  in 
Involution  liegen. 

Die  drei  infinitesimalen  Punkttransformationen 

XJ=q  +  xr, 

^zf  =  yi^p  +  y9  +  ^^')  —  ^p 

bilden  eine  dreigliedrige  Transformationsgruppe;  diese  Trans- 
formationen sind  vertauschbar  mit  den  drei  Transformationen 

HJ  =  P  +  yr, 

HJ=xp  +  zr, 

HJ  =  x[xp  +  yq  +  zr)  —  zq  , 

die  ihrerseits  eine  einfache  transitive  dreigliedrige  Gruppe  er- 
zeugen. Zwei  dreigliedrige  Transformationsgruppen  des  Raumes 
X  ^  2 ,  die  in  der  angegebenen  Reziehung  stehen,  bezeichne  ich, 
wie  früher,  als  reciproke  Transformationsgruppen. 

Auf  der  anderen  Seite  aber  bilden  X^  X,  X,  und  H^  H^  H^ 
zwei  dreigliedrige  und  homogene  Functionengruppen  in  den 
Veränderlichen  ^ 

^yyy^jPjq^r. 
Diese  Functionengruppen  bezeichne  ich  wiederum  als  reciproke 
Gruppen. 

Nach  meinen  allgemeinen  Theorien  enthalten  diese  Fanc- 
tionengruppen  eine  gemeinsame  au^^^jzeicAne^e  Function,  nämlich 

V(q  +  xr)  {y(xp  +  yq  +  zr]  —  zp)  —  {yq  +  ^r)« 
=  V(p  +  yr)  {x(xp  +  yq  +  zr)  —  zq)  —  (xp  +  zr)* 
=  Vixy  —  z) {pq  H-  r(xp  +  yq  +  zr))  =  fl. 


und  ähnlich  gelegen  sind.  Sind  in  beiden  Medien'die  Wellenflächen  ver- 
schieden, so  muss  man  die  Refraction  als  eine  Berührungstransformation 
auffassen,  die  eine  gewisse  eingliedrige  Gruppe  in  eine  bestimmte  andere 
überführt. 
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Jetzt  bestimmen  wiederum  die  partiellen  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung 


^i-"©-  -"-  ^-*©=« 


mit  den  willkttrlichen  Functionen  qp  und  \p  allgemeine  interme- 
diäre Integralgleichungen  einer  wichtigen  partiellen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung 

die  ich  bei  verschiedenen  Gelegenheiten  betrachtet  habe.  Die 
Integralflachen  dieser  Gleichungen  zweiter  Ordnung  lassen  sich 
dadurch  charakterisiren,  dass  ihre  sämmtlichen  Haupttangenten- 
curven  linearen  Complexen  angehören;  dabei  bilden  alle  diese 
linearen  Complexe  zwei  in  Involution  liegende  Bündel. 

Ertheilen  wir  nun  den  willkttrlichen  Functionen  cp  und  ip 
bestimmte  Formen,  etwa  q)^  und  xp^,  so  gestatten  die  entsprechen- 
den Gleichungen  erster  Ordnung 

immer  die  infinitesimale  Bertthrungstransformation  Q,  und  daher 
finden  wir  die  zugehörigen  cx>'  gemeinsamen  Integralflachen  in 
allen  Fallen  durch  eine  Quadratur. 

Die  infinitesimale  Transformation  ii  erzeugt  eine  wichtige 
eingliedrige  Gruppe  von  Bertthrungstransformationen ,  deren 
endliche  Gleichungen  dadurch  gefunden  werden,  dass  man  die 
aus  der  Polartheorie  so  bekannte  Gleichung 

0  =  («  —  xy)  [z,  —  x,y,)  —  m  (~  ^"^  —  ^^4  —  ^i^) 

als  aequatio  directrix  betrachtet.  Wenn  ich  nicht  irre,  ist  der 
Satz,  dass  die  in  dieser  Weise  hervorgehenden  oo*  Bertthrungs- 
transformationen,  unter  denen  sich  die  Transformation  durch 
reciproke  Polaren  findet,  eine  eingliedrige  Gruppe  bilden,  bis  jetzt 
der  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  entgangen. 

Durch  geometrische  Betrachtungen  erkennt  man  leicht  (vgl. 
z.  B.  meine  Arbeit  in  den  Math.  Ann.  Bd.  Y),  dass  jede  partielle 
Differentialgleichung 
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«i-©- 


alle  Dicht  geradlinigen  Flächen  bestimmt,  deren  Haupttangenten 
der  einen  Schaar  einem  Liniencomplex  angehören,  der  als  Um- 
hüllungscomplex  von  oo^  linearen  Liniencomplexen  aufgefasst 
werden  kann. 

Wir  werden  diese,  an  sich  so  interessanten  Betrachtungen 
an  dieser  Stelle  nicht  weiter  ausführen. 

Hier  möge  aber  die  folgende  Bemerkung  Platz  finden.  Die 
Frage,  ob  jede  endliche  Bertthrungstransformation  einer  ein- 
gliedrigen Gruppe  von  Berührungstransfonnationen  angehört, 
ist  in  meinen  bisherigen  Publicationen  nicht  ernstlich  in  Angriff 
genommen  worden.  Unter  diesen  Umstanden  erscheint  es  mir 
nicht  ohne  Interesse,  dass  im  Vorangehenden  zwei  eingliedrige 
Gruppen  aufgestellt  sind,  unter  denen  die  eine  die  Transformation 
durch  reciproke  Polaren,  die  andere  die  Apsidaltransformation 
umfasst. 

Durch  Betrachtung  der  projectiven  Gruppe  einer  gewun- 
denen Gurve  3.  0.  findet  man  in  ganz  ähnlicher  Weise  eine  ein- 
gliedrige Gruppe,  die  die  Dualität  hinsichtlich  eines  linearen 
Liniencomplexes  umfasst. 

III. 

Ich  betrachte  7*  unabhängige  Functionen  u^,  u,  . . .  ti^  der 
Veränderlichen  x^  . . .  ^n?  Pi  •  •  •  Pn  ^^^  bezeichne  dabei  den  In- 
begriff aller  Grössen  von  der  Form 

f/)(u,  ...  w^) 

als  eine  r-gliedrige  Schaar  von  Functionen. 

Unter  allen  möglichen  r-gliedrigen  Schaaren  von  Functionen 
u^  ,,,  Uf,  beschäftigte  ich  mich  in  meinen  Untersuchungen  Ober 
partielle  Differentialgleichungen  und  Berührungstransfonnationen 
eingehend  mit  gewissen  Schaaren,  die  ich  als  Punctionengruppen 
bezeichnete. 

Liegt  irgend  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  v^ . . .  i'^  vor, 
so  besitzt  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

(K(t;,t;,...i;^),/)  =  0 

immer  r  —  \  (oder  gar  r)  unabhängige  Lösungen,  die  selbst  der 
Functionengruppe  angehören. 
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Es  sind  nun  die  Functionengruppen  nicht  die  einzigen 
Functionenschaaren ,  die  die  soeben  besprochene  Eigenschaft 
besitzen.  Nehmen  wir  nämlich  irgend  eine  homogene  Functionen- 
gruppe  üJ^  10^  .. ,  (üg,  deren  Kiammerausdrttcke  {w^ coj^]  nicht 
sämmth'ch  identisch  verschwinden,  so  enthält  die  Gruppe  s  —  1 
unabhängige  Functionen  nullter  Ordnung,  die  nach  meinen  alten 
Untersuchungen  eine  (s  —  1)-gliedrige  Functionenschaar  bilden, 
die  ebenfalls  die  besprochene  Eigenschaft  besitzt. 

Es  ist  leicht,  noch  viel  allgemeinere  Functionenschaaren  zu 
construiren,  die  ebenfalls  jene  Eigenschaft  besitzen.  Ftthrt  man 
nämlich  auf  eine  homogene  Functionengruppe  eine  ganz  belie- 
bige Bertthrungstransformation  aus,  die  die  Form 


P/=   ^<(^i---^n,  Pi---Pn), 
z'  =  Gonst.  js  -|-  TV(a?4  . . .  p, 


ni 


besitzt,  so  liefern  die  Transformirten  der  Functionen  nullter 
Ordnung  unserer  Gruppe  immer  eine  Functionenschaar,  die  die 
verlangte  Eigenschaft  besitzt. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  alle  Functionenschaaren 
u^  ...  u^  in  den  Veränderlichen  x^  ,.,x^,  p^  .,.p^z\x  finden,  die 
die  Eigenschaft  geniessen,  dass  jecfe  lineare  partielle  Differential- 
gleichung 

r  —  4  (oder  gar  r)  unabhängige  Lösungen  besitzen,  die  der 
Functionenschaar  der  u  gehören. 

Dieses  allgemeine  Problem  deckt  sich,  wie  man  fast  unmittel- 
bar erkennt,  mit  dem  folgenden 

Problem.  Welche  Functionenschaaren  w, . . .  w^  geniessen  die 
Eigenschaft^  dass  alle  Klammerausdrücke  [u^  uj^)  die  Form 

besitzen^  wobei  q  eine  von  den  u  unabhängige  Grösse  bezeichnet? 
Die  Annahme,  dass  q  von  den  u  unabhängig  sein  soll, 
machen  wir,  weil  die  Grössen  u  sonst  eine  Functionengruppe 
bilden;  alle  Functionengruppen  sind  aber  von  mir  in  älteren 
Arbeiten  bestimmt,  und  auf  einfache  kanonische  Formen  ge- 
bracht. 
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ladeiü  wir  nun  unser  Problem  in  Angriff  nehmen,  finden 
wir  es  zweckmässig,  zuerst  den  speciellen  Fall  r=4  za  er- 
ledigen. 

Es  -bestehen  jetzt  sechs  Relationen  von  der  Form 

(i  =  <, 8,3,4;    A  =  <,2,3,4;     i  4.  A) . 
Die  Identität 

(K  ^t)  ^z)  +  ((Wf  ^i)^i)  +  ((«'j  W|)  ^t)  =  ^ 

giebt  daher  die  Relation: 

0  =  9,,.  [QU,)  +  r/)„  .  (QU,)  +  (p,,  .  (qu^) 


+  1 


die  in  den  (qui^)  linear  ist,  während  der  Factor  von  ^*  nur  von 
den  u  abhängt. 

Indem  wir  nun  die  Indices  1,  2,  3,  4  cyclisch  permutiren, 
erhalten  wir  also  zur  Bestimmung  der  vier  Grossen  (^uj,  [qu^), 
(qu^)j  (qu^)  vier  Gleichungen  von  der  Form: 

7'34(C^"|)+  9P4l(?«^3)  +  yu(?«*4)=    ^34lWe*    T 

yi4(?«'4)  +  ^Alle«**)  +  9>4*(?«4)   =    ^U%MQ*    • 

Die  Frage,  ob  diese  Gleichungen  nach  den  (^Uj^)  aufgelöst  wer- 
den können,  beruht  auf  der  Determinante 


9l3  9^31  Vit     ^ 

ö  ?P34  9>4.  y« 

9P34    Ö  qp^j  9)^, 

fP«4  ^44       Ö  Vi« 


Ö  ^41  943  944 

9«!       Ö  9«  9t4 

9S4  ^3*  Ö  ^34 

^44  941  943  ö 


Ist  die  schiefe  vierreihige  Determinante  |  (p^i^  |  von  Null 
verschieden,  so  findet  man  durch  Auflösung  fttr  die  (qu^)  Aus- 
drücke von  der  Form 
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and  demoDtsprechend 

Die  Formeln  zeigen,  dass  die  fünf  Grössen  u^  i  ^tj^zi  ^n  Q 
eine  fünfgliedrige  Functionengruppe  erzeugen;  und  dass  es  eine 
ßerührungstransformation  in  den  x,  p  giebt,  die  diese  Functionen- 
gruppe in  eine  homogene  Gruppe  ttberftthrt,  deren  Functionen 
nullter  Ordnung  die  Transformirten  der  u  sind. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  allgemeinen  Falle,  setzen 
aber  dabei  voraus,  dass  es  unter  den  r  Grössen  u  möglich  ist, 
vier  zu  wählen,  etwa  u^,  Uß,  Uy,  u^,  so  dass  die  Determinante 
der  g),  die  analog  der  obigen  schiefen  Determinante,  aber  mit 
den  Indices  a,  ßj  y,  d  statt  1 ,  ä,  3,  4  gebildet  ist,  nicht  identisch 
verschwindet.  Dann  erkennen  wir  zunächst  ganz  wie  soeben^ 
dass  die  vier  Grössen  (^u^),  (QUß)^  [quA  [qu^)  sich  als  Product 
von  Q*  und  einer  Function  der  u  ausarttcken.  Ist  dabei,  wie 
wir  annehmen  können,  etwa  (p^^ß  4=  0,  so  erkennen  wir  durch 
Bildung  der  Identität 

die  die  Form 

Vaß[9  ^U)  +  Vßi  {Q  ^a)  +  ^Pia  [Q  ^ß)  +  ^*  ©  (")  =  0 
annimmt,  dass  alle  [qu^\  sich  folgendermassen  ausdrücken: 

Hieraus  schliessen  wir,  wie  soeben,  dass  die  Grössen  ti^ . ..  u^q 
eine  (r4-1)-gliedrige  Gruppe  bilden,  die  durch  Bertthrungstrans- 
formation  in  eine  homogene  Gruppe  übergeht,  deren  Functionen 
nullter  Ordnung  ^ie  Transformirten  der  u  sind. 

Wenn  dagegen  aÜe  vierreihigen  Determinanten,  die  analog 
der  obigen  Determinante  zwischen  den  Grössen  q>  gebildet  wer- 
den können,  identisch  verschwinden,  bleiben  die  obenstehen- 
den Betrachtungen  nicht  mehr  gültig.  In  diesem  Falle  brauchen 
die  Grössen  t/^ ...  t/^,  ^  keine  Gruppe  zu  erzeugen.  Bei  dieser 
Gelegenheit  beschränken  wir  uns  auf  die  Bemerkung,  dass  die 
Discussion  des  hier  ausgeschlossenen,  an  sich  sehr  interessanten 

lUtlL.-phyi.  Claise  1895.  35 
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Falles  auf  der  Theorie  der  PFAPp'schen  Systeme  beruht.  Bei  einer 
anderen  Gelegenheit  werde  ich  diese  hier  noch  unerledigt  ge- 
bliebenen Fragen  wieder  aufnehmen. 


IV. 

Da  ich  noch  nicht  Zeit  gefunden  habe,  die  Discussion  meiner 
allgemeinen  Integrationstheorie  eines  vollständigen  Systems  mit 
bekannten  infinitesimalen  Transformationen  ausführlich  zu  redi- 
giren,  so  werde  ich  hier  zeigen,  wie  ich  in  meinen  Vorlesungen 
den  interessantesten,  weil  einfachsten  Fall  dieses  allgemeinen 
Problems  erledige.  Diejenigen,  die  meine  allgemeinen  Theorien 
kennen,  werden  ohne  Schwierigkeit  einsehen,  dass  alle  Fälle 
durch  ganz  analoge  Betrachtungen  erledigt  werden  können. 

Ich  setze  voraus,  dass  eine  Gleichung  Af=0  gewisse  be- 
kannte infinitesimale  Transformationen  X^f,  X^f.. .  gestattet,  so- 
wie dass  gewisse  Lösungen  9>|,(jp, ...  von  Af=0  vorliegen.  Ich 
setze  ferner  voraus,  dass  Relationen  von  der  Form 

(X^Xj,)  =  ifJij,,  ((p)  XJ+  xpik^((p)  XJ-^ , 

bestehen,  so  dass  also  keine  weitere  Transformationen  und  Lö- 
sungen abgeleitet  werden  können. 

Jetzt  kann  ich  ohne  wesentliche  Beschrankung  annehmen 
dass  Af  =  0  in  der  Form 

und  die  Xf.f  in  der  Form 

Okf = j^  +2  '^^«('y.  •  •  •  «Pay«  y«  •  •  •)  5^ . 

vorliegen. 

Wir  beschränken  uns  nun  auf  den  Fall,  dass  die  Zahl  der  y 
sowie  die  Zahl  der  Y  gleich  3  ist. 
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Hier  bestehen  nun  sicher  Relationen  von  der  Form 
{A<D^)  =  0,     {AYy)=.0, 
(ö).<Dfc)=^a,tt,(r/.)y,/", 

(ö>«i*)=^t..-*,(y)>V, 

Dabei  können  wir  ohne  BeschrKnkung 

setzen,  indem  uns  hier  die  Fälle,  die  durch  Quadratur  erledigt 
werden,  nicht  interessiren. 

Indem  wir  statt  Oj^f  passende  Ausdrücke 

als  neue  Oj^f  einführen,  erreichen  wir,  dass  alle  [O^Y^  ver- 
schwinden : 

(<»<»'*)  =  0. 

Bilden  wir  sodann  die  Identität 

((0^0,)  Yj)  +  ([o^  >y)  o,)  +  ((y}a>,)ö)it)  =  o , 

so  erkennen  wir,  dass  alle  {[O^Oj^  Yj)  und  gleichzeitig  alle  (O^O^ 
gleich  Null  sind. 

Es  bestehen  daher  jetzt  die  Relationen 

(a)..<Djfc)  =  0 ,  (<i)in)  =  o, 

Bezeichnen  wir  daher  die  allerdings  unbekannten  Lösungen  des 
vollständigen  Systems 

Af=^,     a)/=0  ...  0)^=0 
mit 

und  führen  sodann  die  Grössen 

«» Vi  •  •  9q^  y'u  yij  yi 

36* 
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als  neue  QniU>httngige  Veränderliche  ein,  so  wird 

o<fu 

and  hier  ist  es  unmittelbar  evident,  dass  eine  weitere  Redociion 
unmöglich  ist. 

Im  vorliegenden  Falle  leistet  daher  meine  alte  Integrations- 
iheorie  das  GrösstmOgliche. 


SITZUNG  VOM  21.  OCTOBER  1895. 

Vortrage  hielten: 

i.  W.  Hiiy  o.  M.,  Die  Forschungen  über  Johann  Sebastian  Bach's  Gebeine 
und  Antlitz;  ergänzende  Mittheilungen  (erscheint  in  den  Abhand- 
lungen). 

i.  Herr  O.  Wiedemaim,  o.  M.,  VoriSafige  Vorlegung  einer  Abhandlung  von 
Dr.  Albert  Dahms  :  Bestimmung  der  magnetischen  Declination  für  die 
magnetische  Warte  des  physikalischen  Instituts  der  Universität  Leipzig 
im  Jahre  1 895. 

3.  Herr  A.  Xayer,  o.  M.,  kündigt  für  Herrn  S.  Lie,  o.  M.,  eine  Abhandlung 
»Theorie  der  Translationsflächen  und  des  Abel'schen  Theorems«  an. 

Albert  Bahms,  Bestimmung  der  magnetischen  Declination 
für  die  magnetische  Warte  des  physikalischen  Instituts  der  Uni- 
versität Leipzig  im  Jahre  4895.  Vorgelegt  und  am  <2.  November 
eingereicht  von  Herrn  6.  Wibdemann,  o.  M. 

Die  Bestimmung  der  Declination  geschah  in  der  magne- 
tischen Warte  des  physikalischen  Instituts  der  Universität  Leip- 
zig, welche  im  Jahre  4873  von  ihrer  früheren  Stelle  auf  dem 
Hofe  des  Augusteums  (am  Augustusplatz)  zu  ihrer  gegenwärtigen 
Lage  übergeführt  wurde.  Die  Situation  ist  aus  der  Figur  auf 
S.  54  0  zu  ersehen. 

Die  Warte  selbst  ist  ein  quadratisches  Gebäude  von  8  m 
Seite  und  8,4  5  m  Höhe,  mit  einer  nach  Norden  gelegenen  Thüre. 
Sie  ist  nach  Absicht  des  Erbauers  aus  durchaus  eisenfreiem  Ma- 
terial hergestellt.  Alle  Metalltheile,  dieThürschlösser  und  Schlüs- 
sel, die  Anschläge  der  Fenster,  die  Thüren  und  Rohren  des  an 
der  südöstlichen  Ecke  gelegenen  Thonofens  sind  aus  Messing ; 
ebenso  die  Nägel,  mit  denen  die  die  ganzen  Wände  im  Innern 
bekleidende  Holztäfelung  angenagelt  ist.  An  einer  das  Schiefer- 
dach tragenden  Holzsäule  in  der  Mitte  der  Warte  hängt  eine, 
gleichfalls  eisenfreie  Pendeluhr.  Der  Fussboden  besteht  aus 
Asphalt. 
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Die  geographische  Lage  der  Warte  ist  42^23'  22,%"  östliche 
Länge  von  Greenwich,  54°  20'  0,3"  nördliche  Breite.  Die  nord- 
sttdliche  Axe  der  Warte  ist  mit  ihrem  nördlichen,  derThttre  zu 
gelegenen  Ende  4°  44'  nach  Westen  gegen  den  geographischen 
Meridian  gedreht. 


Maassstab  4400  H. 


Ltehig       Str. 


V 


— * i 1    I  »  I — *— 


1 

0 


_rJ^^ 


Miiiiir£]Ll/>^liiLhD£];  II.  tiry^ifedUdn^ 


\' 


Die  Messung  der  Declination  selbst  geschah  in  der  üblichen 
Weise  durch  Magnet  und  Theodolit.  Der  cylindrische,  248  mm 
lange,  43  mm  dicke,  harte  Stahlroagnet  war  zum  Schutz  gegen 
die  Feuchtigkeit  mit  einer  0,5  mm  dicken  Kupferblechhttlse 
umgeben.  Auf  seine  beiden  Enden  waren  ca.  20  cm  lange 
Kupferröhren  fest  aufgeschoben,  welche  an  ihren  Enden  kreis- 
förmige,   gegen  ihre  Axe  senkrechte,   4,5  mm  dicke  Kupfer- 
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Scheiben  trugen.  Mittelst  dreier  Schrauben  mit  Gegenfedern 
waren  an  dieselben  ebenso  grosse  Kupferscheiben  angeschraubt 
und  beliebig  zu  neigen.  AuJf  letztere  waren  kreisförmige  Plan-^ 
Spiegel  durch  drei  Schrauben  mit  grösseren  Köpfen,  indess  ohne 
Druck,  aufgelegt.  Der  Magnet  ruhte  auf  einem  schwalben- 
schwanzartig ausgeschnittenen    I I  förmigen  Blech,  welches 

an  einem  0,3  mm  dicken,  S,8  m  langen  Messingdraht  hing. 
Letzterer  war  oben  an  einem  Messingschlitten  befestigt,  der 
an  einen  5  cm  starken  Balken  angeschraubt  war.  Dieser  Balken 
war  fest  in  die  westliche  Wand  der  Warte  und  einen  geraden, 
5  cm  langen,  zwischen  der  Mittelsäule  und  der  Südwand  ein- 
gelassenen Balken  eingefügt.  Der  Schlitten  war  2,8  m  östlich 
von  der  Westwand,  3,04  m  von  der  Südwand  entfernt. 

Zur  Ermittelung  der  Torsion  des  Messingdrahtes,  welcher 
den  Magnet  trug,  war  oberhalb  des  Magneten  an  der  Aufhänge- 
vorrichtung ein  dritter  Spiegel  angebracht  und  durch  ein  ver- 
schiebbares Gegengewicht  aquilibrirt.  Nahezu  im  gleichen 
magnetischen  Meridian  wie  der  Aufhängedraht  des  Magneten, 
2,96  m  nördlich  von  diesem ,  war  anf  einem  massiven ,  aufge- 
mauerten ,  43  cm  dicken  und  93  cm  hohen  cylindrischen  Sand- 
steinpfeiler der  Theodolith  montirt,  ein  Reisetheodolit  von 
PiSTOR  und  Martins  in  Berlin,  dessen  horizontaler  Theilkreis  von 
ungefähr  47  cm  Durchmesser  in  ^°  getheilt  war;  vermittelst 
der  beiden  Nonien  konnten  Ablesungen  auf  4  0"  vorgenommen 
werden.  Eine  auf  dem  nämlichen  Pfeiler  unterhalb  des  Theo- 
dolit-Femrohrs senkrecht  zum  magnetischen  Meridian  befestigte 
Millimeterscala  hatte  eine  Entfernung  von  2769,5  mm  von  dem 
zugewandten  Spiegel  des  Magneten  und  eine  Entfernung  von 
8878  mm  von  dem  oberen  Spiegel. 

Zur  Fixirung  der  astronomischen  Meridianlinie  wurde  mit 
dem  durch  Libelle  geprüften  und  berichtigten  Theodolit  die 
grösste  östliche  Ausweichung  des  Polarsternes  in  den  Nächten 
27/28.  Juni  und  2/3.  Juli  4895  beobachtet.  Beide  Beobachtungen 
führten  übereinstimmend  zu  den  Ablesungen 

NW-Nonius  4  43°  52'  40";  SO-Nonius  323°  53'  0". 

Aus  der  Dedination  von  a  Ursae  minoris 

(J  =  88°45'2''») 


4)  F.  KoHLRAüscH,  Leitfaden  der  prakt.  Physik  1892,  Tab.  35. 
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und  der  Polhöhe  des  Beobachtungsortes 

berechnet  sich  der  Winkel  ^  zwischen  dem  Verticalkreis  der 
grössten  Ausweichung  und  der  Nordrichtung  gemäss  der  Formel 

.    «       cosJ 

sm  ^  = 

cosg) 

zu 

2°  0'  0". 

Fttr  die  Lage  des  astronomischen  Meridians  ergeben  sich  die 
Einstellungen 

NW-Nonius  444^  52'  40";  SO-Nonius  324°  53'  0". 

Die  folgenden  Beobachtungen,  welche  den  Anschluss  des 
magnetischen  Meridians  an  den  astronomischen  betreffen,  sind 
ausgeführt  bei  den  Nonienstellungen 

NW-Nonius  434°  8'  40";  SO-Nonius  344°  8'  30", 

bei  welchen  die  Axe  des  Femrohrs  ungefähr  im  magnetischen 
Meridian  lag.  Das  auf  den  oberen  Spiegel  gerichtete  Femrohr 
lieferte  die  Scaleneinstellung  484,0,  als  statt  des  Magnetenein 
gleich  schwerer  Kupferstab  in  den  Träger  eingelegt  war.  Mit 
Magnetstab  wurde  die  Einstellung  262,6  erhalten  als  Mittelwerth 
der  Einstellungen  bei  zwei  Lagen  des  Magneten,  bei  welchen 
dieser  in  Bezug  auf  oben  und  unten  entgegengesetzt  orientirt 
war.  Daraus  und  aus  dem  Abstand  2878  mm  des  oberen  Spie- 
gels von  der  Scale  berechnet  sich  der  Winkel,  um  welchen  der 
Draht  bei  der  Beobachtung  mit  dem  Magnet  gedrillt  war,  zu 

a  =  0°  48'  43". 

Der  Einstellung  262,6  mit  dem  oberen  Spiegel  entsprach 
bei  dem  Spiegel  am  Magnet  eine  Einstellung  268,9.  Nach  Dre- 
hung des  Torsionskreises  um  -^  Kreisumfang, 

ß  =  36° 

resultirte  eine  Einstellung  342,6  dieses  Spiegels.  Dies  giebt  in 
Verbindung  mit  dem  Scalenabstand  2762,5  eine  Ablenkung  des 
Magneten  um 


4)  BöRNSTEiN,  Phys.-chem.  Tabellen  v.  Landolt  und  Börnstbin,  4  894, 
pag.  8. 
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y  =  0*^45'  51". 
Das  Torsionsverhaliniss  0  folgt  hiernach 

.    y 
ß-y' 

und  die  wegen  der  Torsion  anzubringende  Gorreciion  wird 

Oa  =  0*^  0'  43". 

Zu  berechnen  ist  noch  der  Winkel  der  Verticalebene  der 
Fernrohraxe  und  des  magnetischen  Meridians.  Scalenmitte  war 
249,0;  der  erwähnte  Winkel  ergiebt  sich  zu 

^"^^ 2762,5 =^    ^^  ^^• 

Somit  erhalt  man  schliesslich  für  die  magnetische  Decli- 
nation 

4  41*^52'  40" 
-  434*^  8'  4  0" 
+  0°42'23" 
_      0"    0'  43"=  40°  56'  4  0". 

Die  diesem  Werthe  zu  Grunde  liegenden  Beobachtungen 
beziehen  sich  auf  den  29.  Juli  4895.  Für  diese  Zeit  wäre  also 
nach  den  vorliegenden  Bestimmungen  die  westliche  magnetische 
Declination  des  Beobachtungsortes  anzugeben  zu 

4  0*^56'. 

Abgesehen  von  den  unvermeidlichen  Eisentheilen  in  den 
grossen  benachbarten  Gebäuden,  ziehen  sich  eiserne  Gitter, 
welche  durch  punktirte  Linien  angedeutet  sind,  in  nicht  zu 
grosser  Ferne  von  der  Warte  hin.  Dann  sind  auch  noch  zwei 
Balcons  mit  eisernen  Geländern  an  dem  landwirthschaftlichen 
Institut  angebracht. 

Dass  die  Einflüsse  dieser  Eisenmassen  nicht  zu  vernach- 
lässigen sind,  ergiebt  sich  schon  daraus,  dass  eine  mit  dem 
Localvariometer  von  F.Rohlrausgh  vorgenommene  Untersuchung 
der  Warte  Aenderungen  der  magnetischen  Horizontalintensität 
an  verschiedenen  Stellen  im  Verhältniss  von  4  :  4,0024  an- 
zeigte. 

Indess  handelte  es  sich  darum,  die  Declination  gerade  unter 
den  obwaltenden  Umständen  in  der  Warte  selbst  zu  bestimmen. 
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Das  haiu6ge  Vorbeifahren  von  Wagen  mit  eisernen  Axen 
in  der  Liebigstrasse  und  der  rege  Verkehr,  namentlich  von 
Postwagen,  in  der  noch  näheren  Stephanstrasse,  welcher  aodi 
des  Nachts  nicht  ganz  aufhörte,  verursachten,  wenn  auch  nur 
schwache  Störungen  der  Magnetnadel;  auch  die  Erschfltterungen 
durch  die  Wagen  pflanzten  sich  bis  zu  derselben  fort.  Dadurch 
wurden  die  Beobachtungen  auf  wenige  Stunden  des  Tages  be- 
schrankt. 


SITZUNG  VOM  2.  DECEMBER  1895. 

Vorträge  hielten: 
1 .  Herr  Ad.  Mater,  o.  M.,  Vorlegung  einer  Abhandlung  von  J.  Thomae-Jena 
o.  M. :  Wann  hat  eine  durch  neun  Punkte  gegebene  Curve  dritter  Ord- 
nung einen  Doppelpunkt? 
9.  Dersblbb:  Vorlegung  zweier  mathematischer  Mittheilungen  vodE.  Study- 
Bonn : 

4 .  Ueber  das  Pascal'sche  Sechseck. 
2.  Bemerkungen  zur  Trigonometrie. 
3.  Herr  H.  Bbchs,  o.  M.,  Vorlegung  einer  Abhandlung  von  Dr.  F.  Cohn:  Be- 
stimmung der  Polhöhe  der  Leipziger  Sternwarte. 

J.  Thomae,  Wann  hat  eine  durch  neun  Punkte  gegebene 
Curve  dritter  Ordnung  einen  Doppelpunkt  ? 

In  seiner  »Theorie  der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung« 
schliesst  H.  Schröter  die  Gurven  mit  einem  Doppelpunkte  von 
der  Betrachtung  aus.  Wird  aber  eine  solche  Curve  nur  durch 
neun  Punkte  gegeben,  so  kann  dieselbe  leicht  einen  Doppel- 
oder Rückkehrpunkt  besitzen,  und  es  ist  deshalb  im  Grunde 
eine  solche  Ausschliessung  unzulässig.  Wenigstens  müssten  die 
Bedingungen  angegeben  werden,  unter  denen  ein  Doppelpunkt 
auftritt.  Deshalb  habe  ich  mir  die  Aufgabe  gestellt,  diese  Be- 
dingung auf  linearem  Wege  zu  finden,  und  den  Doppelpunkt, 
falls  er  vorhanden  ist,  linear  zu  construiren.  Diese  Aufgabe  soll 
in  den  folgenden  Zeilen  gelöst  werden. 

§  4 .  Wann  berühren  sich  zwei  durch  je  fünf  Punkte  ge- 
gebene Kegelschnitte j  und  wie  findet  man  den  Berührungspunkt 
linear?  Das  Doppelpolardreieck  zweier  Kegelschnitte  artet  aus, 
wenn  sich  die  Kegelschnitte  berühren.  Es  giebt  nur  zwei  Dop- 
pelpole P  Py  von  denen  der  erste  der  Berührungspunkt  ist,  und 
der  zweite  P"  auf  der  Tangente  und  Doppelpolare  p  des  Punktes 
P  liegt.  Die  zweite  Doppelpolare,  die  für  beide  Kegelschnitte 
gemeinsame  Polare  des  Punktes  P^  ist  im  Allgemeinen  von  p 
verschieden,  und  werde  p'  benannt. 
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Wir  oonstruiren  das  Doppelpolardreieck  der  beiden  durch 
je  fttnf  Punkte  gegebenen  Kegelschnitte  KK.  Zu  fQnf_Punkten 
einer  Geraden  I  construiren  wir  die  ihnen  für  K  und  K  gleich- 
zeitig oder  mit  andern  Worten  die  ihnen  für  den  Büschel  (KK) 
conjugirten  Punkte,  was  auf  linearem  Wege  geschieht  und  den- 
ken durch  sie  den  Kegelschnitt  5t  gelegt,  der  die  t  conjugir- 
ten Punkte  enthält.  Ebenso  construiren  wir  den  der  Geraden  f 
für  den  Büschel  [KK)  conjugirten  Kegelschnitt  ^.  Ist  Q  der 
Schnittpunkt  (11]  und  R  der  ihm  conjugirte  Punkt,  so  schneiden 
sich  ^  j{  in  dem  linear  bekannten  Punkte  /?.  Die  übrigen  Schnitt- 
punkte von  ft  und  U  geben  das  Doppelpolardreieck,  und  es 
müssen  sich  demnach  ft  j£  und  zwar  in  P  berühren,  wenn  sich 
KK  dort  berühren.  _ 

Denken  wir  uns  nfimlich  den  Büschel  [KK]  durch  die  bei- 
den (uneigentlichenj  Kegelschnitte  gegeben,  von  denen  der  eine 
das  gemeinsame  Secantenpaar  durch  P  etwa  s' .  p,  der  andere 
das  gemeinsame  Secantenpaar  durch  P  etwa  s,s^  ist,  so  wird 
der  Kegelschnitt  ^  dadurch  erhalten,  dass  man  zu  den  Punkten 
von  f  die  beiden  Geradenbüschel  {&)  [a]  construirt,  deren 
Strahlen  von  ihnen  bez.  durch  sp  und  ss^  harmonisch  getrennt 
sind.  Die  projectiven  in  P  P  centrischen  Büschel  (a')  7\  (a)  er- 
zeugen ^.  Dem  Punkte  if,p)  entspricht  als  Strahl  o*  die  Gerade 
p,  als  Strahl  o  die  Gerade  p\  p  ist  also  Tangente  an  ^  in  P  und 
ist  von  der  Lage  der  Geraden  I  unabhängig,  so  dass  auch  St  in 
P  p'  zur  Tangente  hat  und  ^!St  sich  dort  berühren.  Di  es  Resul- 
tat ist  nur  theoretisch  wichtig,  die  wirkliche  GonstrucUon  der 
Geraden  s'  />,  s  s^  wird  nicht  verlangt. 

Es  müssen  sich  also  KK  Aft  zugleich  in  einem  Punkte 
schneiden,  und  es  entsteht  die  Frage,  wann  schneiden  sich  vier 
durch  je  fünf  Punkte  gegebene  Kegelschnitte  in  einem  gemein- 
samen Punkte,  und  wie  findet  man  denselben? 

Durch  drei  Kegelschnitte,  die  nicht  einem  Büschel  ange- 
hören, ist  ein  Netz  als  eine  lineare  zweifach  unendliche  Mannig- 
faltigkeit bestimmt.  Durch  vier  Kegelschnitte  KK  ^  £  ist  ebenso 
eine  dreifach  unendliche  lineare  Mannigfaltigkeit  bestimmt,  wenn 
sie  nicht  in  einem  Netze  liegen,  wir  wollen  diese  Mannigfaltig- 
keit mit  _ 
if(0  (ÜTÄ^Ä^) 
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oder,  da  es  hier  ohne  Zweideutigkeit  geschehen  kann,  kürzer 
mit  M^^^  bezeichnen.  Jedes  durch  Kegelschnitte  von  M^^)  be- 
stimmte Netz  liegt  ganz  in  M^^X  In  wie  weit  durch  diesen  Satz 
ein  Kegelschnitt  aus  den  vier  gegebenen  bestimmt  ist,  ergeben 
die  nachfolgenden  Gonslructionen.  —  Wir  wünschen  den  Kegel- 
schnitt von  i/(^)  zu  zeichnen,  der  durch  drei  gegebene  Punkte 
i/^  i/,  M^  geht.  Wir  construiren  zunächst  drei  Kegelschnitte 
^^  r^  r^  (d.  h.  wir  construiren  von  ihnen  je  fünf  Punkte),  die 
bez.  den  Büscheln  (^'J^)  [K^]  (A'f]  angehören,  und  durch  M^ 
gehen.  Dass  dies  linear  ausführbar  ist,  soll  nachher  besonders 
bewiesen  werden.   Das  Netz  (^^  F,  Fg)  liegt  ganz  in  JIfW. 

Nun  bestimmen  wir  zwei  Kegelschnitte  F,^  F^j,  die  bez. 
in  d^n  Büscheln  (F^  FJ  (F^  F3)  liegen  und  durch  JM^  gehen. 
A«  ^4  3  bestimmen  einen  Büchel,  der  ganz  im  Netze  (^^  F,  Fj) 
und  folglich  in  if  (')  liegt.  —  Endlich  bestimmen  wir  den  Kegel- 
schnitt F  des  Büschels  (F^,  F^,),  der  durch  M^  geht,  er  liegt 
in  Jlf(0  und  geht  durch  M^  if,  M^. 

Lässt  man  die  drei  Punkte  M^  Jf,  JM^  auf  eine  Gerade  g 
fallen,  so  zerfällt  der  durch  sie  bestimmte  Kegelschnitt  F  in  ein 
Geradenpaar,  etwa  g.h,  und  h  wird  auf  linearem  Wege  gefunden. 
Nimmt  man  M^  M^  Jf,  viermal  auf  geraden  Linien  etwa  auf 
99'  9''  9'^'  an,  die  sich  nicht  in  einem  Punkte  schneiden,  so  erhält 
man  vier  gerade  Linien  h  h'h"h"%  die  mit  ihren  zugehörigen  g 
zusammen  vier  zerfallende  Kegelschnitte  der  Mannigfaltigkeit 
i/W,  die  Kegelschnitte  g.h,  g\h\j\  Ä",  g'".  Ä'"  bilden*),  und 
die  Bedingung  dafür ,  dass  KK^R  sich  in  einem  gemeinsamen 
Punkte  schneiden  ist  die,  dass  die  vier  Geraden  hh'h"h'*'  sich  in 
einem  Punkte  schneiden.  Allerdings  kann  der  Fall  eintreten,  dass 
eine  der  Geraden  g  durch  den  Schnittpunkt  P  der  Kegelschnitte 
KK^S^  geht,  und  es  braucht  dann  das  entsprechende  h  nicht 
durch  ihn  zu  gehen.  Dieser  singulare  Fall  darf  ausser  Acht 
gelassen  werden.  Denn  legt  man  g  durch  einen  gegebenen 
Punkt  von  A',  der  nicht  allen  vier  Kegelschnitten  gemein  ist,  und 
ist  ^  der  zweite  Schnittpunkt  von  g  mit  if,  so  müsste  nun,  wenn 


4)  Sind  vier  Kegelschnitte  analytisch  durch  quadratische  Gleichungen 
gegeben,^so  kann  man  die  Grössen  HU  so  bestimmen,  dass  in  IK+Tk 
+  IÄ  +  tÄ  die  quadratischen  Glieder  fortfallen,  man  erhält  so  den  zer- 
fallenden Kegelschnitt  von  M^^\  von  dem  die  unendlich  ferne  Gerade  ein 
Bestandtheil  ist. 
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g  durch  P  gehen  sollte,  If  dreimal  mit  je  fttnf  Punkten  von  KSt& 
ein  Pascal'sches  Sechseck  bilden,  und  es  läge  gewissermassen 
ein  glücklicher  Zufall  vor,  der  sof<M  den  gemeinsamen  Punkt 
der  Kegelschnitte  von  Jtf(')  lieferte.  Dreht  man  die  Gerade  in 
eine  andere  Lage,  so  gelangt  man  cum  allgemeinen  Falle. 

Es  könnte  einfacher  erscheinen,  als  Bedingung  fdr  die  Be- 
rührung von  K  und  K  die  anzugeben,  dass  drei  Geradenpaare 
g.hj  g'.h'j  g".h^  als  zerfallende  Kegelschnitte  des  Netzes  KKR 
einen  gemeinsamen  Punkt  besitzen  müssen,  aliein  diese  Gera- 
denpaare des  Netzes  sind  nicht  linear  construirbar. 

§  2.  Sind  die  Kegelschnitte  KKStSt^  von  denen  die  beiden 
letzten  durch  das  Doppelpolardreieck  der  beiden  ersten  gehen^  von 
einander  linear  unabhängig?  Berühren  sich  die  Kegelschnitte 
nicht,  so  liegen  die  Ecken  P^  P, P,  des  Doppelpolardreiecks  je 
zweimal  mit  zwei  Grundpunkten  des  Büschels  (KK)  in  einer 
Geraden.  P^  P,  P,  aber  gehören  zu  den  Grundpunkten  des  Bü- 
schels ($ß).  Die  Kegelschnitte  KK^S^  liegen  nur  dann  in  einem 
Netze,  und  sind  nur  dann  von  einander  linear  abhängig,  wenn 
die  Büschel  {KK)  {^St)  einen  Kegelschnitt  gemein  haben.  Dieser 
müsstedte  vier  Grundpunkte  von  (KK)  und  die  Punkte  P  zugleich 
enthalten,  also  nothwendig  in  ein  Geradenpaar  zerfallen,  das 
alle  Punkte  Pund  die  Grundpunkte  von  (KK)  enthielte,  was  nicht 
möglich  ist,  weil  P^  P,  P,  von  einander  verschieden  sind  und  ein 
eigentliches  Dreieck  bilden. 

Bertlhren  sich  KK  in  P  und  ist  P  der  neben  P  noch  vor^ 
handene  Doppelpol,  p'  seine  Polare,  p  die  Gerade  PP^^  so  be- 
rühren sich  auch  ft^  in  P  mit  p'  als  Tangente  und  gehen  durch 
P'.  Soll  nun  ein  Kegelschnitt  des  Büschels  (ftS)  dem  Büschel 
(KK)  angehören,  so  kann  es  nur  der  in  das  Geradenpaar^p.p' 
zerfallende  sein,  weil  nur  dieser  P"  enthält  und  zugleich Jir#  in  P 
und  auch  ^^  in  P  berührt.  Da  aber  der  Büschel  [St  9)  ausser 
PP  noch  zwei  Grundpunkte  enthält,  und  diese  nicht  zugleich 
auf  p  liegen  können,  so  gehört  p.p'  dem  Büschel  (Sfß)  nicht  an, 
die  vier  Kegelschnitte  liegen  nicht  in  einem  Netze. 

Es  kommt  aber  ein  Fall  in  Betracht,  in  dem  möglicher  Weise 
die  Kegelschnitte  KK^^  in  einem  Netze  liegen.  Der  Fall  näm- 
lich, dass  die  Kegelschnitte  KK  im  Punkte  P  sich  nicht  blos  be- 
rühren, sondern  sich  aneinander  schmiegen,  d.  h.  eine  Beruh- 
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ruDg  zweiter  Ordnung  miteinander  eingehen.  Alsdann  schrumpft 
das  Doppelpolardreieck  in  einen  Punkt  zusammen,  d.  h.  die 
drei  Ecken  fallen  in  einen  Punkt  P  zusammen,  und  die  Tangente 
p  ist  die  einzige  Doppelpolare.  Die  Gerade  p  bildet  mit  der  P 
und  den  letzten  Schnittpunkt  von  KK  verbindenden  Geraden  s 
das  einzige  im  Bttschel  enthaltene  Geradenpaar.  Denkt  man 
sich  den  Bttschel  durch  die  beiden  Kegelschnitte  K  und  p,s  ge- 
geben und  sucht  man  zu  einer  Geraden  I  den  Kegelschnitt  ^, 
der  die  I  fttr  den  Bttschel  (KK)  conjugirten  Punkte  enthält,  so 
wird  er  durch  zwei  projective  Strahlenbttschel  (g)  (h)  erzeugt. 
Die  Geraden  g  gehen  durch  den  Punkt  P  und  sind  von  den 
Punkten  auf  I  durch  sp  harmonisch  getrennt,  die  Geraden  h 
aber  gehen  durch  den  Pol  H  von  h  fttr  K  und  sind  die  Polaren 
der  Punkte  von  f.  Dem  Schnittpunkte  {p  f)  entspricht  als  Gerade 
g  die  Gerade  p  selbst,  als  Gerade  h  die  Gerade  HP,  Demnach 
ist  p  Tangente  an  ^  in  P,  Dasselbe  gilt  fttr  ^,  und  da  sich  ^$ 
ausser  in  dem  (ff)  conjugirten  Punkte  und  ausser  in  P nicht 
mehr  treffen  können  (jeder  weitere  Schnittpunkt  wttre  ein  wei- 
terer Doppelpol),  so  mttssen  sich  ^jü^  im  Punkte  P  ebenfalls  in 
Schmiegung  befinden.  Die  Kegelschnitte  KK^^  haben  die  ge- 
meinsame Tangente  p,  und  haben  dort  gleichzeitig  zwei  Punkte 
mit  einander  gejnein.  Der  Kegelschnitt  des  Schmiegungsbttschels 
(^St),  der  sich  mit  K  und  also  auch  mit  Kin  P  in  Schmiegung  be- 
findet, konnte  nun  möglicherweise  durch  den  letzten  Schnittpunkt 
von  Kund  K  gehen ,  und  so  im  Bttschel  (KK)  liegen.  Auf  die 
Untersuchung  dieser  Möglichkeit  brauchen  wir  nicht  einzugehen, 
weil  in  diesem  Falle  das  Netz  (KKS:)  zur  Auffindung  des  Schmie- 
gungspunktes  genttgt. 

Sind  Q(/  zwei  Punkte  auf  K,  denen  RR'  bez.  fttr  den 
Bttschel  [KK]  conjugirt  sind,  so  legen  wir  t  durch  RR'.  Der 
Kegelschnitt  $£  trifft  dann  KinQQ'  und  bertthrt  ihn  in  P.  Die 
Gerade  (QQ')  bildet  mit  p  ein  Paar  gemeinsamer  Secanten  fttr 
AT  und  J£  und  p  wird  daher  nach  weiter  oben  gegebener  Methode 
leicht  gefunden.  Die  Polare  eines  Punktes  auf  ihr  in  Bezug  auf 
K  oder  ^  liefert  P  linear  i). 

Gehen  aber  die  beiden  Kegelschnitte  in  einem  Punkte  P 


4}  Dass  zwei  SchmieguDgsbüschel  mit  demselben  Schmiegungspunkte 
und  derselben   Schmiegungstangente  sowohl   von  einander  linear  an- 
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Schmiegnng  roiteinander  ein^so  sind  entweder  in  M^*^(KKStSi) 
die  Kegelschnitte  KK^St  voneinander  linear  nnabhSngig  und 
die  oben  beschriebene  Methode  liefert  xwar  nicht  unmittelbar 
den  Punkt  P,  wohl  aber  die  Tangente  p.  Denn  da  die  vier  Kegel- 
schnitte in  P  zwei  Punkte  mit  einander  gemein  haben,  so  moss 
jedes  in  3/(')  als  Kegelschnitt  enthaltene  Geradenpaar  p  als 
einen  seiner  Bestandtheile  enthalten.  Suchen  wir  also  nach  der 
oben  beschriebenen  Methode  zu  vier  Geraden  gg'  g''g'"  die  su 
ihnen  gehörenden  Ergänzungen  hh'h"h"'^  die  mit  ihnen  bez. 
einen  zerfallenden  Kegelschnitt  in  if^')  bilden,  so  müssen 
hh'h"h!"  zusammenfallen,  und  dies  ist  das  Kriterium  fttr  das 
Yoriiandensein  eines  Schmiegungspunktes,  den  man  nun  selbst 
mittelst  der  Polare  eines  Punktes  von  p  für  A' linear  findet  Oder 
die  Kegelschnitte  KK^St  liegen  in  einem  Netze.  Dies  wird  da- 
durch festgestellt,  dass  die  beiden  Büschel  [KK)  und  (§tSt)  einen 
Kegelschnitt  gemein  haben,  was  auf  linearem  Wege  erkannt 
wird.  Dies  bedeutet  dann  das  Vorhandensein  eines  Schmie- 
gungspunktes,  der  nuQ  mit  Hülfe  des  Netzes  {KKS)  in  oben  be- 
schriebener Weise  gefunden  wird. 

Berühren  sich  die  Kegelschnitte  AT  AT  in  zwei  Punkten,  so 
ist  wieder  ein  eigentliches  Doppelpolardreieck  vorhanden.  Denkt 
man  sich  den  Büschel  durch  die  beiden  Kegelschnitte  bestimmt, 
von  denen  der  eine  aus  den  beiden  Tangenten  in  den  Berüh- 
rungspunkten, der  andere  aus  der  Verbindungslinie  der  Berüh- 
rungspunkte doppelt  gezählt  besteht,  so  findet  man,  dass  der  t 
für  {KK)  conjugirte  Kegelschnitt  in  ein  Geradenpaar  zerteilt, 
dessen  eine  Gerade  die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte 
ist.  Man  erkennt  demnach  das  Vorhandensein  zweierBerührungs- 
punkte,  aber  die  Gonstruction  derselben  ist  quadratisch,  nur 
ihre  Verbindungslinie  wird  linear  gefunden.  —  Der  Fall  endlich, 
in  dem  die  beiden  Kegelschnitte  KK  sich  an  einer  Stelle  vier- 


abhäDgig  als  auch  abhängig  sein  können,  soll  algebraisch  dargelegt  wer- 
den. —  Die  beiden  Büschel  seien 

^*  +  5^  3/  iy-  2^)  +  f^y{e'x  +  ry)  =  0, 

worin  Xfi  die  Büschelparameter  sind.  Die  beiden  Büschel  enthalten  nur 
dann  einen  gemeinsamen  Kegelschnitt,  sind  also  dann  und  nur  dann  von 
einander  linear  abhängig,  wenn  der  Coefflcient  von  y  in  ihnen  gleich  ist, 
also  wenn  ad=sc*  ist. 
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punktig  berühren,  macht  sich  wie  der  vorige  kenntlich,  indem 
den  Punkten  jeder  Geraden  f  für  (KK)  die  Punkte  einer  Geraden, 
der  gemeinsamen  Tangente  p,  conjugirt  sind.  Der  Punkt  P  wird 
hier  linear  gefunden  durch  die  Polare  eines  Punktes  von  p  für  K. 
Die  zweite  Gerade,  die  neben  p  die  t  conjugirten  Punkte  enthüllt, 
ist  die  Polare  von  (Ip),  geht  also  durch  P. 

§  3.  Wann  hat  eine  durch  neun  Punkte  gegebene  Curve 
dritter  Ordnung  C(')  einen  Doppelpunkt?  Der  Wurf  der  von 
einem  Punkte  der  Gurve  C^')  an  sie  gezogenen  Tangenten  ist  für 
alle  ihre  Punkte  derselbe ;  hat  die  Curve  einen  Doppelpunkt,  so 
giebt  es  nur  zwei  Tangenten,  und  eine  durch  den  Doppelpunkt 
gehende  Gerade,  die  man  als  (doppelt  zu  zählende)  Pseudotan- 
gente  bezeichnen  kann.  Giebt  es  also  irgend  einen  Punkt,  von 
dem  aus  nur  drei  Tangenten  an  die  Curve  vorhanden  sind,  so 
muss  eine  davon  eine  Pseudotangente  sein,  die  Gurve  muss  einen 
Doppelpunkt  haben.  Dass  die  Wendetangente,  wenn  der  Punkt 
ein  Wendepunkt  ist,  mitzuzahlen  ist,  versteht  sich  von  selbst. 
Giebt  es  nur  zwei  Tangenten,  von  denen  die  eine  Pseudotangente 
ist,  so  muss  die  Gurve  einen  Rückkehrpunkt  haben. 

Es  seien  N^N^N^..N^  die  gegebenen  Punkte.  Wir  con- 
struiren  zu  N^N^N^N^  den  gegenüberliegenden  Punkt  auf  CC^). 
Dass  dieser  linear  gefunden  wird,  ist  bekannt,  er  werde  mit 
^i«s4  bezeichnet.  Die  Curve  C(')  wird  punktweise  construirt 
durch  einen  Eegelschnittbüschel  {N^N^N^N^)  und  einen  ihm 
projectiven  Strahlenbüschel  (iV^,,«).  Zieht  man  von  iVf,,^  an 
die  Kegelschnitte  des  Büschels  (N^N^N^N^)  Tangenten,  so  liegen 
die  Berührungspunkte  auch  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung 
r('),  die  durch  N^  N^ iV,  iV^  iV^ , ,  ^  und  den  N^^^^  für  den  Büschel 
(N^N^N^N^)  conjugirten  Punkt  N\^^^  hindurch  geht.  Denn  die 
Polaren  von  iV«,,«  für  die  Kegelschnitte  des  Büschels  bilden 
einen  Strahlenbüschel  (iV/,,  J  durch  iV/,,^,  und  es  ist 

Die  Schnittpunkte  der  Polaren  mit  den  entsprechenden  Kegel- 
schnitten sind  die  Punkte  von  F^^X  Einer  der  Kegelschnitte 
geht  durch  iV^,,«,  die  dort  an  ihn  gezogene  Tangente  berührt 
ihn  in  iV^,,^,  so  dass  dieser  Punkt  mit  zur  Gurve  r(')  gehört. 
Ausserdem  schneiden  sich  C(')  F(')  allgemein  zu  reden  noch  in 
vier  Punkten,  sie  sind  die  Berührungspunkte  der  von  A^i  ,34  an 
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C(')  gezogenen  Tangenten.  Giebt  es  deren  nur  drei^  und  be- 
rtthrt  rO)  nicht  CW  in  iV^,,^,  in  welchem  Falle  dieser  Punkt 
ein  Wendepunkt  ist,  so  hat  C(')  einen  Doppelpunkt,  und  einer 
der  Schnittpunkte  ist  der  Doppelpunkt. 

Die  Schnittpunkte  von  r(0  und  C(0  findet  man  als  die 
Schnittpunkte  eines  Kegelschnittes  mit  r('\  der  schon  die  bei- 
den Punkte  iVf  ,,4  ^i«s4  ^^^  ^^'^  gemein  hat.   Es  ist  nttmlich 

und  es  besteht  also  zwischen  den  beiden  StrahlenbUscheln  eine 
projective  Beziehung 

sie  erzeugen  einen  Kegelschnitt  K  durch  die  Punkte  ^«ts« 
iV;„^  auf  r(').  Die  weiteren  vier  Punkte,  die  Ä  mit  F^  ge- 
mein  hat,  liegen  zugleich  auf  C('),  weil  die  von  iV,,,^  nach 
ihnen  gehenden  Strahlen  und  die  durch  sie  gehenden  Kegel- 
schnitte des  Büschels  {N^N^N^N^)  in  der  C^')  erzeugenden  Pro- 
jectivitat 

einander  zugeordnet  sind,  sie  berühren  dort  ihre  entsprechen- 
den Kegelschnitte.  K  ist  die  harmonische  Polare  des  Punktes 
^it9  4  f^^  ^^'^  ^^^  berührt  deshalb  diese  Gurve  iniVf^^^ySo 
dass  der  Kegelschnitt  A'  die  Gurve  C('^  ebenfalls  sechsmal,  näm- 
lich doppelt  in  iV, ,,  ^  trifft.  Beliebig  viele  Punkte  von  K  werden 
linear  gefunden. 

Es  seien  N,  =  iV,„,,  N,  =  N,,  N,  =  A^,  N,  =  A^ 
A^5  ^  A^^,  ATß,  iV,,  Ag,  N^  neun  Punkte  von  T^'),  von  denen 
die  fünf  ersten,  die  schon  vorhin  benutzt  wurden,  zugleich  auf 
C(')  liegende  Punkte  sind.  Der  N^N^N^N^  auf  C(*>  gegenüber- 
liegende Punkt  sei  N^^^^,  der  ihnen  auf  r(')  gegenüberliegende 
Punkt  sei  N^,,^.  T^*)  wird  durch  die  Projectivität  zwischen 
Kegelschnittbüschel  und  Strahlenbüschel 

C'»)  durch  die  Projectivität 

(iv;Jv.iv,Jv.)ÄW».) 

erzeugt,  woraus  folgt,  dass  die  Strahlenbüschel 

W.,4)Ä(N.»J 
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einander  projectiv  sageordnet  sind^  und  also  einen  Kegelschnitt 
K  erzeugen,  von  dem  man  beliebig  viele  Punkte  linear  construi- 
ren  kann.  Dieser  Kegelschnitt  geht  durch  die  vier  C(')  und  JT^') 
neben  iV^,,^  N^N^N^^\  gemeinsamen  Punkte.  AT  und  Ä^  be- 
stimmen durch  ihre  Schnittpunkte  die  vier  Tangenspunkte  des 
Punktes  N^^^\  auf  der  Curve  C(»). 

Um  zu  entscheiden,  ob  eine  durch  neun  Punkte  gegebene 
Curve  dritter  Ordnung  C('>  einen  Doppelpunkt  besitzt,  hat  man 
in  der  eben  beschriebenen  Weise  von  zwei  Kegelschnitten  KK 
je  fünf  Punkte  linear  zu  construiren,  berühren  sich  diese 
Kegelschnitte,  so  giebt  es  von  einem  Punkte  der  Curve  C(')  nur 
drei  Tangenten  an  sie,  die  Curve  hat  einen  Doppelpunkt. 

§  4.  Der  Doppelpunkt  ist  linear  construirbar.  Schneidet 
A'  den  Kegelschnitt  K  in  vier  Punkten,  so  hat  jeder  dieser  Kegel- 
schnitte in  jedem  von  iV^,,^  verschiedenen  Schnittpunkte  mit 
C(')  einen  Punkt  mit  dieser  Curve  gemein.  Fallen  zwei  der 
Schnittpunkte  von  K  und  K  zusammen ,  so  müssen  diese  Kegel- 
schnitte dort  zwei  Punkte  mit  C(')  gemein  haben,  der  Berüh- 
rungspunkt von  K  und  A^  muss  mithin  der  Doppelpunkt  von  C('^ 
sein.  Demnach  ist  der  Schnittpunkt  der  vier  Geraden  h  des  §  1 
der  Doppelpunkt,  und  wird  folglich  linear  gefunden.  Es  er- 
scheint bemerkenswerth ,  dass  der  Berührungspunkt  zweier 
durch  je  fünf  Punkte  gegebenen  Kegelschnitte,  wenn  man  sein 
Vorhandensein  im  voraus  weiss,  nach  der  Methode  des  §  i 
linear  gefunden  wird.  Es  stimmt  das  mit  der  algebraischen 
Thatsache  überein,  dass  von  einer  Gleichung,  die  eine  (und  nur 
eine)  doppelte  Wurzel  hat,  diese  doppelte  Wurzel  linear  gefun- 
den wird.  Mit  denselben  Mitteln  findet  man  linear  den  Berüh- 
rungspunkt einer  Geraden  g  mit  einer  Curve  dritter  Ordnung, 
wenn  man  weiss,  dass  sie  Tangente  ist.  Denn  der  Kegelschnitt- 
büschel und  der  ihm  projective  Strahlenbüschel,  die  die  Curve 
erzeugen,  bestimmen  auf  ihr  eine  Involution  und  eine  dieser 
projective  Punktreihe.  Die  sich  selbst  entsprechenden  Elemente 
dieser  Projectivitat,  also  die  Schnittpunkte  der  Curve  dritter 
Ordnung  mit  der  Geraden,  findet  man  nach  vorausgegangener 
Projection  der  auf  g  liegenden  Projectivitflt  auf  einen  Kegel- 
schnitt r  als  die  drei  Schnittpunkte  eines  Kegelschnittes  ^,  der 
mit  r  einen  gegebenen  Punkt  (der  keinen  sich  selbst  ent- 
sprechenden Punkt  liefert)  gemein  hat.   Berühren  sich  F  und  .^, 
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so  ist  g  Tangente,  und  da  der  Berührungspunkt  von  FJ  linear 
gefunden  wird,  so  wird  auch  der  Berührungspunkt  von  g  mit  der 
Gurve  dritter  Ordnung  linear  gefunden.  Ebenso  findet  man  den 
Berührungspunkt  eines  Kegelschnittes  F  mit  einer  Gurve  dritter 
Ordnung  C('),  wenn  zwei  Schnittpunkte  AB  bekannt  sind,  und 
wenn  man  weiss ,  dass  sich  F  und  C(')  berühren.  Denn  man 
kann  C(')  durch  einen  Kegelschnittbüschel,  der  AB  zu  Grund- 
punkten hat,  und  einen  ihm  projectiven  Strahlenbüschel  er- 
zeugen. Sie  bestimmen  auf  F  zwei  einander  projective  In- 
volutionen. Diese  Involutionen  erzeugen  durch  Verbindung 
ihrer  Paare  zwei  projective  Strahlenbüschel,  deren  Träger  die 
Involutionscentren  sind,  und  diese  erzeugen  einen  Kegelschnitt^, 
dessen  Schnittpunkte  mit  F  die  sich  selbst  entsprechenden  Ele- 
mente der  beiden  projectiven  Involutionen  und  also  die  Schnitt- 
punkte von  F  mit  C(')  sind.  Berührt  F  die  Gurve  C('),  so  müssen 
sich  dort  auch  J  und  F  berühren,  und  wenn  die  Berührung  im 
voraus  feststeht,  so  findet  man  den  Berührungspunkt  mit  den 
hier  gegebenen  Mitteln  linear. 

Berühren  sich  K  und  K  in  einem  Punkte  doppelt,  findet 
Schmiegung  statt,  so  giebt  §  2  dafür  ein  lineares  Kriterium  und 
die  lineare  Construction  des  Schmiegungspunktes.  Hier  würde 
es  sich  vom  algebraischen  Standpunkte  aus  um  die  Auffindung 
einer  dreifachen  Wurzel  handein. 

Berühren  sich  die  Kegelschnitte  K  und  A'  in  zwei  verschie- 
denen Punkten,  so  gehen  die  Geraden  h  des  §  4  sSimmtlich  durch 
die  beiden  Berührungspunkte,  oder  vielmehr  der  Kegelschnitt, 
welcher  die  einer  Geraden  I  für  K  und  K  conjugirten  Punkte 
enthält,  zerfällt  in  ein  Paar  gerader  Linien,  von  denen  die  eine 
die  Verbindungslinie  der  beiden  Berührungspunkte  ist.  Die 
Gurve  hat  dann  zwei  Doppelpunkte  und  zerfällt  in  einen  Kegel- 
schnitt und  eine  Gerade.  Die  Auffindung  dieser  Punkte  ist  n  icht 
linear,  wohl  aber  das  Kriterium  für  das  Vorhandensein  der- 
selben, es  besteht  einfach  in  Folgendem.  Von  den  neun  ge- 
gebenen Punkten  müssen  entweder  sechs  auf  einem  Kegelschnitt 
und  drei  auf  einer  Geraden  liegen,  oder  es  müssen  vier  auf 
einer  Geraden,  oder  sieben  auf  einem  Kegelschnitte  liegen. 

Gehen  K  und  K  eine  Berührung  dritter  Ordnung  mit  ein- 
ander ein,  so  besitzt  die  Gurve  einen  dreifachen  Punkt,  zerfällt 
also  in  drei  sich  in  einem  Punkte  schneidende  gerade  Linien, 
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die  neun  gegebenen  Punkte  müssen  auf  drei  solchen  Geraden 
liegen.  Liegen  aber  die  neun  Punkte  in  drei  Geraden,  die  sich 
nicht  in  einem  Punkt  schneiden,  so  bat  C(')  drei  Doppelpunkte, 
zerfällt  in  diese  drei  Geraden.  Die  Gonstruction  dieser  Gurven 
fällt  nicht  unter  die  allgemeinen  Regeln,  man  braucht  aber  auf 
diesen  Fall  als  einen  trivialen  nicht  weiter  einzugehen. 

So  ist  es  nun  durch  lineare  Gonstructionen  möglich,  die 
Existenz  eines  Doppelpunktes  einer  durch  neun  Punkte  ge- 
gebenen Curve  dritter  Ordnung  zu  ermitteln,  und  wenn  er  vor- 
handen ist,  ihn  linear  zu  construiren.  Das  Verfahren  ist  aller- 
dings ein  langwieriges,  dtlrfte  vielleicht  noch  manche  Verein- 
fachungen zulassen,  was  zu  untersuchen  ich  Ändern  überlassen 
will.  Fragt  man  aber,  wie  auf  algebraischem  Wege  das  Vor- 
handensein eines  Doppelpunktes  zu  constatiren  ist,  so  erhält 
man  als  Antwort  das  Verschwinden  einer  gewissen  Invariante, 
die  völlig  auszuschreiben  einen  nicht  unerheblichen  Raum  er- 
fordert. Sie  hängt  mit  dem  Doppelverhältniss  der  vier  Tangenten 
von  einem  Punkte  der  Gurve  an  dieselbe  zusammen.  Werden 
aber  die  Goefficienten  der  Gurvengleichung  durch  die  Goordina- 
ten  von  neun  gegebenen  Punkten  ausgedrückt,  so  treten  Gom- 
plicationen  auf,  deren  Entwirrung  einen  äusserst  geschickten 
Rechner  voraussetzen  dürfte. 

§  5.  Lineare  Bestimmung  eines  Kegelschnittes  durch  einen 
Punktj  wenn  der  Kegelschnitt  einem  Büschel  angehören  soll^  der 
4urch  zwei  punktweise  gegebene  Kegelschnitte  K  und  K  bestimmt 
ist.  Diese  Aufgabe  ist  aus  der  Lehre  von  den  Ereisbüscheln 
sehr  bekannt,  pQegt  aber  dort  mit  Benutzung  des  Zirkels  gelöst 
zu  werden,  obschon  dabei  noch  die  Erleichterung  eintritt,  dass 
eine  gemeinsame  Secante,  nämlich  die  unendlich  ferne  Gerade, 
unmittelbar  gegeben  ist. 

Wir  legen  durch  den  gegebenen  Punkt  3/  eine  Gerade  g. 
Auf  ihr  bestimmen  die  für  K  und  die  für  K  conjugirten  Punkte 
zwei  Involutionen,  von  denen  man  linear  je  zwei  Paare  auf- 
finden kann.  Projicirt  man  die  beiden  Involutionen  von  zwei 
Punkten  AB  aus,  so  erhält  man  zwei  Kegelschnitte  ^^,  von 
denen  eine  gemeinsame  Sehne  (AB)  ^  s  unmittelbar  bekannt 
ist.  Verbindet  man  zwei  Punkte  CC  der  Kegelschnitte  ftj{  durch 
eine  Gerade  h,  so  findet  man  die  weiteren  Schnittpunkte  von  h 
mit  ß  und  j£  etwa  D  und  5  linear.   Die  Gerade  h  treffe  s  in  E, 
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und  F  werde  durch  die  Involution  CC .  DD  .  EF,  von  der  fOnf 
Punkte  gegeben  sind,  bestimmt.  F  ist  einj'unkt  der  Geraden  s'^ 
der  Doppelsehne  s'  der  Kegelschnitte  jtif,  die  mit  s  zusammen 
ein  Paar  bildet.  Eine  zweite  Gerade  h  liefert  einen  weitem 
Punkt  von  s\  diese  Gerade  wird  also  linear  gefunden.  Die  In- 
volution, die  der  Büschel  {KK)  auf  g  bestimmt,  ist  identisch  mit 
der,  welche  der  Büschel  (^^j  auf  ihr  bestimmt,  weil  diese  In- 
volutionen zwei  Paare,  die  Schnittpunkte  von  K  und  K  und  die 
Schnittpunkte  von  ^  und  R  mit  g  gemein  haben.  Wird  nun  die 
Gerade  g  durch  einen  Punkt  C  von  K  gelegt,  so  ist  auch  der 
zweite  Schnittpunkt  D  von  g  und  if  linear  bestimmt,  C  und  D 
sind  zugleich  die  Schnittpunkte  von  g  mit  ^.  Der  Punkt  N  der 
Involution  CD  .  (^5)  {gs') .  MN,  von  der  fünf  Punkte  linear  be- 
kannt sind,  ist  ein  Punkt  des  gesuchten  Regelschnittes  nach  dem 
charakteristischen  Satze  bei  Kegelschnittbüscheln.  Indem  man 
nun  g  variirt,  findet  man  beliebig  viele  Punkte  dieses  Kegel- 
schnittes linear. 


§  6.  Neue  Definition  der  Involution  dritter  Ordnung,  Liegen 
zwei  eineindeutig  projective  Elementenreihen  auf  demselben 
Träger,  und  giebt  es  ein  involutorisches  Paar,  entspricht  also 
dem  Elemente  A  der  ersten  Reihe  das  Element  B  der  zweiten, 
und  entspricht  B  als  Element  der  ersten  Reihe  dem  Elemente  A 
als  Element  der  zweiten  Reihe,  so  sind  alle  Paare  in  Involution, 
die  Projectivität  ist  eine  Involution  zweiter  Ordnung. 

In  ganz  ahnlicher  Weise  lässt  sich  die  Involution  dritter 
Ordnung  definiren  aus  einer  coUocalen  zweizweideutigen  Pro- 
jectivitfit,  worauf  übrigens  schon  Wbyr  in  seinen  Beitrügen  zur 
Gurvenlehre  (Wien  4  880]  hingewiesen  hat,  jedoch  unter  Anwen- 
dung algebraischer  Hülfsmittel. 

Sind  die  coUocalen  Elementenreihen  (A)  (B)  einander  zwei-- 
zweideutig  projectiv  zugeordnet^  und  entsprechen  dem  Elemente  A 
der  ersten  Reihe  die  Elemente  BC  der  zweiten^  entsprechen  B  als 
Element  der  ersten  Reihe  die  Elemente  CA  als  Elemente  der  zweiten 
Reihe^  und  entsprechen  dem  Elemente  C  als  Element  der  ersten 
Reihe  AB  als  Elemente  der  zweiten  Keifte,  mit  andern  Worten^ 
sind  ABC  ein  involutorisches  Tripel  der  zweizweideutigen  Pro- 
jectivitätj  so  bilden  die  einem  beliebigen  Elemente  A^  der  ersten 
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Reihe  entsprechenden  Elemente  B^  C^  der  zweiten  zitsammen  eben- 
falU  ein  invobUiyrisches  Tripel.  Die  Tripel  [ABC)  bilden  eine 
cvbüche  Involution. 

Nach  meinen  Untersuchungen  ttber  zweizweideutige  pro* 
jeotive  Verwandtschaften  im  Bande  XXI  der  Abhandlungen  der 
König].  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  (auf  Seite  472) 
giebt  es  in  einer  zweizweideutigen  Projectivitflt  nur  zwei  in- 
volutorische  Paare,  oder  alle  Paare  liegen  involutorisch.  Da  nun 
bei  Annahme  eines  involutorischen  Tripels  ABC 

AB,  BC,  CA 

drei  involutorische  Paare  sind,  so  sind  alle  Paare  der  Ver- 
wandtschaft 

{A)  A  {B) 

involutorisch,  die  Verwandtschaft  ist  eine  symmetrische.  Nimmt 
man  die  Projectivität  {A)  ]^  [B)  als  auf  einem  Kegelschnitte  ^ 
liegende  Punktreihen  an,  so  stützen  sich  die  Verbindungslinien 
entsprechenden  Paare  (§19  meiner  citirten  Abhandlung)  auf 
einen  Kegelschnitt  F  und  umgekehrt  bestimmen  die  Tangenten 
desselben  die  Paare  der  Verwandtschaft.  Giebt  es  ein  involu- 
torisches  Tripel  ABC,  so  bilden  die  Geraden  [AB],  (BC),  {CA) 
ein  R  eingeschriebenes  Dreiseit,  das  F  umschrieben  ist.  Nach 
einem  bekannten  Satze  erhält  man  wieder  ein  j£  eingeschrie- 
benes Dreieck,  wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  A^  auf 
j£  an  r  eine  Tangente  zieht,  die  ^  in  Bj  trifift,  von  B^  eine  wei- 
tere Tangente  an  F,  die  Ä  in  C^  trifft.  Die  von  C^  gezogene 
Tangente  geht  durch  A^.  Daraus  folgt,  dass  in  der  Verwandt- 
schaft (>1)  ^  (B]  alle  Tripel  involutorisch  liegen,  dass  sie  in 
diesen  Tripeln  eine  Involution  dritter  Ordnung  erzeugt. 

Nimmt  man  auf  $£  zwei  Tripel  ABC,  A^B^C^  willkürlich  an, 
so  berühren  die  Geraden  {AB)  {BC){CA)  {A^B,)  (Ä,CJ  {C^A,) 
einen  und  denselben  bestimmten  Kegelschnitt  F,  dessen  Tan- 
genten auf  S  eine  zweizweideutige  projective  Verwandtschaft  er- 
zeugen, in  der  ABC j  A^B^  C^  involutorische  Tripel  sind.  Daraus 
folgt  der  Satz: 
Durch  zwei  Tripel  ist  eine  Involution  dritter  Ordnung  bestimmt. 

Correctur.  In  diesen  Berichten  Jahrgang  4  895  lies  auf  S.  369  letzte 
Zeile  4>.!F8t.  ^,  ^T,  auf  S.  874  Zeile  3  lies  projectiv  st.  perspectiv  und 
folgt  St.  erfolgt. 
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§  7.  Uebereinstimmung  der  neuen  Definition  mü  den  S(m$i 
üblichen.  Herr  Milinowski  definirt  die  cubische  Involution  auf 
einem  Eegeiscbnitte  ß  durch  die  drei  weiteren  Schnittpunkte 
desselben  mit  den  Regeischnitten  K  eines  Büschels  K^K^J  von 
dem  ein  Grundpunkt  X  auf  ^  liegt.  Sind  LMY  die  weitem 
Grundpunkte  des  Bttschels  (A*,  A",)  und  sind  diese  reale  Punkte, 
so  erweist  man  leicht  den  Sata,  dass  die  Punkttripel  ABC,  die 
K  auf  9  (neben  X)  bestimmt,  Dreiecke  bilden,  deren  Seiten  einen 
und  denselben  Kegelschnitt  F  berttbren.  —  Das  Geradenpaar 
{XA) .  [BC)  ist  ein  Kegelschnitt  des  Bttschels  [KS)j  und  wenn  St 
die  Gerade  {LM)  in  den  Punkten  UV,  wenn  (XA) .  (BC)  dieselbe 
Gerade  in  RS  treffen,  so  sind  die  sechs  Punkte  LM.  UV.  RS  in 
Involution.  Geht  A'  in  A"  A^' . . .  Kegelschnitte  des  Bttschels  (K^  h\) 
ttber,  so  treffen  alle  diese  Kegelschnitte  die  Gerade  [LM)  in  L 
und  M.  RS  gehen  dabei  in  R'S',  Ä"S", ..  ttber.  Die  Involutionen 
LM.UV.R'S',  LM.  l/F.iT'S",..  haben  zwei  Paare  gemein, 
gehören  also  einer  und  derselben  Involution 

LM.  UV.RS.R'S'  .R"S^'.. 
an  und  es  ist  folglich 

Die  Strahlen  (jBC)  bestimmen  auf(LJIf)  and  in  gleicher  Weise 
auf  (YL)  dem  Bttschel  X{AA'A'\.)  also  unter  sich  projective 
Punktreihen,  und  sttttzen  sich  daher  auf  einen  Regelschnitt,  den 
auch  (LM)  (MY)  (YL)  bertthren.  Lässt  man  A  auf  B  und  C 
fallen,  so  folgt,  dass  auch  (AC)  und  (AB)  denselben  Regelschnitt 
bertthren. 

Diese  Schlussweise  wird  hinfällig,  wenn  LM  aggregirt 
ideale  Punkte  sind,  so  dass  zwar  (LM)  eine  reale,  (YL)  (YM)  aber 
ideale  Geraden  sind.    Dann  muss  man  etwas  weiter  ausholen. 

Die  Regelschnitte  A^  AT^ft  bestimmen  ein  Netz.  Von  allen 
Geradenpaaren  x.y  dieses  Netzes  geht  der  eine  Bestandtheil, 
die  Gerade  x,  durch  X.  Ist  x  gegeben,  so  ist  y  dadurch  ein- 
deutig bestimmt.  Jedes  in  einem  Bttschel  des  Netzes  enthaltene 
Geradenpaar  gehört  dem  Netze  an.  (XA) .  (BC)  ist  ein  Geraden- 
paar des  Bttschels  (K^),  also  des  Netzes  (K^K^S).  Yariirt  man 
A",  so  erhält  man  alle  Geradenpaare  des  Netzes.  Es  handelt  sich 
also  darum  nachzuweisen,  dass  der  Bestandtheil  y  der  dem 
Netze  (AT^AT^ft)  angehörenden  Geradenpaare  o; .  y  sich  auf  einen 
Regelschnitt  T  sttttzt.  —  Um  sämmtliche  Geradenpaare  des 
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Netzes  zu  finden,  ist  es  nicht  nttthig  das  Netz  gerade  durch 
K^K^9  zu  definiren,  sondern  man  kann  dazu  drei  beliebige 
andere  nicht  in  einem  Büschel  liegende  Kegelschnitte  des  Netzes 
wählen.  Dazu  nehmen  wir  zwei  reale  Geradenpaare  iJ\.y^J  oc^-y^ 
und  den  Kegelschnitt  S,  so  dass  das  Netz  mit 

bezeichnet  werden  kann.  Da  sich  x^  ,y^j  ic, .  y,  ausser  in  X 
noch  in  drei  realen  Punkten  schneiden,  so  folgt  auf  die  oben 
auseinandergesetzte  Weise,  dass  sich  die  Geraden  y  auf  einen 
Kegelschnitt  F  stützen ,  womit  der  Satz  allgemein  erwiesen  ist. 

Die  durch  den  Kegelschnittbüschel  (K^  K^)  auf  St  bestimmten 
Tripiel  haben  die  Eigenschaft  Dreiecke  zu  bilden,  deren  Seiten 
einen  und  denselben  Kegelschnitt  F  berühren.  Daraus  ergiebt 
sich ,  dass  (/1)  ^  [B]  ist,  und  dass  die  einem  Elemente  A  ent- 
sprechenden Elemente  BC  ein  involutorisches  Tripel  bilden. 

Umgekehrt  kann  man  durch  zwei  Tripel  A^B^C^,  A^B^C^ 
und  den  Punkt  X  auf  ^  zwei  Kegelschnitte  K^  K^  legen,  dessen 
Individuen  auf  ^  Dreiecke  bestimmen,  deren  Seiten  einen  Kegel- 
schnitt umhüllen.  Es  ist  klar,  dass  dieser  Kegelschnitt  derselbe 
sein  muss  als  der,  den  die  Verwandtschaft  [A]  ü  {B)  auf  Ä  be- 
stimmt. —  Damit  ist  die  Uebereinstimmung  dieser  Definitionen 
erwiesen. 

Herr  Köttbr  definirt  die  cubische  Involution  in  folgender 
Weise.  — Wird  die  (quadratische)  Involution  UV.  U^U[.  U^Ui,., 
der  Reihe  nach  den  ihr  coUocalen  Reihen 

0WWWW"..,   owwwiw;..,   oww^wiw;,,, 

projectiv  gesetzt,  so  giebt  es  in  jeder  dieser  Projectivitäten  ein 
Tripel  sich  selbst  entsprechender  Elemente  (Doppelelemente) 
ABC,  A^B^C^J  A^B^C^,  ..,  diese  Tripel  bilden  eine  cubische 
Involution. 

Denken  wir  alle  in  Frage  stehenden  Elemente  als  Punkte 
einer  Geraden  g,  und  projiciren  die  Involution  UU\  U^U[. . . 
durch  ein  Strahlenbüschel  uu!  .  u^u\ .  u^u'^  . .  von  einem  Punkte 
M  aus,  und  die  Projectivitäten  (D^FTTW. .,  OWW,W[.,,.. 
durch  Strahlenbüschel  q>\pww' ,  (p\pu)^w[, .  ,  , ,  von  einem 
Punkte  iV  aus,  so  erzeugen  die  Projectivitäten 

uv!  .  ii|  u[  .  w,u,' . .     7\  (pxfjww'u)" . . 
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einen  Büschel  von  Gurven  dritter  Ordnung,  die  in  M  einen  Dop- 
pelpunkt haben,  und  noch  durch  die  festen  Punkte  N{ipu]  (g>t/) 
(^pu^)  (t^u/)  gehen.  Die  Schnittpunkte  dieser  Gurven  mit  g  geben 
die  Tripel  der  KöTTBa'schen  Definition.  Sie  sind  den  Gurven 
und  also  ww^w^. .  projectiv  zugeordnet.  Bilden  wir  das  ganze 
System  durch  eine  STBu«BR'sche  Verwandtschaft  ab,  in  der 
MN(q>u)  Hauptpunkte  sind,  so  bildet  sich  g  auf  einen  Kegel- 
schnitt ji  durch  ifiV  (9)1/)  ab,  und  die  Gurven  dritter  Ordnung 
bilden  sich  auf  einen  Kegelschnittbtlschel  ab,  von  dem  M  und 
die  {g)u')  (i//mJ  (ipul)  in  der  SrBiNBR'schen  Verwandtschaft  enW 
sprechenden  Punkte  die  Grundpunkte  sind.  Den  Schnittpunkten 
der  Gurven  dritter  Ordnung  mit  g  entsprechen  die  Schnittpunkte 
des  Regelschnittbtlschels  mit  k.  Von  diesen  Tripeln  haben  wir 
erwiesen,  dass  sie  Tripel  einer  durch  eine  zweizweideutige  Ver- 
wandtschaft definirten  Involution  sind.  Sie  sind  den  KöTna- 
sehen  Tripeln  auf  g  projectiv  zugeordnet  und  mithin  bilden  auch 
diese  Tripel  eine  wie  hier  definirte  Involution. 

Einfacher  gelangt  man  zu  diesem  Resultate,  wenn  man 
Uir.  U,U[.,.,  OWWW\.,  oyW.W^;..,..  auf  einem  Kegel- 
schnitte ^  annimmt,  die  Involution  vom  Involutionscentrum  P 
durch  Strahlen  pp'p" . . ,  die  Reihen  OWWW ..,  OWW,W[,.,., 
von  einem  Punkt  X  auf  ^  aus  durch  Strahlen  ^t/;t/;t<;' . ., 
(pxf)w^w[ ,  .^ , ,  projicirt.   Dann  erzeugen  die  Projectivitäten 

pp'p' •  •  Ä  y V^*^'  •  • 


einen  Kegelschnittbüschel  mit  den  Grundpunkten  XP{pqi)  (p'g>'), 
dessen  Individuen  der  Reihe  ^ow^w^..  projectiv  zugeordnet 
sind.  Die  Schnittpunkte  eines  solchen  Regelschnittes  mit  $  sind 
die  Goinoidenzen  entsprechender  Elemente  der  Projectivitäten 
UU\  U,Ul . , ,  J^  0WWW , . , . . ,  sind  also KöTTBa'sche Tripel. 
Die  Tripel  liegen  den  Kegelschnitten  des  Büschels  (XP(g>p)  [il^p')) 
perspectiv,  und  sind  deshalb  den  Punkten  WW^W^. .  projectiv 
zugeordnet. 

§  8.  Lineare  Construction  eines  dreifachen  Elementes  einer 
cubischen  Involution,  Von  den  Punkten  A  des  Kegelschnittes  Jl 
giebt  es  im  Allgemeinen  zwei  Tangenten  an  den  Kegelschnitt  T, 
sie  bestimmen  auf  ^  die  Punkte  CB  des  Tripels  der  durch  F 
bestimmten  cubischen  Involution  auf  ^.  Von  den  Schnittpunkten 
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der  Kegelschnitte  (^F)  giebt  es  aber  nur  eine  Tangente  an  F, 
sie  bestimmen  die  Doppelelemente  der  cubischen  Involution, 
deren  es  demnach  vier  giebt.  Berühren  sich  aber  die  Kegel- 
schnitte ft  und  r,  so  berührt  die  Tangente,  die  von  diesen  Punkte 
an  r  gezogen  wird,  eben  dort  zugleich  ^.  Wir  haben  also  einen 
Punkt,  der  ein  Tripel  vertritt,  in  der  Involution  nur  sich  selbst 
entspricht,  einen  dreifachen  Punkt  derselben.  Weiss  man,  dass 
die  Involution  einen  dreifachen  Punkt  besitzt,  so  findet  man  ihn 
mit  den  Mitteln  des  §  4  linear. 

Besitzt  die  cubische  Involution  zwei  dreifache  Punkte,  so 
berühren  sich  die  Kegelschnitte  F  und  ft  doppelt,  die  Tripel 
ABC  haben  dann  die  Eigenschaft,  dass  sowohl  [A)'/\{B)  als 
auch  [B]  7\  (C)  und  (C)  7\  {A)  ist.  Ein  Beispiel  dafür  liefern 
zwei  concentrische  Kreise  &  und  F,  von  denen  der  eine  eineip 
gleichseitigen  Dreieck  eingeschrieben,  der  andere  ihm  um- 
schrieben ist. 

Jena  4895. 


£.  Stady,  Mathematische  Mittheilungen. 

I.  lieber  das  Paseal'sehe  Sechseck. 

Der  vorliegende  Aufsatz  bildet  eine  Ergänzung  zu  mehreren 
alteren  Untersuchungen  des  Verfassers ,  die  sich  alle  auf  einen 
sehr  speciellen  Gegenstand,  nämlich  auf  die  temären  orthogo- 
nalen Substitutionen,  beziehen  ^):  Es  soll  nunmehr  der  Zusammen- 
hang dieser  Theorie  mit  der  Figur  des  PASCAL'schen  Sechsecks 
und  mit  den  binären  Formen  6.  0.  betrachtet  werden.  Dieser 
Zusammenhang  ist  von  Hesse  aufgefunden  worden^).  Später 
hat  man  von  den  hyperelliptischen  Functionen  und  der  Linien- 
geometrie  aus,  wie  es  scheint,  ganz  unabhängig  von  der  wenig 
beachteten  Arbeit  Hessens,  ein  Theorem  hergeleitet,  das  sich  im 
Grunde  nur  in  der  Form  von  dem  Satze  Hessens  unterscheidet^); 
so  dass  man  nicht  ganz  mit  Unrecht  wird  sagen  können ,  dass 
die  sogenannten  Bor chardf sehen  Moduln  —  freilich  nicht  auch 
ihre  Gruppe  —  eigentlich  schon  bei  Hesse  vorkommen.  Diese 
Grössen  sind  nämlich,  wenn  man  sich  nicht  an  die  transcen- 
dente  Definition,  sondern  an  den  algebraischen  Kern  der  Sache 
hält,  nichts  Anderes  als  die  EuLSR'schen  Parameter  der  zu  der 
Form  6.  0.  gehörigen  orthogonalen  Substitution,  und  diese  wer- 
den von  Hesse  ausdrücklich  erwähnt. 


1}  Von  den  Bewegungen  und  Umlegungen  H,  §  5.  (Math.  Ann.  Bd.  39, 
S.  529.)  —  Zur  Theorie  der  KumiER'schen  Configuration.  (Stf cbs.  Ber.  4  89i, 
S.  422.)  —  Sphärische  Trigonomeirie,  II,  §  5—4  8.  (Abh.  der  K.  S.  G.  d.  W. 
4  893,  Nr.  II.) 

2)  Transformationsformeln  für  rechtwinklige  Raumcoordinaten, 
Crelle's  J.  Bd.  63  (4863),  S.  250;  vgl.  auch  Bd.  45  (4853)  S.  93  u.  ff. 

3)  S.  Reicbardt:  »Ueber  die  Darstellung  der  KuMHEa'schen  Fläche, 
durch  hyperelliptische  Functionen«  (Diss.  Leipzig  4  887  oder:  Acta  Leo 
poldina  Bd.  50,  4  887),  insb.  Seite  394. 
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Hbssb's  Satz  ist  gewisser  Ergänzungen  und  auch  einer  ele- 
ganteren Formulirung  fähig.  Diese  legen  wir  im  Folgenden 
dar;  und  wir  verbinden  damit  eine  Erörterung  einiger  anderer 
mit  dem  HsssB^schen  Satz  zusammenhängender  algebraischer 
Fragen. 

Die  Betrachtungen  des  §  5  lassen  sich  in  derselben  Form 
auf  orthogonale  Substitutionen  von  n  Veränderlichen  ausdehnen, 
und  die  des  §  6  auf  binäre  Formen  der  2n*®"  Ordnung.  Wir  be- 
absichtigen, auf  diese  Verallgemeinerung,  die  schon  im  nächst- 
höheren Falle  n  =  4  zu  merkwürdigen  Erweiterungen  der  Hbsse- 
schen  Betrachtung  führt,  demnächst  zurückzukommen. 

4. 

Von  den  Relationen  im  Coefflcientensystem  einer  ternären 
orthogonalen  Snbstitntion. 

Wir  betrachten  ein  System  von  zehn  homogenen  Grössen 
^00}  ^44"*  ^ss)  zwischen  deren  Quadraten  dieselben  linearen 
Relationen  stattfinden  sollen,  die  zwischen  den  Quadraten  der 
Goefficienten  einer  orthogonalen  Substitution  bestehen,  während 
wir  hinsichtlich  der  Producte  die  entsprechende  Voraussetzung 
zunächst  noch  nicht  machen  wollen.  Es  giebt  bekanntlich  fünf- 
zehn lineare  Identitäten  zwischen  je  vier  Quadraten.  Diese 
Relationen  kiSnnen  wir  alle  in  eine  einzige  Formel  zusammen-- 
fassen  y  wenn  wir  die  bekannte  Charakteristikenbezeichnung  noch 
etwas  weiter  ausbilden.  Wir  wollen  nämlich  festsetzen,  dass 
z.  B.  die  Grösse  a*^  durch  das  symbolische  Product  [135]  [S146] 
=  [246]  [135]  dargestellt  werden  solP),  wobei  allgemein 

[yclfi]  =  [If-ty]  =  [iUXÄ]  =  —  [x^A]  =  —  [Axji/]  =  —  ["^x] 

angenommen  werden  mag.    Die  fraglichen  Relationen  werden 

6   5 
dann  vorgestellt  durch  das  Verschwinden  der  1 5  =  -^  wesent- 
lich verschiedenen  Ausdrücke: 

^^V +  [l^xi]  [flij]  -  [Tilfi]  [Vij]  . 

4)  Die  Zuordnung  zwischen  den  anderen  Grössen  d^^  und  ihren  Cha- 
mkteristiken  ist  der  Tabelle  (4)  in  der  erwähnten  Abhandlung,  Sachs.  Ber 
4  892,  S.  485,  zu  entnehmen. 
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Unter  diesen  Ausdrücken  sind  aber  nur  fttnf  von  einander 
unabhängig,  und  zugleich  linear-unabhangig ,  z.  B.  irgend  fünf 
unter  den  folgenden  sechs: 

A,,  =  [435]  [246]  -  [23Ö]  [\  46]  -  [435]  [216]  -  [635]  [Ui] , 
A,,  =  [\  35]  [246]  -  [1 25]  [346]  -  [1 45]  [236]  ~  [\  65]  [243] , 
A,,  =  [\  35]  [246]  —  [\  32]  [546]  -  [h  34]  [256]  —  [h  36]  [245] , 
^46  =  b 3ö]  [2*ß]  —  [230]  b  *6]  -  [4  25]  [346]  —  [h 32]  [546] , 
A,^=[\ 35]  [246]  —  [435]  [21 6]  —  [1 45]  [236]  -  [1 34]  [256] , 
^t4  =  [<3^]  [246]  -  [635]  [244]  -  [465] [243]  -  [436]  [245] , 
zwischen  denen  die  eine  Identität 

^16  +    ^H  +   ^43  =   ^46  H~   ^61  H~   -^14 

besteht.    Wir  schliessen  hieraus : 

Deutet  man  die  zehn  Grössen  a^^  als  (reelle)  homogene  Punkt- 
coordinaten  in  einem  neunfach  ausgedehnten  Räume ,  so  definiren 
die  Gleichungen  A^  =  0  eine  [reelle)  vierfach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeit dieses  Raumes,  die  als  vollständiger  Schnitt  von  fünf 
quadratischen  Mannigfaltigkeiten  die  Ordnung  S2  hat. 

Wir  erschliessen  nämlich  die  Irreducibilität  unserer  M^  aus 
dem  Umstände,  dass  passend  gewählte  der  fünf  Grössen  a^^,  z.  B. 
^00  >  ^4  4»  ®4i>  ^14 »  ^««»  ^^®  übrigen  durch  fünf  von  einander  un- 
abhängige Quadratwurzeln  bestimmen. 

Sollen  nun  diese  Grössen  a^^  Coefficienten  einer  orthogo- 
nalen Substitution  sein,  so  treten  zu  den  betrachteten  Relationen 
noch  fünfzehn  weitere,  lineare  Gleichungen  zwischen  je  drei 
Producten  von  zweien  der  Grössen  a^^.  Diese  sind  zwar  linear 
von  einander  unabhängig;  aber  sie  sind,  da  eine  orthogonale 
Substitution  noch  drei  wesentliche  Parameter  enthält,  alge- 
67*at5cA-abhängig,  in  der  Weise,  dass  eine  einzige  von  ihnen 
entweder  alle  übrigen  oder  doch  ein  ganz  ähnlich  gebautes 
Relationensystem  nach  sich  zieht.  Betrachten  wir  alle  die  ver^ 
schiedenen  hier  auftretenden  Möglichkeiten  als  gleichberechtigt, 
so  können  wir  auch  diese  Relationen  in  eine  Formel  zusammen- 
fassen: 


+  V[ixv]  Uli*]  V[jyif][a(i]  =  0. 

Die  Tbatsache,  dass  eine  Gleichung  dieser  Form  wirklich 
noch  vierzehn  ähnlich  gebaute  nach  sich  sieht,  ertittrten  wir 
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dadurch,  dass  wir  den  Ausdruck  links  in  (2)  rational  machen, 
und  die  Gleichheit  der  so  entstehenden  Grössen  nachweisen. 

Wir  behaupten: 

Die  fünf  sehn  Functionen 

(3)  iX. 

(ijj\  =  i  •••6;  t4=j4=x4=...;  (Ä,^i,y)  =  A,^i,i/;  |U,v,A;  i/,A,.m) 

von  xehn  Grössen  a,^  5md  alle  untereinander  congruent  nach  dem 
Modulsystem  Afj^. 

Da  der  Ausdruck  B^  offenbar  ungeändert  bleibt,  wenn  man 
f  undy,  oder  wenn  man  x,  l,  fi,  v  beliebig  vertauscht,  so  haben 
wir  nur  zu  zeigen,  dass  der  Satz  fttr  irgend  zwei  benachbarte 
B^j  gilt,  dass  also  z.  B.  (wenn  a^^,^  ^  =  a^^) 

3 

1 

3 

-^'Ki<3  -~2«?4.i,i»?^.i,»oJ^.«,2a?^.i,3^  =  0  modd.y«^,. 

1 

Ftthrt  man  nun  in  die  erste  Summe  vermöge  der  Relationen 
0*5=  oj,  +«xi+  «xs  überall  statt  der  Grössen  a^^,  o^,,  Oj, 
die  Grössen  a^,,  a,,,  a„  ein,,  und  beseitigt  man  dann  noch  a^^ 
vermöge  a\^  =  aj,  +  aj,  +  oj, ,  so  findet  man,  nach  einiger 
Rechnung,  B^^  —  B^^  =  0,  woraus  sich  ohne  Weiteres  die  be- 
hauptete Congruens  ergiebt. 

Es  gehen  nun  aus  irgend  einem  beliebigen  mit  den  Glei- 
chungen A^-  =  0  verträglichen  Lösungssystem  der  Gleichungen 
(8)  alle  übrigen  dadurch  hervor,  dass  man  die  Vorzeichen  der 
Grössen  a^^  nach  Belieben  wechselt.  Die  Zahl  dieser  Zeichen- 
wechsel ist  2^,  da  ein  gleichzeitiger  Wechsel  aller  Vorzeichen 
bedeutungslos  ist.  Aber  auch  von  diesen  2®  Zeichenwechseln 
sind  noch  V  ohne  Einfluss  auf  die  Relationen  (8),  ^)  sodass  nur  2' 
wesentlich  verschiedene  Lösungssysteme  der  Gleichungen  (2) 
übrig  bleiben,  die  man  aus  einem  von  ihnen  z.  B.  durch  die  Zei- 
chenwechsel von  a^f,  a^^,  a,|,  a,,,  a,,  ableiten  kann.   Eines 


4)  Sttchs.  Ber.  4  892,5.436. 
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dieser  Lösungssysteme  ist  das  System  der  CoefBcienten  einer 
orthogonalen  Substitution. 

Deuten  wir  nun  diese  Substitutionscoefficienten,  wie  vorhin, 
als  homogene  Coordinaten  in  einem  Gebiete  zehnter  Stufe,  so 
erhaltea  wir  eine  gewisse  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit 
ik/, ,  die  vermöge  der  EuLSE^schen  Parameter  eindeutig-umkehr- 
bar auf  den  gewöhnlichen  Punktraum  bezogen  ist.  Man  schliesst 
aus  der  Natur  dieser  Abbildung  ohne  Mtthe,  dass  die  Ordnung 
von  M^  gleich  acht  ist.   So  sehen  wir: 

.  Der  vollständige  Durchschnitt  M]^^  der  vorhin  definirten  Man- 
nigfaltigkeit Ml*  in  R^  mit  der  durch  die  Gleichung  Ä  =  0  {Nr.  3) 
dargestellten  Mannigfaltigkeit  M^  besteht  aus  S2  verschiedenen 
(reellen)  rationalen  Mannigfaltigkeiten  JfJ,  die  alle  zu  einander 
projectiv  sind,  und  deren  jede  als  partieller  Schnitt  von  20  linear- 
unabhängigen  quadratischen  Mannigfaltigkeiten  if *  definirt  werden 
kann^). 

Eine  dieser  Mannigfaltigkeiten  wird  dargestellt  durch  die  zehn 
Coefficienten  einei^  ternären  orthogonalen  Substitution, 

Eine  solche  Mannigfaltigkeit  if,  ist,  wie  sich  zeigen  lässt, 
bereits  vollständig  definirt  durch  ihre  Ordnung  und  durch  die 
Thatsache,  dass  sie  eine  projective  Gruppe  gestattet,  die  mit 
der  allgemeiuen  projecti  ven  Gruppe  des  Raumes  gleichzusammen- 
gesetzt ist^). 


Die  Abhängigkeit  der  SahstitntioBSCoefflcienten  von  einander. 

Wegen  der  Beducibilität  der  Mannigfaltigkeit  Ml**  werden 
die  Quadratwurzeln  aus  zehn  Grössen,  die  durch  die  Relationen 
Aij  =  0  und  B^  =  0  oder  B  =  0  verknüpft  sind,  von  einander 
abhängig,  derart,  dass  man  durch  fttnf  unter  ihnen  die  übrigen 
rational  darstellen  kann.  Wir  wollen  nun  diese  Abhängigkeit 
genauer  untersuchen,  indem  wir  unter  den  verschiedenen  irre- 
ducibelen  Theilmannigfaltigkeiten  Ml  die  eine  auswählen,  die 
dem  Falle  einer  orthogonalen  Substitution  entspricht. 

Um  alle  Systeme  von  fünf  unter  einander  unabhängigen 
Quadratwurzeln  zu  bestimmen,  müssen  wir  die  aus  den  Ele- 


4)  Math.  Annalen  Bd.  39  (4  894),  S.  63t. 

2)  Vgl.  LiE  und  Engel,  Theorie  der  Transformationsgnippeo ,  III, 
S.  786,  787. 
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menten  a?«  zu  bildenden  Quintupel  classificiren,  indem  wir  alle 
die  zu  einer  Art  zusammenfassen,  die  gegenüber  den  Relationen 
i4jy  =  0,  1^  =  0  dasselbe  Verhalten  zeigen,  d.  h.  vermöge  der 
Vertauschungsgruppe  der  Charakteristiken  4  ...  6  unter  einan- 
der gleichberechtigt  sind.  Wir  verfahren  dabei  am  besten  sy- 
stematisch, indem  wir  auch  die  Paare,  Tripel  und  Quadrupel  in 
die  Betrachtung  ziehen. 

Wir  haben  zunächst  45  gleichberechtigte  Paare  von  Grössen 
a^^,  die  sich  in  bekannter  Weise  zu  je  dreien  auf  45  Sextupel 
vertheilen,  entsprechend  den  4  5  Formen  der  Relation  B  =  0. 

Von  Tripeln  giebt  es  zwei  Arten,  60  »syzygetische«,  solche 
die  mit  einem  weiteren  Element  durch  eine  Relation  A^j  =  0 
verbunden  sind,  und  60  »asyzygetischecr,  die  wie  z.  B.  a^^ ,  a. 
a,3  in  keiner  Relation  A^-  =  0  zusammen  stehen. 

Von  Quadrupeln  haben  wir  drei  Arten  zu  unterscheiden: 
Zunächst  45  solche,  die  durch  je  eine  Relation  A^j  =  0  verbunden 
sind;  zweitens  4  80  solche,  die  zwei  syzygetische  Tripel  enthalten, 
wie  z.  B.  GoQ,  a,^;  a^,,  a,,  oder  a^^J  a,,;  a,,,  a,,;  endlich  45 
solche,  die  kein  syzygetisches  Tripel  enthalten,  wie  a^^,  a^^ ,  a,,, 
a,,  oder  a,,,  a,,,  a,,,  a,,  (asyzygetische  Quadrupel). 

Endlich  giebt  es  auch  drei  Arten  von  Quintupeln :  90  Quin- 
tupel erster  Art  entstehen,  wenn  man  zu  einem  Quadrupel  erster 
Art  noch  ein  weiteres  Element  hinzufügt;  72  Quintupel  zweiter 
Art  sind  dadurch  gekennzeichnet,  dass  sie  wie  ^oo?  ^4«  7  ^it)  ^11  ? 
a,j  oder  0,3,  a,,,  o,^ ,  o,,,  o,,  fünf  syzygetische  und  fünf  asyzy- 
getische Tripel  enthalten;  endlich  90  Quintupel  dritter  Art  wer- 
den erhalten,  w*enn  man  aus  einem  der  oben  erwähnten  Sextupel 
irgend  ein  Element  weglässt. 

Die  Quintupel  erster  Art  ergänzen  sich  mit  je  einem  Quin- 
tupel dritter  Art  zur  Gesammtheit  der  zehn  Elemente,  die  Quin- 
tupel zweiter  Art  gehören  paarweise  zusammen;  ebenso  ent- 
sprechen natürlich  den  drei  Arten  von  Quadrupeln  drei  Arten 
von  Sextupeln  u.  s.  f. 

Nun  ist  das  Product  der  vier  Elemente  eines  asyzygetischen 
Quadrupels  immer  darstellbar  durch  die  Quadrate  aj«;  solche 
vier  Wurzelwerthe  wie  a^^,  a^^,  a,,,  a,,  sind  also  von  einander 
abhängig.  Es  sind  daher  die  Quintupel  dritter  Art  für  unseren 
Zweck  nicht  zu  brauchen.  Wohl  aber  sind  es  die  beiden  anderen 
Arten.  Wir  wollen  diese  Bemerkung  zu  dem  folgenden  Satze 
erweitern: 

Math.-pliyi.  Claase.  1805.  37 
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Mail  kann  die  zehn  Coefficienten  einei'  orthogonalen  Substüu- 
tion  auf  36  Arten  so  auf  zwei  Quintupel  vertheilen,  dass  die  Ele- 
mente eines  jeden  rational  ausdrückbar  werden  durch  die  des 
ergänzenden  Quintupels. 

Wenn  die  Quadrate  der  Substitutionscoefficienten  rational 
bekannt  sind,  so  giebt  es  90  weitere  Quintupel,  durch  deren  Ele- 
mente man  die  übrigen  Substitutionscoefficienten  ebenfalls  rational 
darstellen  kann. 

Die  wirkliche  Aufstellung  dieser  Formeln,  die  ganz  einfach 
sind,  halten  wir  nicht  fttr  nöthig;  wir  wollen  nur  noch  die  Be- 
merkung hinzufügen,  dass  die  zuletzt  besprochenen  Quintupel 
erster  Art,  wenn  die  Quadrate  nicht  rational  bekannt  sind,  die 
übrigen  Substitutionscoefficienten  auch  nicht  rational  bestimmen. 
Man  bedarf  einer  Quadratwurzel,  wie  man  am  schnellsten  er- 
kennt, wenn  man  etwa  aus  den  Werthen  von  a^^,  a^^,  a^^,  a^,, 
a,,  die  Verhfiltnisse  der  EcLsa'schen  Parameter  berechnet. 

Sind  nicht  fünf  Substitutionscoefficienten,  sondern  nur  vier 
unabhängige  rational  bekannt,  so  sind  die  Ausdrücke  der  übri- 
gen sechs  immer  irrational.  Wesentliches  Interesse  bieten  hier 
nur  die  Quadrupel  dritter  Art,  die  asyzygetischen  Quadrupel. 

Man  kommt  auf  die  Formeln,  die  gewöhnlich  nach  Monge 
benannt  werden,  aber,  wie  mir  scheint,  schon  vollständig  in 
den  älteren  Formeln  Eulbr's  enthalten  sind. 

Setzt  man 

4Co  =  So  +  o, ,  +  a„  +  o„  , 
*c^  =  ttoo  +  a^,  —  a„  —  a„  , 
^C,  =  a^o  —  a^^  +  ^*„  —  o„  , 

^^3  =  000  —  «il   —  «11  +  «SJ   J 

so  wird 

\a,,  =  v^y^+y^v^, 

u.  s.  w.   Die  Grössen  Vq  sind  die  EuLsa^schen  Parameter. 

3. 
Das  ebene  Sechseck  and  der  Hesse^sche  Satz. 

Die  in  §  4  und  §  2  durchgeführte  Untersuchung  erhält  ein 
besonderes  Interesse  durch  den  Umstand,  dass  die  dort  be- 
trachteten Systeme  von  zehn  Grössen  a^^  oder  ['xA}L/jui/]  aus 
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einer  Figur  der  ebenen  Geometrie,  nttmlich  aus  dem  System  von 
sechs  Punkten  abgeleitet  werden  können. 

Bekanntlich  bestehen  zwischen  den  simultanen  Invarianten 
von  je  dreien  unter  sechs  ternttren  linearen  Formen  gewisse 
Relationen,  die  sich,  nach  einem  Satze  des  Verfassers,  alle  ver- 
möge der  Relationen  zweiten  Grades  ausdrücken  lassen^). 

Die  Relationen  zweiten  Grades  sondern  sich  in  zwei  Grup- 
pen :  1 5  Relationen  des  Typus 

(4)  ^j:(lfiy){ycij)^{fivx){lij)+{vxl)(^ij)--{^^^^^ 

worin  X,  Xj  ju,  V,  i,  J  die  die  sechs  Formen  vertretenden  Zahlen 
\  ...  6  in  irgend  einer  Anordnung  bedeuten  sollen,  und  8.45 
Relationen  des  speciellen  Typus: 

(5)  r<;. :  (Äiui)(xv)  +  {fixi)[Xij)  +  {ycli){fiij]  =  0  . 

Vergleichen  wir  nun  die  Formeln  (4)  mit  den  Formeln  (1)  des 
§  4,  so  erkennen  wir  ohne  Weiteres: 

Zwischen  den  zehn  Invarianten  des  Typus  (4  35)  (846)  von 
sechs  Punkten  in  der  Ebene  bestehen  dieselben  linearen  Identitäten  j 
wie  zwischen  den  Quadraten  der  Coefficienten  einer  temären 
forihogonalen  Substitution. 

Wir  übersehen  damit  ohne  Weiteres  die  Gruppirung  dieser 
Gleichungen;  wir  hätten  aber  natürlich  auch  umgekehrt  von 
hier  aus  die  Gharakteristikengleichung  der  Grössen  aj^  ent- 
wickeln können. 

Sechs  Punkte  von  beliebiger  Lage  in  der  Ebene  enthalten, 
wenn  man  projective  Figuren  als  äquivalent  ansieht,  vier  we- 
sentliche Gonstante;  wir  haben  daher  in  den  Quadratwurzeln 
unserer  zehn  Grössen  im  Allgemeinen  nicht  das  Coefficienten- 
system  einer  orthogonalen  Substitution  vor  uns,  wohl  aber  wird 
dies,  bei  geeigneter  Wahl  der  Vorseichen,  der  Fall  sein,  wenn 
der  Ausdruck 

B=2;[i'n)'{ifiv)^j7ii)^jfivr 

(6)  xT- 
-22'(tx.u)(iVA)(ixv)(a/0 .  {j>cfi)UvX)U^X){jXfi) 

({A,  ^,  v]  =  X,  fi,  v\  ^,  V,  X\  V,  X,  fi)  , 


4]  Methoden  zur  Theorie  der  ternUren  Formen,  Leipzig  4  889, 11,  §  6. 
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der,  wie  wir  in  §  4  gesehen  haben,  nur  scheifdnir  von  den  lo- 
dices  t  und  j  abhangt,  den  Werlh  Null  hat  Nun  ist  B  vom  vierten 
Grade  in  Bezug  auf  die  Goordinaten  jedes  einselnen  der  Punkte 
4  ...  6;  die  Gleichung  B  =  0  bedeutet  also,  wenn  etwa  der 
Punkt  4  als  veränderlich  gedacht  wird,  eine  Gurve  4. 0.  Aber 
diese  Gurve  hat,  wie  die  verschiedenen  Formen  von  B  zeigen, 
die  Punkte  2  ...  6  zu  Doppelpunkten;  sie  redncirt  sich  also  auf 
einen  doppelt  zählenden  Kegelschnitt.   Wir  sehen  also: 

Der  Ausdruck  B  ist  ein  vollständiges  Quadrat. 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  ^  dass 
die  zehn  Invarianten  (435)  (246)  u.  s.  w.  als  die  Quadrate  der 
Coefßcienten  einer  (allgemeinen  oder  ausgearteten)  orthogonalen 
Substitution  angesehen  werden  kifnneny  besteht  darin  ^  dass  die 
sechs  Punkte  auf  einer  Curve  2,  Ordnung  liegen. 

Wenn  also  die  sechs  Punkte  auf  einem  Kegelschnitte  liegen, 
so  sind  wir  im  Stande,  die  zehn  Quadratvmrzeln  K(435)(246) 
u.  s.  w.  in  der  in  §  2  geschilderten  Weise  rational  durch  fftnf 
unter  ihnen  auszudrücken,  und  hierauf  ihre  sttmmtlichen  Ver- 
hältnisse rational  durch  vier  homogene  Parameter  darzustellen. 

Der  wesentliche  Theii  vom  Inhalte  dieses  Satzes  rtthrt  von 
Hesse  her,  der  ihn  nur  etwas  anders  ausgedrückt  hat^)  (vgl.  §  6); 
neu  durfte  dagegen  der  Beweis  der  Uoikehrung  sein,  wonach 
die  PASCAL'schen  Sechsecke  die  einzigen  sind,  fttr  die  eine  solche 
Beziehung  zu  orthogonalen  Substitutionen  besteht. 

Wir  wollen  der  Vollständigkeit  halber  hier  noch  die  (im 
Wesentlichen  bekannte)  Gruppirung  der  orthogonalen  Substi- 
tutionen besprechen ,  die  zu  demselben  Pascal^ sehen  Sechseck 
gehören,  und  damit  zugleich  eine  Erörterung  der  Realitätsver- 
haltnisse  in  dem  System  dieser  Substitutionen  verbinden. 

Die  Zahl  der  (eigentlichen)  orthogonalen  Substitutionen,  die 
zu  einem  PAscAL'schen  Sechseck  gehören,  ist  S*  •  61  =  4  4520. 
Darunter  befinden  sich  reelle  Substitutionen,  wenn  das  Sechseck 
reell  ist,  und  zwar  giebt  es  solcher  Substitutionen  4452.  Die 
übrigen  enthalten  vierte  Einheitswurzeln  in  ihrem  Coefficienten- 
system.  Der  Uebergang  zwischen  den  einzelnen  Systemen  wird 
durch  eine  wohlbekannte  Gruppe  von  linearen  Substitutionen 
der  EuLBR^schen  Parameter  vermittelt,  die  Gruppe  von  sechs 

i)  Crelle's  J.  Bd.  63,  4  868,  S.  250. 
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reellen  linearen  Gomplexen,  die  paarweise  zu  einander  conju- 
giri  sind. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  sechs  reellen  Punkte  auf  dem 
Kegelschnitt  die  Reihenfolge  4  S  3  4  5  6  haben,  so  wird  durch 
die  angegebenen  Formeln,  bei  gehöriger  Wahl  der  Vorzeichen 
der  Quadratwurzeln,  zunächst  ein  reelles  Coefficientensystem 
definirt.  Aus  diesem  erhalten  wir  dann,  vermöge  der  zulässigen 
Vorzeichenwechsel,  sechzehn  Goefficiententafeln,  die  durch  eine 
Gruppe  G|0  von  16  reellen  Substitutionen  unter  einander  zu- 
sammenhängen. Diese  Gruppe,  geschrieben  in  den  EuLER^schen 
Parametern,  ist  die  Gruppe  der  KuMMER^schen  Gonfiguration.  Sie 
besteht  aus  den  Vorzeichenwechseln  von  je  zweien  der  Eitler- 
sehen  Parameter  x^,  verbunden  mit  den  Vertauschungen  der 
sogenannten  Vierergruppe;  wobei  ein  Wechsel  aller  Vorzeichen 
der  Xi  natürlich  bedeutungslos  ist. 

Vertauschen  wir  sodann  die  Charakteristiken  4  und  2,  3 
und  4 ,  5  und  6 ,  so  bedeutet  das  für  die  a^j^  eine  Vertauschung 
der  Horizontal-  und  Verticalreihen;  die  Gruppe  G^^  erweitert 
sich  zu  einer  Gruppe  G,,,  indem  noch  ein  Vorzeichenwechsel 
einer  einzelnen  Grösse  x^  hinzukommt. 

Fügen  wir  ferner  die  sechs  Vertauschungen  von  4,  3,  5  und 
die  sechs  Vertauschongen  von  S,  4,  6  hinzu,  so  erhalten  wir  eine 
Gruppe  Gf4  5t,  die  alle  Substitutionen  umfasst,  bei  denen  a^^  an 
seiner  Stelle  bleibt,  und  damit  die  Gesammtheit  aller  reellen 
Substitutionen  überhaupt.  Die  Vertauschung  von  3  und  5  z.  B. 
bedeutet  für  die  Goefficiententafel  die  Vertauschung  der  zweiten 
und  dritten  Verticalreihe,  verbunden  mit  einem  Vorzeichen- 
wechsel der  ersten  Verticalreihe.  Die  neu  hinzutretenden  Sub- 
stitutionen der  EcLKR'schen  Parameter  vermitteln  den  Uebergang 
zwischen  sechs  Tetraedern,  die  zwei  Reihen  von  sogenannten 
desmischen  Tetraedern  bilden^). 

Es  bleiben  nun  noch  die  Substitutionen  zu  bilden,  bei  denen 
die  Charakteristik  [435]  [846]  durch  eine  andere  ersetzt  wird. 
Diese  setzen  sich  zusammen  aus  den  bereits  angegebenen  und 
etwa  der  Vertauschung  von  4  und  2.  Wir  erhalten  so  aus  dem 
Coefficientensystem  a^g,  a^^  ...  a,,  z.  B.  das  folgende: 


4)  S.  die  ausfübrltche  Darstellung  im  11.  Abschnitt  von  des  Verfassers 
Trigonometrie  und  die  dort  gegebenen  Litteraturnachweise. 
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«00» 

«o,„ 

»Ou» 

m„, 

«MJ 

-o„, 

'««. 

—  O«) 

««• 

Die  zugehörige  Parametersubstiiation  ist 
r/'o'  =  ±:  ir^,     xl  =  ±x^j     xi  =  ±:  ix,,     x,'  =  ±  ix^ . 

4. 
Die  alternirende  Invariante  von  sechs  Punkten  in  der  Ehene. 

Drückt  man  den  PASCAL^schen  Satz  analytisch  aus,  oder  ver- 
langt man,  dass  vier  Punkte  aus  zwei  weiteren  Punkten  durch 
gleiche  Wttrfe  projicirt  werden,  so  findet  man,  dass  fOr  sechs 
Punkte  auf  einem  Kegelschnitt  eine  Invariante  des  Typus 

(123456)«  = 

^'^         =  (435)  (642)  (234)  (456)  -  (246)  (423)  (345)  (564) 

verschwindet.  Diese  Formel  stellt  die  Bedingung  fttr  sechs 
Punkte  eines  Kegelschnitts  rein  dar;  es  müssen  daher  alle  ähn- 
lich gebildeten  Ausdrücke,  die  man  durch  Yertauschnng  der 
sechs  Punkte  erhält,  mit  ihr  bis  auf  Zahlenfactoren  überein- 
stimmen.  In  der  That  ist  z.  B. 

(4  2  3  4  5  6)«  +  (2  1  3  4  5  6)«  = 
=  (642)  (456)  [(435)  (234)  —  (235)  (434)] 
-  (423)  (345)  [(246)  (564)  -  (446)  (562)]  = 
=  (64  2)' (456)  (4  23)  (354)  -  (4 23)  (345)  (64  2)  (456)  =  0 , 

vermöge  der  Relationen  f^*  (Nr.  5);  und  da  bei  einer  cyclischen 
Vertauschung  der  sechs  Punkte  die  Invariante  (7)  ihr  Zeichen 
wechselt,  so  folgt,  dass  unsere  Invariante  bei  jeder  ungeraden 
Yertauschnng  der  sechs  Punkte  in  den  entgegengesetzten  Werth 
übergeht  und  sich  also  bei  den  geraden  Yertauschungen  über- 
haupt nicht  ändert  1). 

Die  im  vongen  §  gefundene  Invariante  B  muss  nun,  bis  auf 
einen  Zahlenfactor,  gleich  dem  Quadrat  der  Invariante  (7)  sein. 

\)  Diese  Invariante  hat  schon  eine  ganze  Litteratur:  Reiss,  Math.  Ann. 
Bd.  2  (4  870),  S.  897;  HcifTADT,  Grell e's  Jonrnal  Bd.  83  (4877),S.76;  Mertehs, 
ebenda  Bd.  84,  S.  365;  Pasch,  Bd.  89,  S.  247;  Caspart,  Bd.  92,  S.  423; 
HuNTADT,  Bd.  92,  S.  307.  Die  symbolische  Rechnungsweise  verlangt  die 
Bezeichnung  (4  2  3  4  5  6)>  statt  (423456). 
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Dies  durch  Bechnang  vermöge  der  Identitäten  A,y  und  f^y  nach- 
zuweisen, scheint  umständlich:  wir  werden  uns  daher  be- 
gnügen, den  fraglichen  Factor  aus  einem  besonderen  Fall  ab- 
zuleiten, indem  wir  etwa 

(2)  =  (3) +  (5),     (4)  =  (51  + (11,     (6)  =  (l)  +  (3) 

setzen.  Der  Factor  findet  sich  dann  gleich  Eins.  Mit  der  dies 
ausdrückenden  Formel  mögen  wir  noch  eine  formale  Umgestal- 
tung vornehmen.   Setzen  wir  nämlich  zur  Abkürzung: 

a  =  (iyil){ifiv),     h  =  (ix/i)(tVA),     c  =  (iy,v){ik^i) , 
so  wird  vermöge  der  Formeln  Vij: 

und 

[(1  23  4  5  6)»]'=B  = 
(8)  =  a*a*  +  b^fP  +  c*y*  —  2bcßy  —  %caya  —  iabaß 

Wir  sehen  also: 

Das  Quadrat  der  allernirenden  Invariante  von  sechs  Punkten 
lässt  sich  ausdrücken  durch  die  Quadrate  der  Invarianten  von  je 
dreien. 

Für  uns  ist  noch  eine  andere  Eigenschaft  der  alternirenden 
Invariante  von  sechs  Punkten  von  Bedeutung,  die  wir  nun  auch 
gleich  entwickeln  wollen.  Wir  können  nflmlich,  indem  wir  den 
Ausdruck  (4  2  3  4  5  6j*  als  die  symbolische  Darstellung  der  alter- 
nirenden Invariante  von  sechs  Curven  2.  Glasse  auffassen,  mit 
ihrer  Hülfe  die  lineare  Identität  aufstellen,  die  zwischen  irgend 
sieben  temären  Formen  2.  Glasse  (wO)*,  (ui)'...(w6)*  besteht: 
Die  fragliche  Formel  lautet,  wie  unschwer  zu  beweisen, 

(12  3  4  5  6)*  (wO)*  -f.  (2  3  4  5  6  0)«  (u1)*  H 

^^)        ...  +  (601234)»  (w5)*  +  (012345)*  (w6)*  =  0  , 

oder,  in  etwas  anderer  Schreibart, 

(12  3  4  5  6)*  (nO)*  =  (02345  6)*  (u1)*  + 
v^)  +(10345  6)»  (u2Y  H h  (4  2  3  4  5  0)*  (w6)^ 

Verschwindet  die  Invariante  (12  3  4  5  6),  so  erhält  man  den 
analytischen   Ausdruck  der    linearen   Abhängigkeit    zwischen 


544  E.  Study, 

sechs  Curven  2.  Glasse ,  die  zu  einer  und  derselben  Gurve  2.  O. 
conjugirt  sind,  allerdings  behaftet  mit  den  Coefficienten  einer 
willkürlichen  Gurve  2.  Glasse  (uO)^.  Diesen  letzten  Umstand 
mag  man  als  einen  Uebelstand  empfinden;  er  lässt  sich  in- 
dessen nicht  vermeiden,  wenn  man  nicht  den  Grad  der  Formel 
in  (u1)* . ..  (u6)*  erhohen,  d.  h.  fremde  Factoren  einführen  will. 
Nehmen  wir  0...6  insbesondere  als  Punkte,  so  erkennen  wir 
sofort: 

Wenn  die  Punkte  4  ...  6  auf  einer  Ourve  2,  0.  liegen,  so  wer- 
den die  beiden  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  und  die  Linie  u  quadra- 
tischen Formen 

(0  2  3  4  5  6)»  (til)«  +  (0  1  2  4  5  6)«  (u3)*  +(012346)«  (t/5)*, 
^     ^    (013456)«(m2)*  +  (012356)*(u4)*+(012345)*(w6)* 

einander  gleich,  und  ausserdem  reducibel.  Der  durch  Nullsetzen 
der  Ausdrücke  (\  0)  definirte  Connex  (2,  2)  zerfallt  nämlich  in  die 
Curve  2,  0.  durch  die  Punkte  4  ...  6  und  die  Curve  2^  Glosse,  von 
der  13S  und  246  zwei  Poldreiecke  sind. 

Nehmen  wir  an,  dass  der  Punkt  0  nicht  auf  der  C*  durch 
die  Punkte  4  ...6  liegt,  so  haben  wir  also  auf  die  einfachste 
überhaupt  mögliche  Weise  jene  Gurve  2.  Glasse  bestimmt.  Zu- 
gleich zeigt  unsere  Formel,  dass  die  lineare  Invariante  des  Gon- 
nexes  (2,2),  und  also  auch  die  bilineare  Invariante  der  Gurve 
2.  O.  und  der  Gurve  2.  Glasse  verschwindet. 

Dass  zwischen  den  Quadraten  von  sechs  linearen  Formen, 
deren  Nullpunkte  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  eine  lineare 
Identität  bestehen  muss,  und  dass  diese  Identität  zugleich  die 
Gurve  2.  Glasse  liefert,  die  zwei  einer  Gurve  2. 0.  eingeschriebene 
Dreiecke  zu  Poldreiecken  hat,  ist  oft  bemerkt  worden  (zuerst 
wohl  von  P.  Skrrbt  in  einer  66om6trie  de  direction) ;  die  obigen 
Ausdrücke  für  die  Goefficienten  jener  Identität  scheinen  aber 
übersehen  worden  zu  sein. 

5. 
Zweiter  Beweis  nnd  schärfere  Fassang  des  Hesse'schen  Satzes. 

Zu  einem  neuen  Beweis,  und  zu  einer  tieferen  Einsicht  in 
das  Wesen  des  Hsssz'schen  Satzes  gelangen  wir,  wenn  wir  an  die 
letzten  Betrachtungen  des  §  4  anknüpfen.  Die  beiden  Poldrei- 
ecke  <36  und  246  der  Gurve  2.  Glasse  Nr.  (10)  bestimmen  näm- 
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lieh,  auf  irrationale  Weise,  ein  System  von  sechzehn  orthogonalen 
Substitutionen:  Wählt  man  zwei  Systeme  von  projectiven  Coor- 
dinaten  so,  dass  die  quadratische  Form  (4  0)  in  beiden  als  Summe 
von  drei  reinen  Quadraten  erscheint,  so  hängen  die  Coordinaten 
einer  beliebigen  Geraden  in  beiden  Goordinatensystemen  durch 
eine  orthogonale  Substitution  zusammen;  und  solcher  Substitu- 
tionen giebt  es  sechzehn,  wenn  man  die  uneigentlichen  bei  Seite 
lässt,  da  man  dann  in  jedem  Coordinatensystem  noch  eine  Gruppe 
von  vier  Zeichenwecbseln  zur  Verfügung  hat. 

Um  diesen  Gedanken  auszuführen,  müssen  wir  noch  die 
Covariante  und  die  Invariante  der  quadratischen  Form  Nr.  (4  0), 
oder,  wie  wir  nun  kürzer  schreiben  wollen,  der  Form 

bilden: 

(1 1)  =  A-,A-,  (35a;)*  +  k^k,  (5<  x)*  +  k,k^  (13.t)' 

=  k,k,  (46rr)«  +  k,k,  (62af  +  k^k,  (Ux)* 
und 

(42)  y  =  i  (L^y  =  k,  k,k,  (1 35)»  =  k,k,k,  (246)* . 

Wir  benutzen  nun  die  Identität  (1 2)  zur  Erklärung  einer 
Abhängigkeit  zwischen  gewissen  Quadratwurzeln,  indem  wir 
festsetzen,  dass 

(<3)  Vj  =  Vk,  Vk,  Vk,  (135)  =  Vk,  Vk,  Vk,  (246) 

sein  soll.   Setzen  wir  dann 

(U)  (.'«)  =  VA",.  H        (,•=<,«,..  6), 

SO  wird 

^     ^  [VA]^  =  [Vuf  +  (4'ti)*  +  (6'w)» . 

Die  Grössen  (t'u),  die  nichts  Anderes  sind,  als  die  projec- 
tiven Liniencoordinaten  in  den  Goordinatensystemen  4',  3',  5' 
und  2',  4',  6',  hängen  also  durch  eine  orthogonale  Substitution 
zusammen: 

(2'm)  =  c„(4'm)  +  c„(3'«)  +  c„(5'«), 

(16)  (4'«)  =  c„  (ru)  +  c„  (3'u)  +  c„  (5'«) , 

(6'u)  =  c„  (1 '«)  +  c„  (3'u)  +  c„  (5'm)  . 
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Die  Grössen  c^j^  lassen  sieb  ohne  Weiteres  bestimmen:  Es 
ist  z.  B. 

(ivj  ^«•■~(r3'ö')~(2'4'6')    "•^•^•» 

wobei  nach  Formel  (43j: 

(«3»>)    (r  3'5')  =  (2'4'6'),  und  also  (2'3'5')  =  (r  4'6')  u.  s.  w. 

Wir  haben  also  folgenden  Satz  bewiesen: 

Sechs  Punkten,  die  auf  einem  irreducibelen  Kegelschnitt  liegen  ^ 
kann  man  immer  {und  zwar  im  Ganzen  aufV.  6!  Arten)  temäre 
lineare  Formen  [deren  Nullpunkte  sie  sind)  so  zuordnen,  da^s  die 
Summe  der  Quadrate  von  irgend  dreien  dieser  Formen  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  der  drei  übrigen  wird,  und  da^s  ferner  die 
zwanzig  Invarianten  von  je  drei  der  linearen  Formen  paarweise 
einander  gleich,  und  überdies  Coefficienten  einer  [eigentlichen) 
orthogonalen  Substitution  werden. 

Dazu  ist  nöthig  das  Ausziehen  von  vier  neben  einander  stehen- 
den Quadratwurzeln, 

Unsere  jetzige  Formulirung  hat  vor  der  früheren  (§  3)  den 
Vorzug,  dass  sie  jede  Erörterung  über  das  Vorzeichen  der 
Wurzeln  V(435)  (246)  u.  s.  w.  entbehrlich  macht:  unsere  For- 
meln liefern  ganz  von  selbst  die  richtigen  Wurzelwerthe. 

Es  sind  also  jetzt  auch  die  Relationen  zwischen  den  Pro- 
ducten  der  Substitutionscoefficienten  in  eine  einzige  Formel  zu- 
sammengefa^st: 

(s-)  (A>',')  (x'/V')+ {."'x'.')  (A'O')  +  (x'A'.')t/.'r/)  =  0 . 

Dass  man  nur  vier  und  nicht  fünf  unabhängige  Wurzeln 
hat,  geht  daraus  hervor,  dass  in  die  Ausdrücke  c^^  nur  die  Ver- 
hältnisse der  in  Nr.  (43)  erklärten  Wurzelwerthe  eintreten. 

Eine  mehr  symmetrische  Formulirung  erhalten  wir  natür- 
lich, wenn  wir  die  Formen  [Vu]  so  erklären,  dass  die  Summe 
ihrer  Quadrate  Null  wird.    (Vgl.  §  6.) 

Unser  Satz  ist  einer  einfachen  geometrischen  Deutung  f^hig. 
Wir  können  nämlich  die  Gurve  [U^Y  =  ^  "^'^  ^^^  sogenannten 
unendlich  fernen  Kugelkreis  identificiren ;  die  Formen  (t '0}  wer- 
den dann  durch  unter  einander  gleichlange  Strecken  dargestellt, 
die  von  irgend  einem  Punkte  aus  in  den  positiven  Richtungen 
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sweier  gleichartig  orieniirter  Coordinatenkreuze  gezogen  sind. 
Die  Invariante  (xU^)  bedeutet  den  Rauminhalt  des  Parallel- 
epipedons,  das  durch  die  Strecken  %\X\ii'  bestimmt  ist,  oder 
das  «äussere  Producta  dieser  Strecken.  Diese  Bauminhalte  sind 
in  der  That  paarweise  gleich,  und  sie  sind  die  Coefficienten  der 
orthogonalen  Substitulion,  die  den  Uebergang  von  einem  Coordi- 
natensystem  zum  anderen  vermittelt,  in  homogener  Schreibart. 
Wir  haben  bisher  angenommen,  das  die  Invariante  J  nicht 
verschwindet.  Das  Gegentheil  tritt,  so  lange  die  Punkte  1  ...  6 
getrennt  bleiben,  nur  dann  ein,  wenn  vier  von  den  sechs  Punkten 
in  einer  Geraden  liegen,  oder  wenn  sich  die  Punkte  1 ,  3,  5  und 
2,4,6  auf  zwei  Gerade  vertheilen.  Diese  Fälle  machen  beson- 
dere Formulirungen  noth wendig,  bieten  aber  keine  besondere 
Schwierigkeit. 

6. 
Die  Mnttre  Form  6.  Ordnang. 

Das  Resultat  des  vorigen  §  vereinfacht  sich  noch  etwas, 
wenn  wir  nunmehr  vermöge  des  HBssB'schen  Uebertragungs- 
princips  in  das  binäre  Gebiet  des  Kegelschnittes  übertreten,  der 
das  betrachtete  Sechseck  enthält.  Es  wird  nämlich  dann  der 
in  unseren  Formeln  benutzte  Hülfspunkt  0  ttberQüssig.  In  der 
That  mögen  wir  bemerken,  dass  wir  in  der  Formel  (1 0)  statt  der 
zu  dem  Punkte  0  gehörigen  linearen  Form  auch  irgend  eine 
Form  2.  Classe  hätten  benutzen  können,  die  nicht  conjugirt  ist 
zu  den  Formen  2.  0. ,  die  fttr  die  Punkte  1  ...  6  verschwinden, 
oder  anders  ausgedrückt,  die  von  den  zu  1  ...  6  gehörigen  spe- 
ciellen  Formen  2.  Classe  linear-unabhängig  ist.  Diese  Bedingung 
ist  erfttllt  durch  die  UmhttUungsform  der  genannten  Curve  2.  0. 
Wir  werden  also  beim  Uebergang  zum  bioären  Gebiet  das 
willkürliche  Element  0  zum  Verschwinden  bringen  können. 

Die  Durchföhrung  der  hiermit  angezeigten  Rechnung,  die 
nicht  ohne  Interesse  ist,  wollen  wir  auf  eine  andere  Gelegenheit 
verschieben.  Wir  begnügen  uns,  das  Besultat  anzugeben,  das 
man  voraussehen  und  nachträglich  leicht  durch  einfache  Rech- 
nungen bestätigen  kann.  Wir  geben  zur  Abwechslung  die  sym- 
metrische Formulirung,  die  sieh  innerhalb  einer  allgemeinen 
Theorie  der  binären  Formen  6.  0.  als  die  zweckmässigste  er- 
weisen wird.  Wir  bezeichnen  dabei,  zur  Unterscheidung  von  den 
bisher  verwendeten  Abkürzungen,  die  simultanen  Invarianten 
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binärer  linearer  Formen  durch  scharfe  Klammern,  vrobei  noch 
zar  Abkürzung 

^[xk][Xfi][,Cfi]=:[xXfi] 

gesetzt  werden  mag. 

Es  seien  4  ...  6  irgend  welche  sechs  Punkte  des  binären  Gc- 
bieteSj  und  es  möge 

(18)     TT,  =  [42]  [43].-.  [16],...,     ^,^[64]  [68]...  [65] 

gesetzt  werden.   Erklären  wir  dann  eine  Abhängigkeit  zwischen 
den  sechs  Quadratwurzeln  Vtc^  durch  die  Formel 

(49)  1/^1/5^ >^y^]^]/Pr;=l/^=T./7[tx]  (xZi  +  r..6)' 

so  sind 

(20)  [i'/]»  =  P        (t  =  «..,6) 

YTti 

die  Ausdrücke  gewisser  quadratischer  Formen  von  verschwin- 
dender Discriminante,  mit  den  Nullpunkten  4  . . .  6 . 

Die  Summe  der  Quadrate  dieser  Formen  verschwindet  iden- 
tisch: 

(24)  ^[i't]*=0         (*  =  1...6). 

Zugleich  wird  das  Grössensystem 

-[4'3'5'], 

,22M  [<'*'«']'       [»'*'«']'       [»'*'«']' 

^"^  [2' 4 '6'],      [2' 3' 6'],       [2' 5' 6'], 

[2' 4' 4'],       [2'4'3'],      [2' 4' 6'] 
identisch  mit  dem  Grössensystem 

-V^^[2'4'6'], 
(22")    ^'E][«'3'»'].       V£4[4'2'5'],       y^[4'3'2'], 
^      ^   y-4[4'3'6'],       r-4[4'4'5'],       V- 4  [4'3'4'], 
y-4[6'3'5'],       K=l[4'6'5'],       V-1  [4'3'6'], 

und  bildet,  in  dieser  Anordnung,  das  System  der  Coefficienten  einer 
{eigentlichen)  orthogonalen  Substitution '). 


4)  Wenn  die  Quadratwurzeln  V[ik]  als  rational  bekannt  gelten,  so 
lasst  sich  die  Regel  über  die  Vorzeichen  der  Wurzeln  ym  auch  so  aas- 
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Die  Zahl  der  wesentlich  verschiedenen  Systeme  von  Formen 
[iU]*  ist  2*.  Es  ist  nämlich  ein  simultaner  Zeichenwechsel  aller 
Grössen  Yjt^  ohne  Einfluss  auf  das  Resultat,  und  ebenso  der 
Zeichenwechsel  von  V^,,  V^r^,  V^g  verbunden  mit  dem  von 
V —  4 .  Man  wird  sich  natürlich  für  einen  bestimmten  Werth  der 
vierten  Einheitswurzel  entscheiden,  der  für  alle  6 1  Anordnungen 
derselbe  bleibt.  Die  Substitutionsgruppe  der  Grössen  Vtv^  be- 
steht dann  aus  den  geraden  Yertauschungen ,  verbunden  mit 
46  JB  verschiedenen«  Vorzeichen  wechseln  einer  geraden  Anzahl 
unter  ihnen,  und  den  ungeraden  Yertauschungen,  diese  ver- 
bunden mit  den  1 6  Vorzeichenwechseln  einer  ungeraden  An- 
zahl. 

Die  einfache  Gestalt  des  obigen  Satzes  beruht  auf  einer 
doppelten  Verwendung  homogener  Grössen,  darauf  nämlich, 
dass  wir  sowohl  die  Veränderlichen  des  binären  Gebietes,  als 
auch  die  Substitutionscoefficienten  homogen  geschrieben  haben. 
Verzichtet  man  auf  Beides,  so  erhält  man  mehrere  (vier)  weniger 
einfache  Formulirungen,  darunter  die  von  Hessb  angegebene *). 
Da  die  Grössen  [i't]*  bis  auf  einen  allen  gemeinsamen  Factor 
durch  die  sechs  Punkte  völlig  bestimmt  sind,  so  können  sie  als 
irrationale  Covarianten  einer  binären  Form  6.  Ordnung  ange- 
sehen und  in  dem  System  dieser  Form  als  Wurzeln  einer  ge- 
wissen Gleichung  6.  Grades  definirt  werden.  Ihre  Quadratwurzeln 
—  die  quadratischen  Formen  [i'/]*  —  spielen  in  der  Theorie 
der  Formen  6.  Ordnung  genau  dieselbe  Rolle,  wie  die  vom  Ver- 
fasser definirten  und  näher  untersuchten  irrationalen  linearen 
Covarianten  in  der  Theorie  der  binären  Formen  4.  0.  %  Freilich 
sind  in  unserem  jetzigen  Falle  die  Verhältnisse  schon  sehr  viel 
verwickelter;  die  wirkliche  Aufstellung  der  erwähnten  Gleichung 
6.  Grades  wird  nicht  ohne  einen  ziemlichen  Aufwand  von  Rech- 
nung zu  leisten  sein. 


drücken:  Man  setze  (/tt,  =  }/[42]  V[18]_^..  V[i6],  u.  s.  w.  und  erklöre  all- 
gemein y[ki\,  wenn  i<üf,  durch  — >/— 4  y[ik]  (i  =  \ ...  5,  k=i-^\  ...6). 
Die  hiervon  abweichende  Regel,  die  sich  bei  Reichardt  findet  (S.  887,  An- 
merkung), scheint  mir  nicht  recht  verständlich  zu  sein. 

\)  Hesse  in  Crelle's  Journal,  Bd^3  (4864),  S.  248.  Hesse  hebt  die  Ab- 
hängigkeit zwischen  den  Wurzeln  y-nj^  nicht  hervor,  und  er  trennt  daher 
auch  die  eigentlichen  Substitutionen  nicht  von  den  un^igentlichen. 

2)  Am.  Journal,  Vol.  M  (4895),  p.  487—284. 
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Ein  Theil  vom  Inhalte  des  obigen  Theorems  kann,  nach 
einem  Satze  des  Verfassers  i),  noch  in  einer  anderen  Form  aus- 
gedrückt werden,  nämlich,  mit  besonderer  Rttcksicht  auf  den 
Fall  reeller  Punkte  4  ...  6,  etwa  so : 

Setzt  man^  im  System  van  irgend  sechs  binären  linearen 
Formen  [it], 

g.  =  [<2][<3][U][<5][<6],    g,  =  [<2][23][«41[25][26], 

(«3)  5,  =  [i  3]  [23]  [34]  [35]  [36] ,    %,  =  H  4]  [24]  [34]  [45]  [46] , 

%.  =  [<  5]  [25]  [35]  [45]  [56] ,     g.  =  [4  6]  [26]  [36]  [46]  [56], 

so  sind  die  Ausdrücke 

[43][34]Vg^r26][56]Vg 

f<6][46]Vg,       [23][35]V5.' 
(24^  [35][56]>^  _  [42][24]Vg, 

[23][26]]/5.       [45][45]yg,' 

[42][45]yg^[34][46]Vg, 

[24][45]K§,       [43]l<6]Vg; 
die  Cosinus  der  Seiten,  und  die  Ausdrücke 

[45][56]yg;^       [24][34iyg 
fU][46]V^  [25][35]y?f/ 

{24*)  _  M2][<3]T/g,  ^  _  [46]  [56]}^ 

[26][36]Vg.  [U][45]>^g.' 

_  [34][35]Vg,  ^  _  [42][26]Vg, 
[24]  [25]}^  [<3][36]V5, 

die  Cosinus  der  entsprechenden  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks. 
Die  Abhängigkeit  zwischen  den  Wurzeln  V^^  wird  man  am 
Besten  durch  die  Gleichung 

erklären;  doch  ist  die  specielle  Vorzeichenbestimmung  zur  Gel- 
tung dieses  Satzes  nicht  nothwendig.     Die  Beziehung  zwischen 


4)  Trigonometrie  II,  §  6  (S.  434). 
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den  Grössen  ^/'It^  und  \%^  wird  am  einfachsten  erklärt  durch 
die  Gleichungen 

(26)     V;^=VS:  (1  =  1,3,5),    V;^  =  -V31vg;(/=2,4,6). 

Wir  haben  schliesslich,  um  unsere  Untersuchung  zum  Ab- 
schluss  zu  bringen,  nur  noch  die  Frage  zu  erledigen,  wie  man 
das  Sechseck  finden  kann,  wenn  die  zugehörige  orthogonale 
Substitution  gegeben  ist.  Es  kann  sich  dabei  natürh'ch  nur  um 
die  Auffindung  der  Doppelverhttitnisse  oder  Würfe  handeln,  die 
je  vier  von  den  sechs  Punkten  mit  einander  bilden.  Diese  lassen 
sich  aber  sofort  angeben ;  es  ist  z.  B. 

.a7a^  [35]  [46]  _  [135]  [1 46]  _  [235]  [246] 

^      ^  [34]  [56]  ~"  [134]  [156]  ""  [234]  [256]  ' 

oder,  was  dasselbe  ist, 

[35]  [46]  _  (135)  (146)  ^  (235)  (246) 
[34][56]        (134)(156)       (234) (256)  ' 

Mier  hat  man  nur  die  Zahlen  rechter  Hand  mit  Accenten  zu 
versehen,  und  dann  ihre  Werthe  etwa  aus  Nr.  (22)  einzutragen. 

Bit  aus  den  sechs  Punkten  zu  bildenden  Doppelverhältnisse 
sind  also  gewisse  Doppelquotienten  der  Coefficienten  der  zugehörigen 
orthogonalen  Substitution. 

Man  kann  dieser  letzten  Betrachtung  noch  eine  etwas  an- 
dere Wendung  geben,  derart,  dass  sie  das  Frühere  nicht  voraus- 
setzt, und  so  einen  dritten  Beweis  des  HBSSB*schen  Satzes  liefert. 
Wir  berechnen  nämlich  einfach  die  Doppelverhältnisse,  die  zu 
solchen  sechs  Punkten  der  KuMHBR'schen  Configuration  gehören, 
die  in  einer  Ebene  liegen;  wobei  wir  uns  die  »KumiER'sche  Con- 
figuration v,  ohne  irgend  welche  weitere  Voraussetzungen  zu 
machen,  aus  beliebigen  Coordinatenverhältnissen  x^:x^:x^:  x^ 
durch  die  bekannten  Yorzeichenwechsel  und  Vertauschungen 
erzeugt  denken.  Ein  solches  System  von  sechs  Punkten  können 
wir  der  Tabelle  Nr.  (3)  der  mehrfach  erwähnten  Abhandlung 
(Sachs.  Ber.  1892,  S.  134)  entnehmen.  Indem  wir  jedesmal  die 
Goordinate  x^  weglassen,  d.  h.  die  Figur  auf  die  zugehörige  Co- 
ordinatenebene  projiciren,  erhalten  wir  ein  ebenes  Sechseck 
mit  den  folgenden  Coordinatenwerthen : 
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4 

3 

S 

' 

4 

6 

.t;  = 

^« 

»•3 

-^. 

x. 

-a-. 

^1 

ai  = 

-X, 

3^. 

X, 

-a-. 

a:. 

a;. 

.T,'  = 

^« 

-a-, 

x. 

x. 

—  af. 

a-. 

Berechnen  wir  nun  die  Invarianten  von  je  dreien  dieser  Punkte^ 
so  findet  sich 

(<35)  =  (246)=ar,.Ooo, 
(235)=(U6)=a;o-o,,,  (125)=(346)=Xoa„,  (432)=(546)=x..a,„ 
(435)=(2<6)=(E,.a„,  (U5)=(236)=a?,-a„,  f434)=(«56)=ar,.a.„ 
(635)=(24<)=a:,.a3,,  (<65)={243)=rr,.a„,  (<36)==(245)=ar..o„. 

Diese  Formeln  erfttUen  identisch  die  Bedingung  dafür,  dass 
sechs  Punkte  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  und  sie  liefern  ohne 
Weiteres  den  UBSSB'sohen  Satz.  Zugleich  enthalten  sie  einen 
von  liniengeometrischen  Betrachtungen  unabhängigen  Beweis 
fUr  die  Haupteigenschaft  der  KumiBR'schen  Configuration. 

Sollte  oTq  verschwinden,  so  wird  die  Ableitung  illusorisch. 
Man  kommt  aber  dann  durch  Projection  aus  einer  anderen  Ecke 
desCoordinatentetraeders  zu  demselben  Ergebniss.  Es  ist  gewiss 
merkwürdig,  dass  die  4 .  20  dreireihigen  Determinanten,  die  man 
der  Matrix  der  Goordinaten  von  sechs  derselben  Ebene  ange- 
hörigen  Punkten  der  KumiBE'schen  Ck)nfiguration  entnehmen 
kann,  alle  reducibel  und  paarweise  gleich  den  40  Produeten 
Xj .  a^j.  sind. 

Bonn,  30.  October  1 895. 
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II.  Bemerkungen  zur  Trigonometrie. 

In  einer  Dissertation  der  Universität  GOttingen  hat  Frl. 
Grage  Chisholm  u.  A.  einen  Theil  der  Untersuchungen  des  Ver- 
fassers über  Trigonometrie  neu  dargestellt,  indem  sie  an  Stelle 
des  vom  Speciellen  zum  Allgemeinen  fortschreitenden  Entwicke- 
lungsgangs  eine  mehr  deductive  Darstellungsweise  setzt  ^).  Es 
werden  dadurch  und  durch  die  etwas  weiter  ausgebildete  Ter- 
minologie vielleicht  einige  Punkte  leichter  verständlich  gemacht. 
Doch  dürfte  die  Arbeit  auch  geeignet  sein,  Missverständnisse 
hervorzurufen,  namentlich  weil  die  Verfasserin  nicht  deutlich 
gesagt  hat,  inwiefern  sie  zu  von  den  meinigen  abweichenden  Er- 
gebnissen gekommen  zu  sein  glaubt.  Ich  bin  Frl.  Chisholm  zu  Dank 
verpflichtet  dafür,  dass  sie  mich  auf  das  nachher  zu  besprechende 
Versehen  aufmerksam  gemacht  hat;  den  Worten  ihrer  Vorrede 
gegenüber  muss  ich  aber  darauf  bestehen ,  dass  abgesehen  von 
der  »Verzerrungsgruppe  u  (die  bei  mir  überhaupt  nicht  vorkommt) 
die  Sätze  im  ersten  Theil  ihrer  Dissertation  mit  derselben  Schärfe 
und  in  wesentlichen  Stücken  mit  grösserer  Vollständigkeit  von 
mir  ausgesprochen  und  bewiesen  worden  sind,  auch  in  gruppen- 
theoretischer Hinsicht;  die  Ergänzungen,  die  nOthig  gewesen 
sein  sollen,  beziehen  sich,  soviel  ich  sehe,  nur  auf  vermeintliche 
Lücken.  —  Es  wird  vielleicht  ganz  nützlich  sein,  wenigstens 
die  Punkte  nochmals  zu  besprechen,  in  denen  eine  Schwierigkeit 
zu  liegen  scheint. 

Für  den  Begriff  des  reellen  Dreiecks ,  wie  er  meiner  Unter- 
suchung zu  Grunde  liegt,  ist  wesentlich  die  Annahme  positiver 
Richtungen  der  Seiten  und  die  Orientirung  der  Kugel,  die  Fest- 


4)  Algebraisch-gruppentheoretische  Untersuchungen  zur  sphärischen 
Trigonometrie.  Göttingen  4  895.  —  Sphärische  Trigonometrie,  orthogonale 
Substitutionen  und  elliptische  Functionen.  Abhandlungen  der  K.  S.G.  d.W 
Bd.  20,  Nr.  3  (Leipzig  4  893,  bei  S.  Hirzel).  Die  Citate  «trig.«  beziehen  sich, 
auf  die  letztgenannte  Arbeit. 

]fat1i.-pli7s.  CImso.  1895.  38 
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Setzung  eines  gemeinsamen  positiven  Drehungssinnes  aller  Win- 
kel (Trig.  S.  91 ).  Vermöge  dieser  Bestimmungen  entspricht  jedem 
Dreieck  auf  der  Kugel  ein  völlig  bestimmtes  »abstractes  Dreiecke, 
ein  System  von  sechs  Grössen  a,-,  a,.,  den»  Seiten  c  und  »Winkeln  f 
des  Dreiecks.  Da  es  zwei  gleichberechtigte  Orientirungen  der 
Kugel  giebt,  so  entsteht  auf  diese  Art  jedes  abstracte  Dreieck 
zweimal:  Zu  jedem  System  von  sechs  Zahlen  a^,  a^  gehören 
natürlich  zwei  Figuren,  die  auf  entgegengesetzt  orientirten  Kugeln 
symmetrisch  liegen.  Da  diese  Figuren  analytisch  nicht  zu  unter- 
scheiden sind ,  so  werden  sie  zweckmässiger  Weise  auch  geo- 
metrisch nicht  getrennt.  Ich  erkläre  sie  deshalb  fttr  »identisch« 
(Trig.  S.  92).  Dieses  Verfahren  wird  manchen  Geometer  vielleicht 
etwas  fremdartig  anmuthen;  in  der  Gruppentheorie  aber  ist 
Derartiges  nicht  ungewöhnlich :  die  Bestimmung  hat  den  Zweck, 
die  Gorrespondenz  (1,2)  zwischen  ahstractem  Dreieck  und  Figur 
auf  eine  Gorrespondenz  (1,1)  herabzusetzen.  Offenbar  lässt  sich 
dies  auch  auf  andere  Weise  erreichen,  indem  man  nämlich  eine 
der  beiden  Orientirungen  ganz  ausschliesst,  und,  mit  etwas  ge- 
waltsamem Sprachgebrauch,  überhaupt  nur  die  eine  der  beiden 
zusammengehörigen  Figuren  ein  »Dreieck«  nennt.  Im  Grunde 
kommen  beide  Bestimmungen  natürlich  auf  Dasselbe  hinaus;  es 
ist  daher  auch  nicht  zu  verwundem,  dass  Frl.  Chisholm,  die  sich 
der  zweiten  bedient,  keine  anderen  Gruppen  findet,  als  die  von 
mir  angegebenen. 

Um  zum  Begriff  des  complexen  Dreiecks,  des  Dreiecks  mit 
complexen  Seiten  und  Winkeln  a^,  a^  zu  gelangen,  ist  das  Nächstr- 
liegende,  die  Mannigfaltigkeit  der  reellen  Dreiecke  analytisch 
fortzusetzen.  Frl.  Chisholm  bleibt  auch  dabei  stehen.  Wenn 
man  sich  aber  bestrebt,  beim  Aufbau  der  analytischen  Trigono- 
metrie aus  der  Geometrie  nur  das  Nothwendigste  zu  entlehnen, 
so  wird  man  (auf  Grund  der  Untersuchung  Trig.  II,  §  1)  dazu 
geführt,  als  ein  allgemeines  Dreieck  überhaupt  ein  jedes  System 
von  sechs  reellen  oder  complexen  Grössen  a,.,  or,-  anzusehen,  die 
den  sechs  Gleichungen  des  Cosinussatzes  genügen.  Nun  kommt 
man  zwar  bei  dieser  Definition  zu  keinen  allgemeineren  Grössen- 
systemen  a^,  a^  als  bei  der  vorhergehenden;  das  ist  aber  nicht 
von  vornherein  klar,  sondern  es  muss  bewiesen  werden.  Es 
besteht  also  zwischen  den  beiden  Definitionen  kein  materieller, 
aber  doch  ein  wohl  zu  beachtender  begrifflicher  Unterschied;  die 
erste  ist  die  (logisch)  engere. 
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Dieser  Umstand  ist  wohl  zu  beachten  bei  der  Auffassung 
der  folgenden  Continuitätssätze: 

I.  Die  MannigfaUigkeü  aller  complexen  Dreiecke  besteht  aus 
zwei  verschiedenen  irreducibelen  Mannigfaltigkeiten^  zwischen 
denen  kein  stetiger  Uebergang  möglich  ist,  dei'  lieigentlichena  und 
der  »  uneigentlichen  (ü  Mannigfaltigkeit. 

IL  Jede  dieset^  Theilmannigfaltigkeilen  hat  nur  einen  reellen 
Zug. 

Oder,  in  etwas  anderer  Gliederung : 

\ )  Es  giebt  zwei  und  nicht  mehr  continuirlich  zusammen- 
hängende Mannigfaltigkeilen  reeller  Dreiecke  (Trig.  S.  \\\), 

8)  Diese  sind  völlig  getrennt,  und  sie  bleiben  es  auch  dann 
nochj  wenn  man  sie  ins  complexe  Gebiet  fortsetzt  (Trig.  S.  4H). 

3)  Es  giebt  keine  Mannigfaltigkeiten  complexer  Dreiecke  aussei* 
den  unter  %)  genannten  (Trig.  S.  4  29),  also  keine  Mannigfaltigkeiten 
ohne  reelle  Züge. 

Frl.  Ghisholm  scheint  zu  glauben,  dass  die  Sfitze  4)  und  2) 
bei  mir  nicht  vollstttndig  bewiesen  seien.  Es  müssen  hier  Miss- 
verständnisse vorliegen.  Jedenfalls  ist  ihr  Beweis  für  den  Satz  1  ] 
vollkommen  identisch  mit  dem  meinigen,  der  sich  überhaupt 
nicht  viel  wird  abändern  lassen.  Den  Satz  2)  habe  ich  allerdings 
nicht  ausdrücklich  bewiesen,  sondern  ich  habe  ihn  (Trig.  S.  4  4  4 ) 
als  i>  selbstverständlich  d  hingestellt.  Ich  habe  aber  natürlich 
nicht  sagen  wollen,  dass  der  Satz  überhaupt  keines  Beweises 
bedürfe,  sondern  nur,  dass  ein  ganz  einfacher  Beweis  nahe 
liegt.  In  der  That,  wäre  ein  stetiger  Uebergang  zwischen  bei- 
den Mannigfaltigkeiten  möglich,  so  müssten  in  den  Delahbre- 
sehen  Gleichungen  die  oberen  und  die  unteren  Vorzeichen  für 
endliche  Argumente  zusammen  bestehen  können;  es  müssten 
also  z.  B.  die  folgenden  vier  Gleichungen  mit  einander  verträg- 
lich sein: 

cos  -^  .  sin  -^-~— ^  =  0 ,      sm  -^  .  sm       ^       =  0  , 

cos  -^  .  cos-?-^ — ^  =  0  ,      sin  "ö  *  cos-^-  -5  =  0 , 

was  ein  offenbarer  Widersinn  ist. 

Eber  noch  hätte  man  vielleicht  darin  eine  Lücke  finden  kön- 
nen, dass  die  Irreducibilität  der  complexen  eigentlichen  Mannig- 

88* 
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faltigkeit  nicht  ausdrttcklich  bewiesen  wird;  doch  ist  aach 
dieses  Bedenken  im  Augenblicke  zu  erledigen  ^). 

Der  Satz  Nr.  3)  endlich  fehlt  bei  Frl.  Chishoui  ganz,  eben 
zufolge  ihrer  abweichenden  Definition  der  complexen  Dreiecke. 
Allerdings  sind  wichtiger  die  beiden  Sätze  1)  und  S);  aber  ganz 
nebensttchlich  ist  die  Frage  nach  den  algebraisch  möglichen 
Vorzeichencombinationen  in  den  DBLAHBRB'schen  Formeln  wohl 
nicht.  Ich  kann  daher,  im  Gegensatz  zu  Frl.  Ghisholm,  die  üb- 
liche Behandlung  des  Gegenstandes,  wie  man  sie  »in  irgend 
einem  Lehrbuche c  findet,  als  sachgemäss  nicht  anerkennen 
(Trig.  S.  128  Anmerkung),  wenigstens  nicht  in  einer  systema- 
tischen Bearbeitung  der  Trigonometrie.  Diese  Methode  ist  ja 
für  die  Zwecke  der  Astronomie  und  Geodäsie  ausreichend, 
sie  ist  aber  nicht  algebraisch  und  sie  führt  nicht  zum  Beweise 
des  Satzes  3). 

Die  Trennung  der  eigentlichen  und  uneigentlichen  Dreiecke 
kommt,  nach  Frl.  Chisholji's  interessantem  Gitat  aus  der  Theoria 
Motus  (Über  I,  Sect.  II,  §  54]  schon  bei  Gauss  vor.  Vielleicht 
bringt  uns  Gacss'  der  Welt  noch  immer  vorenthaltener  Nachlass 
noch  einmal  Aufschluss  darüber,  ob  Gauss  seine  Untersuchungen 
auch  auf  die  Continuitätsfragen  ausgedehnt  hat. 


Die  Ungleichungen  für  die  Typen  nicht  construirbarer  Drei- 
ecke sind,  zufolge  eines  mir  selbst  unbegreiflichen  Irrthums,  in 
meiner  Trigonometrie  auf  S.  96  nicht  richtig,  nämlich  unvoll- 
ständig angegeben,  während  auf  S.  4  60,  wo  ich  auf  den  Gegen- 
stand zurückkomme,  die  richtigen  Formeln  angeführt  werden. 
Die  fraglichen  Ungleichungen  für  die  Typen  B^i^  lauten  danach: 


1        »0. 

«0. 

ß.o 

««« 

Ä« 

«.. 

a. 

^71 

St 

Snr 

^n 

^0 

>0 

«t 

%7t 

^0 

^ifC 

^^ 

•^iTt 

^7t 

"3 

^Jt 

^0 

^ifc 

^TT 

^7t 

^«TT 

s.gO 

5,  SO 

5,^  — TT 

Sjg/r 

S.^O 

«j^O 

,  u.  s.  w., 


4)  Wenn  nämlich  für  zwei  in  den  Seiten  übereinstimmende  com- 
plexe  Dreiecke  die  oberen  Vorzeichen  der  DBLAHBRB'schen  Formeln  gelten 
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während  die  entsprechenden  Ungleichungen  fttr  die  Typen  B'ik 
aus  diesen  durch  die  Substitution  aj  =^7t  -^  aj  hervorgehen. 
Diese  Ungleichungen  ziehen  die  Ungleichungen  0  ^  ay  ^  2  tt, 
und  die  Ungleichungen  Trig.  S.  96  nach  sich,  während  das  Um- 
gekehrte nicht  der  Fall  ist.  — 

Um  von  der  Gruppirung  unserer  Ungleichungen  eine  deut- 
liche Vorstellung  zu  erhalten,  denke  man  sich  den  Raum  durch 
drei  Schaaren  paralleler  Ebenen  in  Würfel  von  der  Seitenlänge 
2  TT,  und  jeden  von  diesen  wieder  in  acht  WtLrfel  von  der 
Seitenlänge  tt  zerlegt.  Die  construirbaren  Dreiecke  entsprechen 
dann,  bei  Deutung  der  a,-  als  Gartesischer  Goordinaten,  den  Punk- 
ten im  Inneren  gewisser  regelmässiger  Tetraeder,  die  den  kleinen 
Würfeln  eingeschrieben  sind;  die  nicht  construirbaren  Dreiecke 
entsprechen  den  ausgeschlossenen  Gebieten,  deren  es  32  modd. 
%7t  verschiedene  giebl.  Diese  letzteren  Gebiete,  gleichschenklige 
rechtwinklige  Dreikante,  schliessen  sich  in  periodischer  Wieder- 
holung zu  vier  Octaedern  zusammen,  z.  B.  die  Typen  Ba,  ffu 
(Trig.  S.  <6<)  zu  dem  Octaeder 

—  TT^^oSO,       O-^Sj-^Tt       0=1,2,3). 

Das  Innere  eines  solcheü  Octaeders  geht  bei  der  Trig.  S.  \  60 
besprochenen  Abbildung  über  in  das  Innere  einer  Gruppe  von 
vier  doppelt  überdeckten  Tetraedern,  die  längs  gewisser  Kanten 
zusammenhängen,  wie  dort  im  Einzelnen  ausgeführt  ist. 

Bonn,  25.  November  4895. 

so  besteht  zwischen  ihren  Winkeln  eine  Beziehung  der  Form  o{  «=  £  <r ,•  + 
+  %Xin  (Trig.  S.  480,  Nr.  4)  oder  c/j  =  ««,  -+-  2(Ä,H-  X^n,  u.  s.  w.,  wo 
8  =  ib  4 .  Das  ist  aber  (S.  407,  Nr.  9)  eine  Substitution  der  Gruppe  ®;  sie 
kann  also  durch  continuirliche  Aenderuug  hervorgerufen  werden. 


Frits  Cohn,  Die  Polhöhe  der  Leipziger  Sternwarte. 

Einleitung. 

Das  Instrument,  mit  welchem  die  folgende  Bestimmung  der 
Polhohe  der  Leipziger  Sternwarte  angestellt  ist,  ist  das  in  ver- 
schiedenen, früheren  Publicationen  ^)  beschriebene  Wanschaff- 
sche  Universalinstrument.  Der  Zweck  der  Beobachtungsreihe 
war  der,  den  durch  die  früheren  Reihen  —  hauptsächlich  wegen 
der  damals  recht  merklichen  Breitenschwankung  —  noch  nicht 
genügend  sicher  gestellten  Werth  der  mittleren  Polhöhe  von 
Leipzig  für  das  letzte  Jahrzehnt  festzulegen  und  zugleich  zu 
untersuchen,  in  wieweit  die  an  dem  Instrument  vorgenommenen 
Aenderungen  die  früher  hervorgetretenen  kleinen  Mangel  be- 
seitigt und  ein  fehlerfreieres  Functioniren  desselben  bewirkt 
hatten.  Insbesondere  sollten  erneut  die  Unterschiede  der  ein- 
zelnen Kreisstflnde  untersucht  werden.  Hingegen  lag  es  der 
Beobachtungsreihe  völlig  fern,  einen  Beitrag  zum  Gapitel  der 
Polhöhensohwankung  zu  liefern,  da  der  ganze  Beobachtongs- 
modus  daraufhin  nicht  eingerichtet  war.  Zwar  hätte  vermuthet 
werden  können,  dass  sich  bei  einem  mittleren  Abendfehler  von 
ib  0'/3  bis  ±:  0'/4  die  grösseren  Schwankungen  in  den  Beobach- 
tungen verrathen  würden;  indessen  ist  das  kaum  der  Fall  ge- 

1)  Es  sind  die  drei  unter  ein  und  demselben  Titel  »Die  Polhöhe  der 
Leipziger  Sternwarte  c  in  diesen  Berichten  erschienenen  Arbeiten  von  Schu- 
mann (Sitzung  V.  6.  Febr.  4898),  Hatn  (6.  Febr.  4 898),  Hartmann  (84.  Juli  4  893). 
Da  dieselben  im  Folgenden  öfters  zu  citiren  sind,  führen  wir  für  dieselben 
die  abkürzenden  Bezeichnungen  Seh,  H,,  H,  ein.  Diese  Bezeichnungen 
sollen  auch  für  die  Beobachtungsreihen  selbst  gelten,  wobei  Seh  neben 
dem  Berechner  Schumann  zugleich  den  Beobachter  Schnauder  andeutet, 
ferner  eine  Zusammenziehung  der  beiden  Reihen  H|  und  H,  kurz  mit  H 
und  meine  eigene  Beobachtungsreihe  mit  G  bezeichnet  werden  soll. 
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wesen.  Vielmehr  wird  sich  später  zeigen,  dass  z.  B.  die  von 
Herrn  Dr.  Harthann  durch  Zusammenziehung  der  Reihen  H^ 
und  H,  erhaltene  Darstellung  der  Schwankung  in  nicht  genügen- 
der Uebereinstimmung  mit  den  coincidirenden  Beobachtungen 
anderer  Sternwarten,  welche  direct  zur  Ermittlung  der  Polhöhen- 
schwankung angestellt  wurden,  steht.  Dasselbe  gilt  fttr  die  vor- 
liegende Beobachtungsreihe,  fttr  welche  es  indessen  bei  der  zur 
Zeit  nur  geringen  Bewegung  der  Erdaxe  von  vornherein  nicht 
anders  zu  erwarten  gewesen  war. 

Die  Beobachtungen  begannen  am  30.  März  1894,  nachdem 
einige  instrumenteile  Untersuchungen  vorangegangen  waren  und 
den  Beobachter  mit  der  Handhabung  des  Instruments  und  der 
Ablesung  der  Mikroskope  vertraut  gemacht  hatten,  und  er- 
streckten sich  in  ziemlicher  Gleiohmässigkeit  über  fast  ein  Jahr 
bis  zum  9.  März  4895;  nur  im  August  und  September  4894  ent- 
stand durch  eine  achtwOchentliche  militärische  Uebung  eine 
erhebliehe  Lücke. 

Instrumentelles. 

Bezüglich  der  Einrichtungen  des  Instruments  und  der 
mannigfachen,  daran  vorgenommenen  Aenderungen  sei  auf  die 
früheren  Arbeiten  verwiesen ;  nur  auf  die  nach  Abscbluss  von 
H,  noch  getroffenen  Aenderungen  soll  hier  eingegangen  werden. 
Die  früher  bemerkte  Bewegung  der  Niveaublase,  welche  bei 
feststehendem  Instrument  während  der  Ablesung  der  Mikroskope 
vor  sich  ging  und  ihre  Ursache  in  Nachziehungen  haben  musste, 
welche  das  ganze  Instrument  infolge  der  vorangegangenen 
Drehung  im  Azimuth  erlitt,  war  durch  die  Veränderung  des 
Hikroskopträgers  nahezu  beseitigt  worden  und  hat  auch  während 
meiner  Beobachtungsreihe  fast  ganz  gefehlt.  Indessen  hatte  es 
sich  herausgestellt,  dass  bei  der  damals  neu  eingeführten  Ent- 
lastungsvorrichtung das  Instrument  sich  oft  im  Azimuth  schwer 
drehte  und  bisweilen  ganz  festsetzte.  Um  diesem  Uebelstande 
abzuhelfen,  wurden  vor  dem  Beginn  meiner  Beobachtungsreihe 
die  flachen  Federn,  welche  nach  H,  unter  die  drei,  das  Aufliegen 
der  Büchse  auf  dem  konischen  Zapfen  regulirenden  Schrauben 
zur  elastischen  Entlastung  gelegt  waren ,  wieder  beseitigt  und 
statt  dessen  eine  Entiastungs Vorrichtung  hergestellt,  die  jeder- 
zeit bequem,  ohne  dass  man  das  Instrument  auseinander  zu 
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nehmen  bra^ichte,  zu  bandhaben  war.  Durch  Drehung  eines 
Excenters,  der  eine  Stahlstange  trägt,  kann  jetst  nämlich  die 
Büchse  des  Instruments  von  dem  konischen  Zapfen  ein  wenig 
abgehoben  werden,  sobald  die  schwierigere  Drehung  im  Azimuth 
ein  baldiges  Festsetzen  des  Instruments  befürchten  lässt.  Da- 
durch lässt  sich  die  leichte  Drehbarkeit  des  Instruments  im 
Azimuth  wieder  herstellen.  War  die  Entlastongsvorrichtnng  in 
Thütigkeit  getreten,  so  sollte  sie  während  der  Beobachtung  selbst 
wieder  abgestellt  werden.  Die  Beobachtungen  mussten  nun 
darüber  Aufschluss  geben,  in  wieweit  diese  Einrichtung  dem 
erwähnten  Uebelstande  abhalf.  Schon  die  ersten  Versuche  er- 
gaben, dass  sich  das  Instrument  ohne  Benutzung  der  Entlastung 
sehr  schnell  völlig  festsetzte.  War  einmal  die  Entlastungsvor- 
richtung benutzt  und  dann  wieder  abgestellt,  so  drehte  sich  das 
Instrument  leicht  um  die  verticale  Axe.  Indessen  zeigte  sich 
auch  hier  bald,  dass  diese  Beweglichkeit  nicht  sehr  lange  vor- 
hielt, dass  sonach  während  eines  Beobachtungsabends  wieder- 
holt die  Entlastungsvorrichtung  gebraucht  werden  musste.  Um 
hierbei  von  vornherein  möglichst  gleichmässig  zu  verfahren, 
wurde  consequent,  sobald  die  Beobachtung  eines  Sterns,  die 
etwa  42°^  bis  45™  dauert,  erledigt  war,  die  Entlastung  in 
Thätigkeit  gesetzt,  wieder  abgestellt  und  mit  dem  Beginn  der 
Beobachtung  des  folgenden  Sterns  ein  wenig  gewartet,  bis  der 
Stand  der  Niveaublase  anzeigte,  dass  das  Instrument  zur  Ruhe 
gekommen  war.  Bisweilen  kam  es  dabei  vor,  dass  bei  Benutzung 
der  Entlastung  sich  das  Instrument  mit  einem  merklichen  Ruck 
von  dem  Conus  abhob,  und  es  mag  in  diesen  Erschütterungen 
die  Ursache  liegen,  dass  der  Zenithpunkt  des  Kreises  bisweilen 
im  Laufe  eines  Abends  merkliche  Aenderungen  erlitten  hat;  in- 
dessen dürfte  der  schädliche  Einfluss  dieser  Erschütterungen 
nur  sehr  gering  sein.  Während  der  Sommermonate  reichte 
übrigens  öfters  diese  viertelstündige  Benutzung  der  Entlastung 
nicht  aus,  sondern  sie  musste  auch  während  der  Beobachtung 
eines  Sternes  angewendet  werden ,  weil  sich  die  Drehung  des 
Instruments  um  480''  im  Azimuth  behufs  Beobachtung  in  der 
andern  Kreislage  gar  nicht  oder  nur  schwer  ausführen  Hess* 
Doch  ist  eine  Zunahme  des  mittleren  Beobachtungsfehlers  in 
solchen  Fällen  nicht  nachweisbar.  Im  Winter  hingegen  —  also 
umgekehrt  wie  bei  Hj  —  schlotterte  das  Instrument  nach  Ge- 
brauch der  Entlastung  auf  dem  Conus.   Wenigstens  lässt  es  sich 
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nur  80  erklareti,  dass  die  Stellung  der  Niveaublase  sich  bei 
festem  Azimutb  merklich  Änderte,  sobald  das  Femrohr  von  einem 
Sttdstem  auf  einen  Nordstern  oder  umgekehrt  gerichtet  wurde, 
und  dass  sie  Oberhaupt  nicht  ganz  die  früher  stets  bemerkte 
Ruhe  zeigte;  zur  Vermehrung  der  Unsicherheit  der  Beobach- 
tungen durfte  indess  auch  dies  nicht  beigetragen  haben.  Nur 
geht  in  Folge  dieser  Erscheinung  der  Werth  eines  Niveautheils 
mit  dem  —  allerdings  auch  noch  geringen  —  Factor:  —  0.64 
in  das  Endresultat  ein,  der,  wenn  die  Erscheinung  zeitiger  be- 
merkt worden  wäre,  hätte  erheblich  vermindert  werden  können. 

Am  Schluss  eines  Beobachtungsabends  wurde  das  Instru- 
ment stets  bis  zur  nächsten  Beobachtung  entlastet,  und  erst 
kurz  vor  Beginn  derselben  wurde  die  Entlastung  abgestellt; 
auch  hier  wurde  darauf  geachtet,  dies  so  zeitig  zu  thun,  dass 
das  Instrument  vor  der  Beobachtung  zur  Ruhe  kommen  konnte. 

In  Bezug  auf  die  Bestimmung  der  Instrumentalcorrectionen 
kann  eine  kurze  Angabe  genügen. 

Der  Werth  eines  Niveautheils  wurde  von  mir  vor  Beginn 
der  Reihe  am  Niveauprüfer  ermittelt,  es  fand  sich : 

1894  März  \2  <p  =27003 
.)  43  =  4.952 
»     44         =4.965 

Mittel   4P  =  4:973 

Berücksichtigt  man  die  früher  erhaltenen  Werthe  (H^ :  4'/96, 
H,:  2700),  so  kann  4798  als  ein  bis  auf  wenige  hundertstel  Se- 
cunden  sicherer  Mittelwerth  angesehen  werden.  Die  Reductionen 
wegen  des  Niveaus  wurden  indessen  des  bequemen  Rechnens 
halber  mit  dem  runden  Werth :  2l'00  ausgeführt  und  erst  am 
Schluss  der  Berechnung  den  Abendmitteln  die  ganz  geringe, 
selten  0702  übersteigende  Gorrection  dieserhalb  hinzugefügt. 
Der  oben  erwähnte  Factor:  —  0.64 ,  mit  dem  der  Werth  eines 
Niveautheils  in  das  Endresultat  eingeht,  ist  so  gering,  dass  die 
aus  seiner  ungenauen  Eenntniss  entspringende  Unsicherheit  nur 
ganz  wenige  hundertstel  Secunden  betragen  dürfte. 

Die  Schrauben  der  Ablesemikroskope  wurden  auf  perio- 
dische und  fortschreitende  Fehler  untersucht;  bei  Mikroskop  11 
waren  beide  Fehler  unmerklich;  bei  I  waren  zwar  fortschreitende 
Fehler  merklich,  konnten  jedoch  ihrer  Geringfügigkeit  halber 
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unberücksichtigt  bleiben.     Fttr  die   periodischen   Fehler  der 
Schraube  I  ergab  sich  folgende  Correctionstabelle: 


4894  Man 

4895  Jaouar 

0?0 

—  0?24 

—  0P16 

6.0 

—  0.18 

—  0.14 

12.0 

0.00 

—  0.03 

18.0 

+  0.18 

+  0.13 

24.0 

+  0.28 

+  0.23 

30.0 

-1-0.26 

+  0.20 

36.0 

+  0.12 

+  0.08 

42.0 

—  0.04 

—  0.05 

48.0 

—  0.16 

—  0.12 

64.0 

—  0.23 

-0.15 

Beide  Bestimmungen  zeigen ,  dass  die  Fehler  gering  sind 
(1p  =  ^")  und  wahrend  der  Beobachtungsreihe  sich  nur  wenig 
verändert  haben.  Die  erstere  wurde  bis  incl.  Juli  1894,  die 
letztere  von  October  4  894  an  benutzt.  Bei  dieser  Bestimmung 
ergab  sich  der  mittlere  Ablesefehler  zu  ±  0'.'4. 

Der  Run  der  Ablesemikroskope  wurde  wie  früher  aus  den 
Einstellungen  der  beiden  Doppelfäden  auf  zwei  benachbarte 
Theilstriche  des  Kreises  ermittelt,  wobei  als  Distanz  der  beiden 
Doppelfäden  nach  wiederholten  Messungen 

fttr  Mikroskop   I  ^^M?i^ 
für  Mikroskop  II  3K13F53 

in  naher  Uebereinstimmung  mit  den  Werthen  der  früheren  Be- 
obachter angenommen  wurde.  Der  Bun  hat  sich  im  Ganzen  gut 
gehalten,  wie  aus  der  folgenden  Zusammenstellung  der  einzel- 
nen Abendwerthe  erhellt. 


Tabe 

Ue  I. 

Run. 

1 

II 

1 

II 

1894  Mar»  30 

oro 

-  1?1 

1894  April     8 

-oy2 

-1P0 

31 

-0.2 

-1.1 

9 

+  0.2 

—  0.8 

April    1 

—  0.2 

—  1.1 

10 

+  0.1 

—  1.0 

3 

-0.3 

—  1.0 

12 

—  0.2 

—  0.8 

6 

—  0.4 

-  1.0 

23 

0.0 

—  0.8 

7 

-0.3 

—  0.8 

25 

-0.2 

—  1.0 
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I 

II 

1894  Mai- 

6 

-0?4 

—  0?9 

8 

0.0 

-1.4 

9 

—  0.3 

-1.0 

15 

0.0 

-1.1 

16 

-0.2 

-1.2 

19 

+  0.2 

—  1.1 

24 

+  0.1 

—  0.9 

Juni 

17 

—  0.1 

-0.8 

22 

—  0.4 

—  1.0 

23 

-0.2 

-0.4 

27 

+  0.2 

-0.5 

28 

-0.2 

—  0.5 

30 

-0.4 

—  1.0 

Juli 

1 

—  0.7 

-0.9 

21 

—  0.6 

—  0.8 

23 

-0.6 

—  0.9 

25 

-0.2 

—  0.9 

Sept 

30 

-0.2 

—  0.8 

Oct. 

5 

—  0.5 

—  1.1 

. 

9 

—  0.2 

—  1.0 

11 

0.0 

—  0.6 

21 

-0.2 

—  0.6 

23 

-0.2 

-0.7 

1894  Oct. 
Nov. 


Dec. 


1895  Jan. 


Febr. 
März 


24 

27 

1 

6 

7 

15 

30 

1 

3 

9 

10 

11 

14 

18 

19 

15 

3 

4 

6 

7 

8 

9 


I 

0?0 
+  0.1 
+  0.2 
-0.1 
0.0 
-0.2 

—  0,4 

—  0.6 

—  0.1 

—  0.4 

—  0.8 

—  0.8 
0.0 
0.0 
0.0 

—  0.4 

—  0.2 

—  0.2 

—  0.2 
--0.3 
+  0.2 
-0.2 


II 

0f6 
0.8 
1.0 
1.0 
0.6 
1.0 
1.2 
0.9 
0.7 
0.7 
0.2 
0.5 
0.5 
0.8 
0.6 
0.8 
1.0 
1.0 
1.0 
•0.9 
0.9 
1.1 


Vom  2.  bis  1 2.  Juli  1 894  war  das  Instrument  auseinander- 
genommen, da  die  Klappen  des  Beobachtungsraums,  deren  eine 
beschädigt  war,  neu  in  Stand  gesetzt  werden  mussten. 

Der  Collimationsfehler  ist  ftlr  Zenithdistanzmessungen  un- 
wesentlich, wurde  indessen,  ebenso  wie  die  Neigung  der  Faden, 
stets  möglichst  klein  gehalten. 

Die  Beleuchtung,  die,  wie  bei  Seh  berichtet,  von  einer 
Centrallampe  ausgeht,  functionirte  meistens  gut;  nur  zuweilen 
war  sie  bei  den  Ablesemikroskopen  mangelhaft  und  beeinträch- 
tigte die  Sicherheit  der  Ablesungen. 

Die  systematischen  Theilungsfehler  des  Kreises  wurden 
nach  der  in  H,  gegebenen  Tabelle  III  in  Rechnung  gezogen,  ob- 
wohl dieselbe  jetzt  nicht  mehr  Gültigkeit  zu  haben  braucht. 
Ihr  Einfluss  auf  die  einzelnen  Stembreiten  ist  zwar  in  den  ein- 
zelnen Kreisstanden  erheblich,  verschwindet  aber  im  Mittel  der 
drei  Stande  fast  ganz,  wie  die  folgende  Uebersicht  zeigt.   Die 
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Zahlen  bedeuten  die  Aenderung  der  Zeniihdisianz  durch  An- 
bringung der  Theilungsfehler. 


z 

0- 

IJO» 

140° 

Mittel 

52° 

1  —  <:'06 

+  r.'36 

+  o:i6 

+  o:'i5 

i8 

1  —  1.33 

+  1.22 

+  0.13 

+  0.01 

i4 

'  -  i.53 

+  1.16 

—  0.09 

—  0.15 

iO 

-<.54 

+  1.26 

—  0.02 

—  0.10 

36 

1  -  1.54 

+  1.38 

+  0.08 

-0.03 

32 

1  —  4.55 

+  1.42 

+  0.17 

+  0.01 

28 

1  -1.52 

+  1.32 

+  0.17 

—  0.01 

24       :  — 1.30  1  +  4.23  ,  +  ö.46    +0.03 


Die  individuellen  Theilungsfehler  sind  nicht  unbeträchtlich; 
als  eine  allerdings  vielleicht  besonders  ungünstige  Stelle  (273^  0' 
bis  275^30')  deswegen  untersucht  wurde,  indem  die  Grösse 
der  auf  einander  folgenden  5'-lntervalle  gemessen  wurde,  ergab 
sich  bei  Berücksichtigung  des  mittleren  Ablesefehlers  von  ±  0'!i 
der  mittlere  Strichfehler  zu  +  472;  jedenfalls  beträgt  er  db  4^ 

Bemerkt  werden  mag  noch ,  dass  während  der  ganzen  Be- 
obachtungsreihe —  im  Gegensatz  zu  den  früheren  Beobachtern 
—  mit  dem  Ocularprisma  beobachtet  wurde,  weil  bei  diesem 
eine  bequemere  und  in  beiden  Kreislagen  gleichmässigere  Kopf- 
haltung möglich  war;  die  Verringerung  des  Gesichtsfeldes 
machte  sich  nie  in  störender  Weise  geltend. 

Beobachtungs-Programm  und  Methode. 

Das  frühere  Beobachtungsprogramm  ist  auch  jetzt  unver- 
ändertbeibehalten worden.  Nach  demselben  wurden  abwechselnd 
Circummeridianhöhen  von  Nord-  und  Südstemen  gemessen, 
welche  in  einer  Höhe  von  gp  d=  4  0^,  d.  h.  zwischen  S8^  40'  und 
48^  40'  Zenithdistanz  culminiren.  Ganz  strenge  sind  diese  Gren- 
zen nicht  eingehalten  worden,  da  es  öfters  nothwendig  war,  die- 
selben, um  eine  möglichst  gleiche  mittlere  Zenithdistanz  der 
Süd-  und  Nordsterne  für  sich  zu  erreichen,  ein  wenig  zu  über- 
schreiten ;  doch  wurde  bei  den  Südstemen  nicht  über  20',  bei 
den  Nordsternen  nicht  über  3^  nach  beiden  Seiten  hinaus- 
gegangen. Dies  letztere  war  in  der  unteren  Culmination  schon 
etwas  misslich,  weil  die  Beobachtung  dann  ganz  dicht  über 
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eiaem  anderen  Dache  hinweg  geschah.  Es  wurde  beabsichtigt, 
an  jedem  Abend  3  bis  4  Stempaare  zu  beobachten,  und  zwar 
sollten  dieselben  Sterne  in  drei  um  420^  getrennten  Ereis- 
standen  (Zenithpunkt:  0^,  4S0^,  840^)  und  in  jedem  an  zwei  auf- 
einanderfolgenden Abenden,  im  Ganzen  also  an  sechs  Abenden, 
beobachtet  werden.  Zwar  konnte  dieses  Programm  im  Einzelnen 
nicht  genau  eingehalten  werden,  da  durch  ungewöhnlich  un- 
günstiges  Wetter  einzelne  Gruppen  beeinträchtigt  wurden.  Im 
Grossen  und  Ganzen  ist  aber  danach  verfahren  worden;  lagen 
einzelne  unvollständige  Beobachtungsabende  vor,  so  wurde  der- 
selbe Kreisstand,  wenn  es  die  Zeit  erlaubte,  noch  an  den  näch- 
sten Abenden  beibehalten.  Sämmtliche  zu  beobachtenden  Sterne 
wurden  dem  Fundamental- Catalog  der  A.  G.  entnommen.  Im 
Ganzen  gelangten  neun  solcher  Sterngruppen  zur  Beobachtung, 
von  denen  allerdings  die  achte  nur  an  einem  Abend  vollständig 
beobachtet  werden  konnte.  Die  flbrigen  acht  Gruppen  sind  an 
4  bis  1 0  Abenden  beobachtet  worden. 

Bei  der  Auswahl  einer  solchen  Sterngruppe,  deren  Beobach- 
tung im  Durchschnitt  etwa  zwei  Stunden  dauerte,  war  besonders 
darauf  zu  achten,  dass  im  Mittel  die  Zenithdistanz  der  Südsteme 
der  der  Nordsterne  möglichst  gleich  war.  Denn  abgesehen  von 
der  dadurch  fast  vollständig  erreichten  Elimination  der  Unsicher- 
heit in  der  Befraction  und  in  den  systematischen  Theilungsfehlem 
des  Kreises  wird  zugleich  auch  der  Einfluss  der  Biegung,  d.  h. 
des  Unterschiedes  zwischen  den  aus  Nord-  und  Sttdsternen  er- 
mittelten Polhöhen,  gänzlich  beseitigt.  Welche  Annahme  man 
nämlich  auch  über  die  Abhängigkeit  dieser  Biegung  von  der 
Zenithdistanz  machen  mag,  sei  es,  dass  sie  dem  sin  z  proportional 
oder  überhaupt  unabhängig  von  ihr,  d.  h.  constant  sei,  das  be- 
treffende Abendmittel  wird  dasselbe  sein,  wenn  man  zunächst 
die  beiden  Stemarten  für  sich  mittelt  und  es  daraus  durch 
Mittelung  bildet.  Nur  bei  der  ersten  Sterngruppe  ist,  wie  die 
unten  folgende  Uebersicht  zeigt,  auf  diese  Gleichheit  der  mitt- 
leren Zenithdistanzen  noch  nicht  genügend  geachtet  worden,  da 
die  Biegung  für  kleiner  gehalten  wurde,  als  sie  sich  später  er- 
gab. Andere  Gesichtspunkte  bei  der  Auswahl  der  Stemgruppen 
waren  die,  dass  Nord-  und  Südsteme  mit  einander  ab- 
wechselten —  doch  ist  hierauf  nicht  mit  absoluter  Strenge  ge- 
halten worden  — ,  und  dass  die  Beobachtungen  möglichst  nahe 
dem  Meridian  stattfanden.    Bei  Südsternen  wurde  über  einen 
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Stondenwinkel  von  zw&lf  Minuten  nicht  hinausgegangen;  bei 
Nordsternen  wurden,  besonders  im  weiteren  Verlauf  der  Be- 
obachtungsreihe,  um  die  Beobachtungszeit  nicht  unnütz  aas- 
zudehnen,  bisweilen  grössere  Stundenwinkel  zugelassen,  ja  bei 
der  Gruppe  VII  ist  a  Urs.  min.  als  einziger  Nordstern  in  vier  ver- 
schiedenen Stundenwinkeln  beobachtet  worden.  Indessen  ei^ 
wies  sich  dies,  trotzdem  die  Beobachtungen  einigermassen  symme- 
trisch zum  Meridian  vertheilt  waren,  als  nicht  rathsam,  da  die 
gemessenen  Poihöhen  deutlich  einen  Einfluss  des  Stundenwinkels 
verrathen  (vergl.  Seh.  S.  274). 

Nattlriich  ging  an  unvollständigen  Beobachtungsabenden, 
die  theils  durch  eintretende  Bewölkung,  theils  durch  mangel- 
haftes Functioniren  des  Chronographen  verursacht  wurden,  ein 
Theil  der  Vortheile  wieder  verloren;  z.  B.  stimmte  bei  den  be- 
obachteten Sternen  die  mittlere  Zenithdistanz  der  Nord-  und 
Südsterne  nicht  mehr  überein;  doch  ist  die  Zahl  dieser  PKlle  nur 
massig.  Die  folgende  Tabelle  enthalt  die  einzelnen  Sterngruppen. 

Tabelle  II. 

üebersicht  der  einzelnen  Sterngruppen. 

Gruppe  I. 


<r 

3.V 

Xa 

30  Hev.  Cam 

40''48n 

83°    6' 

34°  46' 

/  Leonis 

43.7 

4  4°    6' 

40°  44' 

Br.  4508 

54.6 

78°  20' 

27°    0' 

{  Leonis 

44    48.4 

4  4°    7' 

40°  43' 

y  Cephei  ü.  C.    .    .    . 

34.9 

77°    2' 

54°  38' 

0  Yirginis 

59.8 

9°  4  9' 

42°    4' 

4  Hev.  Drac 

42     7.4 

78°  42' 

26°  52' 

Mittel: 

34°  49' 

40°  49' 

Gruppe  II. 


a 

& 

za 

*s 

43  Hev.  Geph.  U.  C   . 

£  Virginis i 

a  Urs.  min.  U.  C.    .    . 

T  Bootis 

4  Urs.  min 

nr  Bootis  pr.    .    .    .    . 

42''54''.'0 
56.9 

43  49.0 
42.3 

44  9.4 
35.8 

85°  44' 
4  4°  32' 
88°  45' 
47°  59' 
78°    3' 
46°  52' 

42°  59' 
39°  55' 
26°  43' 

39°  48' 
33°  24' 
34°  28' 

Mittel: 

36°  32' 

35°  52' 
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Gruppe  III. 


a 

(f 

a.v 

3a 

T^  Serpentis    .... 

15"  «o-pg 

15'»  48' 

35°  32' 

C  Urs.  min 

47.9 

78°    7' 

26°  47' 

y  Serpentis     .... 

51.6 

16°    0' 

35°  20' 

Gr.  750  ü.  C 

<6     3.2 

85°  17' 

43°  23' 

ß  Herculis 

25.7 

21°  43' 

29°  37' 

e  Urs.  min 

57.0 

82°  13' 

30°  63' 

Mittel: 

33°  41' 

33°  30' 

Gruppe  IV. 


« 

& 

Zk 

in 

ß  Ophiuchi     .... 

17''38?3 

4°  37' 

46°  43' 

d  Urs.  min 

18      6.7 

86°  37' 

35°  17' 

109  Herculis  .... 

19.2 

21°  43' 

29°  37' 

110  Herculis  .... 

41.2 

20°  27' 

30°  53' 

51  Hev.  Ceph.  U.  C.   . 

50.6 

87°  13' 

41°  27' 

^  Aquilae 

19     0.6 

13°  42' 

37°  38' 

d  Aquilae   .... 

'         20.2 

2°  54' 

48°  26' 

l  Urs.  min 

;         29.6 

88°  58' 

37°  38' 

Mittel: 

38°    7' 

38°  39' 

Gruppe  V. 


a 

(f 

's 

Zb 

ySagittae | 

19''64'?1 

19°  12' 

32°    8' 

i.  Urs.  min.     .    . 

• 

28.0 

88°  89' 

37°  39' 

ß  Delphini  .    .    . 

20   32.6 

14°  14' 

37°    6' 

76  Draconis    .    . 

60.2 

82°    9' 

30°  49' 

a  Equulei   .    .    . 

21    10.6 

4°  49' 

46°  31' 

1  Hev.  Drac.  ü.  C. 

22.0 

81°  47' 

46°  63' 

e  Pegasi  .... 

39.0 

9°  24' 

41°  56' 

30  Hev.  Cam.  U.  C. 

22    18.3 

83°    8' 

45°  35' 

Mittel: 

40°  14' 

39°  25' 
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Gruppe  YI. 


In 


's 


30  Hev.  Cam.  U.  C 

^  Pegasi 

Br.  4508  U.  C.  .  . 
70  Pegasi    .    .    .    . 

y  Gephei 

(o  Piscium  .  .  .  . 
4  Hev.  Drac.  U.  C. . 
d  Piscium    .    .    .    . 


22"  48»3 
36.2 
54.6 

23   23.8 

35.0 

53.9 

0     7.2 

43.2 


83°  5' 
40°  47' 
78°  20' 
42°  44' 
77°    3' 

6°  47' 
78°  42' 

7°    4' 


45°  35' 
50°  20' 
25°  43' 
50°  28' 


44°  3' 
39°  9' 
45°  3' 
44°  49' 


Mittel: 


43°    2'     42°  24' 


Gruppe  VII. 


a  Urs.  min. 
e  Piscium  . 
a  Urs.  min. 
I]  Piscium  . 
a  Urs.  min. 
a  Arietis .  . 
a  Urs.  min. 
ft  Ceti.    .    . 


4" 

20?6 

88°  45' 

0 

57.5 

7°  20' 

4 

20.6 

4 

25.9 

44°  48' 

4 

20.6 

2 

4.3 

22°  58' 

4    20.6 
2    39.3 


9"  40' 


Mittel: 


Gruppe  VIII. 


1  - 

<r 

*K 

a» 

^  Urs.  min.  U.  C. 
d  Tauri  .... 

3»  471?8 

4  46.9 

3.7 
48.8 
56.7 

5  49.5 
29.4 

6  5.9 

78°    7' 

47°  48' 

85°  47' 

2°  46' 

82°  42' 

6°  46' 

9°  25' 

86°  36' 

50°  33' 
33°  57' 
46°  28' 

42°    4' 

34°    2' 

Gr.  750  ..    . 

Tc^  Orionis  .    .    . 

49°    4' 

£  Urs.  min.  U.  G. 
y  Orionis    .    .    . 

45°    5' 

«)•  Orionis  .    .    . 
0  Urs.  min.  U.  C. 

44°  65' 

Mittel: 

43°  46' 

42°  32' 
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Gruppe  IX. 


a 

<f 

*« 

StS 

ö  Urs.  min.  U.  G.    .    . 

6"  e-yo 

86°  36' 

42°    4' 

'S  Monocerotis     .    .    . 

36.2 

10»    0' 

41°  20' 

^  Greminonim.   .    .    . 

67.9 

20°  44' 

30°  36' 

51  Hev.  Ceph.    .    .    . 

61.6 

87°  13' 

35°  63' 

ß  Canis  min 

7   24.8 

8°  30' 

42°  80' 

A  Urs.  min.  ü.  C.    .    • 

26.9 

88°  58' 

39°  42'  1 

Mittel: 

39°  13' 

38°  15' 

Auch^die  Beobachtungsart  jedes  einzelnen  Sternes  blieb  die- 
selbe wie  früher.  Jeder  Stern  wurde  zuerst  in  der  einen,  dann 
in  der  andern  Ereislage  an  den  beiden  horizontalen  Fäden  ein- 
gestellt, wobei  stets  die  letzte  Drehung  der  Feinbewegung  —  wie 
auch  bei  derlfikroskopablesung  —  in  dem  Sinne  gemacht  wurde, 
dass  die  Schrauben  hineingedreht  wurden.  Ferner  wurde  nach 
H,  stets  an  demjenigen  Faden  zuerst  beobachtet,  welchen  der 
Stern  bei  dieser  Art  der  Feinbewegung  zuerst  passirte,  d.  h.  in 
der  Ereislage  rechts  am  oberen,  links  am  unteren  Faden.  So- 
nach ist  durch  die  Angabe,  dass  mit  Ereislage  rechts  resp.  links 
begonnen  wurde,  der  ganze  Verlauf  der  Beobachtung  des  Sterns 
gegeben.  Die  Momente  der  Bisection  des  Sternbildes  durch  den 
Faden  wurden  fast  ausschliesslich  registrirt,  nur  an  wenigen 
Abenden,  an  denen  sich  der  Chronograph  in  Reparatur  befand 
oder  schlecht  functionirte,  wurde  miC  einem  Chronometer  be- 
obachtet. Bei  Stldstemen  wurde  stets,  bei  Nordsternen  meistens 
diese  Bisection  dadurch  erzielt,  dass  man  den  Stern  vermöge 
seiner  Bewegung  auf  den  Faden  laufen  liess.  Dabei  wurden  also 
die  Feinbewegungen  in  Höhe  und  Azimuth  zum  Schluss  gar 
nicht  benutzt,  vielmehr  beide  einige  Zeit  (ca.  30']  vorher  so  ein- 
gestellt, dass  die  Bisection  ungefähr  in  der  Mitte  des  Gesichts- 
feldes stattfinden  musste.  So  wurde  erreicht,  dass  das  ganze 
Instrument  einige  Zeit  vor  dem  Moment  der  Registrirung  völlig 
unberührt  dastand. 

Betreffs  der  Zeitbestimmungen  und  der  zur  Berechnung  der 
Refraction  erforderlichen  meteorologischen  Daten  kann  auf  die 
früheren  Arbeiten  verwiesen  werden. 

Die  Reduction  der  Beobachtungen  erfolgte  naturgemäss  in 
der  Weise,  dass  zunächst  für  jeden  Faden  die  von  den  perio- 

Mftth.-phjfl.  Ciasse  1895.  39 
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dischen  SchraubeDfehlern^  dem  Run,  dem  Niveau  und  deuThei- 
iungsfehlero  des  Kreises  befreite  Kreisablesung  ermittelt  wurde. 
An  diese  wurde  dann  die  Reduction  auf  den  Meridian  und  die 
Refraction  angebracht.  So  ergab  sich  fttr  jeden  Faden  eine 
Meridianzenithdistanz,  woraus  beiläufig  der  Werth  der  Faden- 
distanz entnommen  werden  konnte.  Dann  wurde  für  beide 
Kreislagen  das  Mittel  beider  Fäden  gebildet  und  hieraus  sowohl 
Zenithpunkt,  wie  Meridianzenithdistanz  abgeleitet ,  woraus  mit 
Benutzung  der  Declinationen  der  Sterne  die  gewünschte  Pol- 
hOhe  folgte. 

Im  Ganzen  wurden  an  58  Abenden  357  einzelne  Breiten 
aus  54  'Sternen,  und  zwar  182  Breiten  aus  36  Sudstemen  und 
475  Breiten  aus  15  Nordsternen,  erhalten.  Auf  jeden  Abend  vom 
Gewicht  eins  —  4  Abende  erhielten  wegen  zu  geringer  Stemzabl 
(unter  4)  halbes  Gewicht  —  kommen  also  durchschnitdicb 
6.4  Sterne. 

Die  Ableitung  der  Stempositionen. 

Die  beobachteten  Sterne  gehören  sämmtlich  dem  Funda- 
mental-Gatalog  der  A.  G.  an,  dem  anftlnglich  ihre  Positionen  un- 
verändert entnommen  wurden.  Dabei  konnten  die  Rectascen- 
sionen  direct  den  Ephemeriden  des  Berliner  Jahrbuchs  entlehnt 
werden.  Bei  den  Nordsternen  war  an  dieselben  noch  die  täg- 
liche Aberration  anzubringen,  bei  den  Sudstemen  tiberstieg  sie 
nie  0!04.  Die  scheinbaren  Declinationen  hingegen  wurden  auf 
0'.'04  genau  nach  den  Angaben  des  B.  J.  neu  berechnet  und  da- 
bei auch  die  kleinen,  schnell  veränderlichen  Mondglieder  mit 
berücksichtigt,  die  tägliche  Aberration  überstieg  nur  zuweilen 
bei  einigen  Nordsternen  0'.'04  und  wurde  dann  angebracht. 

Als  nach  Beendigung  der  Rechnung  eine  eingehende  Dis- 
cussion  des  gesammten  Beobachtungsmaterials  vorgenommen 
wurde,  zeigte  sich  bald,  wie  auch  schon  bei  den  früheren  Be- 
obachtern, dass  manche  Sterne  erheblich  von  den  tlbrigen  aln 
weichende  Werte  lieferten.  Wenn  diese  Erscheinung  auch 
grossentheils,  abgesehen  von  der  Ungenauigkeit  der  Beobachtung 
an  3ich,  den  zufälligen  Theilungsfehlem  des  Kreises  ihren  Ur- 
sprung verdanken  wird,  so  entspringt  jedenfalls  ein  Theil  auch 
wirklichen  Fehlern  der  angenommenen  Declinationen.  Ist  es  ja 
auch  anderweitig  bekannt,  dass  die  Positionen  des  F.  C,  dessen 
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Wirksamkeit  ursprünglich  gar  nicht  auf  eine  seiner  mittleren 
Epodie  so  fern  liegende  Zeit  wie  die  jetzige  berechnet  war, 
(s.AuwBRS  A.  N.  Bd.1U,  Nr.2713,  S.6:  »Wenn  nun  der  jetzt  vor- 
liegende Catalog,  welcher  bekanntlich  für  eine  ganz  beschrankte 
und  kaum  ttber  das  Jahr  4880  hinaus  geplante  Anwendung  con- 
struirt  ist,  den  ihm  ursprünglich  fremden  Zweck  eines  allgemei- 
nen Fundamental -Catalogs  zunächst  noch  weiter  interimistisch 
zu  erfüllen  hat, . . .«)  hauptsächlich  infolge  ungenügender  Kennt- 
niss  der  Eigenbewegungen  zum  Theil  merkliche  Unsicherheiten 
bieten.  Am  angegebenen  Orte  schätzt  Auwers  (S.  1 8}  den  wahr- 
scheinlichen Fehler  einer  aus  den  Daten  des  F.  G.  abgeleiteten 
Dedination  für  jetzt  zu  dr  0''S0.  Da  nun  inzwischen  eine 
Anzahl  neuer,  guter  Beobachtungen  der  Fundamentalsterne 
publicirt  worden  ist,  schien  es  von  Interesse  mit  Benutzung  der- 
selben eine  Neubestimmung  der  von  mir  benutzten  Declinationen 
durchzuführen,  da  hierdurch  erstens  das  Gewicht  jeder  Position 
erheblich  steigen,  zweitens  aber  auch  die  mittlere  Epoche  der 
Beobachtungszeit  näher  gerückt,  sonach  der  Einfluss  der  nicht 
genau  bekannten  Eigenbewegung  vermindert  werden  musste. 
Dabei  wurden  nun  nicht  nur  die  nach  dem  Obigen  abweichen- 
den Sterne,  sondern  alle  von  mir  und  den  früheren  Beobachtern 
benutzten  Anhaltsterne  —  im  Ganzen  76  —  neu  berechnet. 
Wenn  auch  der  Endwerth  der  mittleren  Polhöhe  von  Leipzig 
vermuthlich  nur  ganz  unmerklich  dadurch  beeinflusst  werden 
konnte,  da  ja  das  System  des  F.  C.  erhalten  bleiben  und  allein 
die  individuellen  Correctionen  der  einzelnen  Sterne  ermittelt 
werden  sollten,  so  musste  doch  die  innere  Uebereinstimmung 
der  Reihen  vermehrt  und  ihre  Resultate  einander  genähert 
werden.  In  der  That  findet  dies  statt.  Berechnet  man  aus  den 
einzelnen  Sternen,  soweit  sie  mindestens  viermal  beobachtet 
sind,  die  Breiten  für  sich  und  bildet  die  Abweichungen  dieser 
Sternmittel  vom  Gruppenmittel,  so  ergiebt  sich  für  den  mittleren 
Fehler  einer  solchen ,  durchschnittlich  auf  6  bis  8  Einzelbreiten 
beruhenden  Stembreite  (aus  50  Sternen) 

ohne  Verbesserung  der  Declinationen  dz  0'.'304 
mit  »  »  »  dz0:'280. 

Die  Arbeit  der  Neubestimmung  wurde  dadurch  wesentlich 
erleichtert,  dass  die  von  Auwers  (A.  N.  Bd.  434,  Nr.  3495/96) 
gegebenen  Reductionstabellen  der  einzelnen  Cataloge  auf  das 

89* 


572  Fritz  Gohn, 

System  des  F.  G.  benutat  werden  konnten,  worauf  nur  noch  die 
Vergleichung  mit  den  Angaben  des  Berliner  Jahrbuchs  ausni- 
führen  war. 

Ausser  der  Hinzuziehung  neuer  Cataloge  wurde  aber  auch 
auf  die  Grundlagen  des  F.  G.^)  selbst  zurückgegangen.  Zunächst 
mussten  die  dort  benutzten  Positionen  Gambridge  4  879,  da  sie  ja 
implicite  in  dem  hier  neu  benutzten  Gatalog  Rogers  1875  ent- 
halten sind,  ausgeschlossen  werden.  Dann  aber  wurde  in  einigen 
Fallen  eine  andere  Gewichtsvertheilung  eingeführt  Wie  nttm- 
lieh  AuwBBS  am  oben  angeführten  Orte  (A.  N.  Nr.  2743,  S.  45  u. 
4  6)  zeigt,  ist  das  Gewicht  des  Gatalogs  Pulkowa  4874  in  Rectas- 
cension  erheblich,  in  Dedination  etwas  zu  hoch  angenommen; 
es  wurde  von  5  auf  4  herabgesetzt.  Aber  auch  das  Gewicht  des 
vorlaufigen  Gatalogs  Pulkowa  1865  war  zu  hoch,  da  sich  nach- 
träglich zeigte,  dass  seine  Positionen  häufig  nur  auf  vier  Einzel- 
beobachtungen beruhen.  Es  wurde  daher  4  bis  5  Beobachtungen 
das  Gewicht  4,  6  bis  42  das  Gewicht  5,  über  42  das  Gewicht  6 
ertheilt.  Hingegen  behielten  der  Einfachheit  halber  die  anderen 
beim  F.  G.  verwendeten  Gataloge  die  ihnen  von  Auwsrs  ertheilten 
Gewichte,  auch  wurden  ihre  Positionen  unverändert  den  An- 
gaben des  F.  G.  entnommen. 

Die  neu  benutzten  Gataloge  und  die  ihnen  ertheilten  Ge- 
wichte sind : 

Romberg  4875:  unter  8  B.  Gew.  3,  9  bis  46  6.  4,  über  46  G.  5. 

Senwic'hVsSO:}  ""»«'  *  »•  ««''•«'»  »>»  V"  ^Z  ''  ''  ^''  *' 
Washburn<  890:1  G.  3,  über  80  G.  4. 

Pulkowa  4  885:  8  bis  42  B.  Gew.  6,  über  42  Gew.  7. 

Für  einige  Sterne  konnten  Positionen  aus  Becker:  »Resul- 
tate aus  Beobachtungen  von  524  Bradley'schen  Sternen«  (Beob.- 
Ergebn.  der  Stern w.  zu  Berlin,  Heft  4 ),  welche  auf  vier  Einsei- 
beobachtungen beruhen,  entnommen  werden;  ihnen  wurde  das 
Gewicht  2  ertheilt.  Für  zwei  Zusatzsterne  (43  Hev.  Geph.  und 
30  Hev.  Gam.)  wurde  noch  eine  Position  im  definitiven  Gatalog 
Pulk.  4  865  gefunden  und  auf  das  System  (P,)  des  vorlaufigen 
Gatalogs,  das  ja  zugleich  das  System  des  F.  C.  ist,  nach  Romberg 
(S.  4  4]  reducirt.    Endlich  erhielt  ich  nach  Absohluss  meiner 

4)  Publication  Nr.  XIV  der  A.  G. 
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Rechnungen  durch  die  Liebenswdrdigkeil  von  Herrn  Professor 
KusTNBR  für  12  Sterne,  für  welche  die  berechneten  Gorrectionen 
0"%  ttberstiegen,  die  von  ihm  am  grossen  Berliner  Meridian- 
kreis bestimmten,  bisher  noch  nicht  publicirten  Gorrectionen 
des  F.  C.  mitgetheilt.  Zwar  konnten  dieselben  bei  der  Rechnung 
nicht  mehr  benutzt  werden;  indessen  zeigten  sie  die  ausser- 
ordentliche Genauigkeit  der  ohne  sie  erhaltenen  Verbesserungen. 
Während  die  übrigen  genannten  Gataloge  mit  Benutzung 
der  erwähnten  AuwERs'schen  Reductionstabellen  auf  das  System 
des  F.  G.  bezogen  werden  konnten,  waren  für  Pulk.  4  885  und 
Washbum  diese  Reductions-Elemente  selbst  noch  abzuleiten.  Es 
ergab  sich  durch  eine  Ausgleichung  die  folgende 


Tabelle  III. 
Rednction  der  Cataloge  Pulkowa^g 


und  Washbarn 


auf  das  System  des  F.  C. 


Ji 

f. 

n 

••,.« 

Wasbb. 

0» 

+  0'.'02 

-0722 

1 

+  0.05 

—  0.09 

2 

—  0.02 

-0.05 

3 

—  0.08 

—  0.02 

4 

—  0.05 

+  0.02 

5 

+  0.01 

+  0.06 

6 

+  0.06 

+  0.12 

7 

+  0.06 

+  0,19 

8 

+  0.05 

+  0.24 

9 

+  0.05 

+  0,27 

40 

+  0.05 

+  0.30 

41 

+  0.04 

+  0.34 

12 

+  0.01 

+  0.32 

13 

—  0.02 

+  0.29 

U 

-0.02 

+  0.27 

15 

+  0.01 

+  0.24 

16 

+  0.04 

+  0.18 

17 

+  0.06 

0.00 

18 

+  0.06 

—  0.18 

19 

+  0.04 

—  0.26 

20 

+  0.01 

-0.36 

21 

-0.03 

—  0.46 

22 

—  0.06 

—  0.46 

23 

—  0,03 

-0.35 

<f 

^^i 

P,.. 

Wasbb. 

tsu 

-IS" 

—  0'.'25 

o:'oo 

—10 

—  0.09 

+  0.11 

—  5 

+  0.07 

+  0.20 

0 

+  0.17 

+  0.28 

+  8 

+  0,22 

+  0.33 

10 

+  0,25 

+  0.35 

15 

+  0.26 

+  0.37 

20 

+  0.27 

+  0.38 

25 

+  0.26 

+  0.38 

30 

+  0.24 

+  0.38 

35 

+  0.21 

+  0.32 

40 

+  0.11 

+  0.10 

45 

—  0.02 

-0.12 

50 

—  0.05 

-0.20 

55 

—  0.03 

—  0.22 

Unt.  Culro. 

60 

—  0.03 

-0.20 

-  0'.'09 

65 

—  0.06 

—  0.15 

—  0.08 

70 

—  0.10 

-0.12 

—  0.08 

75 

—  0.08 

—  0.15 

—  0.08 

80 

—  0.06 

—  0.16 

—  0.07 

85 

-^0.06 

-0.16 

—  0.06 

90 

—  0.06 

—  0.16 

i 

—  0.06 
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Da  für  die  in  Betracht  kommenden  Declinationen  (+  2^  bis 
+  23°  und  77°  bis  90°)  die  Gorrectionen  ftir  beide  Gataloge 
nahezu  conatant  sind,  wurden  die  folgenden  Hittelwerthe  an* 
gewendet: 

Sttdsteme:    P,g„:  +  o:'25,  Washb.:  +  0'/34, 
Nordsterne:  P,,„:  -  0'/06,  Washb.  0.  C:  -  O'/H,  U.  C:  —  0';07 
und  mit  den  von  der  Rectasoension  abhängigen  Gorrectionen,  die 
bei  P^g,5  beinahe  zu  vernachlässigen  waren,  vereinigt. 

Nur  für  die  Sterne,  bei  denen  entweder  die  Position  von 
Greenwicb  4  861 ,  auf  der  die  Eigenbewegungen  des  F.  G.  wesent- 
lich beruhen,  stark  abweicht,  oder  die  Gorrectionen  der  Po- 
sition des  F.  G.  mit  der  Zeit  erheblich  zunehmen,  wurde  eine 
Verbesserung  der  Eigenbewegung  abzuleiten  gesucht;  es  traf 
dies  für  7  Sterne  zu.  Diese  Ableitung  sollte  indessen  keinen 
definitiven  Gharakter  haben,  sondern  es  nur  ermöglichen,  einiger- 
massen  sichere  Positionen  für  die  Beobachtungszeit  abzuleiten. 
Daher  wurden  ausser  Bradley  —  dessen  Position  nach  Auwers- 
Bradley  mit  der  im  F.  G.  gegebenen  Eigenbewegung  auf  4875.0 
gebracht  wurde  —  keine  älteren  Gataloge  zu  Rathe  gezogen  und 
die  Verbesserung  der  E.  B.  nicht  auf  07004 ,  sondern  nur  auf 
07005  angesetzt,  da  eine  genauere  Bestimmung  fflr  den  vor- 
liegenden Zweck  keine  Bedeutung  gehabt  hätte.  Im  Folgenden 
sind  nun  die  Gorrectionen,  wie  sie  bei  der  Rechnung  benutzt 
wurden,  zusammengestellt,  bei  den  Sternen  mit  verbesserter 
E.  B.  ist  die  Gorrection  fttr  1895.0  angegeben,  mit  Ausnahme  von 
24  Vulpeculae  und  r  Virginis,  bei  welchen  sie,  da  diese  Sterne 
nur  in  der  Reihe  Seh  vorkommen,  für  1886.0  angesetzt  ist. 

Tabelle  IV. 
Die  angewandten  Correctionen  der  Declinationen  des  F.  G. 


Nr.  im 
P.C. 

ja 

Nr.  im 
F.C. 

J« 

1)  d  Piscium     . 

342 

+o:'<i 

8)  Gr.  750     .    . 

68  +0720 

2}  43Hev.Cepb. 

344 

—  0.27 

9)  d  Tauri     .    . 

71         0.00 

3)  e  Piscium .    . 

15 

—  0.08 

1 0)  it^  Orionis    . 

78  1+  0.40 

4}  a  Urs.  min.  . 

19 

—  0.08 

1 1 )  y  Orionis  .    . 

91    —0.02 

5)  tj  Piscium 

22 

+  0.07 

12)  9>*  Orionis    . 

376   +0.15 

6  a  Arietis  .    . 

33 

-0.10 

13i  a  Orionis.    . 

102  i-o.n 

7)  ft  Ceti  .    .    . 

42 

—  0.16 

1 4)  y  Geminor.  . 

107 

+  0.10 
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Nr.  im 
F.  C. 

^f 

Nr.  im 
F.  C. 

Jd 

16)  S  Monocer.  . 

408 

-o:'4o 

46)  /  Serpentis  . 

248 

—  O'.'OS 

46  SIHev.Cepb. 

441 

+  0.03 

47)  y  Heroulis    . 

^25 

—  0.09 

1 7)  ^  Geminor.  . 

443 

—  0.03 

48)  ß  Herculis    . 

228 

4-0.04 

4  8)  X  Geminor.  . 

444 

-0.08 

49)  49  Herculis  .  - 

478 

+  0.02 

1 9)  ß  Canis  min. 

148 

—  0.06 

50   X  Ophiuchi  . 

233  ,-0.44 

20)  ß  Gancri  .    . 

(23 

+  0.07 

54)  £  Urs.  min.  . 

235 

—  0.03 

24)  d  Gancri  .    . 

426 

-  0.09 

62  a  Ophiuchi  . 

244 

0.00 

22  »  Hydrae     . 

434 

-  0.02 

53)  ß  Ophiuchi  . 

245   —0.44 

23   4  Hev.  Drac. 

437 

+  0.08 

54   67  Ophiuchi 

253    -0.06 

24  Jt  Leonis  .    . 

423 

-0.04 

55)  72  Ophiuchi 

254   -  0.07 

25)  a  Leonis  .    . 

146 

0.00 

56)  d  Urs.  min.  . 

256  '—  0.07 

26)  30  Hev.  Cam. 

125 

—  0.46    57)  409Herculis 

258 

+  0.48 

27)  /  Leonis    .    . 

132 

+  0.08,  58)  44  0Herculis 

263 

+  0.48 

28)  Br.  4508  .    . 

433 

-0.4  4 

59)  C  Aquilae     . 

270 

+  0.07 

29)  X  Leonis   .    . 

434 

-0.04 

601  w  Aquilae    . 

495 

—  0.48 

30)  »  Leonis  .    . 

457 

—  0.20 

64)  d  Aquilae     . 

274 

+  0.44 

34)  i  Leonis   .    . 

164 

—  0.02 

62)  y  Aquilae 

277 

—  0.05 

32)  V  Leonis  .    . 

438 

—  0.06 

63  3l  Urs.  min.  . 

284   +  0.03 

33)  ß  Leonis  .    . 

464 

0.00 

64)  y  Sagittae    . 

286  ,—  0.24 

34  ß  Yirginis    . 

465 

+  0.05 

65  24  Yulp.  .    . 

504    +0.42 

35)  0  Yirginis    . 

467 

+  0.05 

66) /:^  Delphini    . 

292   +0.4  4 

36)  4  Hev.  Draq. 

468 

—  0.24 

67   a  Delphini    . 

293   —0.02 

371  «Yirginis.    . 

476 

0.00 

68)  76  Draconis. 

508   +0.45 

38)  r  Bootis    .    . 

480 

-0.02 

69)  a  Equulei     . 

304  ;—  0.08 

39)  r  Yirginis 

483 

+  0:54 

70)  6  Pegasi   .    . 

309  1+  0.03 

40  4  Urs.  min.  . 

459 

-0.57 

74)  &  Pegasi  .    . 

344  1—0.23 

41)  TT  Bootis  pr. 

494 

+  0.34 

72)  ^  Pegasi   .    . 

324  1+0.07 

42  t'  Serpentis 

468 

—  0.28 

731  a  Pegasi  .    . 

329  i— 0.42 

43)  a  Serpentis . 

242 

+  0.4  3 

74)  70  Pegasi .    . 

535 

+  0.45 

44)  €  Serpentis  . 

246 

+  0.04 

75)  y  Cephei  .    . 

334 

+  0.44 

45)  ^  Urs.  min.  . 

247 

-0.05 

76)  10  Piscium    . 

336 

-0.47 

Schliesst  man  die  drei  schon  von  Auwers  ihrer  abweichen- 
den Bestimmung  in  Greenwich  1861  halber  als  unsicher  bezeich- 
neten Positionen  von  n^  Orionis,  4  Urs.  min.  und  24  Yulpeculae 
aus,  so  ergiebt  sich  als  durchschnittliche  Gorrection  für  1895.0: 
ib  O'/l  07,  und  zwar 
für  Hauptsterne:  du  O'/IOS  (Nord:  dr0:'122,  Süd:  ±  0'/099) 
für  Zusatzsteme:  ±  OIMÄÖ  (Nord:  ±  0'/180,  Süd:  .=b  o:'404). 

Es  ist  also  nur  ein  geringer  Unterschied  in  der  Genauigkeit 
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der  Haupt-  und  Zusatzstenie  des  F.  C,  während  die  Nordsterne 
(drO'/438]  ungenauer  sind  als  die  Sfldsterne  (ibOl'100).  Da  man 
im  Allgemeinen  annehmen  kann,  —  und  dies  wird  durch  die  nach- 
träglich hinzugekommenen  KüsTNSR'schen  Beobachtungen  bestä- 
tigt —  dass  diese  Correctionen  eher  noch  zu  klein  sind,  so  wird 
der  mittlere  Fehler,]  der  Declination  eines  Fundamentalsterns 
jetzt  kaum  weniger  als  ±  072  betragen. 

Für  34  von  76  Sternen  überschreiten  die  Ciorrectionen  074, 
für  1 3  072.  Diese  letzteren  folgen  hier,  nach  den  einzelnen  Be- 
stimmungen aufgeführt;  dabei  sind  auch  die  KusTNiR'schen  Be- 
obachtungen mitgenommen,  so  dass  die  hier  abgeleiteten  End- 
werthe  bisweilen  von  den  obigen  ein  wenig  abweichen;  das 
Gewicht  4  wurde  5  bis  40  Beobachtungen,  5  für  4  4  bis  20  B.,  6 
über  20  B.  ertheilt.  Die  Tabelle  Ya  enthält  die  ohne  Aenderong 
der  £.  B.  ermittelten  Correctionen  von  6  Sternen,  Tabelle  Yb 
die  verbesserten  Eigenbewegungen  von  6  weiteren  Sternen, 
bei  diesen  erreicht  die  Gorrection  der  Declination  jetzt  schon  075. 
Da  bei  7t  Bootis  pr.  und  r^  Serpentis  erst  nachträglich  die  Yer- 
besserung  der  E.  B.  eingeführt  wurde,  so  weichen  die  hier  er- 
mittelten Correctionen  von  den  wirklich  benutzten  erheblich  ab. 
In  der  Zusammenstellung  giebt  die  Zeile  F.  G.  an,  welche  Gor- 
rection die  Position  des  F.  C.  allein  auf  Grund  der  oben  erwähn- 
ten Aenderungen  der  in  ihm  benutzten  Gataloge  (Ausschluss  von 
Cambridge  4872,  andere  Gewichtsvertheilung  bei  Pulk.^g^,  und 
Pulk.  4g, J  erfährt,  dazu  die  Gewichtsbestimmung.  Die  Ge- 
wichtszahlen erreichen  jetzt  mehr  als  das  Doppelte  von  denen 
des  F.  C. 

Tabelle  Y». 
Declinations-Yerbesserungen  über  072. 
8)  Gr.  750 


2)  43  Hev.  Geph. 

Ji  Gew. 

F.  G -1-0702  7 

Romberg    .    .    —  0.05  4 

Pulk.4g„     .    .   -0.53  5 

Rogers  ...   —  0.42  3 

GreenwichjggQ  —  0.48  4 

Pulk.,,,,     .    .   -0.30  7 

Washburn.    .   —0.53  4 

Küstner.    .    .   —0.28  4 


Mittel:     —0727     38 


J^  Gew. 

F.  G -0702  44 

Romberg    .    .  -|- 0.27  5 

Rogers   .    .    .  ~  0.09  4 

Greenwich^ggo  +0.75  3 

Pulk.,,,,     .    .  +0.40  7 

Washburn.    .  +0.29  4 

Eüstner.    .    .  +0.28  6 

Mittel:  +0724  40" 
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30)  S'  Leonis 

F.  C 

Romberg    .    . 
Greenwichjgg,, 

Washburn . 


-  O'M 

-  0.37 
~  0.26 

-  0.35 
wasDDurn.  .  —  0.36 
Kästner.    .    .   —0.27 

"Mitteir  —  or 


36)  4  Hev.  Drac. 

F.  C -0';42 

Romberg   .    . 
Rogers   .    .    . 

Greenwich^ggo 
Pulk. 


Washburn . 
Kttstner. 


-0.19 
-0.23 
+  0.<0 

—  0.47 

—  0.32 

—  0.30 


üew. 

12 
5 
3 
6 
2 
4 

32' 


15 
5 
4 
3 
7 
4 
5 


Mitlei:     —  0:'22     43 


Ji 


64)  y  Sagittae 

F.  C —  0'.'01 

Homberg    .    .        "  "" 
Becker  .    .    . 
Greenwich,,,, 
Pulk.,»..    .    . 
Washburn  >    . 

Kästner .    .  ^ 

"Mittel:     —  0'.'26 


—  0.32 
-0.10 

—  0.34 
-0.40 
-0.69 

—  0.32 
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üew. 
7 
5 
2 
1 
6 
3 
4 

"28 


I 


71)  ^Pegasi 

F.  C.  .  .  . 
Romberg  . 
Rogers  .  . 
Green  wich,  g 
Becker  .  . 
Pulk.,.« 
Washburn . 


-0:'15 

-0.29 

[+  0.49 

,  —  0.52 

—  0.30 

—  0.19 
-0.28 


10 
5 

*J 

1 

2 

6 

4 


Mittel:     —  0'.'23     28 


10) 


40) 


Tab 

eile  Y\ 

Verbesserte  Eigenbewegangen. 

f»  Orionis 

Ep. 

Gew. 

Ji 

B.-R. 

Bradley  .    .    . 

1755.0 

6  Beob. 

- 1:'74 

-  o:'72 

Pulk.„„     .    . 

1847.3 

— 

-0.21 

—  0.11 

Greenwicb,,g( 

1858.1 

— 

—  2.04 

—  2.05 

Pulk...«     .    . 

1873.1 

5 

+  0.36 

+  0.19 

Romberg    .    . 

1877.0 

4 

+  0.30 

+  0.10 

Greenwich,.,, 

1879.8 

1 

+  0.69 

+  0.46 

Pulk.„„     .   . 

1884.0 

6 

+  0.22 

-0.05 

Ktlstner .    .    . 

1888.3 

4 

+  0.02 

-0.29 

Washburn .   . 

1889.9 

3 

+  0.23 

—  0.10 

J8  = 

+  o:'i8  +  o:'oi  (t 

—  1875.0) 

Urs.  min. 

Bradley .    .    . 

1751.7 

2  Beob. 

+  i:'oi 

—  0:'56 

Green  wich,  g„ 

1837 

— 

+  1.22 

+  0.93 

Pulk.„„    .    . 

1871 

4 

—  0.20 

+  0.02 

Greenwich,,,, 

1876.3 

1 

-0.23 

+  0.07 
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Ep. 


Gew. 


Ji 


B.— R. 


41) 


42) 


65) 


Romberg   .    . 

1875.4 

5 

—  0709 

+  0719 

Rogers  .    .    . 

1876.3 

4 

-0.30 

0.00 

Becker  .    .    . 

1876.9 

2 

-0.30 

+  0.01 

Green  wichfgg, 

.    1880.4 

3 

—  0.65 

—  0.29 

Küstner.    .    . 

1888.4 

4 

-0.56 

—  0.08 

Washbum 

1889.5 

4 

-0.47 

+  0.03 

z/<J  = 

-  -  0728  - 

-07015(1 

;-1875. 

9) 

7t  Bootis  pr. 

Bradley  .    . 

.     1754.4 

3fieob. 

- 1762 

+  1700 

Pulk.,,,..    . 

1846.4 

__ 

-0.36 

-0.04 

Greenwich-.-. 

1851.1 



—  0.81 

-0.86 

Pulk,,...  :•'* 

.     1871.1 

4 

+  0.20 

—  0.10 

Rogers    .    . 

.     1875 

3 

+  0.47 

+  0.07 

Becker   .    . 

.     1876.4 

2 

0.00 

-0.44 

Romberg    . 

.     1876.8 

5 

+  0.44 

0.00 

Greenwich,.., 

,     1878.8 

2 

+  0.23 

-0.27 

Pulk...,.     . 

1884.9 

6 

+  1.04 

+  0.39 

Kostner.    . 

1888.7 

4 

+  0.54 

—  0.20 

J8  = 

=  -f  o:'40  +  07025  (/  —  1875. 

0) 

T*  Serpentis 

Bradley  .    . 

.     1754.5 

2  Beob. 

+  0719 

—  0766 

Greenwich,.,, 

1866.4 

1 

+  0.09 

+  0.35 

Pulk,.,.     . 

1871 

4 

—  0.03 

+  0.28 

Romberg    . 

1875.0 

4 

-^0.17 

+  0.18 

Washbum  . 

.     1889.0 

3 

-0.99 

-0.50 

Kästner .    . 

.     1889.5 

5 

-0.66 

—  0.15 

Jd  = 

=  _  0735  - 

-0701  (t 

—  1875.0) 

SI4  Yulpeculae 

Bradley  .    . 

.     1754.0 

3  Beob. 

- 1746 

+  0705 

Greenwich,.. 

,     1859.7 

— 

-1.50 

-1.67 

Pulk,,,,     . 

.     1871.0 

4 

+  0.30 

+  0.06 

Rogers    .    . 

.     1876.0 

2 

-0.56 

—  0.86 

Romberg    . 

1877.0 

4 

+  0.42 

+  0.09 

Berl.  Zonen 

.     1881.5 

4 

+  0.51 

+  0.11 

Greenwicb|,„ 

,     1886.3 

1 

+  0.16 

—  0.31 

Kttstner.    . 

1888.0 

4 

+  0.57 

+  0.07 

Washbum . 

.     1889.1 

3 

+  0.78 

+  0.27 

Jd  =  +  0730  +  07015  (<  —  1876.0) 
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76) 


Cephei 

Ep. 

Gew. 

JS 

B.-R. 

ßradley  .    .    . 

<754.3 

6  Beob. 

-o:'42 

+  o:'53 

Pulk.,,,,.    .    . 

4846.4 

— 

-0.44 

-0.44 

Greenwichjj,., 

4859.7 

— 

-0.40 

—  0.84 

Pulk.„„.    .    . 

4867.3 

6 

—  0.44 

-0.35 

Greenwich^g^, 

4872.6 

4 

+  0.32 

+  0.06 

Rogers    .    .    . 

4876.4 

4 

+  0.43 

-0.47 

Romberg    .    . 

4  876.8 

8 

+  0.43 

—  0.47 

Greenwich,gg, 

4882.4 

4 

+  0.58 

+  0.22 

Pulk.,. 

4884.9 

7 

+  0.57 

+  0.48 

Washburn .    . 

4889.3 

4 

+  0.60 

+  0.07 

Kttstner.    .    . 

4889.7 

4 

+  0.64 

+  0.20 

J8  = 

+  o:'29  +  0:'04  (l 

-  4875.( 

)) 

Gesondert  muss  der  Stern  t  Yirginis,  welcher  nur  in  der 
Reihe  Seh  vorkommt,  erwähnt  werden,  da  sich  fOr  ihn  eine  ver- 
änderliche £.  B.  herausstellte,  wie  aus  der  folgenden  Uebersicht 
und  den  daraus  gebildeten  Normalorten  folgt: 


39)  rVirginis 

Bradley .    .    . 

4756.0 

4  0  Beob. 

+  0:24 

Pulk.,„,     .    . 

4847.0 

3 

—  0.46 

Greenwlch„5, 

4852.2 

3 

+  0.08 

Greenwich,,,, 

4886.6 

4 

+  0.05 

Greenwich,,,4 

4863.4 

2 

-0.72 

Leipsig  .    .    . 

4867.4 

2 

—  0.24 

Pulk.,,.,    .    . 

4869.4 

6 

+  0.24 

Green  wich,.,. 

4872.3 

3 

+  0.04 

Rogers   .    .   . 

4874.5 

4 

+  0.64 

Romberg   .    . 

4877.0 

6 

+  0.50 

Greenwich,,,, 

4883.8 

4 

+  0.83 

Pulk.,.,,    .    . 

4883.9 

6 

+  0.88 

Washburn. 

4888.7 

2 

+  0.97 

Kästner .    .    . 

4889.5 

4 

+  0.70 

Normalorte : 

1 

4756.0 

— 

+  o:'24 

II 

4882.4 

40 

0.00 

Hl 

4867.6 

9 

-0.07 

IV 

4878.0  ' 

42 

+  0.42 

V 

4888.9 

46 

+  0.82 

580 


Fritz  Cohn, 


Eine  eingehendere  Untersuchung  dieser  Eigenihttmlichkeit 
würde  nicht  hierher  gehören,  sie  bildet  den  Gegenstand  eines 
demnächst  erscheinenden  Aufsatzes  in  den  Astron.  Nachr.  Hier 
mag  nur  bemerkt  werden,  dass  rVirginis  zwar  als  weiter  Doppel- 
Stern  (78",  4*r5  und  8".'5)  bekannt  ist,  dass  aber  bei  so  grosser 
Distanz  an  eine  Bahnbewegung  wohl  nicht  gedacht  werden  kann. 

Aus  den  beiden  letzten  Normalorten  folgt 

jd  =  +  o:'6o  +  o:'o37(i  —  isso.o). 

Danach  erreicht  jetzt  die  Gorrection  der  Declination  von 
irVirginis  schon  1'/ 

Mit  den  so  abgeleiteten  mittleren  Oertem  wurden  nun 
nach  den  Daten  des  Berl.  Jahrb.  die  folgenden  scheinbaren 
Oerter  für  die  Beobachtungszeiten  berechnet. 


Tabelle  VI. 
Scheinbare  Oerter  der  Sterne. 

a]  Sttdsterne. 


iK  a 

pp. 

(Tapp. 

«app. 

cfapp. 

cf  Piscium. 

7*^  0'54'.'49 

ff  Arietis. 

4  894  Nov.    4 

Oh43ni44!49 

4 895  Jan.  4  4 

2»»  4n»45?45 

22^58'  7?75 

6 

44.48 

54.25 

48 

45.40 

7.48 

7 

44.48 

54.22 

49 

4  5.39 

7.44 

45 

4  4.45 

54.08 

f4  Ceti. 

Dec.    i 

44.36 

53.64 

4  894  Dec.  40 

2 

39 

46.66 

9  40  22.74 

8 

4  4.84 

53.58 

44 

46.66 

22.66 

9 

44.30 

53.44 

4 895  Jan.  4  4 

46.46 

S4.25 

s  Piscium. 
4  894  Nov.  30 
Dec.    4 

0  57 

29.98 
29.97 

7  49  34.98 
34.95 

48 
cf  Tauri. 
4895Febr.45 

4 

46 

46.44 
58.54 

20.95 
47  47  54.68 

40 

29.94 

34.42 

n*  Orionis. 

U 

29.90 

34.88 

4895  Febr.  4  5 

4 

48 

47.88 

2  46  40.52 

4  895  Jan.  4  9 

29.52 

82.42 

y  Orionis. 

jy  Piscium. 
4894  Dec.    4 

4895Febr.45 

5 

49 

34.04 

6  45  tO.43 

4   25 

52.29 

44  48  24.44 

März  4 

30.79 

49.56 

40 

52.24 

23.88 

<p^  Orionis. 

44 

52.24 

23.88 

4895  Febr.  4  6 

5 

29 

4.54 

9  25  44.09 

4 895  Jan.  4  4 

54.94 

21.68 

Mttrz.  4 

4.29 

4  0.59 

48 

54.86 

22.27 

5  Monocerot. 

49 

54.85 

22.48 

4895  März  8 

6 

35 

43.40 

9  59  S6.95 

«  Arietis. 

5 

4  8.07 

86.94 

4  894  Dec.    4 

%     4 

45.79 

22  58    7.84 

7 

48.04 

S6.94 

40 

45.76 

7.92 

8 

43.02 

86.96 

44 

45.76 

7.95 

9 

48.04 

86.99 
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aapp. 

<fapp. 

aapp. 

«fapp. 

C  Geminor. 

8  Virginis. 

4896Mftrz  8 

6h57»64?54 

20°4S'32':94 

4894  Mai     9 

4  2h56«56?04 

4  4084'38'r52 

5 

54.48 

32.94 

45 

56.02 

34.4  0 

7 

54.46 

32.99 

46 

56.02 

84.28 

8 

54.44 

38.06 

24 

55.94 

34.98 

9 

54.43 

33.4  4 

T  Bootis. 

ß  Canis  min. 

4894April23 

43 

42    4  5.68 

47  58  52.86 

4  895  März  8 

7  24     28.98 

8  30     4.24 

25 

45.69 

53.47 

5 

28.96 

4.47 

Mai     6 

4  5.72 

54.73 

8 

28.92 

4.4  8 

8 

45.73 

85.04 

9 

28.94 

4.24 

9 

4  5.78 

55.48 

l  Leonis. 

45 

45.72 

55.95 

4  894Marz80 

84 

April  4 

3 

40   43    42.94 
42.98 
42.92 
42.94 

44     6  45.45 
4  5.24 
45.26 
45.42 

46 

49 

24 

7t  Bootis  pr. 

45.72 
45.72 
45.70 

56.4  8 
56.68 

57.22 

6 

42.89 

4  5.63 

4894  Mai     6 

44 

35    46.89 

4  6  52    7.82 

7 

42.89 

45.68 

46 

46.98 

8.82 

8 

42.88 

45.74 

49 

46.95 

9.87 

9 

43.88 

4  5.78 

24 

46.96 

4  0.07 

40 

42.87 

4  5.74 

T*  Serpentis. 

42 

42.86 

45.77 

4  894  Juni  22 

45 

20    54.75 

4  5  47  55.28 

i  Leonis. 
4  894Mttrz84 
April  4 
3 

44    48    25.74 
23.78 
25.72 

4  4     6  38.89 
88.96 
89.42 

28 

27 
28 
30 

54.75 
54.74 
54.73 
54.78 

55.36 
36.02 
56.20 
56.49 

6 

25.70 

39.85 

y  Serpentis. 

7 

25.70 

89.40 

4  894  Juni  22 

45 

54    85.85 

46    0  48.44 

8 

25.69 

89.44 

23 

35.85 

48.56 

9 

25.69 

89.46 

28 

35.82 

49.44 

40 

25.68 

39.48 

80 

85.82 

4  9.78 

42 

25.67 

39.58 

Juli     4 

35.84 

4  9.92 

ß  Leonis. 
4894Mttrz80 

41    48    44.43 

4  5    9  48.22 

ß  Herculis. 
4894  Juni  47 
22 

46 

25    42.27 
42.28 

24  43    5.56 
6.43 

o  Virginis. 

23 

42.28 

6.60 

4894  März  80 

4  4   59    50.48 

9  49    7.24 

28 

42.28 

7.68 

34 

50.48 

7.24 

80 

42.28 

8.40 

April  4 

50.48 

7.29 

Juli     4  j 

42.28 

8.29 

3 

50.48 

7.43 

X  Ophiucbi.    : 

6 

50.49 

7.68 

4894  Juni  47    46 

5i    44.57 

9  32  44.06 

7 

50.49 

7.74 

ß  Ophiuchi. 

8 

50.49 

7.77 

4 894  Juli   42    47 

88    46.89 

4  86  36.49 

9 

50.49 

7.80 

24 

46.89 

87.50 

40 

50.49 

7.84 

23! 

4  6.88 

37.74 

42 

50.49 

7.84 

25  1 

46.88 

38.05 

e  Virginis. 

409  Herculis. 

4894  Apri  123 

4  2  56    56.06 

4  4  34  32.03 

4 894  Juli   42|  48 

4  9    48.56 

24  43  44.42 

25 

56.06 

32.4  6 

24 

4  3.56 

4  6.26 

Mai      6 

56.03 

:J3.23 

23  1 

43.56 

46.66 

8 

56.04 

33.45 

25 

4  8.55 

4  7.4  3 
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a  a 

pp. 

(f  app. 

; 

aapp. 

cfapp. 

HO  Uercuiis. 

<i  Equulei.     1 

4  894  Juli   4  2 

18»^44'"  8!68 

20^6'38':60 

4  894  Oct.  23    24»'40«34?4  5 

4"48'48':84 

24 

8.70 

40.50 

27 

34.09 

48.65 

23 
25 

8.70 
8.70 

40.94 
44.37 

8  PJBgasi. 
4  894  Oct.     5 

21 

39      4.73 

9  23  87.74 

CAquilae. 

9 

4.69 

37,88 

4894  Juli   23 

19     0 

35.07 

\'^  42  24.24 

44 

4.66 

87.90 

25 

35.07 

24.63 

24 
23 

4.55 
4.54 

38.25 
38.24 

(TAquilae. 

27 

4-46 

38.43 

4  894  Juli   28 

49  20 

42.49 

2  54  4  2.78 

25 

42.49 

4  3.42 

^  Pegasi. 

4  894  Sept.  30 

22 

4    54.38 

5  40  52.25 

Y  Sagittae. 

Oct.     9 

54.26 

52.74 

4894  Ocl.     5 

4  9  54 

4.78 

49  42  28.42 

9 

4.74 

28.4  6 

C  Pegasi. 

44 

4.68 

28.44 

4  894  Nov.    4 

22 

36    43.44 

40  47     4.88 

48 

4.55 

28.24 

6 

43.39 

4.90 

24 

4.50 

28.22 

7 

43.38 

4.85 

23 

4.47 

28.42 

45 

4  8.28 

4.72 

24 

4.45 

28.05 

Döc.    4 

43.40 

4.44 

27 

4.40 

27.90 

3 

9 

48.08 
4  3.04 

4.00 
0.46 

^  Delphini. 

4894  Sept.  80 

20  32 

37.27 

44  43  48.68 

70  Pegasi. 

Oct.     5 

87.20 

49.07 

4  894  Nov.   4 

23 

23    50.74 

42  40  56.39 

9 

37.4  4 

49.49 

6 

50.70 

56.52 

41 

37.4  4 

49.47 

7 

50.69 

56.50 

24 

36.95 

49.44 

45 

50.62 

56.50 

23 

86.94 

49.34 

Dec.    4 

50.45 

56.48 

24 

3Ö.90 

49.84 

3 

50.43 

56.40 

27 

36.85 

49.20 

9 

50.37 

55.63 

u  Equulei. 

(ü  Piscium. 

4  894  Sept.  80 

21    40 

34.44 

4  48  48.40 

4894  Nov.    4 

23 

53    55.42 

6  16  58.82 

Od.    5 

34.38 

48.68 

6 

55.40 

58.83 

9 

34.33 

48.76 

7 

55.39 

58.79 

^^  1 

84.34 

48.74 

Dec.    4 

55.20 

58.4  3 

24 

34.47 

48.87 

3 

.•(5.4  8 

58.02 

b)  Nordsterne. 

43Hev.Ceph. 

t 

aUr8.min.ü.C. 

ü.  C. 

4  804  April  23 

4h4  8"48?78 

88o44'35':84 

4  894  April  25 

0h53n55?66  85*»44'4  6':43 

25 

49.53 

35.30 

Mai      6 

57.38 

4  3.36 

Mai     6 

54.23 

32.30 

8 

57.80 

42.99 

8 

55.47 

84.89 

9 

58.00               42.83 

9 

56.05 

84.69 

45 

59.10               4  4.66 

45 

59.30 

30.35 

46 

59.32  1             44.44 

46 

59.97 

80.4  4 

24 

54      4.32              4  0.24 

49 

49     2.30 

89.44 

24 

6.10 

28.63 
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«app. 

«fapp. 

«app. 

«fapp. 

0.  c. 

30  Hev.  Gam. 

4  894  Nov.  30 

4h20"42?55 

8b"45'  9':56 

U.G. 

Dec.     4 

44.87 

9.87 

1894  Oct.  40 

10»H8W44?67 

83**  5'29':59 

40 

35.48 

4  2.42 

24 

13.14 

26.55 

44 

34.84 

42.38 

23 

43.45 

26.04 

4  895  Jan.  44 

4.40 

47.39 

27 

4  4.4  3 

25.40 

48 

0.4  0 

47.36 

Nov.    4 

4  5.03 

23.82 

49 

49 

59.24 

47.34 

7 

46.48 

22.57 

Gr.  750  ü.  C. 

45 

47.72 

24.07 

4  894  Juni  47 

4     8 

44.04 

85  4  6  32.64 

Dec.    4 

24.04 

49.45 

12 

44.94 

34.62 

3 

24.42 

49.06 

23 

42.40 

31.42 

9 

22.67 

4  8.94 

28 

48.08 

30.28 

ür.  4 508 O.G. 

30 

4  3.54 

29.85 

1894  März  84 

4  0  54    37.42 

78  20  23.25 

O.e. 

April  4 

37.38 

23.55 

4  895  Febr.  4  5 

4     3 

40.46 

85  47    8.83 

3 

37.28 

24.4  4 

54Hev.Ceph. 

7 

37.08 

25.24 

U.  C. 

8 

37.02 

25.46 

4  894  Jali  42 

6  50 

36.68 

87  4  2  54.84 

9 

36.96 

25.65 

23 

39.44 

48.60 

40 

36.90 

25.85 

25 

89.60 

47.97 

42 

86.78 

26.24 

O.G. 

U.G. 

4  895Mtfrz  8 

6  54 

39.27 

87  13    7.47 

4  894  Nov.    4 

4  0  .'•,4     34.77 

78  19  48.64 

5 

38.66 

7.46 

7 

32.40 

47.07 

7 

38.04 

7.79 

45 

33.28 

45.17 

8 

37.70 

7.97 

Dec.    4 

35.22 

42.30 

9 

37.33 

8.4  5 

3 
9 

35.47 
36.22 

42.06 
44.60 

4  H6V.  Drac. 

ü.  C. 

4  Hev.  Drac. 

4  894  Sept.  30 

9  22 

4.44 

84  47  22.34 

O.G. 

Oct.     5 

2.4  4 

20.85 

4894  März  30 

12     7    23.48 

78  42  46.54 

9 

2.70 

49.85 

34 

23.47 

46.80 

40 

8.00 

4  9.44 

April  4 

28.45 

47.4  2 

24 

4.60 

47.4  0 

3 

23.40 

47.79 

23 

4.93 

46.74 

6 

28.84 

4  8.78 

27 

5.64 

46.42 

7 

28.32 

49.08 

30  Uev.  Cam. 

8 

28.30 

49.36 

O.G. 

9 

23.28 

49.64 

4  894  März 34 

40  48 

22.62 

83    6    2.82 

40 

23.25 

49.86 

April  4 

22.51 

3.4  0 

Ü.G. 

3 

22.34 

3.66 

4894  Nov.    4 

42     7    14.33 

78  44  54.56 

6 

22.00 

4.42 

6 

44.67 

49.76 

7 

24.88 

4.62 

7 

44.74 

49.45 

8 

24.75> 

4.80 

45 

4  5.44 

46.93 

9 

24.63 

4.97 

Dec.    4 

46.97 

42.48 

40 

24.51 

5.44 

3 

47.48 

42.03 

42 

24.27 

5.46 

4  Urs.  min. 

Ü.G. 

O.G. 

4  894  Sept.  30 

10   48 

4  0.4  4 

83    5  33.47 

4  894  Mai     6 

44     9    24.40 

78    2  38.74 

Oct.     9 

4  4.29 

30.44 

45 

28.79 

44.43 

584 


Fbitz  Gohh, 


♦ 

a  app. 

^app. 

appp. 

iTapp. 

4  Urs.  miD. 

X  Urs.  min. 

O.e. 

O.e. 

4894  Mai   46 

4  4h  9">2S!75 

78*» 

2'44':46 

4  894  Juli  42 

49k29"49?99 

88^8'f6:24 

49 

23.62 

42.42 

23 

86.89 

29.79 

S4 

28.36 

48.50 

25 

36.43 

30.48 

(  Urs.  miD. 

O.e. 

Oct.     5 
44 

28    49.57 
4  0.65 

47.08 
47.37 

24 

27    56.22 

47.83 

4894  Juni  22    15 

47    56.59 

78 

7  42.79 

23 

58.42 

47.78 

28 

56.54 

48.08 

24 

54.66 

47.74 

27 

56.25 

44.04 

27 

47.64 

47.64 

28 

56.47 

4  4.26 

80 

56.08 

4  4.74 

U.  C. 
4895  März  3 

49  26    52.04 

88  58  47.44 

u.c. 

5 

53.60 

47.06 

4  895  Febr.  4  5 

15 

47    49.80 

78 

6  32.49 

8 
9 

56.00 
56.92 

46.44 
46.23 

e  Urs.  min. 

0.  C. 

76  Drac.  0.  C. 

4 894  Juni  47 

46 

56    58.87 

82  12  34.48 

4  894  Sept.  30 

20  50    4  3.90 

81    8  37.73 

22 

58.06 

85.82 

Oct.     5 

4  3.45 

38.99 

28 

57.99 

36.09 

9 

42.53 

39.76 

28 

57.60 

87.60 

44 

42.22 

40.05 

80 

57.43 

38.24 

24 

40.58 

44.77 

Juli      4 

57.84 

88.48 

28 

24 

40.24 
4  0,07 

42.00 
42.09 

ü.  C. 

27 

9.56 

42.35 

4  895  Febr.  4  5 
Mtfrz  8 

46 

56    40.65 
48.82 

82  42    6.48 
4.97 

^CepbeiU.C. 
4894  März  84 

23  34    52.23 

77    9  24.64 

<f  Urs.  min. 

April  4 

52.27 

24.34 

0.  a 

3 

52.35 

•  «0.72 

4  898  Juli  42 

48 

6    44.28 

86  86  42.4  4 

6 

52.50 

49.83 

24 

89.47 

44.55 

7 

52.55 

49.58 

23 

38.75 

45.09 

8 

52.58 

49.35 

25 

88.27 

45.67 

9 

52.63 

49.43 

ü.  e. 

40 

52.68 

48.92 

4  895  Febr.  4  5 

48 

5    53.26 

86  86  49.94 

42 

52.79 

4  8.44 

Mttrz  8 

58.27 

47.40 

O.e. 

4 

58.57 

47-80 

4894  Nov.   4 

28  35      3.00 

77    2  57.44 

5 

58.88 

4  7.20 

6 

2.72 

58.84 

7 

59.49 

4  6.95 

7 

2.66 

59.07 

8 

59.82 

46.83 

Dec.    4 

0.85 

3     8.92 

y 

6      0.46 

46.74 

8 

0.69 

4.47 

Es  folgt  nun  eine  kurze  Zusammenstellung  der  gesammten 
Beobachtungen.  Neben  dem  Beobachtungsdatum  und  der  Be- 
zeichnung des  Sterns  findet  sich  die  Angabe  des  Zenithponktes 
und  unter  I  die  direct  aus  den  Beobachtungen  berechnete  Pol- 
hohe. Die  Golumnen  II  und  III,  die  sich  bei  Berücksichtigung 
der  Biegung  ergeben,  werden  spater  besprochen  werden.  Nach 
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der  Aufzählung  der  an  einem  Abend  beobachteten  Sterne  ist  das 
Abendmittel  gebildet  und  den  Golumnen  II  und  III  der  mittlere 
Fehler  einer  einzelnen  Stembreite,  berechnet  aus  den  Abweich- 
ungen vom  Abendmittel,  hinzugefügt  worden.  Die  in  eckige 
Klammem  gesetzten  Zahlen  haben  wie  überall  im  Folgenden  nur 
halbes  Gewicht. 

Tabelle  VII. 
Resultate  der  Beobachtungen. 


1 

Polhdbe  =1  54 

°20' 

4  RQl 

QiArn 

Zenithpkt. 

1 

U 

III 

359°59' 

Mara  30. 

/  Leonis     .    .    . 

9^59 

6:'35 

4:'93 

4:'85 

ß  Leonis    .    .    . 

42.60 

8.34 

6.89 

6.95 

0  Yirginis  .    .    . 

48.26 

7.48 

5.76 

5.62 

4  Hev.  Drac. .    . 
Abendmittel 

4  0.55 
44.25 

3.20 

4.62 

4.75 

5.24 

5.55 

5.54 

M.  F.  eines  Sterns 

±4.04 

±4.02 

März  34. 

30  Hey.  Garn.    . 

40.53 

5.26 

6.68 

6.84 

/  Leonis     .    •    . 

42.42 

5.25 

3.83 

3.75 

Br.  «508   .    .    . 

42.54 

4.65 

6.07 

6.20 

L  Leonis    .    .    . 

44.40 

6.26 

4.84 

4.76 

y  Cephei  U.  .    . 

[44.43] 

[4.431 

[5.55] 

[5.42] 

0  Yirginis  .    .    . 

44.46 

6.47 

5.06 

4.94 

4  Hev.  Drac. .    . 

43.04 

4.04 

5.46 

5.59 

Abendmittel 

42.92 

5.28 

5.34 

5.34 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.95 

±4.03 

April  4. 

30  Hey.  Gam.    . 

42.74 

3.44 

4.83 

4.96 

/  Leonis     .    .    . 

43.87 

8.85 

7.43 

7.35 

Br.  4508    .    .    . 

43.90 

2.73 

4.45 

4.28 

L  Leonis     .    .    . 

45.36 

9.45 

7.73 

7.65 

y  Gephei  ü.  .    . 

42.74 

3.46 

4.58 

4.45 

0  Yirginis  .    .    . 

43.27 

7.53 

6.4  4 

5.97 

4  Hey.  Drac. .    . 

45.34 

2.64 

4.03 

4.46 

Abendmittel 

43.88 

5.74 

5.55 

5.55 

M.  F.  eines  Sterns 

±4.55 

±4.46 

420°4' 

April  3. 

30  Hey.  Gam.    . 

46.45 

3.39 

4.52 

4.65 

/Leonis.   .    .    . 

46.25 

5.97 

4.84 

4.76 

lUth-pb 

fi.  ClMSft.  1895. 

40 
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1894 

Stern 

Zenithpki 

PoIbOhe  =  51 

°20' 

1 

II 

III 

T20°l' 

April  3. 

Br.  4508    .    .    . 

[46:'42] 

[2^87] 

[4:'oo] 

[4M  3] 

i  Leonis .... 

48.54 

7.20 

6.07 

5.99 

y  Cephei  ü.    .    . 

48.54 

3.54 

4.67 

4.54 

0  Virginis  .    .    . 

49.84 

6.18 

5.05 

4.91 

4  Hev.  Drac.  .    . 

49.45 

3.94 
4.98 

6.07 
4.96 

5.20 

Abendmittel 

47.83 

4.94' 

M.  F.  eines  Sterns 
30  Hev.  Cam.     . 

48.29 

±0.60 

±0.57 

April  6. 

4.31 

5.44 

5.57 

/  Leonis .... 

49.58 

5.45 

4.32 

4.24 

L  Leonis .... 

50.38 

5.98 

4.85 

4.77 

y  Cephei  U.    .    . 

49.73 

4.34 

5.47 

5.34 

0  Yirginis  .    .    . 

50.33 

5.44 

4.31 

4.17 

4  Hev.  Drac.  .    . 

50.58 

4.51 

5.64 

5.77 

Abendmittel 

49.82 

5.00 

5.00 

4.98 

M.  F.  eines  Sterns 

240^4' 

±0.55 

±0.67 

April  7. 

30  Hev.  Cam.     . 

33,86 

2.00 

4.64 

4.77 

/  Leonis .... 

32.99 

8.11 

5.47 

5.39 

Br.  4508     .    .    . 

34.98 

3.36 

6.00 

6.13 

L  Leonis .... 

33.44 

8.18 

5.54 

5.46 

Y  Cephei  ü.    .    . 

34.50 

2.02 

4.66 

4.53 

0  Yirginis  ,    .    . 

35.02 

8.85 

6.21 

6.07 

4  Hev.  Drac.  .    . 

34.04 

2.60 

5.24 

5.37 

Abendmittel 

34.08 

5.44 

5.39 

5.39 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.«0 

±0.60 

April  8. 

30  Hev.  Cam.     . 

31.60 

2.44 

5.08 

5.21 

/  Leonis .... 

31.49 

8.69 

6.05 

5.97 

Br.  4508    .    .    . 

33.12 

3.96 

6.60 

6.73 

L  Leonis .... 

38.48 

8.42 

5.78 

5.70 

y  Cephei  U.    .    . 

33.63 

2.51 

5.15 

5.02 

0  Virginis  .    .    . 

[34.06] 

[8.41] 

[5.77] 

[5.63] 

4  Hev.  Drac.  . 

32.87 

3.64 

6.28 

6.41 

Abendmittel 

32.65 

5.83 

5.82 

5.82 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.58 

±0.64 

59°59' 

April  9. 

30  Hev.  Cam.     . 

54.79 

1.85 

4.49 

4.62 

/  Leonis  .... 

56.12 

9.06 

6.42 

6.34 
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4  894 


Stern 


Zenithpkt. 


Polhohe  =  54^20' 


I      I 


II 


I 


III 


1 

1  59"  59' 

1 

April  9. 

1     Br.  «608    .    .    . 

'  56:90 

1  3736 

6'.'00 

.6:'43 

i  Leonis  .... 

56.84 

'  8.33 

5.69 

5.64 

y  Gepbei  U.    .    . 

56.72 

2.43 

4.77 

4.64 

0  Virginia  .    .    . 

57.08 

8.97 

6.33 

6.49 

4  Hev.  Drac.  .    . 

56.60 

1  3.45 

5.79 

5.92 

Abendmittei 

56.35 

5.70 

5.64 

5.64 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.74 

±0.72 

April  40. 

1     30  Hev.  Cam.     . 

55.38 

2.47 

4.84 

4.94 

/  Leonis .... 

55.89 

8.08 

5.44 

5.36 

Br.  1508    .    .    . 

55.98 

2.76 

5.40 

5.53 

i  Leonis .... 

54.43 

8.30 

5.66 

5.68 

y  Cephei  ü.    .    . 

57.00 

2.48 

4.82 

4.69 

0  Yirginis  .    .    . 

56.30 

8.83 

6.49 

6.06 

4  Hev.  Drac.  .    . 

55.46 

2.24 

4.85 

4.98 

Abendmittel 

55.78 

5.37 

6.34 

5.30 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.52 

±0.47 

4  79°  69' 

Aprii12. 

30  Hev.  Cam.     . 

66.46 

3.66 

5.08 

5.24 

l  Leonis  .... 

56.23 

7.52 

6.40 

6.02 

Br.  1508    .    .    . 

55.80 

,  3.88 

6.30 

6.43 

i  Leonis .... 

56.30 

1  6.89 

5.47 

5.39 

y  Cephei  U.    .    . 

55.68 

4.45 

6.57 

6.44 

0  Yirginis   .    .    . 

56.60 

6.57 

6.45 

5.04 

Abendmittel 

56.43 

5.44 

5.44 

5.42 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.37 

±0.34 

April  83. 

t  Yirginis  .    .    . 

56.32 

6.66 

6.24 

5.48 

a  Urs.  min.  U.   . 

60.46 

[4.051 

[5.67] 

[6.44] 

T  Bootis  .... 

58.39 

6.33 

4.91 

5.06 

Abendmittel 

68.39 

5.27 

5.47 

5.48 

M.  P.  eines  Sterns 

±[0.32] 

±[0.48] 

April  25. 

43  Hev.  Ceph.  U. 

45.77 

3.60 

5.02 

4.89 

e  Yirginis  .    .    . 

45.94 

7.50 

6.08 

6.02 

a  Urs.  min.  U.   . 

46.64 

4.47 

5.89 

5.76 

T  Bootis  .... 

45.09 

6.79 

4.37 

4.52 

Abendmittel 

45.85 

5.34 

5.34 

5.30 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.79 

±0.74 

40* 
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Fritz  Cobn, 


4  894 


Stern 


Zenithpkt. 


Polhöhe  =  54°20' 


I 


II 


111 


r 

479°59' 

Mai  6.          43  Hev.  Ceph.  U. 

62r07 

3:'98 

5740 

5727 

€  Virginis  .    .    . 

62.67 

6.85 

5.43 

5.37 

a  Urs.  min.  U.   . 

53.68 

3.66 

5.08 

4.95 

T  Booiis.    .    .    . 

58.82 

6.41 

4.99 

5.14 

4  Urs.  min.    .    . 

54.58 

3.26 

4.67 

4.80 

1     n  Bootis  pr.   .    . 

68.66 

6.84 

5.42 

5.54 

Abendmittel 

63.08 

6.16 

5.16 

5.18 

1  M.  F.  eines  Sterns 

±0.31 

±0.27 

419059' 

1 

Mai  8. 

43  Hev.  Ceph.  U. 

40.65 

1  4.49 

,      6.62 

1      5.49 

e  Virginia  .    .    . 

40.56 

6.82 

5.69 

5.63 

a  Urs.  min.  U.   . 

41.91 

4.48 

5.61 

6.48 

T  Bootis  .... 

42.09 

6.49 

6.36 

6.51 

Abendmittel 

41.30 

5.67 

6.67 

5.53 

M.  F.  eines  Sterns 

39.08 

±0.14 

1  ±  0.07 

Mai  9. 

43  Hev.  Ceph.  U. 

2.97 

4.10 

3.97 

e  Virginis  .    .    . 

40.32 

6.47 

5.34 

5.28 

a  Urs.  min.  ü.    . 

39.92 

4.78 

5.91 

6.78 

T  Bootis  .... 

40.70 

6.18 

5.05 

6.20 

Abendmittel 

40.00 

6.10 

5.10 

5.06 

H.  F.  eines  Sterns 

±0.76 

±0.77 

Mai  15. 

43  Hev.  Ceph.  U. 

38.62 

2.81 

3.94 

3.81 

e  Virginis  .    .    . 

39.45 

6.96 

5.83 

5.77 

a  Urs.  min.  U.   . 

39.98 

3.99 

5.12 

4.99 

T  Bootis  .... 

38.90 

5.47 

4.34 

4.49 

4  Urs.  min.     .    . 

[40.18] 

(4.26] 

[5.39] 

[5.52] 

Abendmittel 

39.34 

4.89 

4.87 

4.85 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.80 

±0.81 

Mai  16.    1     43  Hev.  Ceph.  U. 

37.90 

2.89 

4.02 

3.89 

€  Virginis  .    .    . 

38.26 

6.26 

5.13 

6.07 

a  Urs.  min.  U.   . 

37.67 

4.24 

5.37 

5.24 

{     V  Bootis .... 

38.34 

6.68 

6.55 

5.70 

4  Urs.  min.    .    . 

39.24 

3.79 

4.92 

6.05 

1 

n  Bootis  pr.  .    .   1 

39.27 

6.19 

5.06 

5.18 

Abendmittel           j 

38.45 

5.01  ; 

5.01 

5.02 

M.  F.  eines  Sterns 

1 

±0.53 

±0.60 
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1 

Polhöhe  •=  b^ 

°20' 

1894     ;             Stern 

Zenitbpkt.: 

I 

II 

in 

240°  0' 

Mai  19. 

a  Urs.  min.  U.  . 

6:'7< 

2:'65 

5^29 

5^16 

T  Bootis  .... 

7.24 

8.46 

5.82 

5.97 

4  Urs.  min.     .    . 

7.40 

2.46 

4.80 

4.93 

7t  Bootis  pr.   .    . 

7.00 

8.95 

6.31 

6.43 

Abendmittel 

7.09 

5.56 

5.56 

5.62 

M.  F.  eines  Sterns 

2.63 

±0.67 

±0.70 

Mai  24. 

43  Hev.  Ceph.  U. 

5.25 

5.27 

5.14 

e  Yirginis  .    .    . 

4.84 

7.81 

5.17 

5.11 

a  Urs.  min.  U.    . 

4.67 

2.99 

5.63 

5.50 

r  Bootis  .... 

5.83 

7.22 

4.58 

4.73 

4  Urs.  min.    .    . 

5.94 

2.21 

4.85 

4.98 

7t  Bootis  pr.  .    . 

5.09 

8.14 

5.50 

5.62 

Abendmittel 

5.27 

5.17 

5.17 

5.18 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.40 

±0.33 

239°59' 

; 

Junin. 

Gr.  750  U..    .    . 

58.78 

3.47 

6.11 

6.98 

(i  Herculis  .    .    .  • 

58.68 

6.94 

4.30 

4.59 

!    X  Ophiuchi .    .    . 

59.46 

8.12 

5.48 

5.36 

e  Urs.  min.     .    . 

58.96 
58.97 

3.32 

5.96 

6.09 

Abendmittel 

5.46 

5.46 

5.60 

'  M.  F.  eines  Sterns 

±0.82 

±0.69 

240°0' 

Juni  22. 

IT«  Serpentis  .    . 

H.34 

6.97 

4.33 

4.41 

^  Urs.  min.     .    . 

<0.97 

3.22 

5.86 

5.99 

y  Serpentis    .    . 

14.48 

8.29 

5.65 

5.74 

Gr.  750  U..    .    . 

4  0.53 

4.05 

6.69 

6.66 

(i  Herculis  .    .    . 

42.74 

7.60 

4.96 

5.26 

e  Urs.  min.     .    . 

42.24 

2.44 

5.08 

5.21 

Abendmittel 

44.50 

5.43 

5.43 

5.53 

M.  F.  eines  Sterns 

1 
1 

±0.82 

±0.74 

4  4  9°  59' 

Juni  23. 

r'  Serpentis  .    . 

57.04 

7.29 

6.16 

1      6.24 

t  Urs.  min.    .    . 

57.99 

4.64 

5.77 

6.90 

'    y  Serpentis    .    . 

57.48 

6.72 

5.59 

6.67 

1    Gr.  750  U. .    .    . 

'    58.22 

6.04 

6.17 

6.04 
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Stern 


Zenltbpkt.; 


PolWhe=51''20' 


III 


Juni  23. 


Juni  27. 


ß  Herculis . 
e  Urs.  min. 


'H9°69' 
'    67796 
I    57.<0 


Abendmittel 

M.  F.  eines  Sterns 


57.58  !    5.52 


6'/46 
3.24 


5703 
4.37 


5732 
4.50 


5.52         5.61 
±  0.70  I  ±  0.63 


r'  Serpenlis 
C  Urs.  min. 


57.30 
58.52 


Abendmittel 


67.91 


Juni  28. 


t'  Serpentis  .    . 

3.08 

%  Urs.  min.    .    . 

3.42 

y  Serpentis    .    . 

2.00 

Gr.  750  U..    .    . 

3.33 

ß  Herculis .   .    . 

3.06 

e  Urs.  min.     .    . 

3.94 

6.58 
4.82 


5.47 
5.48 


Abendmittel 

M.  F.  eines  Sterns 


Juni  30.  T^  Serpentis 
^  Urs.  min. 
Y  Serpentis 
Gr.  750  ü.. 
ß  Herculis . 
£  Urs.  min. 


3.43 

Ö^O^ 

4.41 

5.92 

4.97 

6.26 

5.66 

5.72 


Abendmittel 

M.  F.  eines  Sterns 


JuU  4 .     \    Y  Serpentis  .  . 

j    ß  Herculis .  .  . 

£  Urs.  min.  .  . 

€  Urs.  min.  .  . 

Abendmittel 

M.  F.  eines  Sterns 


6.29 

4.87 

4.95 

2.82 

4.24 

4.37 

7.00 

5.68 

5.66 

5.26 

6.68 

6.55 

5.97 

4.65 

4.84 

4.64 

6.06 

6.49 

5.33 


5.33  I      5.43 
±0.94  l±0.85 


5.54 
dbO.63 
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1 

Polbühb  =  54 

°20' 

1894                    Stern 

{Zenitbpkt. 

-__-_ 

" 

III 

1 

j     0°0' 

Juli  42.        /I/Ophiuchi 

.    '.    8'.'83 

,  6:'43 

5:'04 

4:'73 

d  Urs.  min. 

.    ■-     9.68 

!  2.87 

4.29 

4.42 

1     \  09  Herculis 

9.40 

'  5.69 

4.27 

4.56 

4  40  Herculis. 

.       43.56    i 

5.66 

4.24 

4.48 

54  Hev.  Ceph 

U.       13.82    ■ 

3.68 

5.4  0 

4.97 

k  Urs.  min. 

13.65 

3.30 

4.72 

4.85 

i  9.27 
\13.68 

Abendmittei 

4.60 

4.60 

4.67 

M.  F.  eines  Ste 

rns 

±0.39 

±0.22 

Juli  24. 

ß  Ophiuchi 

9.68 

6.26 

4.84 

4.56 

ö  Urs.  min.    . 

8.55 

3.40 

4.82 

4.95 

4  09  Herculis . 

8.60 

6.42 

4.70 

4.96 

4  40  Herculis  . 

8.28 

5.85 

4.43 

4.67 

Abendmittei 

,     8.75 

4.74 

4.70 

4.78 

M.  F.  eines  Ste 

rns 

±0.49 

±0.20 

Juli  23. 

ß  Ophiuchi    . 

8.05 

6.62 

5.20 

4.92 

d  Urs.  min. 

7.96 

3.95 

5.37 

5.50 

409  Herculis 

8.29 

5.67 

4.25 

4.54 

440  Herculis 

8.01 

5.94 

4.52 

4.76 

54  Hev.  Ceph 

ü.        8.04 

3.50 

4.92 

4.79 

C  Aquilae  . 

7.34 

6.04 

4.59 

4.60 

6  Aquilae  . 

8.58 

5.84 

4.39 

4.07 

X  Urs.  min. 

8.45 

3.92 

5.34 

5.47 

Abendmittel 

8.05 

4.90 

4.82 

4.83 

M.  F.  eines  Ste 

rns 

±0.44 

±0.48 

420°  0' 

Juli  25. 

ß  Ophiuchi 

42.70 

7.03 

5.90 

5.62 

d  Urs.  min. 

.    .      42.44 

3.25 

4.38 

4.54 

409  Herculis 

42.34 

6.49 

.5.36 

5.65 

4  4  0  Herculis 

.    .      43.48 

6.45 

5.02 

5.26 

54  Hev,  Ceph 

.  U.      42.44 

3.65 

4.78 

4.65 

t  Aquilae  . 

.    .      44.45 

6.64 

5.48 

■     5.49 

d  Aquilae  . 

.    .      44..96 

6.90 

6.77 

5.45 

X  Urs.  min. 

.    .      44.70 

3.68 

4.84 

4.94 

Abendmittel 

42.24 

5.08 

5.49 

5.20 

M.  F.  eines  Ste 

ras 

±0.53 

±0.44 
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I 


II 


in 


420°0' 

Sept.  30. 

/^Delphini.    .   . 

40:'96 

8:'07 

6:'94 

6^97 

76  Draconis  .    . 

41.84 

4.39 

5.52 

5.65 

a  Eqaulei  .    .    . 

42.47 

7.45 

6.32 

6.04 

1  Hev.  Drac.  U. . 

[40.69] 

[4.80] 

[5.93] 

[5.80] 

^Pegasi    .   .    . 

42.35 

5.69 

i.56 

4.34 

30  Hev.  Cam.  U. 

43.74 

4.85 

5.98 

5.85 

AbeadmiUel 

42.42 

5.86 

5.87 

5.77 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.84 

±0.90 

Od.  5. 

y  Sagittae  .   .    . 

42.64 

5.97 

i.8i 

5.04 

l  Urs.  min.    .    . 

40.74 

3.76 

4.89 

5.02 

/IfDelphini.   . 

40.65 

6.89 

5.76 

5.79 

76  Draconis  .    . 

44.55 

3.98 

5.44 

5.24 

a  Equolei  .    .    . 

44.45 

6.44 

4.98 

4.70 

\  Hev.  Drac.  U. . 

44.40 

3.72 

4.85 

4.72 

e  Pegasi .... 

44.48 

6.34 

5.23 

5.09 

•  Abendmittel 

44.33 

5.07 

5.09 

5.09 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.33 

±0.37 

Oct.  «J. 

y  Sagittae  .   .   . 

39.44 

6.54 

5.44 

5.64 

/Sf  Delphin! .    .    . 

39.56 

6.39 

5.26 

5.29 

76  Draconis  .    . 

[39.54] 

[4.84] 

[5.94] 

[6.07] 

a  Eqnulei  .    .    . 
<  Hev.  Drac.  U. . 

40.49 

6.33 
4.26 

5.20 
5.39 

4.92 

49.32 

5.26 

e  Pegasi.    .    .    . 

49.36 

6.62 

5.49 

5.35 

&  Pegasi    .   .    . 

[49.70] 

[5.68] 

[4.55] 

[4.30] 

30  Hev.  dam.  U. 

50.45 

4.43 

5.56 

5.43 

/39.70 
\49.62 

Abendmittel 

5.44 

5.36 

5.29 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.34 

±0.42 

240°  0' 

Oct.  H. 

y  Sagittae  .   .    . 

23.53 

8.98 

6.34 

6.54 

X  Urs.  min.    .    . 

23.00 

2.23 

4.87 

5.00 

/^Delphini.    .    . 

23.84 

7.44 

4.50 

4.53 

76  Draconis  .   . 

23.79 

2.98 

5.62 

5.75 

a  Equulei  .    .    . 

22.54 

7.07 

4.43 

4.45 

1  Hev,  Drao.  U.. 

23.43 

2.46 

5.40  , 

4.97 
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240°  0' 

Oot.n. 

€  Pegasi .... 

23r<9 

7^37 

4:'73 

4759 

30  Hey.  Cam.  U. 

S3.U 

2.42 

5.06 

4.93 

Abendmittel 

23.31 

5.08 

5.08 

5.06 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.63 

±0.76 

Oct.  18. 

y  Sagittae  .    .    . 

24.49 

8.12 

5.48 

5.68 

Oct.  H. 

y  Sagittae  .    .    . 

20.68 

8.61 

5.97 

6.17 

l  Urs.  min.    .    . 

24.00 

2.47 

5.11 

5.24 

/^Delphini.    .    . 

20.95 

7.53 

4.89 

4.92 

76  Draconis   .    . 

20.20 

2.39 

5.03 

5.16 

a  Equolei  .    .    . 

20.13 

7.80 

5.16 

4.89 

4  Hev.  Drac.U.. 

20.20 

2.52 

5.16 

5.03 

€  Pegasi .... 

24 .2S 

8.53 

5.89 

5.75 

30  Hev.  Cam.  ü. 

19.20 

2.32 

4.96 

4.83 

Abendmittel 

20.53 

5.27 

5.29 

5.29 

M.  F.  eines  Stems 

±0.40 

±0.46 

0°0' 

Oct.  23. 

y  Sagittae  .    .    . 

48.75 

6.57 

5.15 

5.35 

l  Urs.  min.     .    . 

16.95 

3.50 

4.92 

5.05 

ß  Deiphini .    .    . 

17.63 

6.04 

4.62 

4.65 

76  Draconis  .    . 

17.71 

4.60 

6.02 

6.15 

a  Equulei  .    .    . 

18.40 

7.34 

5.92 

5.64 

4  Hev.  Drac.  U. . 

18.55 

3.04 

4.46 

4.33 

£  Pegasi .... 

19.38 

6.75 

5.33 

5.19 

30  Hev.  Cam.  U. 

17.75 

3.92 

5.34 

5.21 

Abendmittei 

18.14 

5.22 

5.22 

5.20 

M.  F.  eines  Stems 

±0.56 

±0.56 

Oct.  24. 

y  Sagittae  .    .    . 

17.42 

6.48 

5.06 

5.26 

l  Urs.  min.    .    . 

16.47 

4.06 

5.48 

5.61 

/?  Deiphini.    .    . 

17.09 

7.35 

5.93 

5.96 

76  Draconis   .    . 

17.84 

4.19 

5.61 

5.74 

Abendmittel 

17.20 

5.52 

5.52 

5.64 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.36 

±0.29 

Oct.  27. 

y  Sagittae  .    .    . 

17.56 

7.85 

6.43 

6.63 

X  Urs.  min.    .    . 

16.73 

3.50 

4.92 

5.05 

/!?  Deiphini.    .    . 

16.62 

7.12 

5.70 

5.73 

76  Draconis  .    . 

16.97 

4.26 

5.68 

5.81 
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0"0' 

Oct.  27. 

a  Equulei  .    .    , 

<7'.'75 

7:'40 

5:'98 

5^70 

1  Hev.  Drac.  U.. 

17.30 

3.76 

5.18 

5.05 

e  Pegasi .... 

16.96 

8.57 

7.15 

7.01 

30  Hev.  Cam.  U. 

16.89 

2.95 

4.37 

4.24 

Abendmittel 

17.10 

5.68 

5.68 

5.65 

M.  P.  eines  Sterns 

d=0.87 

±0.89 

Nov.  1. 

30  Hev.  Cam.  U. 

84.71 

3.18 

4.60 

4.47 

^  Pegasi.    .    .    . 

24.44 

5.98 

4.56 

4.46 

Br.  1508  U.    .    . 

2S.42 

4.41 

5.83 

5.70 

70  Pegasi  .    .    . 

23.48 

5.77 

4.35 

4.32 

'/  Gephei    .    .    . 

25.02 

:  3.56 

4.98 

5.11 

(0  Pisoium  .    .    . 

25.64 

7.01 

5.59 

5.36 

4  Hev.  Drac.  ü. . 

25.87 

4.77 

6.19 

6.06 

d  Piscium  .    .    . 

26.90 

6.62 

5.20 

4.99 

Abendmittel 

25.18 

5.16 

5.16 

5.06 

M.  F.  eines  Sterns 

t 

±0.66 

±0.62 

Nov.  6. 

C  Pegasi.    .    .    . 

14.40 

7.12  1 

5.70 

5,60 

70  Pegasi  .    .    . 

14.30 

,  5.70 

4.28 

4.25 

y  Gephei    .    .    . 

15.22 

4.20  ; 

5.62 

5.75 

(o  Piscium  .    .    . 

15.04 

7.57  1 

6.15 

5.92 

4  Hev.  Drac.  U. . 

15.98 

4.35 

5.77 

5.64 

8  Piscium  .    .    . 

15.66 

6.74 

5.32 

5.11 

Abendmittel 

15.10 

1  5.53 

5.47  ■ 

5.38 

M.  F.  eines  Sterns 

1 

±0.64 

±0.62 

Nov.  7. 

30  Hev.  Cam.  U. 

29.58 

3.72 

5.14 

5.01 

t  Pegasi     .    .    . 

28.79 

6.59 

•5.17 

5.07 

Br.  1508  U.    .    . 

29.15 

3.96 

5.38 

5.25 

70  Pegasi   .    .    . 

28.16 

7.08 

5.66 

5.63 

y  Gephei    .    .    . 

29.56 

i  3.66 

5.07 

5.20 

(x)  Piscium  .    .    . 

28.92 

7.36 

5.93 

5.70 

4  Hev.  Drac.  U.  . 

29.60 

4.39 

5.81 

5.68 

6  Piscium  .    .    . 

29.24 

6.94 

5.52 

5.31 

Abendmittel 

29.12 

5.46 

5.46 

5.36 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.32 

±0.28 

240°  0' 

Nov.  15. 

HO  Hev.  <3am.  U. 

46.73 

2.99 

5.63 

5.50 

'Q  Pegasi .... 

48.18 

!  6.54 

3.90 

3.80 
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Nov.  \6. 


Br.  1508  U.    .    , 
70  Pegasi  .    . 
4  Hev.  Orac.  U. 
8  Piacium  .   . 


240°  0' 

48^20 

47.04 

47.74 

48.22 


T 


Abendmittel 

M.  F.  eines  Sterns 


47.68 


Nov.  30.  a  Urs.  min. 
I  £  Pisciom  . 
!     a  Urs.  min. 


47.07 
46.77 
47.66 


3:'40 
7.75 
3.53 
8.67 


6^04 
5.11 
6.17 
5.93 


5791 
5.08 
6.04 
5.72 


5.46  '      5.46  I      5.34 
,  ±  0.85    ±  0.83 


2.65 
8.62 
2.64 


AbendmiUel 

M.  F.  eines  Sterns 


47.17 


5.29 
5.98 
5.28 


5.42 
5.78 
5.41 


I  [5.63]       [6.52 
!  '[±0M' 


[5.54 
b0.21 


Dec.  1. 


30  Hev.  Cam 
t  Pegasi 
Br.  1508  U. 
70  Pegasi  . 
y  Cephei  . 
u)  Piscium . 
4  Hev.  Drac, 
ö  Piscium  . 
i  Piscium  . 
a  Urs.  min. 
tj  Piscium  . 
a  Urs.  min. 
a  Arietis  . 
a  Urs.  min. 


U. 


U 


41.56 
41.86 
41.15 
41.76 
43.04 
42.26 
42.20 
42.06 
42.39 
42.39 
43.93 
42.84 
42.69 
[42.85] 


2.28 
7.01 
3.09 
6.82 
2.37 
7.63 
2.96 
7.48 
8.10 
2.84 
7.70 
1.33 
7.02 
[2.47] 


4.92 
4.37 
5.73 
4.18 
5.01 
4.99 
5.60 
4.84 
5.46 
5.48 
5.06 
3.97 
4.38 


4.79 
4.27 
5.60 
4.15 
5.14 
4.76 
5.47 
4.63 
5.26 
5.61 
5.10 
4.10 
4.72 
[5.24] 


Abendmittet 

42.34 

,  4.94 

4.93 

4.90 

M.  F.  eines  Stemi 

i 

±0.68 

±0.52 

120°0' 

• 

Dec.  3. 

30  Hev.  Cam.  U 

.      59.80 

5.13 

6.26 

6.13 

C  Pegasi     .    . 

58.82 

5.58 

4.45 

4.36 

1     Br.  1508U.    . 

58.76 

4.94 

6.07 

5.94 

70  Pegasi  .    .    . 

59.23 

5.49 

4.36 

4.33 

y  Cephei    .    .   . 

59.50 

!  4.63 

6.76 

5.89 

tit  Piscium  .    .   . 

58.56 

6.52 

6.39 

5.16 

4  Hev.  Drac.  ü. . 

58.98 

j  4.18 

5.31 

5.18 

ö  Piscium  .    .    . 

58.23 

6.59 

5.46 

5.25 

Abendmittel 

!  58.98 

;  5.38 

5.38 

5.28 

M.  F.  eines  Stemt 

1 

1 

±0.69  1 

±0.69 
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120"  r 

^ 

Dec.  9. 

30  Hev.  Cam.  U. 

2'.'74 

5:'48 

6:'6i 

6748 

;-Pega8i.    .    .    . 

2.51 

6.69 

5.66 

5.46 

Br.  1508  ü.    .    . 

3.51 

4.71 

5.84 

5.71 

70  Pegasi  .    .    . 

2.53 

!  5.27 

4.14 

4.11 

d  Piscium  .    .    . 

2.06 

6.38 

5.23 

5.02 

Abendmittel 

2.67 

1  5.60 

5.48 

5.36 

M.  F.  eines  Sterns 

1 

±0.90 

±0.88 

120°  0' 

i 

Dec.  10. 

a  Urs.  min.    .    . 

59.41 

4.17 

5.30 

5.43 

e  Piscium  . 

62.20 

6.77 

5.64 

5.44 

a  Urs.  min.    .    . 

60.55 

5.26 

6.39 

6.52 

tj  Piscium  .    .    . 

61.59 

5.24 

4.11 

4.15 

a  Urs.  min.    .    . 

60.74 

5.40 

6.63 

6.66 

a  Arietis    .    .    . 

60.60 

5.42 

4.29 

4.63 

H  Ceti    .... 

•  60.18 

1  5.87 

4.74 

4.61 

Abendmittel 

60.75 

5.38 

5.29 

6.35 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.96 

±0.97 

Dec.  11. 

a  Urs.  min.    .    . 

61.47 

1 

;  4.15 

5.28 

5.41 

e  Piscium  .    .    . 

62.68 

7.04 

5.91 

5.71 

a  Urs.  min.    .    . 

62.36 

4.05 

5.18 

5.31 

tj  Piscium  .    .    . 

62.42 

7.02 

5.89 

5.93 

a  Urs.  min.    .    . 

61.51 

,  3.61 

4.74 

4.87 

a  Arietis    .    .    . 

62.17 

6.38 

5.25 

6.59 

a  Urs.  min.    .    . 

59.85 

3.00 

4.13 

4.26 

^Ceti    .... 

61.67 

6.53 

5.42 

6.29 

Abendmittel 

61.77 

5.22 

6.22 

6.30 

H.  F.  eines  Sterns 

±0.58 

±0.62 

1893 

0°2' 

Jan.  U. 

a  Urs.  min.    .    . 

3.88 

3.66 

4.48 

4.61 

rj  Piscium  .    .    . 

•     4.79 

5.82 

5.00 

5.04 

a  Urs.  min.    .    . 

4.84 

3.74 

4.56 

4.69 

a  Arietis    .    .    . 

6.10 

6.42 

6.60 

5.94 

a  Urs.  min.    .    . 

5.42 

3.34 

4.16 

4.29 

/tCeti    .... 

6.63 

5.65 

4.83 

4.70 

Abendmittel 

5.28 

4.77 

4.77 

4.88 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.50 

±0.57 
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Jan.  18. 

a  Urs.  min.    .    . 

1^29 

6:'44 

6:'26 

6'.'39 

T]  Piscium  .    .    . 

2.99 

6.26 

5.43 

5.47 

a  Urs.  min.    .    . 

1.87 

4.22 

5.04 

6.17 

a  Arietis    .    .    . 

3.20 

6.53 

5.71 

6.05 

a  Urs.  min.    .    . 

2.19 

4.07 

4.89 

5.02 

jit  Ceti    .... 

3.89 

6.62 

5.80 

5.67 

Abendmittel 

2.57 

5.52 

5.62 

5.63 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.51 

±0.5« 

Jan.  19. 

a  Urs.  min.    .    . 

5.14 

5.60 

6.42 

6.55 

e  Piscium  .    .    . 

6.26 

6.74 

5.92 

5.72 

a  Urs.  min.    .    . 

4.76 

5.43 

6.25 

6.38 

t]  Piscium  .    .    . 

6.57 

6.29 

5.47 

5.51 

a  Urs.  min.    .    . 

4.44 

4.97 

5.79 

5.92 

a  Arietis    .    .    . 

5.48 

6.77 

4.95 

5.29 

a  Urs.  min.    .    . 

4.42 

4.99 

5.81 

5.94 

Abendmittel 

5.30 

6.76 

5.80 

6.90 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.49 

±0.45 

Febr.  16. 

?  Urs.  min.  ü.    . 

0°1' 
54.02 

4.64 

5.46 

5.33 

dTauri  .... 

53.96 

6.27 

5.45 

5.58 

Gr.  750.    .    .    . 

64.26 

3.43 

4.25 

4.38 

TT"  Orionis.    .    . 

53.92 

6.80 

5.98 

5.63 

c  Urs.  min.  U.    . 

54.16 

4.47 

5.29 

5.16 

y  Orionis    .    .    . 

55.88 

6.09 

5.27 

5.04 

«•  Orionis  .    .    . 
d  Urs.  min.  U.    . 

54.54 

6.63 

5.81 

5.68 

53.77 

4.80 

5.62 

6.49 

Abendmittel 

54.31 

5.39 

5.39 

5.29 

M.  F.  eines  Sterns 

±0.52 

±0.43 

März  3. 

d  Urs.  min.  U.   . 

55.02 

4.65 

6.47 

5.34 

S  Monocerotis    . 

54.15    ; 

7.02 

6.20 

6.09 

t,  Geminorum    . 

54.82 

6.01 

5.19 

4.44 

51  Hev.  Geph.   . 

54.70 

6.38 

6.20 

6.33 

ß  Gan.  min.   .    . 

55.14 

7.20 

6.38 

6.22 

k  Urs.  min.    .    . 

55.03 

5.16 

5.98 

5.85 

Abendmittel 

54.81 

5.90 

5.90 

5.88 

M.  F.  eines  Sterns 

; 

±0.47 

±0.41 
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0"2' 

März  4.        £  Urs.  min.  U.    . 

o:'48 

5:'90 

6:'72 

6^59 

y  Orionis    .    .    . 

1.14 

6.58 

5.76 

6.53 

'     cp*  Orionis.    .    . 

0.75 

6.55 

5.73 

6.60 

d  Urs.  min.  U.    . 

0.35 

5.17 

5.99 

5.86 

Abendmittel 

0.68 

6.05 

6.05 

6.90 

M.  F.  eines  Stems 

±0.46 

±0.48 

Mfirz5. 

<r  Urs.  min.  U.  . 

o°r 

60.19 

5.19 

6.01 

5.88 

S  Monocerotis    . 

60.99 

6.59 

5.77 

5.66 

^  Geminomm    . 

60.64 

5.72 

4.90 

5.15 

54  Hev.  Ceph.   . 

61.12 

5.18 

6.00 

6.13 

^  Ganis  min. .   . 

60.S0    , 

7.39 

6.57 

6.41 

A,  Urs.  min.  U.   . 

59.77 

5.07 

5.89 

5.76 

Abendmittel 

60.48 

6.86 

5.86 

5.83 

H.  F.  eines  Sterns 

±0.54 

±0.43 

! 

240"  2' 

März  7.        (J  Urs.  min.  U.   . 

30.42 

4.35 

5.62 

5.49 

S  Monoceroiis    . 

29.86 

6.65 

5.38 

5.27 

^  Geminomm 

30.12 

7.01 

5.74 

5.99 

51  Hev.  Ceph.   . 

30.05    , 

3.98 

5.25 

5.38 

Abendmittel 

30.11    1 

5.50 

5.60 

5.53 

Mflrz  8. 

M.  F.  eines  Stems 

±0.22 

±0.32 

6  Urs.  min.  U.    . 

28.70 

5.05 

6.32 

6.19 

!     SMonocerotis    . 

28.80 

7.14 

5.87 

5.76 

'     ^  Geminorum    . 

28.66 

6.66 

5.39 

6.64 

51  Hev.  Ceph.   . 

28.96   ; 

3.70 

4.97 

5.10 

'     /?  Can.  min.   .    . 

29.69    ! 

6.73 

5.46 

5.30 

X  Urs.  min.  U.   . 

28.37 

4.43 

5.70 

5.57 

Abendmittel 

28.86    ; 

5.62 

6.62 

6.59 

1  M.  F.  eines  Sterns 

±0.46 

±0.38 

120°  2' 

März  9.        8  Urs.  min.  U.   . 

16.47 

5.61 

6.07 

5.94 

:     S  Monocerotis    . 

16.20 

6.03 

5.87 

6.46 

^  Geminorum    . 

16.66 

5.58 

5.12 

5.37 

54  Hev.  Ceph.    . 

15.38 

5.02 

5.48 

5.61 

1     /?  Can.  min.   .    . 

16.25 

6.92 

6.46 

6.30 

X  Urs.  min.  U.    . 

16.18    1 

5.12 

5.58 

5.46 

Abendmittel 

16.19    1 

5.71 

5.71 

5.69 

M .  F.  eines  Stems 

1 

±0.48 

±0.36 
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Discnssion  der  Beobachtnngsergebnisse. 

Beim  ersten  Anblick  tritt  auch  hier  der  starke  Unterschied 
zwischen  Nord-  und  Sttdsternen  in  Evidenz  und  zwar  variirt 
derselbe  wieder  mit  den  Kreisständen.  Um  diesen  Unterschied, 
den  man  gewöhnlich  als  Biegung  zu  bezeichnen  und  dem  Sinus 
der  Zenithdistanz  proportional  anzunehmen  pflegt,  zu  elimi- 
niren,  musste  auch  hier  eine  Annahme  über  seine  Abhängigkeit 
von  der  Zenithdistanz  gemacht  werden. 

Es  schien  am  bequemsten,  ihn  als  constant  anzusehen,  da 
sich  unter  dieser  Annahme  die  Rechnung  am  einfachsten  gestal- 
tet, —  man  hat  nur  für  jeden  Abend  das  Mittel  der  PolhOhen  aus 
den  Nordsternen,  cp^^  und  den  Südstemen,  q>sj  zu  bilden,  dann 
ist  h=^\((ps — fpn]  die  mit  passendem  Vorzeichen  an  beide  Stern- 
arten anzubringende  Biegungscorrection  und  q>  =  \{q>8+ fps) 
der  Abendmittelwerth  der  Polhöhe  —  und,  wie  schon  oben  be- 
merkt, der  Einfluss  verschiedener  Annahmen  bei  der  getroffenen 
Auswahl  der  Sterne  auf  das  Abendmittel  sehr  gering  ist. 

So  wurde  zunächst  für  jeden  einzelnen  Abend  eine  solche 
Biegungsconstante  b  abgeleitet  und  dann  auch  in  grösserer  Zu- 
saüimenfassung  aus  den  aufeinanderfolgenden  Abenden  gleichen 
Kreisstandes.  Eine  Zusammenstellung  der  so  erhaltenen  Werthe 
der  Biegungsconstanten  (s.  Tabelle  YIIIj  ergab,  dass  dieselben 
zwar  für  die  einzelnen  Kreisstände  merklich  verschieden,  aber 
für  einen  bestimmten  Stand  längere  Zeit  hindurch  als  constant 
anzusehen  sind,  und  dass  man  sonach  für  diese  Zeit  Mittelwerthe 
anwenden  kann.  Die  gesammte  Beobachtungsreihe  war  nur  in 
zwei  Theile  zu  zerlegen,  zwischen  denen  in  allen  drei  Ständen 
eine  erhebliche  Verminderung  der  Biegung  eingetreten  ist.  Der 
erste  Theil  umfasst  den  weitaus  grössten  Abschnitt  der  Be- 
obachtungsreihe mit  48  Abenden,  der  zweite  die  letzten 
10  Abende.  Ob  diese  Aenderung  des  Zustandes  des  Instru- 
mentes mit  einer  grösseren  Reinigung,  die  dasselbe  um  Mitte 
December  4894  erfuhr,  —  ohne  auseinander  genommen  zu  wer- 
den —  zusammenhängt,  muss  dahingestellt  bleiben.  Im  Fol- 
genden sind  sämmtliche  Abendwerthe  und  die  zusammenfassen- 
den Gruppenwerthe  für  die  Biegungsconstante  angeführt,  wobei 
noch  neben  jede  Stemgruppe  die  mittlere  Zenithdistanz  der- 
selben gesetzt  ist,  damit  man  über  eine  etwaige  Abhängigkeit 
der  Biegung  von  der  Zenithdistanz  ein  Urtheil  gewinnen  kann. 
Alle  Abendwerthe,  zu  denen  nicht  wenigstens  je  zwei  Nord- 
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und  Südsteme  verwendet  werden  konnten,  erhielten  halbes  Ge- 
wicht Als  mittlerer  Fehler  eines  einsigen  Abendwerthes  fflr 
die  Biegung  findet  sich:  dz  0"4. 

Tabelle  YIII. 

Uebersicht  der  Werthe  der  BiegnngscoHstanteH. 

4894  Mttrz  —  December. 


Gruppe. 


Stand  0" 


Dktnii 


Abtad-  Onipp«n- 
MitUl 


Stand  4S0° 


Datum 


Abend-  Omppra- 

mttei 


stand  94»» 

Dat.»  *'*'*- °"»«**- 
Mittel 


1.37?6 


Mr«.  30  [2704] 

34  0.74 
April  4  2.77 

42  4.55  4:'74 


April  3  4^47 
6  0.62 


4:'06 


II.  36?2 


III.  33?6 


Apr.23[4.22] 
25  4.30 
Hai    6  4.54 


4.44 


Hai    8  4.09 

9  4.22 

45  4.33 

46  4.37  4.27 


Juni30  4.09 
Juli    4   0.85 


4.02 


Juni23  4.24 

27  [4.45] 

28  4.74  4.42 


April  7  2:'94 

8  2.69 

9  3.08 

40  3.04  2:'94 


Hai  49  3.45 
24  8.56 


2.79 


Juni  4  7  2.07 
22  8.49 


8.44 


IV.  38?4 


Jttli  42  4.32 
24  [4.34] 
83  4.44  4.24 


Juli  25  4.55 


V.3998 


VI.  42?7 


Oct.  23 
24 

27 

4.46 
4.40 
2.06  4.68 

Nov.  4 
6 

7 

4.48 
4.25 
4.53  4.34 

[4.65] 

Spt. 
Oct. 

30  4.24 
5  4.25 
9  0.97  4.43 

Oct.  4  4  2.56 
24  2.85 

2.7"2 

Dec. 

3  0.66 
9  0.54 

0.64 

Nov.  4  5  2.46 
Dec.   4  2.28 

8.83 

VII.  37?5 


Dec.  40  0.44 

44   4.52  4.03 


Nov.  30  [2.99] 
Dec.  4  2.78  8.74 


Mittel: 


1'.'42 

±0.42 


1113 

0.40 


±0.40 
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1895  Januar  — März. 


Gruppe. 

Stand  0° 
^*"'           Mittel 

stand  4S0° 

D.t««  Abend^Gtuppcn- 

Stand  940° 
»»tum  *'•"*"  °""'°' 

"«'"■           Mittel 

VII.  37?5 

Jan.  14  1'.'19 

18  0.94 

19  0.51  0'.'84 

VIII.4299 

Fbr.15  1.06 
März  4  0.58  0.88 

IX.  38?7 

März  3  0.84 

5  0.71  0.77 

März  9  0:'46 

März  7  11'33 

8  1.22  1 '.'27 

Mittel: 

Mit 

6.  =  1 
6«  =  0 

±:0.10 
diesen  Mittelwerth 

;42, 6.„  =  i:'i3, 

:'82,  6„.,  =  0:'46, 

0'.'46                     i','27 

±  0.4                     ±  0.3 

en 

6„o  =  2'.'64     für  den  ersten  Theil 

6,^,  =  i:'27      »      »    zweiten  » 

der  Beobachtungsreibe  sind  nun  sämmtlicbe  Beobacbtungen  re- 
ducirt  worden.  Dabei  wurde  jetzt  das  Abendmittel  der  Polhohe 
als  Mittel  sdmmtlicher  Sterne  des  betreffenden  Abends  gebildet; 
dasselbe  wird  mit  dem  früheren  natürlich  übereinstimmen,  so- 
bald die  gleiche  Anzahl  von  Nord-  und  Südstemen  vorliegt, 
und  sonst  nur  ein  wenig  abweichen.  So  ergaben  sich  die 
in  der  früheren  Uebersicht  (Tab.  VII)  unter  II  aufgeführten 
Werthe. 

Bemerkt  mag  hier  noch  werden,  dass  eine  Nichtberücksich- 
tigung der  systematischen  Theilungsfehler  des  Kreises  auch 
weder  eine  bessere  Uebereinstimmung  der  Werthe  derBiegungs- 
constanten  in  den  drei  Ständen,  noch  eine  wesentliche  Verringe- 
rung derselben  bewirkt  hätte;  denn  gerade  im  dritten  Kreis- 
stande (Z=240^)  mit  der  grOssten  Biegungsconstanten  ist  der 
Einfluss  der  Theilungsfehler  sehr  gering. 

Es  war  nun  noch  zu  untersuchen,  ob  die  über  die  Gonstanz 
der  Biegung  für  verschiedene  Zenithdistanzen  gemachte  Annahme 
berechtigt  gewesen  war.  Denn  wenn  auch  die  Abendmitlel  da- 
durch nur  wenig  beeinflusst  wurden,  so  musste  doch  ihr  Ein- 
fluss auf  die  einzelnen  Sternbreiten  ein  merklicher  sein.    Bei 
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den  geringen  Unterschieden  in  Zenilhdistanz,  in  der  die  beobach- 
teten Sterne  culminiren,  konnte  aus  einer  Discnssion  der  ein- 
zelnen Abende,  ja  auch  der  einzelnen  Sterngruppen,  keine  Ent- 
scheidung hierüber  erwartet  werden,  da  die  zufälligen  Beobach- 
tungs-  und  Theiiungsfehler  sie  vereiteln  mussten.  Eine  Betrach- 
tung der  Gruppenwerthe  der  Biegungsoonstanten  liess  auch 
keinen  sicheren  Schluss  über  eine  etwaige  Abhängigkeit  von  der 
Zenithdistanz  zu,  was  auch  bei  den  geringen  Unterschieden  in 
der  mittleren  Zenithdistanz  der  einzelnen  Gruppen  nicht  weiter 
wunderbar  ist.  Indessen  konnte  erwartet  werden,  dass  eine 
Discussion  des  gesammten  Beobachtungsmaterials  mehr  ergeben 
würde.  Daher  wurden  für  jeden  einzelnen  Stern,  der  an  min- 
destens vier  Abenden  beobachtet  war,  das  Mittel  der  aus  ihm  al- 
lein folgenden  Polhühen werthe  und  dessen  Abweichung  vom  Mittel 
der  gesammten  Sterngruppe  gebildet;  diese  Abweichung  konnte 
—  natürlich  noch  implicite  den  Fehler  der  angenommenen  De- 
clination  des  Sterns  enthaltend  —  als  Gorrection  der  gemessenen 
Zenithdistanz  angesehen  werden.  Oder,  was  dasselbe  ist,  es 
wurde  für  jeden  Stern  die  Verbesserung  seiner  Dedination,  be- 
zogen auf  das  Mittel  der  Sterne  derselben  Gruppe,  abgeleitet  und 
diese  Werthe  nach  der  Zenithdistanz  geordnet.  War  die  Biegung 
nicht  constant,  sondern  in  irgend  einer  Weise  von  der  Zenith- 
distanz abhangig,  so  musste  sich  in  den  Correctionen  diese  Ab- 
hängigkeit aussprechen.  In  der  Tabelle  IX  sind  die  in  Tab.  VII 
unter  II  aufgeführten  einzelnen  Polhohen  nach  Gruppen  zu- 
sammengefasst,  die  Abendmittel,  Gruppenmittel  und  Sternmittel 
gebildet  und  letzteren  der  mittlere  Fehler  einer  Bestimmung 
hinzugefügt. 

Tabelle  IX. 

Zasammenstellang  der  Resaltate  nach  Sterngrnppen. 

Gruppe  I. 


Datum 

30Hev. 
Cam. 

'l:fr'Br-^508 

nis    { 

« Leo- 
nis 

yCe- 
phei 

oVir- 
ginis 

4Hev. 
Drac. 

1  " 

4  894  März  30 



4':93 

._ 

(6':89)*) 



5'.'76 

4':62 

ifS'ÄSl 

34 

6':68 

3.g3 

6'.'07 

4.84 

[5'.'55] 

5.05 

5.46 

Is.s* 

April     1 

4.83 

7.43 

4.15 

7.73 

4.58 

6.U 

4.03 

.  5.55 

3 

4.5« 

4.84 

[4.00] 

6.07 

4.67 

5.05 

5.07 

1  4.96 

6 

5.44 

4.3i 

—      1  4.85 

5.47 

4.34 

5.64  1  5.00 

7 

4.64 

3.47 

6.00 

5.54 

4.66 

6.21 

5.34 

1  5.S9 

An  diesem  Tage  ist  nicht  ly  sondern  ß  Leonis  beobachtet. 
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Datum 

SOHev. 
Cam. 

{Leo- 
nis 

Br.1508 

iLeo- 
Dis 

y  Ce- 
phei 

oVir- 
ginis 

4Hev. 
Drac. 

9 

1894  April    8 
9 

10 

12 

5':08 
4.49 
4.81 
5.08 

6':05 
6.42 
5.44 
6.10 

6':60 
6.00 
5.40 
5.80 

5'.'78 
5.69 
5.66 
5.47 

5':i5 
4.77 
4.82 
5.57 

[5':77] 
6.83 
6.19 
5.15 

6'.'i8 
5.79 
4.85 

5"82 
5.64 
5.31 
5.44 

Mittel 
M.  F.  einer  Best. 

5.06 
±0.68 

5.48 
±1.15 

5.54 
±0.88 

5.74 
±0.85 

5.00 
±0.40 

5.58 
±0.69 

5.44 
±0.71 

;  5.39 

Gruppe  II. 


Datum 

43Hev. 

e  Vir- 

aUrs. 

T  Bootis 

4  Urs. 

TT  Bootis 

9 

Cepb. 

ginis 

min. 

min. 

pr. 

1894  April  28 



5'.'24 

[5':57] 

4':91 



1 

f5':i7i 

25 

5'.'02 

6.08 

5.89 

4.37 

— 

—    1 

5.34 

Mai       6 

5.40 

5.48 

5.08 

4.99 

4':67 

5'.'42 

5.16 

8 

5.62 

8.69 

5.61 

5.36 

— 

— 

5.57 

9 

4.10 

5.34 

5.91 

5.05 



! 

5.10 

15 

3.94 

5.83 

5.12 

4.34 

[5.39] 

—     • 

4.87 

16 

4.02 

5.13 

5.37 

6.55 

4.92 

5.06 

1    5.01 

19 

— 

— 

5.29 

5.82 

4.80 

6.31 

5.56 

24 

5.27 

5.17 

5.63 

4.58 

4.85 

5.50 

5.^7 

Mittel 

4.77 

5.49 

5.49 

5.00 

4.87 

5.35 

5.22 

M.  F.  einer  Best. 

±0.72 

±0.38 

±0.81 

±0.52 

±0.23 

±0.53 

Gruppe  III. 


Datum 

T»Ser- 
pentis 

Cürs.    ySer- 
min.    pentis 

Gr.  750 

^Her- 
culis 

8  Urs. 
min. 

X  Ophi- 
uchi 

9 

1894  Juni    17 
22 
23 
27 
28 
30 

Juli       1 

4':33 
6.16 
5.39 
6.12 
4.87 

5':86 
5.77 
5.85 
4.35 
4.24 

5':65 
5.59 

5.01 
5.58 

4.96 

6':h 

6.69 
6.17 

5.28 
6.68 

4'.'30 
4.96 
5.03 

5.90 
4.55 

4.67 

5':96 
5.08 
4.37 

3.90 
6.06 
J6.07 
/5.84 

5'.'48 

5':46 
5.43 
5.52 
[5.37] 
5.09 
5.33 

5.38 

Mittel 
M.  F.  einer  Best. 

5.37 
±0.79 

5.11 
±0.77 

5.36 
±0.34 

6.19 
±0.60 

4.90 
±0.56 

5.22 
±0.93 

5.37 

Gruppe  IV. 


Datum 

/JOphi- 
uchi 

(fürs, 
min. 

109 
Herc. 

110 
Herc. 

ötHev. 
Ceph. 

CAqui- 
lae 

cfAqui- 
lae 

\  Urs. 
min.      ^ 

1894  Juli  12 
21 
28 
25 

S'.'OI 
4.84 
5.20 
5.90 

4':29 
4.82 
5.87 
4.38 

4'.'27 
4.70 
4.25 
5.36 

4'.'24 
4.43 
4.52 
5.02 

5'.'10 

4.92 
4.78 

4:59 
5.48 

4':39 
5.77 

4'.'72 

5.34 
4.81 

4':60 
4.70 
4.82 
5.19 

Mittel 
M.  F.  ein.  Best. 

5.24 
±0.47 

4.72 
±0.49 

4.65 
±0.52 

4.55 
±0.33 

4.93 
±0.16 

5.04 

5.08 

4.96 
±0.34 

4.83 
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Gruppe  V. 


Datum 

ySa- 

XUrs. 

ß 

76 

«E- 

4Hev. 

6  Fe-  ^Pe- 

30Hev.i 

gittae 

min. 

Delph. 

Drac. 

quulei 

Drac. 

gasi   1  gasi 

Cam.  '  y 

4  894  Sept.  30  |       — 



6:94 

5':52 

6':32 

f6'.'98l 



4':56 

5':98    S'.'ST 

Oct.       6  1     4':84 

4':89 

5.76 

5.4  4 

4.98 

4.85 

5'.'23 

— 

—     5.09 

9,     5.44 

— 

5.26 

[5.94] 

5.20 

5.39 

5.49 

[4.65] 

5.56    R.36 

ii 

6.34 

4.87 

4.50 

5.62 

4.43 

5.4  0 

4.78 

5.06 

S.Ob 

48 

5.46 

— 

— 

— 

— 

— 

— 



— 

— 

34 

5.97 

5.14 

4.89 

5.03 

5.4  6 

5.4  6 

5.89      — 

4.96 

5.i7 

23 

5.4  5 

4.92 

4.62 

6.02 

5.92 

4.46 

5.33     — 

5.34  i 

5.2i 

24 

6.06 

5.48 

5.98 

5.64 

— 

— 

—      — 

—  . 

5.5i 

27 

6.43 

4.92 

5.70 

5.68 

5.98 

5.4  8 

7.45     — 

4.37 

5.68 

Mittel 

5.58 

5.03 

5.45 

5.54 

5.43 

5.09 

5.64 



5.24     5.89 

M.  F.  einer  Best. 

ztO.57 

diO.24 

±0.84 

±0.35 

±0.67 

±0.44 

±0.83 

±0.55 

Gruppe  VI. 


Datum 

30Hev. 

CPe- 

Br. 

70  Pe- 

y  Ce- 

wPiS- 

4Hev. 

(fPis- 

Cam. 

gasi 

4508 

gasi 

phei 

cium 

Drac. 

cium 

^ 

4  894  Nov.  4 

4'.'60 

4'.'56 

5'.'83 

4':35 

4'.'98 

5:59 

6':49 

5:20 

5'ri6 

6 

— 

5.70 

— 

4.28 

5.62 

6.46 

5.77 

5.32 

5.47 

7 

5.4  4 

5.4  7 

5.88 

5.66 

5.07 

5.93 

5.84 

5.52 

5.(6 

45 

5.63 

3.90 

6.04 

5.4  4 





6.4  7 

5.93 

5.46 

Dec.   4 

4.92 

4.37 

5.73 

4.48 

5.04 

4.99 

5.60 

4.84  {4.96 

3 

6.26 

4.45 

6.07 

4.36 

5.76 

5.89 

5.34 

5.46  j  5.38 

9 

6.61 

5.56 

5.84 

4.4  4 

— 

— 

— 

5.23  II  5.48 

Mittel 

5.53 

4.82 

5.82 

4.58 

5.29 

5.54 

5.81 

5.36  1  5.34 

M.  F.  ein.  Best. 

±0.79 

±0.67 

±0.25 

±0.58 

±0.37 

±0.47 

±0.35 

±0.34 

Gruppe  VII. 


Datum 

«Urs. 
min. 

ePis- 
cium 

aUrs. 
min. 

lyPis- 
cium 

«Urs. 
min. 

«Arie- 
tis 

a  Urs. 
min. 

/4  Ce- 
ti 

9 

1894NOV.30 

5':29 

5'.'98 

5':28 

__ 









\b"M 

Dec.    4 

— 

5.46 

5.48 

5'.'06 

3':97 

4':38 

[5':ii],    - 

4.89 

40 

5.30 

5.64 

6.39 

4.41 

6.53 

4.29 

—  1     4':74 

5.29 

44 

5.28 

5.91 

5.4  8 

5.89 

4.74 

5.25 

4.4  3!     5.42 

5.22 

4  895  Jan.  4  4 

— 

— 

4.48 

5.00 

4.56 

5.60 

4.46 

4.83 

4.77 

48 

— 

— 

6.26 

5.43 

5.04 

5.74 

4.89 

5.80 

5.52 

49 

6.42 

5.92 

6.25 

5.47 

5.79 

4.95 

5.84 

— 

5.80 

Mitte! 

5.57 

5.78 

5.62 

5.46 

5.4  0 

5.03 

4.79 

5.20';  5.27 

M.  F.  ein.  Best. 

±0.57*) 

±0.20 

±0.74 

±0.64 

±0.90 

±0.60 

±0.74 

±0.50 

1 

*]  Zieht   man  alle   Beobachtungen  von   a  Urs.  min.  zusammen, 
folgl:  5'.'29  und  al.s  mittlerer  Fehler  einer  Bestimmung:  ±0'.'57. 


so 
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Gruppe  VIII. 


Datum 

CUrs. 
min. 

crrauriGr.760-;^Öri. 

£  Urs. 
min. 

yOri- 
onis 

onis  1  min.  '    ^ 

1895  Febr.  4  5 
März    4 

5'.'46 

5'.'45 

4'.'85       5'.'98 

5':29 
6.72 

6'.'27 
5.76 

5.73 

5'.'62 
5.99 

;  5':39 
!  6.05 

Gruppe  IX. 


Datum 

cfUrs. 

SMo- 

CGe- 

51  Hev. 

,5Can. 

X  Urs. 

f 
SP 

min. 

noc. 

min. 

Ccph. 

mm. 

mm. 

1895  März  3 

5':47 

e'.'iO 

5':i9 

6':20 

6'.'88 

5':98 

5':90 

5 

6.01 

.1.77 

4.90 

6.00 

6.57 

5.89 

5.86 

7 

5.63 

5.88 

5.74 

5.25 

— 

— 

5.50 

8 

6.33 

5.87 

5.39 

4.97 

5.46 

5.70 

5.62 

9 

6.07 

5.57 

5.12 

5.48 

6.46 

5.58 

5.71 

Mittel 

5.90 

6.76 

5.27 

5.58 

6.22 

5.79 

5.72 

M.  V.  einer  Best. 

±0.35 

±0.81 

±0.82 

±0.51 

±0.51 

±0.18 

Wir  bilden  jetzt  Mittelwerthe  aus  den  Abweichungen 
der  einzelnen  Sternmittel  vom  Gruppenmittel,  indem  wir  die 
Stldsterne  zu  je  5°  Zenithdistanz  zusammenfassen,  hingegen  bei 
den  Nordsternen  die  oberen  und  unteren  Culminationen  in  je 
zwei  Gruppen  zerlegen,  und  bestimmen  die  mittlere  Verbesse- 
rung Jz  der  gemessenen  Zenithdistanz,  welche  diese  Abwei- 
chungen zum  Verschwinden  bringen  würde;  so  ergiebt  sich  das 
folgende  Resultat: 

Südsterne. 


»8"<z<SS" 

38''<J<38''    38«<z<*3'' 

43»<2<48" 

Mittl.Zenithdist. 
Zahl  der  Sterne 

30°  12'          35°  23' 
6         !         6 

41°1'      1     45°19' 
10        1         5 

^•={,! 

+  0:'24 
+  0.275 

-0'.'01 

+  0.032 

—  0'.'04 

—  0.057 

—  0':24 

-  0.254 

Nordsterne. 

Obere  Culmination 

Untere  CulmiDation 

d'<85'' 

(y>85" 

J>85<' 

(r<85» 

Mittlere  Zenithdistanz 
Zahl  der  Sterne 

28°  19' 
8 

—  0'.'10 
-0.100 

36°33' 
4 

—  0710 

—  0.125 

4r35'       48°59' 
6                5 

+  0'.'17 
!+ 0.153 

+0705 
+  0.058 
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Hierin  unterscheiden  sich  die  Zeile  I  und  II  derart,  dass  I 
die  zuerst  erhaltenen  Resultate  giebt.  Infolge  der  Correctionen, 
zu  denen  die  unten  folgende  Discussion  dieser  Tabelle  ftlhrt, 
werden  die  Gruppenmittel  zum  Theil  ein  wenig  verändert  und 
auf  diese  veränderten  Gruppenmittel  beziehen  sich  die  Werthe 
der  Zeile  IL  Eine  nochmalige  Vornahme  dieser  Operation  ftthrl 
keine  merklichen  Aenderungen  mehr  herbei. 

Wenn  die  Abhängigkeit  der  Biegung  von  der  Zenithdistanz 
durch  die  Form  6  sin  2  dargestellt  wtLrde,  so  mtlssten,  da  die 
Zenithdistanzen  von  mir  stets  zu  gross  erhalten  sind,  die  Gor- 
rectionen  für  grössere  Zenithdistanzen  als  die  mittlere  negativ, 
für  kleinere  positiv  sein.  Die  Tabelle  zeigt  nun  ein  verschie- 
denes Verhalten  der  Süd-  und  Nordsterne.  Während  die  Süd- 
sterne  mit  der  Annahme  6sinj8  sehr  gut  übereinstimmen,  ist  bei 
den  Nordsternen  gerade  das  Gegentheil  der  Fall.  Betrachten 
wir  zunächst  die  Sttdsterne  genauer.  Der  Verlauf  der  Gorrec- 
tionen  ist  so  augenscheinlich  abhängig  von  der  Zenithdistanz^ 
dass  man  sie  ohne  Weiteres  in  der  Form  a^  +  b^  sin  z  ansetzen 
kann.  Berechnet  man  aus  den  unter  II  gegebenen  Werthen 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  a^  und  6^,  so  folgt: 

a^  =  +^'/46,     \  =  —  2'.'39. 

Mit  den  unter  der  Annahme  Jz  =  1'/46  —  2739  sin  z  be- 
rechneten Correctionen  werden  jene  Gruppenwerthe  II  so  dar- 
gestellt: 

B^R:  ^  O'.'Oiö,     +  0:051 ,     —  o:'045,     +  0:'017, 

also  in  völlig  genügender  Weise.  Nun  war  unsere  frühere 
Biegungsconstante,  wenn  man  aus  allen  einzelnen  Abendwerthen 
(s.  Tab.  Vill]  ohne  Rücksicht  auf  Standänderung  das  Mittel  bildet: 

6  =  — r:53. 

Vereinigt  man  beide  Correctionen,  so  ergiebt  sich  allein  aus  der 
Discussion  der  Südsterne  die  Biegung  in  der  Form: 

5  =  — 0:07- 2:'39  sin  Ä, 

also  in  geradezu  überraschender  Weise  mit  sin  z  proportional. 
Es  waren,  um  dies  noch  sicherer  zu  bestätigen,  noch  die 
einzelnen  Kreisstände  getrennt  zu  discutiren.  Denn  da  die 
früher  ermittelten  Biegungsconstanten  in  den  verschiedenen 
Kreisständen  so  sehr  verschieden  waren,  so  müsste  auch  die 
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jetzt  bestimmte  Verbesserung  der  angewandten  Biegungswerthe 
nach  den  Kreisständen  verschieden  ausfallen.  Indessen  reicht 
hierzu  das  Beobachtungsmaterial  nicht  mehr  aus;  zwar  zeigt 
sich  in  allen  drei  Standen  dieselbe  Erscheinung,  dass  nämlich  die 
Biegung  nicht  als  constant,  sondern  noch  ein  Glied  von  der 
Form  6  sin  2  enthaltend  angenommen  werden  muss,  d.  h.  dass 
die  kleineren  Zenithdistanzen  eine  positive,  die  grösseren  eine 
negative  Gorrection  erfordern,  indessen  sind  die  zufälligen 
Fehler  zu  gross,  als  dass  diese  Correctionen  mit  den  früheren 
Biegungsconstanten  eine  völlige  Analogie  aufweisen  könnten. 
Infolge  dessen  schien  es  am  rathsamsten  zu  sein,  die  soeben  er- 
mittelte Gorrection:  1746  —  2'/39  sin^s  an  alle  Südstembreiten 
unabhängig  vom  Kreisstande  anzubringen,  wozu  die  folgende 
Tabelle  diente : 


+  3° 
6 
9 
42 


^(p 


+  0^33 
+  0.24 
+  0.15 
+  0.05 


(f 

J<f 

15° 

— orob 

18 

—  0.16 

21 

—  0.26 

24 

—  0.37 

Die  Nordsterne  zeigen,  wie  schon  bemerkt,  ein  abweichendes 
Verhalten.  Bei  ihnen  erfordern  gerade  die  grösseren  Zenith- 
distanzen eine  positive,  die  kleineren  eine  negative  Gorrection. 
Auch  sonst  zeigen  die  Zahlen  der  obigen  Tabelle  keine  deutliche 
Abhängigkeit  der  gegebenen  Correctionen  von  der  Zenithdistanz. 
Hingegen  ist  ziemlich  deutlich  ein  constanter  Unterschied 
zwischen  oberer  und  unterer  Culmination  ausgesprochen.  Auch 
dieser  Unterschied  zeigt  sich  bei  genauerer  Untersuchung  in 
merklicher  Uebereinstimmung  bei  allen  drei  Kreisständen,  so- 
dass es  am  besten  schien,  als  Ergebniss  dieser  Betrachtung  die 
Nordstembreiten  in  der  oberen  Culmination  um  -f-  071 3  zu  ver- 
mehren, in  der  unteren  um  denselben  Betrag  zu  vermindern. 
Es  kommt  dies  offenbar  darauf  hinaus,  den  Declinationen  der 
Nordsterne  die  constante  Gorrection  -|-  ^"^  ^  hinzuzufügen.  Ob 
dieser  Umstand  auf  einer  verschiedenen  Auffassung  der  beiden 
Gulminationen  beruht  —  was  allerdings  nicht  wahrscheinlich 
ist,  da  wohl  ebenso  oft  in  positiven  wie  in  negativen  Stunden- 
winkeln beobachtet  ist  — ,  ob  vielleicht  die  verschiedene  Um- 
gebung des  Beobachtungsraums  auf  der  Nord-  und  Südseite  einen 
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Einfluss  geäussert  hat,  oder  ob  hierdurch  eine  systematische 
Correction  der  Declinationen  der  Nordsterne  angezeigt  wird, 
muss  dahingestellt  bleiben.  Alle  anderen  Ursachen,  wie  unge- 
nügend eliminirte  Refraction  oder  Theilungsfehler  des  Kreises, 
hatten  auf  die  Zenithdistanzen  der  Nord-  und  Sttdsterne  ein 
und  denselben  Einfluss  haben  müssen. 

Die  in  der  soeben  besprochenen  Art  yerbesserten  Breiten 
der  Süd-  und  Nordsterne  enthält  die  Columne  III  in  Tabelle  Yll. 

Hierdurch  werden  auch  die  einzelnen  Abendmittel  und  die 
Gruppenmittel  etwas  beeinflusst,  da  die  Correctionen  ja  für  beide 
Sternarten  in  keinem  Zusammenhang  stehen  und  sonach  die 
früher  betonte  Gleichheit  der  mittleren  Zenithdistanz  beider 
Sternarten  nutzlos  wird.  Hingegen  ist  der  Einfluss  auf  das  End- 
resultat ganz  verschwindend  «  O'/Ol). 

Es  wurde  noch  der  Versuch  gemacht,  eine  ähnliche  Discus- 
sion  der  älteren  Beobachtungsreihen  vorzunehmen.  Bezüglich  der 
Südsteme  ist  indessen  das  Material  nicht  gross  genug,  um  sichere 
Schlüsse  daraus  ziehen  zu  können.  Für  die  Nordsterne,  bei 
denen  es  sich  nur  um  die  Constatirung  des  Unterschieds  zwischen 
oberer  und  unterer  Culmination  handelt,  gab  die  Reihe  H^  als 
Reduction  der  einzelnen  Sternbreiten  auf  das  Abendmittel 

aus  oberen  Gulminationen:    —  0''28 
»    unteren  »  :   +  0.24 

Dabei  ist  aber  noch  zu  beachten,  dass  daselbst  von  vorn- 
herein die  Biegung  in  der  Form  b  sin  z  angesetzt  ist.  Beducirt 
man  jene  Zahlen  auf  constante  Biegung,  wie  es  bei  der  vor- 
liegenden Reihe  geschehen  ist,  so  nähern  sie  sich  einander  be- 
trächtlich und  werden:  —  OIMO,  -f  O'/H.  Daraus  folgt  in  auf- 
fallender Uebereinstimmung  mit  dem  Resultate  meiner  Reihe  als 
Correction  der  Declinationen  der  Nordsterne :  -f-  O'.M  5.  Die  Reihen 
Seh  und  H,  geben  zwar  für  diese  Correction  dasselbe  Vorzeichen, 
jedoch  ist  ihr  brauchbares  Material  nur  gering. 

Ehe  wir  nun  auf  die  Ableitung  der  Endresultate  eingehen, 
soll  noch  über  die  mit  dem  WANSCHAFF'schen  Universalinstrumente 
zu  erlangende  Genauigkeit  Einiges  gesagt  werden,  da  die  vor- 
liegende Reihe  ein  weit  umfangreicheres  Material  als  die  froheren 
dazu  liefert,  und  zwar  zunächst  über  den  Ablesefehler  der  Mikro- 
skope, die  individuellen  Strichfehler  des  Kreises  und  den  Pointi- 
rungsfehler. 
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Für  den  mittleren  Fehler  einer  Mikroskop- Ablesung  fand 
sich  oben  bei  der  Bestimmung  der  periodischen  Schraubenfehler 
=b  0'/4.  Etwas  grosser  (=h  0'/56}  folgt  er  aus  den  Ablesungen 
wahrend  der  Beobachtungsreihe  selbst.  Da  oft  die  beiden  in 
derselben  Kreislage  ausgeführten  Einstellungen  in  dasselbe  Kreis- 
intervall fielen,  so  konnte  er  aus  diesen  doppelten  Ausmessungen 
desselben  Intervalls  erschlossen  werden.  Dass  er  sich  hierbei 
etwas  grösser  ergab,  ist  nicht  zu  verwundern,  da  erstens  die  Be- 
leuchtung der  Mikroskope  doch  oft  mit  der  Tagesbeleuchtung  nicht 
zu  vergleichen  war  und  zweitens  abends  oft  mit  grosserer  Eile  zur 
Vermeidung  grosserer  Stundenwinkel  beobachtet  wurde. 

Viel  grosser  ist  der  Einfluss  der  individuellen  Strichfehler 
des  Kreises.  Benutzt  man  die  aufeinanderfolgenden  in  verschie- 
dene Kreisintervalle  fallenden  Einstellungen  der  beiden  Hori- 
zontalfaden des  Femrohrs,  so  erhalt  man  nach  Abzug  des  soeben 
angegebenen  Ablesefehlers  für  den  mittleren  Fehler  eines  Kreis- 
intervalls: ±  V/37,  demnach  eines  einzigen  Striches:  d:0797,  nur 
wenig  von  dem  früher  durch  directe  Ausmessung  erhaltenen 
Werthe  abweichend.  Auch  wird  der  Einfluss  dieses  individuellen 
Strichfehlers  auf  eine  Sternbreite  noch  dadurch  vermehrt,  dass, 
wie  schon  erwähnt,  oft  die  beiden  aufeinanderfolgenden  Ein- 
stellungen in  dasselbe  Kreisintervall  fallen,  die  Ablesungen  also 
auf  denselben  beiden  Strichen  beruhen,  und  ferner  an  Abenden 
gleichen  Kreisstandes  fast  genau  dieselben  Striche  wieder  benutzt 
werden.  Daher  betragt  der  mittlere  Fehler  einer  Stembreite, 
soweit  er  allein  von  den  Strichfehlern  herrührt,  etwa  ±:  073. 

Die  Bestimmung  der  Fadendistanz,  die  einen  Maassstab  für 
den  mittleren  Pointirungsfehler  liefert,  geschieht  aus  den  Ein- 
stellungen an  den  beiden  Horizontalföden  des  Fernrohrs.  Bei 
den  früheren  Beobachtern  hatten  sich  hierbei  auffallende  Unter- 
schiede sowohl  zwischen  Nord- und  Südstemen,  als  auch  zwischen 
den  beiden  Kreislagen  gezeigt,  nämlich: 


Krs.  rechts  —  links 


N- 


N. 


SCHNAUDBR 

1  +o:'8o 

+  0'.'56 

+  0'.'28 

Hayn 

+  0.50 

+  0.54 

0.00 

Harthann 

1  +0.28 

'    +0.54 

+  0.31 
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Bei  der  vorliegenden  Beobachiungsreihe  sind  diese  Unter- 
schiede völlig  verschwunden,  wie  die  folgende  Uebersicht  zeigt. 
Die  Beobachtungsreihe  wurde  dazu  in  sechs  nahezu  gleich  grosse 
Gruppen  getheilt,  indem  die  Beobachtungen  der  Sterngruppe  IV 
mit  III  vereinigt  und  die  Gruppen  VI-IX  in  zwei  durch  einen 
von  Beobachtungen  freien  Monat  (4894  Dec.  10  —  4895  Jan.  M) 
getrennte  Zeiträume  zerlegt  wurden.  So  umfassen  die  Gruppen 
folgende  Zeiträume:  I.  (4894  März  30  bis  ApriM2),  II.  (ApnI23 
bis  Mai  84),  III.  (Juni  47  bis  Juli  25),  IV.  (Sept.  30  bis  Oct.  27), 
V.  (Nov.  4  bis  Dec.  4  0),  VI.  (4  895  Jan.  44  bis  März  9).  Die  fol- 
gende Tabelle  giebt  die  Fadendistanz  D,  und  zwar  Di  aus  Kreis- 
lage links,  Dr  aus  Kreislage  rechts,  den  mittleren  Fehler  eines 
Gruppenmittels  und  einer  einzelnen  Bestimmung  und  die  An- 
zahl der  Bestimmungen.  Die  letzte  Golumne  giebt  den  Unter- 
schied für  die  beiden  Kreislagen  an. 

Tabelle  X. 

Die  Fadendistanz. 

Nordsterne. 


M.F. 

An-  il 

M.F. 

An- 

Gruppe 

Dl 

M.F. 

einer 

zahldJI  DJS 

M.F. 

einer 

zahl  d. 

Mittel 

DB -Dl 

Best. 

Best.  1 

Best. 

Best. 

I 

46'.'85 

ztO'liB 

d=0'.'89     80 

46:43 

±0':24 

±4742 

29 

46739 

-f-o':o8 

11 

46.t9 

±QM 

±0.75     «0 

46.28 

±0.48 

±0.82 

20 

46.28 

—O.Ol 

III 

46.20 

iho.n 

±0.86     26 

46.83 

±0.<5j±0.74 

25 

.  46.28 

+0.4  5 

IV 

46.71 

±0.19 

±4 .021    28 

46.44 

±0.48' ±0.92 

26 

46.56 

—0.30 

v 

46.U 

dbO.4  9 

±4.46'    36 

46.28 

±0.43.  ±0.79 

36 

1  46.22 

4-0.42 

VI        46.46 

±0.U 

±0.74i    29 

46.44 

±0.45  ±0.84 

30 

,46.44 

-0.05 

Mittel 

46:36 

±0.90 

1 

46:36 

1  ±0.87 

1 

Sttdsterne. 

M.F. 

An-  f 

M.F.      An-  1.          1 

Gruppe 

Dl 

M.F. 

einer 
Best. 

zahld.    Dr 
Best.  1 

M.F. 

einer 
Best. 

zahld.'IMiitel 
Best,  .i 

Db-Dl 

I   :  45':88i  ±o':2o 

±0':98 

23       45':82l±0':24 

±4':02 

23 

45:85 

— o':o6 

II        46.4  3 

±0.45 

±0.70 

24        46.381  ±0.25 

±4.40 

20 

46.26 

+0.25 

III        46.44 

±0.4  8 

±4.02     33        46.45 

±0.4  6 

±0.86 

30 

46.80 

—0.29 

IV        46.67 

±0.4  6 

±0.87;    29     1  46.74 

±0.4  7 

±0.95 

34 

46.70 

+0.07 

V        46.64 

±0.4  4 

±0.87.    37     !  46.34 

±0.4  4  ±0.88 

37 

46.49 

—0.30 

VT        46.67 

±0.4  7 

±0.94      29     i  46.66 

±0.47|±0.88 

28 

46.66 

—0.04 

Mittel 

46.40 

1 

1  ±0.89 

46.35 

1 

1  ±0.95 

1 
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Die  Unterschiede  der  beiden  Kreislagen  wechseln  ohne  er- 
kennbares Gesetz  fortwährend  ihr  Zeichen,  allerdings  sind  sie 
wohl  nicht  rein  zufälliger  Natur;  denn  die  Differenzen  zeigen  die 
auffallende  Erscheinung,  dass  sie  für  Nord-  und  Sttdsteme  stets 
entgegengesetztes  Zeichen  haben.  Der  Unterschied  der  Faden- 
distanz aus  den  beiden  getrennten  Sternarten  zeigt  ferner  eine 
mit  der  Zeit  fortschreitende  Aenderung: 

Gruppe  I     N  — S 


Gruppe 

N  — S 

I 

II 
III 

+  0'.'54 
+  0.02 
—  0.02 

IV 

-o:m4 

V 

—  0.27 

VI 

—  0.22 

Im  Beginn  entspricht  das  Zeichen  den  früheren  Beobachtungs- 
reihen, während  es  am  Schluss  gerade  das  entgegengesetzte 
ist.  Uebrigens  scheint  auch  bei  jenen  Reihen  dieser  Unter- 
schied sich  allmählich  zu  verringern.  Die  von  den  früheren 
Resultaten  abweichende  Erscheinung  kann  zunächst  in  den  mit 
dem  Instrumente  vorgenommenen  Aenderungen  ihre  Ursache 
haben,  indem  jetzt  die  Nachziehungen,  die  früher  nach  dem  Um- 
legen des  Instruments,  wie  überhaupt  nach  jeder  grösseren 
Azimuthbewegung  erfolgten,  fast  ganz  verschwunden  sind.  Wenn 
femer  die  Unterschiede  früher  auf  systematischen  Pointirungs- 
fehlem  auf  die  beiden  nicht  ganz  gleich  starken  Fäden  beruhten, 
die  von  der  verschiedenen  Kopfhaltung  abhingen,  so  kann  hier 
die  Anwendung  des  Ocularprismas,  welche  eine  ganz  gleich- 
massige  Kopfhaltung  in  beiden  Kreislagen  ermöglicht,  einigen 
.  Einfluss  ausgeübt  haben.  Endlich  aber  zeigt  unsere  obige  Ueber- 
sicht,  dass  es  verkehrt  wäre,  aus  einzelnen  Gruppen  schon  end- 
gültige Schlüsse  ziehen  zu  wollen ,  dass  vielmehr  erst  die  hier 
so  viel  grössere  Zahl  der  Beobachtungen  eine  zuverlässige  Be- 
stimmung ermöglicht. 

Als  mittleren  Fehler  einer  Bestimmung  der  Fadendistanz 
erhalten  wir  im  Durchschnitt 

für  Nordsterne:   ±0:885 
-für  Südsterne:     ±  0.920 

Die  Beobachtung  der  Nordsterne  ist  daher  ein  wenig  genauer 
als  die  der  Südsterne,  aber  lange  nicht  in  dem  Betrage,  wie  z.  B. 
bei  der  Reihe  Seh,  wo  die  entsprechenden  Zahlen  zb  1'.'08  und 
ifc  4 '.'37  waren.  Der  mittlere  Fehler  einer  einzelnen  Einstellung, 
der  sich  aus  dem  eigentlichen  Pointirungsfebler,  d.  h.  dem  Fehler 
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in  der  registrirten  Zeit  der  Bisection,  dem  Ablesefehler  des  Krei- 
ses und  des  Niveaus,  den  Veränderungen,  die  der  Zenithpunkt  wah- 
rend der  beiden  Einstellungen  (3*° bis  4*")  erlitten,  und  zum  Theil 
auch  individuellen  Strichfehlern,  sobald  verschiedene  Kreisinter- 
valle zur  Ablesung  kamen,  zusammensetzt,  folgt  hieraus  zu  dz0!'64. 

Der  Zenithpunkt  hat  sich,  wie  auch  früher,  gut  gehalten, 
wenn  auch  öfters  eine  mit  der  Zeit  proportionale  Veränderlich- 
keit hervortritt.  Die  Berechnung  des  mittleren  Fehlers  unter- 
blieb deshalb,  zumal  doch  erst  der  mittlere  Fehler  einer  Stern- 
breite  selbst  einen  Maassstab  fttr  die  Genauigkeit  der  Beobach- 
tungen zu  liefern  vermag.  Nach  dem  Obigen  hätte  sich  dieser 
mittlere  Fehler  zu  lir  0'/32  ergeben  sollen;  in  Wirklichkeit  aber 
ist  er  erheblich  höher,  da  hierzu  noch  ein  grosser  Theil  der 
individuellen,  dann  die  ungenaue  Kenntniss  der  systematischen 
Strichfehler,  sowie  die  Aenderungen  des  Zenithpunkts  hinzu- 
kommen. Im  Folgenden  ist  derselbe  auf  zwei,  im  Wesentlichen 
übereinstimmende  Resultate  liefernde  Arten  berechnet  worden, 
erstens  aus  den  Abweichungen  der  einzelnen  Stembreiten  vom 
Abendmittel  und  zweitens  aus  ihren  Abweichungen  vom  Stern- 
mittel; die  betreffenden  Werthe  sind  schon  in  Tabelle  VII,  resp. 
VIII  aufgeführt. 

Zieht  man  die  in  Tabelle  VII  sowohl  für  Golumne  II,  als 
auch  für  III  gegebenen  mittleren  Fehler  einer  Stembreite,  ge- 
bildet in  Bezug  auf  das  jedesmalige  Abendmittel,  nach  Standen 
zusammen,  so  ergiebt  sich  das  folgende  Resultat: 


120^        1        240®        .       Mittel 


II 
III 


dz  o:'56 
dz  o:'53 


±  0:'62t 
±  0'.'62 


:  0r59 
:  0757 


zh  0'.'59 
dz  0:'57 


Man  erkennt  hieraus  beiläufig  den  günstigen  Einfluss,  den 
die  in  Columne  III  berücksichtigte  Form  der  Biegung  gegenüber 
der  Annahme  ihrer  CiOnstanz  in  II  äussert. 

Als  Controle  konnte  noch  eine  andere  Bestimmung  dienen, 
welche  für  jeden  einzelnen  Kreisstand  einer  Stemgruppe  eine 
Biegungsconstante  ermittelt,  mit  dieser  die  Sternbreiten  reducirt 
und  nun  den  mittleren  Fehler  einer  Sternbreite  in  Bezug  auf 
das  Standmittel  —  also  aus  Beobachtungen  mehrerer  Abende  — 
bestimmt.  Es  ergab  sich  in  naher  Uebereinstimmung  die  folgende 
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Uebersicht.  Hinzugefügt  sind  derselben  sogleich  die  auf  die 
zweite  Art,  Abweichung  der  einzelnen  Sternbreiten  vom  Stern- 
mittel,  berechneten,  der  Tabelle  VIII  entnommenen  und  nach 
Sterngruppen  zusammengefassten  mittleren  Fehler  einer  Stern- 
breite. 


Gruppe 

0« 

ISO"        1 

a*o»      j 

N 

s 

I 

±  [0'.'99] 

±  0'.'62 

±0'.'55    1 

d=  0'.'67 

±  0'.'90 

11 

0.47 

0.60 

0.49 

0.42 

0.48 

III 

1         0.71 

0.68 

0.60 

0.77 

0.56 

IV 

1         0.34 

0.38 



0.33 

0.44 

V 

;         0.64 

0.60 

0.53 

0.39 

0.72 

VI 

0.56 

0.54 

0.59    ' 

0.44 

0.51 

VII 

0.67 

0.77 

0.66 

0.57 

0.48 

VIII 

0.61 

— 

— 



— 

IX 

0.51 

0.63 

0.39 

0.35 

0.38 

Mittel 

±  o:'59 

±  0'.'58 

±  0'.'54 

±0'.'49 

±  0'.'56 

Ein  erheblicher  Unterschied  der  einzelnen  Kreisstände  tritt 
nicht  hervor;  ferner  zeigt  sich  auch  hier,  dass  die  Beobachtungen 
der  Nordsterne  etwas  genauer  sind  als  die  der  Sttdsterne;  nur 
in  2  von  8  Gruppen  ist  die  Genauigkeit  der  Sttdsterne  grösser, 
und  in  Gruppe  VII  beruht  dies  allein  darauf,  dass  die  Beobach- 
tungen von  a  Urs.  min.  in  verschiedenen  Stundenwinkeln  syste- 
matische Unterschiede  zeigen. 

In  der  ersten  Art  der  Berechnung  ergiebt  sich  als  mittlerer 
Fehler  einer  Sternbreite:  d=  0'.'57,  in  der  zweiten:  ±:  0'/52l.  Der 
erstere  Werth  muss  ein  wenig  grösser  sein  wegen  der  unvoll- 
kommenen Elimination  der  Biegung,  der  systematischen  Thei- 
lungsfehler  und  der  Fehler  der  angenommenen  Declinationen, 
der  letztere  wird  nur  durch  den  Unterschied  der  drei  Kreisstände^ 
der  die  erste  Art  der  Berechnung  nicht  beeinflusst,  erhöht.  So- 
nach wird  man  etwa  zt  0'/58  als  mittleren  Fehler  einer  Stern- 
breite anzusehen  haben. 

Gegen  die  froheren  ßeobachtungsreihen  stellt  die  vorlie- 
gende einen  merklichen  Fortschritt  an  innerer  Uebereinstim- 
mung  dar.  In  der  ersten  Berechnungsart  waren  die  mittleren 
Fehler  bei : 

Seh  ±  o:'69,     H,  ±1  0:'64,     H,  dz  0768, 
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welche  bei  Anbringung  der  Declinationsverbesserungen  aller- 
dings ein  wenig  kleiner  werden  würden,  nach  der  zweiten  bei 
Seh  dr  0'/6SI.  Jedenfalls  sind  hiernach  die  Aendemngen  am 
Instrumente  auf  die  Beobachtungen  von  günstigem  Einfluss  ge- 
wesen. 

Ehe  nun  auf  die  mittleren  Fehler  der  einzelnen  Abendmittel 
und  die  Ableitung  des  Endresultats  eingegangen  wird,  muss 
noch  die  Elimination  der  PolhOhenschwankung  erörtert  werden. 
Dabei  werden  dann  zugleich  die  früheren  Beobachtungsreihen 
hinzugezogen  und  zum  Schluss  mit  der  vorliegenden  zu  einem 
Gesammtresultat  vereinigt  werden. 

Elimination  der  PolhShenschwankong  und  Ahleitnng 
des  Endresultats. 

Nach  Beendigung  der  Discussion  des  Beobachtungsmaterials 
lag  es  nahe,  zu  versuchen,  aus  den  Beobachtungen  selbst  den 
Verlauf  der  Polhöhenschwankung,  dereu  reelle  Existenz  gegen- 
wttrtig  ausser  allem  Zweifel  steht,  abzuleiten;  indessen  musste 
dieser  Versuch  aus  mehrfachen  Gründen  bald  aufgegeben  wer- 
den. Zunächst  war  die  Bewegung  der  Erdpole  während  des 
Beobachtungszeitraums  (Hflrz  \  894 — 95)  sehr  gering,  so  dass  sie 
sich  in  den  vorliegenden  Beobachtungen  kaum  verrathen  haben 
würde.  Dann  aber  hatten  auch  die  früheren  Versuche,  aus  den 
alteren  Reihen  (H^  und  H,  zusammen]  die  Pol  Wanderung,  die 
damals  weit  erheblicher  war,  abzuleiten,  zu  keinem  günstigen 
Resultat  geführt.  Denn  vergleicht  man  den  durch  die  gleich- 
zeitigen Beobachtungen  der  cooperirenden  Sternwarten  zu  Berlin, 
Potsdam  und  Prag  sicher  gestellten  Verlauf  des  Phänomens  mit 
der  in  H,  ermittelten  Darstellung,  so  zeigt  sich  eher  ein  Gegen- 
satz als  Uebereinstimmung.  Nach  H,  hätte  z.  B.  die  Polhöhe  An- 
fang October  4  891  durch  ihren  Mittelwerth  gehen  müssen,  wäh- 
rend sie  in  Wirklichkeit  genau  zu  derselben  Zeit  ein  ausgeprägtes 
Maximum  besass.  Auch  zahlenmässig  tritt  dies  darin  hervor, 
dass  bei  den  älteren  Reihen  bei  Berücksichtigung  der  audei^ 
weitig  bestimmten  Schwankungen  der  Polhöhe  der  mittlere 
Fehler  des  Abendmittels  nicht  ab-,  sondern  etwas  zunimmt, 
wie  sich  alsbald  zeigen  wird.  Theils  mag  dies  von  den  verschie- 
deneu Aenderungen,  denen  das  Instrument  während  der  Beob- 
achtungen unterworfen  wurde,  herrühren,  theils  Hess  es  der 
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mittlere  Abendfehler  von  d=  0'/3  bis  =b  074  auch  nicht  erwarten, 
diese  doch  geringfügigen  Schwankungen  genau  dargestellt  zu 
sehen.  Immerhin  ist  die  geringe  Uebereinstimmung  auffallend 
und  zeigt,  dass  man  bei  dem  Versuch,  ähnliche  Beobachtungs- 
reihen zur  Ermittelung  der  PolhOhenschwankung  benutzen  zu 
wollen,  sehr  vorsichtig  sein  muss. 

Da  mithin  ein  Beitrag  zur  Frage  der  PolhOhenschwankung 
aus  dem  vorliegenden  Material  nicht  zu  gewinnen  war .  konnte 
es  sich  nur  darum  handeln,  die  anderweitig  ermittelten  Reduc- 
tionen  der  augenblicklichen  auf  eine  mittlere  Polhohe  an  die  hier 
abgeleiteten  Werthe  anzubringen.  Dabei  wurden  auch  die  älteren 
Reihen  in  den  Kreis  der  Betrachtung  gezogen  und  sflmmtliche 
am  WanschaflTschen  Universalinstrumente  angestellten  Polhohen- 
beobachtungen,  indem  sie  auf  ein  und  dieselbe  mittlere  PolhOhe 
bezogen  wurden,  zu  einem  Gesammtmittel  vereinigt,  das  dann 
für  den  von  den  Beobachtungen  erfüllten  Zeitraum  (4  885-95]  gilt. 

Um  jene  Reductionen  zu  erhalten,  hätte  man  zunächst  eine 
der  von  Gbandler  im  »Ästronomical  Journal«  für  den  Verlauf  des 
Phänomens  gegebenen  Formeln  benutzen  können.  Indessen 
schienen  diese,  wenn  sie  sich  auch  in  ziemlicher  Übereinstim-» 
mung  mit  den  Beobachtungen  beßnden,  doch  noch  nicht  end- 
gültiger Natur  zu  sein;  es  wurde  daher  vorgezogen,  aus  dem 
zahlreich  vorliegenden  Beobachtungsmaterial  direct  jene  Reduc- 
tionen zu  entnehmen ,  zumal  die  Art  der  Veröffentlichung  des- 
selben in  Form  graphischer  Darstellung  dies  sehr  erleichterte. 
Zwar  erfuhr  ich  auf  eine  briefliche  Anfrage  von  Herrn  Geheim- 
rat Hblmbrt,  dass  zu  Anfang  des  Jahres  4896  ein  Bericht  von 
Herrn  Prof.  Albrbght  erscheinen  und  Ephemeriden  enthalten 
würde,  aus  denen  man  für  einen  beliebigen  Zeitpunkt  und  eine 
gegebene  geographische  Länge  die  gewünschten  Daten  unmittel- 
bar entnehmen  könne ;  indessen  brauchte  das  Erscheinen  dieses 
Berichts  nicht  abgewartet  zu  werden,  da  das  bisher  publicirte 
Beobachtungsmaterial  dem  gewünschten  Zwecke  schon  völlig 
entsprach  *). 

Die  älteste  Reihe  (4  885 — 86 ;  Beobachter  Schn auder)  nimmt 
in  gewisser  Hinsicht  eine  Ausnahmestellung  ein,  da  zu  dieser 


1)  Soeben  (Mitte  Februar  4896)  erscheint  ein  Auszug  dieses  Berichts 
in  den  Aätr.  Nachr.  (Nr.  8883),  den  ich  nachträglich  noch  für  meine  eigene 
Reihe  verwendet  habe. 
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Zeit  noch  nicht  systematisch  die  Bewegung  der  Erdachse  yer- 
folgt  wurde.  Man  könnte  nun  zwar  bei  dieser  Reihe  von  einer 
Berücksichtigung  der  Breitenschwankung  ganz  absehen,  da  sie 
sich  ziemlich  gleichmflssig  ttber  ein  volles  Jahr  erstreckt,  sodass 
im  Mittel  die  Schwankung  als  eliminirt  betrachtet  werden  kann. 
Indessen  liegt  doch  eine  längere  Beobachtungsreihe  von  Ntr^n  ^) 
vor,  welche  für  diesen  Zweck  brauchbar  ist.  Denn  wenn  sie 
auch  an  manchen  Stellen  ihres  zehnjährigen  Zeitraums  etwas 
lückenhaft  ist,  so  ist  doch  gerade  für  die  in  Frage  kommende 
Zeit  das  Material  sehr  vollständig  und  gestattet  einen  ganz 
sicheren  Schluss  auf  den  damaligen  Verlauf  der  Erscheinung. 
Aus  der  am  angegebenen  Orte  gezeichneten  Curve  wurden  die 
folgenden  Reductionswerthe  der  augenblicklichen  Polhöhe  (p^  auf 
eine  mittlere  (p  entnommen,  wobei  noch  zu  beachten  ist,  dass 
der  Phasenunterschied  zwischen  Pulkowa  und  Leipzig,  der  etwa 
20  Tage  beträgt,  berücksichtigt  ist  und  dass  als  mittlere  Polhöhe 
das  Mittel  sämmtlicher  Maxima  und  Minima  angenommen  ist. 


Datum 

V  —  Vo 

1              Dalam 

<p  —  >Pt 

1885  April    16 

+  0'.'17 

1885  Sept.    1 

—  o:'i2 

Hai         1 

+  0.15 

16 

—  0.15 

16 

+  0.13 

Oct.      1 

—  0.17 

Juni       1 

+  0.09 

16 

—  0.19 

16 

+  0.06 

Nov.     1 

—  0.20 

Juli        1 

+  0.02 

16 

—  0.21 

16 

—  0.01 

Dec.     1 

—  0.21 

August  1 

—  0.05 

1886  März    1 

—  O.Oi 

16 

—  0.08 

16 

—  0.01 

i               Apnl  1 

+  0.02 

Wir  stellen  nun  in  Tabelle  XI  unter  I  die  von  Dr.  Schumami 
berechneten  Abendwerthe  der  Reihe  Seh,  daneben  unter  II  die 
auf  Grund  der  verbesserten  Declinationen  erhaltenen,  endlich 
unter  HI  die  auf  die  mittlere  Polhöhe  reducirten  Werthe  zu- 
sammen, wobei  auch  hier,  wie  oben  bemerkt,  Abende,  an  denen 
weniger  als  vier  Sterne  beobachtet  sind,  nur  halbes  Gewicht 
erhalten  haben. 


4)  Ntr^n:  Variations  de  la  latitade  de  Poulkovo  observ^s  aa  grand 
oercle  vertical  dans  les  ann^es  4  882 — 94 ;  U6\.  math.  et  asir.  tirös  du  Ball, 
de  l  Acad.  des  sciences  de  St.  P^tersbourg.  T.  VII. 
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Tabelle  XI. 
Die  Sclinander'gche  Reihe  (1885—86). 


Datum 

I 

11 

Hl 

Datum         1      I 

n 



III 

4885 

Sept.   2  i  5:'68 

5771 

5759 

April  i9 

4^97 

4:'98 

5ri4 

5    5.58 

5.63 

5.50 

Mai      49 

[6.07] 

[6.21] 

[6.33] 

16    5.14 

5.21 

5.06 

S3 

5.74 

5.66 

5.77 

Oct.   14 

5.36 

5.49 

5.30 

24 

5.56 

5.53 

5.64 

Nov.  16 

5.52 

5.54 

5.33 

28 

5.69 

5.76 

5.86 

17 

5.13 

5.09 

4.88 

29 

5.69 

6.95 

6.05 

18 

5.26 

5.26 

5.05 

Juni      3 

5.90 

5.82 

5.91 

19 

5.10 

5.10 

4.89 

5 

5.84 

5.86 

5.94 

20  [5.70] 

[5.68]  ;[5.47] 

16 

5.18 

5.16 

5.22 

1886         i 

19 

6.37 

6.27 

6.32 

März  25 

5.12 

5.08 

5.09 

24 

5.81 

5.73 

5.77 

30 

5.06 

5.11 

5.13 

Juli       7 

5.59 

5.51 

5.52 

April   1 

5.60 

5.60 

5.62 

19 

5.21 
4.97 

5.14 

5.12 

2 

5.23 

5.24 

5.26 

21 

5.10:  5.08 

Mittel 

5.48 

5.49 

5.46 

Aug.      4 

5.61 

5.55  ;  5.49 

5 

5.51 

5.56 

5.50 

:  M.  F.  eines 

16 

5.60 

5.51 

5.43 

1  Abendmitt.  ± 

0.336 

0.323 

0.381 

Als  Endwerth  der  ScHNAtiDBR'schen  Reihe  ergiebt  sich: 
9  =  51°2O'5:'46±0'/074. 

Während  durch  die  Verbesserung  der  Declinationen  die 
innere  Uebereinstimmung  gewinnt,  wird  sie  durch  die  Berück- 
sichtigung der  Polhöhenschwankung  verschlechtert.  Uebrigens 
ist  dies  hier  w^eiter  nicht  wunderbar,  da  an  je  zehn  aufeinander- 
folgenden Beobachtungsabenden  derselbe  Kreisstand  beibehalten 
wurde,  sodass  schon  allein  Unterschiede  der  einzelnen  Kreisstände 
die  Erscheinung  einer  Breitenschwankung  hervorrufen  können. 

Die  nun  folgenden  Reihen  von  Dr.  Hayn  und  Dr.  HARTMAiiif 
schliessen  sich  direct  an  einander  an,  sodass  wir  sie  hier  zu- 
sammen behandeln  wollen  (Reihe  H) ;  sie  umfassen  die  Zeit  von 
Dec.  4  890— April  \  892.  In  diese  Zeit  fallen  gerade  die  erwähn- 
ten Beobachtungsreihen  von  Berlin,  Prag,  Potsdam,  Strassburg, 
Pulkowa  (Wannach  und  Kostinskt)  ,  die  einen  so  gleichförmigen 
Verlauf  zeigen,  dass  aus  ihnen  mit  grösster  Sicherheit  der  Betrag 
der  Schwankungen  entnommen  werden  kann.  Da  mir  der  von 
Prof.  Albrbcht  im  Jahrgang  4894  der  »Verhandlungen  der  Con- 

Matb.-pbji.  ClMM.   1895.  49 
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ferenz  der  perm.  Comm.  der  internat.  Gradmess.«  erstattete  »Be- 
richt über  den  gegenwärtigen  Stand  der  Erforschung  der  Breiten- 
variation«, welcher  alles  bis  dahin  berechnete  Material  enthalt, 
erst  nachträglich  bekannt  wurde,  entnahm  ich  die  Beductions- 
demente  der  gleichfalls  in  Tome  YII  des  erwähnten  >Bull.  de 
TAcad.  de  St.  P^tersbourg«  enthaltenen  Abhandlung  von  Kos- 
tinsky:  »Sur  les  variations  de  la  latitude  de  Poulkovo,  observ^es 
au  grand  Instrument  des  passages  6tabli  dans  le  premier  ver- 
ticaU.  Es  ergab  sich  fttr  den  hier  in  Betracht  kommenden  Zeit- 
raum die  folgende 


Tabelle  XII. 

ßedactiott  der  augenblicklichen  PolhOhe  auf  die  mittlere 
ffir  die  Reihe  H. 


Datum 

1 

Berlin 

Prag 

Strassbar«; 

Pulkowa  i    Mitlei 

1890  Oct.    22 

,  —  o:'i6 

— o:'i7 

__. 

—  0^22 

—  0'.'18 

Nov.  H 

—  O.H 

—  0.12 

— 

—  0.14 

—  0.1« 

Dec.     i 

—  0.04 

—  0.04 

— 

—  Ö.06 

—  0.05 

21 

+  0.04 

+  0.04 

— 

+  0.03 

+  0.04 

1891   Jan.    10 

+  0.11 

+  0.12 

— 

+  0.12 

+  0.12 

30 

'  +0.18 

+  0.18 

+  0.20 

+  0.19 

Febr.  19 

+  0.24 

+  0.22 

+  0.26  ;,  +  0.24 

März  1 1 

+  0.28 

+  0.24 

— 

+  0.28  ,,  +  0.27 

31 

+  0.27 

+  0.22 

— 

+  0.28    +0.25 

April  20 

+  0.20 

+  0.19 

— 

+  0.24 

+  0.21 

Mai     10 

!  +0.11 

+  0.16 

— 

+  0.18 

1+0.15 

30 

+  0.03 

+  0.11 

[+0.11] 

+  0.09 

+  0.09 

Juni   19 

'  —0.04 

+  0.06 

+  0.02 

+  0.01     +0.01 

Juli      9 

;  —0.12 

—  0.02 

—  0.08 

—  0.08  '  —  0.08 

29 

—  0.20 

—  0.12 

—  0.16 

—  0.18  1  —  0.17 

Aug.  18 

—  0.28 

—  0.24 

—  0.22 

—  0.26 

—  0.25 

Sept.    7 

—  0.32 

—  0.33 

—  0.26 

—  0.31 

-0.31 

27 

—  0.33 

—  0.38 

—  0.29 

—  0.33 

—  0.33 

oct.  17 : 

—  0.32  1 

—  0.37 

—  0.31 

—  0.31 

—  0.32 

Nov.     6  1 

—  0.31  1 

—  0.34 

—  0.30 

—  0.26 

—  0.29 

26 

—  0.27  ' 

—  0.29 

—  0.25 

—  0.20 

—  0.25 

Dec.   16  1 

—  0.20 

—  0.22 

—  0.19 

—  0.13 

—  0.18 

1892  Jan.      ö  , 

—  0.11 

—  0.16 

—  0.11 

—  0.07 

—  0.11 

25  1 

+  0.01 

—  0.09 

—  0.01 

-  0.01 

—  0.03 

Febr.  11 

+  0.12 

—  0.02 

+  0.10 

+  0.05 

+  0.06 
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Datum 

Berlio 

Prag 

Slrassborg 

Pulkowa 

Mittel 

1892  März    5 

25 

April  14 

Mai       4 

+  o:'2i 

+  0.24 
+  0.26 
+  0.26 

+  0'.'05 
+  0.09 
+  0.15 

[+0.18] 

+  0'.'20 
+  0.28 
+  0.30 
+  0.30 

+  0'.'10 
+  0.15 
+  0.20 
+  0.24 

+  o:'i3 

+  0.19 
+  0.22 
+  0.25 

In  welcher  Weise  sich  die  beobachteten  Maxima  und  Minima 
um  die  angenommenen  Mittelwerthe  der  Polhohen  gruppiren, 
zeigt  die  folgende  Uebersicht: 


Minimum 

Berlin 

Prag 

Pulkowa 

Strassburg 

1890  Febr. 

1891  März 

1892  April 

1893  Mai 

+  o:'26 

+  0.29 
+  0.26 

+  o:'34 

+  0.24 

+  [0.21] 

+  0'.'28 
+  0.25 

+  [0.32] 

+  0'.'29 
+  0.20 

Mittel 

+  0'.'27 

+  0'.'27 

+  0'.'28 

+  0'.'24 

Maximum 

Berlin 

Prag 

—  0.21 

—  0.23 

—  0.38 

Pulkowa 

Strassburg 

1889  Aug. 

1890  Sept. 

1891  Oct. 

1892  Dec. 
1894  Jan. 

—  0'.'26 

—  0.22 

—  0.33 

—  0'.'32 

—  0.33 
-0.19 

—  0.29 

—  0.24 

—  0.20 

Mittel 

-  0^27 

—  0'.'27 

—  o:'28 

—  0'.'24 

Man  kann  sonach  die  Beductionen  ansehen  als  bezogen  auf 
eine  mittlere  Polhohe  für  den  Zeitraum  von  4889  bis  4894.  Die 
nach  Schluss  der  Arbeit  verglichene  Zusammenstellung  von  Prof. 
Albrbght  (A.  N.  Nr.  3333)  bestätigt  im  Ganzen  die  angewandten 
Reductionen,  sodass  eine  nachträgliche  Berücksichtigung  der- 
selben überflüssig  erschien. 

Analog  wie  oben  folgen  jetzt  die  Abend  mittel  der  Reihe  H 
in  den  drei  verschiedenen,  den  obigen  entsprechenden  Co- 
lumnen. 
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Tabelle  Xm. 
Die  HaTii-Hartmaim'sclie  Beäe  (1890—98). 


Datum 

I 

II 

III 

Da  tarn 

I           II 

III 

1890      1 

1891 

1 

Dec.         i   5'.'16 

5ri5 

5:'io 

August  29 

5^97 

5:'93 

6^64 

7 

6.21 

6.19 

6.17 

31 

5.16 

5.15 

4.86 

11/14 

5.87 

5.86 

5.86 

Sept.       8 

5.75 

5.72 

5.41 

15 

5.55 

5.47 

5.48 

9 

5,47 

5.46 

5.45 

1891 

Oct.       16 

5.74 

5.73 

5.41 

Jan.         3 

6.05 

5.97 

6.06 

23 

6.35 

6.31 

6.00 

29 

5.66 

5.66 

5.84 

28 

5.85 

5.76 

5.45 

Febr.      9 

5.50 

5.49 

5.71 

Not.        3 

5.71 

5.67 

5.37 

10 

5.52 

5.53 

5.75 

10 

6.53 

6.55 

6.26 

24 

5.17 

5.17 

5.42 

12 

6.09 

6.05 

5.77 

25 

4.94" 

4.94 

5.19 

1892 

26 

.5.14 

5.14 

5.39 

Mttrz     21 

6.04 

6.04 

6.22 

März      12 

5.30 

5.27 

5.54 

22 

5.83 

5.84 

6.02 

20 

5.44 

5.43 

5.70 

25 

5.12 

5.13 

5.32 

April       6 

5.83 

5.81 

6.05 

30 

4.79 

4.80 

5.00 

19 

4.91 

4.92 

5.13 

April      9 

5.77 

5.78  *6.00 

Juli        16 

5.61 
5.18 

5.60 
5.18 

5.49 
5.05 

10 

5.62 

5.63  :5.85 

21 

H. 

5:'45    5^43    5:'50 

23 

5.23 

5.24 

5.10 

i 

H. 

5.70  |5.69  ;5.55 

28 
30 

5.35 
5.31 
5.42 

[4.92] 
5.56 

5.29 
5.30 
5.43 

5.12 
5.12 
5.23 

"1 

ilesaramtmiUel 

M.F.ein.|H4=t 
Abend- ^H,ifc 
mittels   H  ± 

5755 

5"54  i5:'53 

August    5 

o:'34i 

0.437 
0.407 

or33i 

0.432 
0.403 

07360 

Aug.24/25 
28 

[4.89] 
5.54 

[4.62] 
5.26 

0.448 
0.398 

Als  Endwerthe  der  Reihen  folgen: 

H,:   y  =  5r2O'5'/5O=b0:'079, 

H,:   y  =  51°2O'5r56±0'/4  07, 

beide  Reihen  zusammen  geben : 

H :     y  =  51°  20'  5:'53  ±  o:'064 . 

Auch  hier  wird  bei  den  einseinen  Reihen  die  innere  lieber- 
einstimmung  durch  die  verbesserten  Declinationen  etwas  erhöht, 
durch  die  Anbringung  der  Polhöhenschwankung  verschlechtert. 
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Zieht  man  indess  beide  Reihen  zusammeD,  so  zeigt  sich  auch  hier 
eine  allerdings  nur  geringe  Verbesserung. 

Nachdem  so  ftlr  die  Alteren  Reihen  die  Reduction  der  augen- 
blicklichen Polhohe  auf  eine  mittlere  ausgefdhrt  war,  handelte 
es  sich  noch  um  die  von  mir  angestellte  Beobachtungsreihe  G. 
Ursprünglich  hatte  ich  aus  den  mir  durch  die  LiebenswtLrdigkeit 
der  Herren  Prof.  Becker  und  Dr.  Ristenpart  mitgetheilten  Er- 
gebnissen ihrer  in  Strassburg  und  Karlsruhe  angestellten  Beob- 
achtungen die  Reduction  auf  eine  mittlere  Polhöhe  berechnet. 
Indessen  schien  es  mir  nachträglich  rathsamer,  die  erwähnten 
ÄLBREGHT'schen  Werthe  (A.  N.  Nr.  3333)  anzuwenden,  da  sie  doch 
zuweilen  merkbar  von  jenen  abwichen.  Auffallend  ist,  dass  die- 
selben, wie  aus  der  folgenden  Tabelle  ersichtlich,  das  ganze  Jahr 
hindurch  positiv  sind ,  sodass  sie  den  Mittelwerth  meiner  Reihe 
um  0''06  erhöhen. 


Datum 

9  —  Vb 

Datam 

V  —  Vo 

1894 

1894 

April    1 

—  o:'oi 

Oct.  16 

+  0'.'09 

16 

+  0.01 

Nov.    1 

+  0.08 

Mai      1 

+  0.02 

16 

+  0.07 

16 

+  0.03 

Dec.    1 

+  0.06 

Juni     1 

+  0.04 

16 

+  0.06 

16 

+  0.05 

Juli      1 

+  0.05 

1896 

16 

+  0.06 

Jan.     1 

+  0.05 

Aug.     1 

+  0.07 

16 

+  0.05 

16 

+  0.08 

Febr.  1 

+  0.06 

Sept.    1 

+  0.09 

15 

+  0.07 

16 

+  0.10 

Man    1 

+  0.08 

Oct.      1 

+  0.10 

16 

+  0.09 

In  Tabelle  XIY  folgen  nun  die  Abendmittel  der  vor- 
liegenden Beobachtungsreihe.  Dabei  sind  den  in  der  früheren 
Uebersicht  gegebenen  Abendmitteln  noch  die  ganz  geringen 
Verbesserungen,  die  auf  dem  bei  der  Reduction  angewandten 
abgerundeten  Werth  des  Niveaupars  (8700  statt  4798)  beruhen, 
hinzugefügt.  Die  erste  Golumne  I  giebt  —  blos  des  Vergleichs 
mit  den  früheren  Reihen  wegen  —  die  Abendmittel  auf  Grund 
der  unverbesserten  Declinationen,  11*^  und  11^  mit  den  verbes- 
serten Declinationen,  wobei  einmal  die  Biegung  in  der  Form  II, 
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das  andere  Mal  in  der  Form  III  (Tab.  VII)  benutzt  wurde,  endlich 
giebt  die  Columne  III  die  auf  eine  mittlere  Polhöhe  reducirten 
Abendmittel.  Auch  hier  ist  die  innere  Uebereinstimmung  durch 
die  Verbesserung  der  Declinationen,  sowie  durch  die  zweite 
Annahme  über  die  Art  der  Biegung  gefördert  worden,  während 
die  Berücksichtigung  der  Polhöhenscbwankung  wieder  einen 
kleinen  Rückschritt  verursacht. 


Tabelle  XIV. 
Die  Beohachtongsreihe  C. 


Datum 

I 

II« 

üb 

III 

1894 

März  30 
31 

[5:'56] 
5.43 

[5:'54] 
5.33 

[5'.'53] 
5.31 

[5752] 
5.30 

April     1 

5.68 

5.56 

5.56 

5.55 

3 

5.08 

4.96 

4.94 

4.93 

6 

5.13 

5.01 

4.99 

4.99 

7 

5.53 

6.41 

5.41 

5.41 

8 

5.97 

5.84 

5.84 

5.84 

9 

6.79 

5.67 

5.67 

5.67 

10 

5.45 

5.33 

5.34 

5.34 

12 

5.54 

5.44 

5.42 

5.42 

23 
25 

[5.15] 
5.28 

[5.16] 
5.36 

[5.17] 
5.32 

[5.18] 
5.34 

Mai       6 

5.16 

5.18 

5.19 

5.21 

8 

5.50 

5.58 

5.54 

5.56 

9 

5.05 

5.13 

5.09 

5.11 

15 

4.87 

4.88 

4.86 

4.89 

16 

5.00 

5.02 

5.03 

5.06 

19 

5.59 

5.55 

5.61 

5.64 

24   1 

5.16 

5.18 

5.19 

5.22 

Juni    17 

5.55 

5.47 

5.51 

5.56 

22 

5.54 

5.44 

5.54 

5.59 

23   , 

5.63 

5.53 

5.62 

5.67 

27  ' 

28  ' 

[5.54] 
5.20 

[5.38] 
5.10 

[5.49] 
5.20 

[5.54] 
5.25 

30   1 

6.46 

5.36 

5.46 

5.51 

Juli       1    ! 

5.43 

5.41 

5.57 

5.62 

12  , 

4.54 

4.56 

4.63 

4.69 

21   ! 

4.65 

4.69 

4.77 

4.83 

23 

4.81 

4.85 

4.86 

4.92 
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Datum 

1 

11» 

IIb 

in 

1894  Juli     25 

5'.'18 

5'.'22 

5:'23 

5'.'30 

Sept.  30 

5.89 

5.90 

5.80 

5.90 

Oct.      5 

5.10 

5.09 

5.09 

5.19 

9 

5.39 

5.37 

5.30 

5.39 

^^ 

5.09 

5.10 

5.08 

5.17 

21 

5.33 

5.31 

5.31 

5.40 

23 

5.22 

5.23 

5.21 

6.30 

24 

5.52 

6.53 

5.65 

5.73 

27 

5.68 

5.69 

5.66 

5.74 

Nov.      1 

5.02 

5.16 

5.06 

5.14 

6 

5.34 

5.48 

5.39 

5.47 

7 

5.32 

5.46 

5.36 

5.44 

15 

5.33 

5.47 

5.35 

5.42 

30 

[5.59] 

[5.51] 

[5.53] 

[5.59] 

Dec.      1 

4.88 

4.94 

4.92 

4.98 

3 

5.28 

6.42 

5.32 

5.38 

9 

5.44 

6.51 

5.39 

6.44 

10 

5.37 

5.30 

5.36 

5.41 

11 

5.31 

5.24 

5.32 

5.37 

1895  Jan.    14 

4.86 

4.80 

4.91 

4.96 

18 

5.61 

5.55 

5.66 

5.71 

19 

5.86 

5.81 

5.91 

5.96 

Febr.  15 

5.33 

5.39 

5.29 

5.36 

März     3 

5.97 

5.95 

5.93 

6.01 

4 

6.01 

6.07 

5.92 

6.00 

5 

5.92 

5.90 

5.87 

5.95 

7 

5.55 

5.54 

5.57 

5.65 

8 

5.64 

5.62 

5.59 

6.67 

9 

5.69 

5.67 

5.65 

5.73 

Mittel 

5.38 

5.37 

5.36 

5.42 

M.  F.  eines  Abendmitt. 

±0.333 

±0.319 

±0.307 

±0.312 

Als  Endwerth  meiner  Beobachtungsreihe  ergiebt  sich  also: 
9  =  51°2O'5:'42ib0:'042. 

Trennt  man  noch  die  einzelnen  Kreisstände,  um  etwaige 
systematische  Unterschiede  zu  erkennen,  so  erhält  man : 
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Zenithpunkt 


0° 

420° 

240° 

Reibe 

Mittel 

Zahl 

der 

Abende 

M.  F. 

eines 

Abends 

Mittel 

Zahl 

der 

Abende 

H.F. 

eines 

Abends 

Mittel 

Zahl 

der 

Abende 

ILF. 

eine 

Abends 

Sch 

H 

C 

6:'79 
5.42 
5.44 

40 
24 

±  o:'39 

±0.32 
±0.37 

6:'44 
5.54 
5.33 

40 
44 
47i 

±  o:'24 

±0.46 
±0.28 

5:'49 
5.55 
5.44 

40 
40 

±0:22 
±0.37 
±0.23 

Sehr  merkliche  Unterschiede  in  den  verschiedenen  Kreis- 
ständen zeigt  nur  die  ScHNAUDBa'sche  Reihe,  die  allerdings  znm 
Theil  darin  beruhen  werden,  dass  die  Beobachtungen  eines 
Kreisstandes  ununterbrochen  einander  folgen.  Dadurch  wird 
dann  auch  der  aus  der  Gesammtreihe  berechnete  mittlere  Abend- 
fehler viel  grösser  [±  0''38),  als  er  aus  dem  Mittel  der  einzelnen 
Stände  folgt  (db  0''S8),  während  bei  den  anderen  Beobachten 
grossere  Gleichmässigkeit  herrscht  (H  =b  0'/40  und  dz  0738, 
C  ±  0'/34  und  ±  0'/29). 

Die  oben  gegebenen  mittleren  Abendfehler  der  einzeben 
Reihen  ändern  sich  noch  ein  wenig,  wenn  man  sie  auf  die  gleiche 
Anzahl  Sterne  —  etwa  6  —  reducirt.  Die  mittlere  Anzahl  der 
an  einem  Abend  beobachteten  Sterne  ist  bei  Sch:  7.3,  H^ :  6.5, 
H,:  5.6,  C:  6.4.  Eine  Berücksichtigung  kann  etwa  in  der  Weise 
geschehen,  dass  man 

c' 
m 
setzt,  wo  a  den  mittleren  Abendfehler,  c  den  mittleren  Fehler 
einer  Sternbreite,  wie  er  oben  berechnet  ist,  m  die  Anzahl 
der  an  einem  Abend  beobachteten  Sterne  und  b  einen  constanten 
Tagesfehler  bezeichnet.  Dbl  a,  c,  m  bekannt  sind,  kann  man  a\ 
den  auf  6  einzelnen  Sternen  beruhenden  mittleren  Abendfehler, 
aus  der  Formel 

berechnen.    Damit  ergiebt  sich  als  mittlerer  Abendfehler  der 
Reihe 

Sch:  ±  0'.'40,  H, :  ±  0737,  H,:  ±  0'.'44,  C:  =b  o:'32, 

welche  als  Endwerthe  gelten  können. 
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Vereinigt  man  die  drei  Endwerthe  der  Polhohe: 

Sch:9)  =  54°20'5'/46 
H:  5:'53 

C:  5:'42 

zu  einem  Mittelwerthe,  so  erh&It  man: 

y  =  54^20' ö:'47. 

Indem  man  noch  die  Reduction  auf  den  Hauptpfeiler  der 
Sternwarte  (db  0^42)  hinzufügt,  erhält  man  als  Ergebniss  sämmt- 
licher  am  WANSCHAFP^schen  Universalinstrument  angestellten  Be- 
obachtungen für  die  Polhöhe  der  Leipziger  Sternwarte: 

y  =  51°  20' 5789, 

ungefähr  für  den  Zeitraum  4885—95  gültig. 

In  der  Publication  von  Dr.  Schumann  sind  noch  eine  Reihe 
älterer,  in  den  Jahren  4863 — 70  angestellter,  zum  Theil  neu 
reducirter  PolhOhenbestimmungen  der  Leipziger  Sternwarte  be- 
sprochen und  ihre  Endwerthe  auf  S.  278  zusammengestellt. 
Bildet  man  aus  ihnen  ohne  Rücksicht  auf  die  den  einzelnen 
Werthen  zukommende  Genauigkeit  das  Mittel,  wobei  nur  die 
auf  der  Pleissenburg  beobachtete,  gänzlich  abweichende  Reihe 
Nr.  7  weggelassen  wird,  so  folgt  ein  nur  um  0''06  grösserer 
Werth. 

Aus  der  Uebereinstimmung,  welche  diese  verschiedenartig 
bestimmten  Werthe  zeigen,  wird  man  schliessen  können,  dass 
der  oben  von  mir  abgeleitete  Endwerth  der  Leipziger  Stern- 
warte kaum  um  074  falsch  sein  dürfte. 


Znm  Gedächtniss 


an 


CARL  LUDWIG. 

Bede, 

im  Auftrage  der  Königl.  Sachs. Gesellschaft  der  Wissenschaften 

gehalten 

in  der  öffentlichen  Leibniz-Sitzung 

am  14.  November  1895 

von 

Wilhelm  His, 

0.  M. 


Oarl  Ludwig. 

GedSchtnissrede  im  Auftrage  der  Königl.  Sachs. 

Gesellschaft  der  Wissenschaften, 

gehalten  den  4  4.  November  4895. 


Meine  Herren!  In  ihrer  auf  den  Todestag  von  Leibniz 
fallenden  öffentlichen  Sitzung  hat  unsere  Gesellschaft  der  Mit- 
glieder zu  gedenken,  die  sie*  im  Laufe  des  Jahres  verloren  hat. 
Der  Verlust,  der  in  diesem  Jahre  unsere  mathematisch-physische 
Klasse  betroffen  hat,  ist  ein  besonders  schmerzlicher  gewesen, 
denn  mit  C.  Ludwig  ist  ein  Mann  von  uns  geschieden,  der,  dank 
der  Grösse  seines  wissenschaftlichen  und  seines  persönlichen 
Charakters,  ftlr  uns  Mitglieder  ein  berufener  Ftlhrer,  für  unsere 
Gesellschaft  aber  eine  weithin  leuchtende  Zierde  gewesen  ist. 

In  den  paar  Monaten,  die  seit  Ludwig's  Tod  verflossen  sind, 
ist  sein  Andenken  schon  an  sehr  verschiedenen  Orten  und  in 
mancherlei  Sprachen  gefeiert,  und  es  ist  ein  reicher  Kranz 
von  Erinnerungsblättern  auf  sein  Grab  niedergelegt  worden. 
Die  meisten  der  Nachrufe  und  gehaltenen  Reden  stammen 
von  früheren  SchtLlem  Ludwig's:  in  vielfach  rührenden  Aus- 
drücken legen  diese  Zeugniss  ab  von  der  warmen  Verehrung, 
die  sie  dem  grossen  Forscher  und  Lehrer,  und  die  sie  in  ganz 
besonderem  Maasse  dem  edlen  selbstlosen  Menschen  dargebracht 
habend).  Es  wäre  verlockend,  aus  diesem,  der  Erinnerung  an 
den  einen  Mann  gewidmeten  Kranze  von  Kundgebungen  ein- 


4]  Die  bis  jetzt  zu  meiner  Kenntniss  gelangten  Gedächtnissreden  und 
Nekrologe  sind  die  der  Italiener  Mosso  und  Faniio,  des  Engländers 
W.  Stirling,  des  Belgiers  Heger,  des  Skandinaviers  Tigerstedt  und  die 
unserer  deutseben  Collegen  A.  Fick,  H.  KroneCker,  J.  v.  Kkies,  M.  v.  Frey 
und  Bernstein. 
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zelne  Blttthen  herauszunehmen,  sie  zusammenzufassen  und  zu 
zeigen,  wie  jeder  Darsteller  besondere  Züge  zur  Kennzeichnung 
von  LuBWiG^s  Charakter  und  Leistungen  beizubringen  weiss.  An 
dieser  Stelle  ist  indessen  meine  Aufgabe  eine  bestimmt  vorge- 
zeichnete. Bei  früherem  Anlass  hatte  ich,  im  Auftrage  der  medi- 
cinischen  Facultät  redend,  neben  Ludwig's  allgemein  wissen- 
schaftlicher Bedeutung  seine  Stellung  zur  Universität  hervorzu- 
heben i).  Heute  geziemt  es  sich,  daran  zu  erinnern,  was  unser 
verstorbener  Freund  für  die  KOnigl.  Sachs.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  gewesen  ist.  Auch  habe  ich  diesmal  einige  bio- 
graphische Notizen  vorauszuschicken. 

Carl  Friebrigh  Wilhelm  Ludwig  war  am  29.  December  4816 
in  Witzenhausen  in  Kurhessen  geboren.  Sein  Vater  war  wäh- 
rend der  napoleonischen  Kriegszeit  Officier  gewesen  und  hatte 
dann  von  dem  ihm  gewogenen  Kurfürsten  eine  Stellung  als 
Rentmeister  in  Hanau  bekommen.  Die  fast  militärische  Ord- 
nungsliebe und  Disciplin,  durch  die.  sich  Ludwig  sein  Leben  lang 
ausgezeichnet  hat,  mag  er  wohl  als  väterliches  Erbtheil  über- 
nommen haben. 

LtDwiG  absolvirte  sein  Gymnasium  in  Hanau,  seine  Medicin- 
studien  begann  er  in  Marburg.  Infolge  eines  Conflictes  mit  den 
Disciplinarbehörden  besuchte  er  weiterhin  ein  Jahr  lang  die 
Chirurgenschule  in  Bamberg.  Dann  aber  nach  Marburg  zurück- 
gekehrt ,  warf  er  sich  mit  voller  Energie  auf  das  Studium  der 
Physiologie  und  ihrer  Hilfswissenschaften.  Er  wurde  \  839  pro- 
movirt,  4841  als  Prosector  am  anatomischen  Institut  angestellt 
und  schon  4842  habilitirte  er  sich  für  Physiologie.  Sein  Freund 
Ludwig  Fick  kam  ihm  als  Vorsteher  des  anatomischen  Institutes 
bei  seinen  damaligen  Untersuchungen  auf  das  Bereitwilligste 
entgegen.  Im  Jahre  4846  wurde  Ludwig  zum  Professor  extra- 
ordinarius  für  vergleichende  Anatomie  ernannt,  und  4849  als 
Ordinarius  für  Anatomie  und  Physiologie  nach  Zürich  berufen. 
Hier  wirkte  er  bis  zum  Jahre  4  855.  Von  da  ab  war  er  bis  4  865, 
dem  Jahr  seiner  Berufung  nach  Leipzig,  Professor  der  Physio- 
logie und  Zoologie  an  der  medicinischen  Militärakademie,  dem 
sog.  Josephinum  in  Wien. 


4}  Karl  Ludwig  und  Karl  Thierscr.  Akademische  Gedächnissrede 
im  Auftrage  der  medicinischen  Facultät  zu  Leipzig  am  4  3.  Juli  4  895  ge- 
halten von  W.  His.    Leipzig  4  895.  Verlag  von  F.  C.  W.  Vogel. 
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In  Leipzig  hat  Ludwig  zugleich  mit  dem  Lehrauftrage  die  Auf- 
gabe übernommen,  eine  allen  Anforderungen  wissenschaftlicher 
Arbeit  entsprechende  physiologische  Anstalt  zu  errichten.  Bis 
zum  Tage  seiner  letzten  Erkrankung  ist  er  als  Lehrer  thätig  ge- 
wesen. Gestorben  ist  er  am  23.  April  dieses  Jahres  an  den 
Folgen  einer  Influenza.  Das  Personalverzeichniss  der  Univer- 
sität fuhrt  als  seine  Titel  auf:  Ehrendoctor  der  Philosophie  der 
Universität  Leipzig,  Königlich  sächsischer  Geheimer  Rath,  Com- 
thur  I.Klasse  des  KOnigl.  sächs.  Albrechtsordens  mit  dem  Stern, 
Comthur  2.  Klasse  des  Königl.  sächs.  Verdienstordens,  Ritter 
des  Königl.  preussischen  Ordens  pour  le  m^rite  und  des  Königl. 
bayr.  Maximilianordens  für  Wissenschaft  und  Kunst,  Inhaber 
der  Copley  medal  of  the  London  Royal  Society,  Commandeur 
4.  Klasse  des  Königl.  schwedischen  Nordsternordens  und  Ehren- 
bürger der  Stadt  Leipzig.  Dazu  kommen  die  Mitgliedschaften 
der  Akademien  der  Wissenschaften  in  Berlin,  Wien,  München, 
Paris,  Petersburg,  Rom,  Turin,  Stockholm,  Upsala  u.  a.  m. 

Die  nackten  Umrisse  eines  Lebenslaufes  und  selbst  die  Auf- 
führung von  den  Ehrungen,  die  einem  Mann^  während  seines 
Lebens  zu  Theil  geworden  sind,  geben  ein  recht  dürftiges  Bild 
von  dem,  was  der  Mann  gewesen  und  von  dem  Segen,  der  von 
ihm  ausgegangen  ist.  Ludwig^s  wissenschaftliche  Grösse  hat  in 
seinen  Eigenschaften  als  Forscher  und  als  Lehrer  gelegen.  Auf 
den  unübertroffenen  Lehrer  werde  ich  nicht  noch  einmal  zurück 
kommen,  dagegen  mag  es  erlaubt  sein,  dem  Forscher  eine  erneute 
Betrachtung  zu  schenken. 

Für  Ludwig  stand  die  Werthschätzung  wissenschaftlicher 
Forschung  unendlich  hoch,  nicht  minder  hoch  aber  waren  seine 
Ansprüche  an  den  Ernst  der  Forschung  und  an  die  Strenge  ihrer 
Methodik.  Alles,  was  nach  der  Richtung  hin  Förderung  bringen 
konnte,  war  bei  ihm  der  warmen,  ja  oftmals  der  begeisterten 
Aufnahme  gewiss.  »Was  giebt  es  Neues  ?c  pflegte  die  Anrede  zu 
sein,  wenn  man  sein  Zimmer  betrat.  Das  Neue ,  nach  dem  er 
dürstete,  waren  aber  nicht  etwa  die  Nachrichten  des  Tages,  die 
Hessen  ihn  kühl.  Was  er  erfahren  wollte,  das  waren  Fortschritte 
wissenschaftlicher  Arbeit,  mochte  es  sich  um  neue  Probleme, 
Methoden  oder  Ergebnisse  handeln.  Für  sterile  Naturen  und 
Richtungen  hatte  er  keine  Empfindung. 

Ludwig  selber  ist  aber  ein  ebenso  energischer  als  glück- 
licher Forscher  gewesen.    Als  siegreicher  Eroberer  ist  er  vom 
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Beginn  seiner  selbständigen  Arbeitszeit  ab  ununterbrochen  von 
einer  grundlegenden  Entdeckung  zur  andern  fortgeschritten.  In 
die  Jahre  seiner  Marburger  Thätigkeit  fallen  seine  berühmten 
Arbeiten  ttber  die  Nierensecretion  und  die  so  folgenreich  gewor- 
dene Erfindung  des  Kymographions.  In  Zürich  folgte  die  bahn- 
brechende Entdeckung  von  der  directen  Abhängigkeit  der 
Speichelabsonderung  vom  Nervensystem.  Wien  brachte  neben 
zahlreichen  anderen  Arbeiten  diejenigen  über  das  Lymphsystem, 
die  Erfindung  und  erste  Yerwerthung  der  Blutgaspumpe,  sowie 
die  Feststellung  von  der  Rolle  der  Gefttssnerven  und  von  der 
merkwürdigen  Bedeutung  des  Pfortadersystemes  für  die  Rege- 
lung des  arteriellen  Blutdruckes.  Hier  in  Leipzig  aber  hat  sich 
Lubwig's  schöpferische  Thätigkeit  in  vielseitigster  Weise  ent- 
faltet. Gleich  die  ersten  Jahre  seines  Hierseins  brachten  die 
Entdeckung  des  Gefässnervencentrums,  daran  schlössen  sich 
die  Versuche  über  den  Verlauf  der  verschiedenen  Leitungs- 
bahnen in  den  Strängen  des  Rückenmarks,  die  Entdeckung  des 
beschleunigenden  Herznerven  und  das  Studium  von  den  Grund- 
bedingungen der  Herzthätigkeit.  Er  erbaute  die  Stromuhr  und 
erfand  die  sinnreiche  Methode,  Organe  im  sog.  überlebenden 
Zustande  auf  ihren  Stoffumsatz  und  besonders  auch  auf  ihren 
Gaswechsel  zu  prüfen.  Es  war  eine  Zeit  reichster  Ernte ,  und 
von  überall  her  waren  die  Blicke  auf  das  Leipziger  physiologi- 
sche Institut  gerichtet. 

Ludwig's  Forscherwaffen  waren  eine  ungemein  scharfe 
Analyse  der  ihm  vorliegenden  Naturerscheinungen,  eine  stets 
klare  Fragestellung  und  eine  absolute  Sicherheit  seiner  Metho- 
dik. Dabei  verfügte  er  aber  auch  über  eine  ausreichende  Dosis 
jenes  Findersinnes,  ohne  den  in  Erforschung  der  lebenden 
Natur  selbst  die  klarsten  Denker  oft  machtlos  bleiben.  Die 
Natur  lässt  sich  nicht  immer  mit  Logik  zwingen,  ihre  Wege  sind 
nicht  selten  versteckt,  und  sie  enthüllen  sich  nur  dem,  der  sich 
in  ausdauernder  und  treuer  Beobachtung  den  Blick  auch  für 
deren  unscheinbare  Spuren  geschärft  hat.  Die  unmittelbare 
Liebe  zur  sinnlichen  Beobachtung  hat  aber  Ludwig  im  hohen 
Maasse  besessen,  und  für  ihn  sind  ein  gelungenes  Präparat  oder 
ein  schlagender  Versuch  stets  Gegenstand  eigentlich  ästheti- 
schen Genusses  gewesen.  Auch  hat  er  für  das  Studium  der 
lebenden  Natur  die  unmittelbare  Anschauung  weit  über  das 
Arbeiten  mit  abstracten  Begriffen  gestellt.  Gegen  letzteres  hegte 
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er  unverholenes  Misstrauen.  Ludwig's  Biographen  v.  Kries  und 
V.  Frey  leiten  diese  von  ihTion  eingehend  erörterte  Eigenart  aus 
dessen  natürlicher  Veranlassung  ab.  Die  Bedeutung  der  Veran- 
lagung fttr  Ludwig's  Denkweise  ist  natürlich  nicht  zu  bestreiten. 
Aber  mir  scheint,  als  ob  diese  auch  als  ein  Ergebniss  jener 
reiferen  und  resignirteren  Lebensauffassung  zu  verstehen  sei, 
die  sich  bei  älteren  Naturforschem  öfters  wiederfindet. 

Wer  durch  längere  Jahre  im  Dienste  der  Wissenschaft  ge- 
arbeitet hat,  der  hat  auch  den  unerbittlichen  Zusammensturz 
zahlloser,  zur  Erklärung  complioirterVorgänge  ersonnener  Theo- 
rien mit  erlebt.  Er  hat  sich  ferner  überzeugt, wie  unermessliche 
Gapitalien  von  Zeit  und  von  geistiger  Arbeitskraft  fortwährend 
in  kritiklosem  Abmühen  mit  unzureichenden  Methoden  und  in 
der  Verfolgung  unfruchtbarer  oder  ungenügend  begründeter 
Gedankengänge  vergeudet  werden.  Hat  überdies  solch  ein 
Forscher  erfahren,  wie  schwer  es  hält,  auch  die  einfachsten 
Lebensvorgänge  in  ihrem  Verlauf  und  in  ihren  Bedingungen 
klar  und  anfechtungsfrei  festzustellen ,  so  ergiebt  sich  für  ihn 
von  selbst  das  Bedürfniss,  vor  allem  die  Hilfsmittel  zu  schärfen, 
mittelst  derer  die  Erscheinung  zu  erfassen  und  unserer  Anschau- 
ung unmittelbar  einzuprägen  sind. 

Den  Zug  zu  einer  scharfen  Kritik  der  Forschungsmethoden 
hat  Ludwig  von  früh  ab  entwickelt,  und  es  liegt  gerade  in  der 
kritischen  Arbeit  eine  Hauptseite  seines  grossen  Physiologie- 
werkes. Das  Bewusstsein  aber  von  der  Unzulänglichkeit  unserer 
logischen  Operationen  dem  unerschöpflichen  Reichthum  der 
Natur  gegenüber,  scheint  sich  bei  ihm  als  Frucht  seiner  Ar- 
beiten im  Laufe  der  Jahre  und  in  stets  zunehmendem  Maasse 
entwickelt  zu  haben.  Von  seinem  eigenen  und  seiner  Freunde 
Jugendunternehmen,  die  Physiologie  zu  einem  Abschnitte  der 
Physik  umzubilden,  hat  er,  wie  Tigbrstedt  berichtet,  späterhin 
den  Ausspruch  gethan:  »Wir  stellten  uns  vor,  dass  es  verhält- 
nissmässig  leicht  sein  werde ,  die  ganze  Physiologie  auf  eine 
physikalisch-chemische  Unterlage  zu  stellen,  und  sie  der  Physik 
ebenbürtig  zu  machen,  aber  die  Sache  war  doch  schwieriger, 
als  wir  gedacht  hatten.c 


LuDwiG^s  allereigenste  Methode  war  seine  Art,  im  Verein 
mit  jungen  Männern  zu  arbeiten.   Wenn  wir  heute  unter  einem 

Matb.-pbys.  CU8se.  1896.  43 
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wissenschaftlicheD  Institut  eine  Schule  und  Arbeitsstätte  freier 
wissenschaftlicher  Forschung  verstehen ,  so  ist  dies  ein  Begriff, 
den  erst  Ludwig  geschaffen  und  praktisch  verkörpert  hat.  Das 
von  ihm  begründete  physiologische  Institut  in  Leipzig  ist  aber 
das  Vorbild  geworden  für  zahllose  ähnb'che  Schöpfungen  in  den 
verschiedensten  Städten  inner-  und  ausserhalb  Europas. 

Als  Vorsteher  einer  wissenschaftlich  productiven  Körper- 
schaft ist  denn  auch  Ludwig  gleich  nach  seinem  Hierherkommen 
mit  unserer  Gesellschaft  in  Beziehung  getreten.  In  Wien  hatte 
er  seine  mit  den  Schülern  unternommenen  Arbeiten  in  den 
Sitzungsberichten  und  Abhandlungen  der  dortigen  Akademie 
niedergelegt,  deren  Mitglied  er  war.  Es  erschien  somit  völlig 
selbstverständlich,  dass  er  nach  seiner  Uebersiedelung  hierher 
die  Heimstätte  für  die  Leistungen  seiner  Anstalt  in  den  Schriüen 
unserer  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  finden  sollte. 
Die  Aufnahme  seiner  Arbeiten  ist  ihm  auch  sofort  zugesichert 
und  durch  einen  besonderen  Vertrag  gewährleistet  worden. 
Während  der  Jahre  1865 — 4876  sind  alle  von  ihm  eingereich- 
ten Aufsätze  in  unseren  Sitzungsberichten  veröffentlicht  und 
diese  dadurch  zu  einer  weithin  gesuchten  Zeitschrift  gemacht 
worden.  Diese  »Arbeiten  aus  der  Leipziger  physiologischen  An- 
stalt« Hess  dann  Ludwig'  jährlich  zu  besonderen  Heften  zu- 
sammenbinden j  deren  im  Ganzen  \  \  ausgegeben  worden  sind. 
Vollständige  Sammlungen  derselben  sind  schon  sehr  selten  und 
stehen  bei  den  Antiquaren  in  hohem  Werth.  Ein  Theil  von 
diesen  Heften  trägt  auf  dem  Titelblatte  das  Medaillonbild  des 
Fttsten  Jablonowski,  weil  die  von  diesem  gestiftete  Gesellschaft 
während  einiger  Jahre  Geldbeiträge  zu  ihrer  Publication  bei- 
gesteuert hat  1). 

Diese  Beziehung  des  physiologischen  Institutes  zu  unserer 
Gesellschaft,  welche  sicherlich  beiden  Theilen  zum  Vortheil  und 
zur  Ehre  gereicht  hat,  ist  aber  im  Jahre  1876  jäh  durchrissen 
worden,  und  zwar  aus  prosaisch  finanziellen  Gründen.  Es  hatte 
sich  wohl  schon  seit  einigen  Jahren  zwischen  den  regelmässigen 
Einnahmen  unserer  Klasse,  die  damals  gegen  4000  uf.  betrugen 
und  ihren  Ausgaben  ein  gewisses  Missverhältniss  herausgestellt. 
Zum  Theil  hing  dies  zusammen  mit  der  in  jene  Zeit  fallenden 


I)  In  den  neun  Jahren,  in  denen  solche  Beiträge  geleistet  worden 
sind,  haben  sie  zusammen  6825  Jf,  betragen. 
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sehr  beträchtlichen  Steigerung  der  Druckerpreise ,  zum  Theil 
aber  war  es  bedingt  durch  die  Mehrkosten  infolge  der  Auf- 
nahme der  Arbeiten  des  physiologischen  Institutes  in  die 
Sitzungsberichte.  An  einem  schonen  Morgen  kam  es  plötzlich 
heraus,  dass  die  Rechnung  unserer  Klasse  einen  Fehlbetrag  von 
<2000  jHi  aufwies.  Es  war  dies  für  die  Klasse  und  auch  für 
deren  Mitglied  Herrn  Ludwig  eine  ungeahnte  Ueberraschung. 
Unsere  Statuten  schreiben  zwar  (§  37)  vor,  dass  der  Gesell- 
schaft von  Seiten  der  Verwaltung  jahrlich  die  Rechnungen  vor- 
gelegt werden,  aber  diese  Vorlage  ist  damals  immer  nur  an  den 
versitzenden  Secretär  erfolgt,  und  die  Rechnungsergebnisse  sind 
nicht  zur  Kenntniss  der  übrigen  Gesellschaftsmitglieder  gelangt. 
Eine  ähnliche  Ueberraschung  in  umgekehrtem  Sinn  hat  sich  im 
Jahre  1883  wiederholt,  da  sich  in  gleich  ungeahnter  Weise  fand, 
dass  die  Klasse  in  den  vorangegangenen  Jahren  ein  Capital  von 
20000  .4^.  erspart  hatte.  Das  Ministerium,  mit  solchen  Erspar- 
nissen nicht  einverstanden,  wollte  darauf  hin  den  bis  dahin  ge- 
währten Jahresbeitrag  auf  die  Hälfte  herabsetzen. 

Die  Finanzlage  der  Klasse  im  Jahr  K  876  verlangte  nach  zwei 
Seiten  hin  Abhilfe:  es  war  das  vorhandene  Deficit  zu  decken, 
und  es  war  eine  Erhöhung  der  Einnahmen  anzustreben,  um  das 
Gleichgewicht  zwischen  Einnahmen  und  Ausgaben  für  die  Zu- 
kunft zu  sichern.  Nach  beiden  Richtungen  hat  damals  unsere 
Klasse  dem  Königl.  Ministerium  Vorschläge  eingereicht,  allein 
sowohl  die  Deckung  des  Fehlbetrages,  als  die  Erhöhung  des 
Jahresetats  sind  von  oben  her  rundwegs  abgelehnt  worden.  Das 
ministerielle  Schreiben  weist,  unter  Bezugnahme  auf  die  Stim- 
mung in  den  beiden  Kammern ,  jeglichen  finanziellen  Zuschuss 
von  der  Hand  und  schliesst  mit  den  Worten:  »Unter  diesen  Um- 
ständen wird  Etwas  nicht  übrig  bleiben,  als  eine  vorläufige 
gtlnzliche  Sistirung  der  Veröffentlichungen  der  mathematisch- 
physischen Klasse,  bis  die  Schuldenlast  mit  Hilfe  des  Etatsquan- 
tums allmählich  getilgt  und  letzteres  wieder  zu  neuen  Veröffent- 
lichungen verwendbar  werden  wird.« 

Der  in  dieser  Verordnung  enthaltene  Vorschlag  drohte  den 
finanziellen  Bankerott  unserer  Klasse  in  einen  wissenschaft- 
lichen umzuwandeln.  Nicht  allein  wäre  dadurch  manchen  Mit- 
gliedern der  Klasse  ihr  bis  dahin  benutzter  Publicationsweg 
plötzlich  verschlossen  worden,  sondern  es  hätte  die  Klasse  auch 
nach  aussen  hin  eine  Erklärung  abgeben  und  allen  bisherigen 

48* 
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Tausch  verkehr  mit  anderen  gelehrten  Gesellschaften  einstellen 
mttssen.  Die  Schwierigkeit  der  Lage ,  in  welche  sich  die  Klasse 
versetzt  sah^  veranlasste  Ludwig,  noch  einmal  persönliche 
Schritte  zu  versuchen.  Eine  mtlndiiche  Unterredung  war  von 
Herrn  v.  Gerbbr  abgelehnt  worden  und  nun  wendete  sich  Ludwig 
an  ihn  mit  einer  eindringlich  geschriebenen  besonderen  Ein- 
gabe. In  aberzeugender  Weise  setzte  er  nochmals  die  tiefe 
Schädigung  auseinander,  welche  das  Leben  und  das  Ansehen 
der  Gesellschaft  erleiden  mttssten,  wenn  man  die  Klasse  zwänge, 
ihre  Veröffentlichungen  plötzlich  zu  unterbrechen.  Er  hob 
schliesslich  hervor,  wie  bei  der  Klasse  eine  Reihe  von  Manu- 
Scripten  läge,  welche  eingereicht  worden  seien,  ehe  man  den 
ungünstigen  Stand  der  Finanzen  kannte,  und  er  bat  den  Mini- 
ster, wenigstens  soviel  Mittel  flüssig  zu  machen,  als  nöthig  sein 
würden,  um  die  durch  Annahme  dieser  Manuscripte  von  der 
Klasse  bereits  übernommenen  Verpflichtungen  zu  lösen.  Herr 
V.  Gbrbbr  blieb  unerbittlich  und  sein  in  recht  ungnädigem  Tone 
geschriebener  Brief  an  Ludwig  wies  jedes  fernere  Eingehen  auf 
die  Frage  von  der  Hand. 

Einige  Wochen  später  konnte  das  Ministerium  der  Klasse 
mittheilen,  dass  es  durch  besondere  Umstände  in  den  Stand  ge- 
setzt worden  sei,  ihr  aus  den  Ueberschüssen  einer  Stiftung  die 
zur  Schuldendeckung  erforderlichen  1S000  Mark  zur  Verfügung 
zu  stellen.  Die  momentane  Verlegenheit  war  damit  gehoben, 
aber  da  das  Ministerium  auf  das  Bestimmteste  verlangte,  dass 
das  bisherige  Dispositionsquantum  in  Zukunft  nicht  mehr  über- 
schritten werde,  so  war  der  ferneren  Aufnahme  Ludwig'scher 
Institutsarbeiten  das  Urtheil  gesprochen.  Diese  Arbeiten  sind 
von  da  ab  grösstentheils  in  E.  du  Bois-Rbtmond^s  Archiv  für 
Physiologie  veröffentlicht  worden.  Erst  als  die  Finanzen  der 
Klasse  wieder  etwas  mehr  erstarkt  waren,  hat  Ludwig  neuer- 
dings angefangen,  einzelne,  mit  grösseren  Tafeln  ausgestattete 
Arbeiten  in  die  Abhandlungen  der  Gesellschaft  zu  geben. 

Ludwig  und  Herr  v.  Gerber  haben  sich  wohl  gegenseitig  nie 
recht  verstanden.  Für  Ludwig,  welcher  unter  dem  Ministerium 
V.  Falkbnstein  ungewöhnlich  hohes  Vertrauen  und  bereitwillig- 
stes Entgegenkommen  genossen  hatte,  war  die  harte  Behand- 
lung durch  Herrn  v.  Gerber  besonders  empfindlich.  Es  kommt 
dazu,  dass  damals  auch  seinen  Wünschen  inbetreff  der  Instituts- 
dotirung  ein  »)non  possumus«  entgegengestellt  worden  ist,  und 
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dass  er  während  der  bald  darauf  folgenden,  mit  rohen  Mitteln 
betriebenen  Agitation  gegen  den  Thierversuch  bei  seinem  Vor- 
gesetzten nicht  jene  Unterstützung  gefunden  bat,  die  er  im 
Interesse  der  Sache  ftlr  erforderlich  hielt.  Es  waren  dies  wohl 
die  schwersten  Jahre,  welche  Ludwig  in  Leipzig  durchzumachen 
gehabt  hat. 

Ludwig  hat  es  aber  die  Gesellschaft  nie  entgelten  lassen, 
dass  seine  anfänglichen  Beziehungen  zu  ihr  von  Grund  aus  ver- 
ändert worden  sind.  Er  fuhr  fort,  ihren  Sitzungen  regelmässig 
beizuwohnen  und  an  der  Führung  ihrer  Geschäfte  mit  seinem 
erfahrenen  Rathe  Theil  zu  nehmen.  Bei  der  Neuwahl  ihres  Vor- 
standes im  Jahre  1883  hat  ihn  denn  auch  die  mathematisch- 
physische Klasse  zu  ihrem  ersten  Secretär  ernannt,  und  sie  hat 
ihn  in  diesem  Amte  bei  allen  folgenden  Wahlen  bestätigt,  bis  er 
im  Jahr  4893  des  allerbestimmtesten  die  fernere  Annahme 
einer  Wahl  abgelehnt  hat. 

Die  Tugenden,  welche  Ludwig  als  unseren  ersten  Secretär 
während  der  1 0  Jahre  seiner  Amtsführung  ausgezeichnet  haben, 
sind  in  unser  Aller  lebhafter  Erinnerung.  Seine  tiefe  wissen- 
schaftliche Bildung  und  sein  weiter  Umblick,  seine  grosse  Ge- 
wissenhaftigkeit und  seine  gediegene  Erfahrung,  sein  Takt  in 
allen  schwierigen  Geschäften  und  dazu  sein  stets  offener  Sinn 
für  Alles,  was  wissenschaftliches  Leben  heisst,  diese  und  so 
manche  andere  trefflichen  Eigenschaften  haben  uns,  so  lange 
Ludwig  unser  Führer  war,  stets  das  befriedigende  Bewusstsein 
gewährt,  das  Wohl  unserer  Klasse  unserem  besten  Manne  an- 
vertraut zu  haben. 

Ludwig  hat  als  Secretär  neues  Leben  in  die  Arbeiten  der 
Klasse  gebracht  und  nach  allen  Seiten  hin  anregend  gewirkt, 
auch  sind,  dank  seinen  Bemühungen,  die  Mittel  der  Klasse 
Seitens  der  Känigl.  Regierung  beträchtlich  erhöht  worden. 
Ausser  den  Publicationen  der  Mitglieder  konnte  eine  Reihe  von 
anderweitigen  grosseren  Unternehmungen  unterstützt  werden, 
die  Herausgabe  der  Werke  von  Mobbius  und  von  Grasshann,  die 
Forschungen  von  Walthbr,  Gaule,  Rbchbnberg,  Sterzbl  u.  a.  m., 
sowie  die  Arbeiten  der  anatomischen  Nomenclaturcommission. 
Entsprechend  seiner  weitherzigen  Auffassung  von  der  Stellung 
einer  Gesellschaft  der  Wissenschaften  hat  Ludwig  auch  die  Auf- 
nahme jüngerer,  wissenschaftlich  arbeitskräftiger  Forscher  in 
unsere  Körperschaften  angeregt,  und  es  ist  zu  dem  Zwecke  die 
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durch  den  Statutennachtrag  vom  47.  Mai  4  884  mit  aUerhöchsler 
Genehmigung  versehene  Institution  der  ausserordentlichen  Mit- 
glieder geschaffen  worden. 

Auch  nach  auswärts  hat  unsere  Klasse  unter  Lidwig's  Füh- 
rung immer  breitere  Anerkennung  gefunden.  Dies  ergiebt  sich 
aus  der  wachsenden  Zahl  fremder  gelehrter  Gesellschaften,  die 
mit  uns  in  Verbindung  zu  treten  gewünscht  haben.  Nach  den 
von  unserem  Herrn  Archivar  gütigst  gemachten  Mittheilungen 
hat  unsere  Klasse  gleich  bei  Gründung  der  Gesellschaft  im  Jahr 
1846  mit  92  Gesellschaften  und  Instituten  Verbindung  ange- 
knüpft. Bis  zu  Lidwig's  Amtsantritt,  d.  h.  von  1846—4883,  hatte 
diese  Zahl  nur  um  15  zugenommen.  Während  der  10  Jahre  von 
Ludwig's  Secretariat  ist  aber  die  Zahl  der  mit  uns  in  Verbindung 
stehenden  Gesellschaften  von  103  auf  200  angestiegen  und  heute 
beträgt  sie  210. 

Grosse  Männer  hinterlassen  tiefe  Spuren  ihres  Wirkens. 
Auch  in  unserer  Gesellschaft  werden  die  Spuren  von  Lgbwig's 
Thätigkeit  noch  auf  lange  Zeiten  hinaus  kenntlich  sein  und  dem 
dahingeschiedenen  Genossen  ein  treues  Andenken  sichern. 
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